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ABSTRAK

Himpunan tak kosong M disebut modul kiri atas ring R dengan
elemen satuan 1, bila A/ dilengkapi dengan dua operasi, yaitu operasi
penjumlahan ( + ) dan operast perkalian dengan skalar, yang dapat dinyatakan
dengan pemetaan [/ : Rx M —— M dimana f(r,m)=rme M, untuk setiap
re R dan me M sedemikian sehingga dipenuhi sifat-sifat berikut :

1. (M ,+) orup komutatif

2. ¥r,se R, Vm ne Mberlaku :
()“ -+ S)H'l =rm-+rs
r{m+n)e=rm+m
(r.s)n'z = r(sm)
lm=m

Suatu modul A atas ring R dikatakan memenuhi syarat rantai naik
bilaM | ,M,,... submodul dari modul kirnt M atas ring R dengan elemen satuan

sedemikian sehingga M, ¢ M, < ... dan (3;2 € Z*)M,. =M, Vizn.

Selanjutnva jika terdapat suatu Dbarisan eksak {0} —— K&

L M >{0} dimana [ memenuhi svarat rantai naik maka X dan M
pasti memenuhi syarat rantai naik.

Suatu modul yang memenuhi syarat rantai naik ( Ascending Chain

Condition ) disebut Modul Noether.

Vi
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Modul atas ring R merupakan pertuasan dari ruang vektor atas suatu
field. Pada ruang vektor daerah operator adalah field, pada modul sebagai

daerah operator adaiah ring.

Himpunan tak kosong A disebut modul kiri atas ring R dengan
elemen satuan 1, bila A dilengkapi dengan dua operasi, yaitu operasl
penjumiahan ( + ) dan operasi perkalian dengan skalar, yang dapat dinyatakan
dengan pemetaan ¢ : R xM —» M dimana ¢ (r, mj =r m e M, untuk setiap
r e R dan m e M sedemikian sehingga dipenuhi sifat-sifat berikut :

1. { M, +) grup komutatif

2. Vr,se R, VYm, ne M berlaku:
(r+s)m=rm+sm
r{m+n) =rm+rn
(rs)m =r{sm)

Im = m

Jika pada definisi di atas operasi perkalian skalar didefinisikan oleh
@ MxR-»M dengan 0 (_n-r,r) =mr e M, maka A disebut modul kanan

atuas ring K.
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[

Seperti dalam teori grup, teori ring, dalam teori modul juga dikenal
submodul. Pada pembahasan teori modul akan dibahas tentang submodul dan

sifat-sifat yang berkaitan dengan submodul.

Jika himpunan bagian yang tak kosong dari suatu modul juga
merupakan modul terhadap operasi yang sama seperti dalam modul tersebut

maka disebut submodul.

Bila M, M, ... submodul dari modul kirt M atas ring R dengan
elemen satuan sedemikian sehingga M;c M: < ....dan( € Z ) M, =M,

¥i 2 n maka modul M atas R dikatakan memenuhi syaral rantai naik.

Selanjutnya modul yang memenuhi syaral rantai naik ( Ascending

Chain Condition ) disebut Modul Noether.

Perumusan Masalah
Adapun masalah-masalah yang akan diungkapkan dalam tulisan ini
adalah sebagai berikut
. Apakah yang dimaksud dengan modul dan contoh-contoh yang masuk

menjadi modul tersebut 7

|

Apakah vang dimaksud dengan modul Noether ?

|53

Teorema-teorema apa saja yang berkaitan dengan modul Noether ?
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(VS

1.3 Pembatasan Masalah
Dalam penulisan skripsi ini, penulis hanya akan membahas tentang
modul kiri saja, karena sifat yang berlaku dalam modul kiri juga berlaku

dalam modul kanan juga.

1.4 Tujuan Penulisan
Tujuan dari penulisan ini adalah untuk memahami pengertian Modul
Noether, mengetahui sifat-sifat dan teorema yang berlaku dalam Modul
Noecther. Untuk memperdalam pengetahuan tentang aljabar yang penulis

peroleh dalam perkuliahan.

1.5 Metode Penulisan
Metode vang digunakan penulis dalam menyusun skripsi ini adalah
dengan studi pustaka vaitu dengan mempelajari buku-buku yang berkaitan

dengan judul tulisan ini.
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BAB U

LANDASAN TEORI

Dalam bab 1 ini, akan dibahas pengertian modul. Pada subbab
pertama akan dibahas definisi modul dan submoduil serta teorema-teorema dan
contoh-contohnya, vang merupakan pengembangan dari pengertian submodul.

Pada subbab kedua akan dibahas penjumlahan langsung, dilanjutkan
subbab berikutnya mengenat modul terbangkit hingga, kemudian subbab ke-

empat akan dibahas modul faktor.

2.1. Modul dan Submodul

Definisi 2.1.1
Himpunan tak kosong A disebut modul kiri atas ring R dengan
elemen satvan 1, bila A/ dilengkapi dengan dua operasi, yaitu operasi
penjumlahan ( + ) dan operasi perkalian skalar, yang dapat dinyatakan dengan
pemetaan @: R xM — M dimana @ (r, mj =rm e M, untuk setiap r € R dan
m e M sedemikian sehingga dipenuhi sifat-sifat benkut
1. (M, +) grup komutatif
2. Vrose RV, ne M berlaku :
(r+sjm=rm+sm
r{mtn} =rm+rn

(rsjm =r{sm)
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Im = m
Jika pada definisi di atas, operasi perkalian skalar didefinisikan @: M xR — M
dimana @ ( mr ) = mr e M, untuk setiap r & R dan me M, maka M disebut

modud kanan atas ring R.

Contoh :

. Jika &={a~+bi la,b & B maka € merupakan modul atas & .

Buiti

Seperti kita ketahui bahwa € merupakan grup terhadap penjumlahan bilangan

kompieks dan merupakan grup Abel. Akan ditunjukkan bahwa € memenuhi

syarat modul.

Ambil x = a+bie Cdan y=c+die C danre R

a) r{x+y)=rx-+ry,makaakan dibukitkan
r{x+y) =r{{a+bi)+ (c+di)),dapat ditulis sebagai berikut :
=r{(a+c)t(b+d)i}
=p{a+c)tr(b+d)i
=pgtretrbitrd
=(ra+rbi)y+(rctrd)
=p(a+biy+r(c+d)

=rx+try
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b) Akan ditunjukkan:

d)

(r+s)(a+biy=r(a+bi)+s{a+bi)
(r+s)(a+biy=(r+s)a+{r+s)bi
=pa+sa+rbi+sbl
=r(a+biy+~s(at+bi)
Akan ditunjukkan :
r(s(avbi))y={rs)(a+bi)

r{s(a+bi)= rsa+rsbi

i

(rs+0i)(a+bi)
=ps(a+bi)

Wa+bi) = a+bi

Karena syarat modul dipenuhi, jadi € merupakan modul. =

2

(V)

(Z,+, @), (@, +, o).( R, +, ¢),(C, +, ¢) adalah ring dengan elemen satuan,
maka M =27, M=Q, M =R, M= Cmerupakan modul atas ring Z, ring

@, ring R ring C

b
Jika § = {[ ab ]j abe R } maka S modul kiri atas &.
-b o«

Bukti

Akan ditunjukkan bahwa S adalah grup aditif .
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b
a)  Ambil matriks 4 dan matriks B berordo 2 x 2 vaitu Az[(; }
- o

- d
B:(C 6),&hgdeﬂ
~d ¢

a+c b+
4d+8 =
~b+(-d) a+c

N s b+d
T l-b—d a+c

Karenaa + ¢, b +d, -b—-d ¢ B, maka [

a+¢  h+d
e 8
-b—-d a+c

Jadi 4+« B eS .
b : { 2
b) Ambil matriks4=| ¢ °1.8=| ¢ “Vc=® Nasecd
=g AT -/ e
e,felk

. w e a b c d e f
(4 ) 8 {(—b a}%[»d cj}+[_j‘ ej

a+c b+d ' A

= +
—b+(-d) u+c ~f e
a+c+e b+d+ f
=N\ =b+{~dY+{(-f) a+c+e

atc+e  b+d+ 1
—b—d—-f a+c+e
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| a b c d e f
A+(B=C) = (—b aJ+{(—d C}-;_(‘“f BJ}

fa b . c+e d+ 1
-b ~d+{(—f) c+e
B a+cte b+d+ f
b+ (-dY+(=f) a+c+e

O RN e | T
—b—d-f a+c+e

Jadi(d =~ B) ~ C=A~+ (B~ () bersifat assosiatif.

a b
¢} Ambil matriks 4 :( 5 J abe R
-b a

J
Misal B adalah matriks identitasnya, B = ( Cf }
=14 %

MakaB+A=A+ B =4

oG ) )

a+c d+b) fa b
—d+{-b) a+c l-b o«

Menurut kesamaan matriks diperoleh :
a+c=a,d+b=>b,-d+ (-b)=-b, setelah dihitung persamaan

tersebut diperoleh ¢ = 0, d =0 , -d = 0. Jadi matriks identitasnya

0 0
adalah B =
0 0

) a b 5 ¢ d 0 0
d) Misal A= , A7 = B =
-b a e f 0 0
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AT+ A=A+A4" =B

A+ A= B
¢ d ., a b _ 0 0
e /) \=b a) 0 0
c+a d+b 3 0 0
et (=b) f+aj (O 0
Dari kesamaan matnks didapat c+a=0,d+b=0,e+(-b) =0,

f+ a = 0, setelah persamaan itu dihitung akan diperoleh ¢ = -a |

d=-b,e=bdanf=-a
—a —b

Tadi A"im( “ ]
b —-u

. [ sl AL
e)  Ambil matriks 4 x( J B :( ) abcde R

-6 « -d ¢

d
- b -d ¢
a+c b+l
—b+{=d} a+c

VL

o+ d+b
—d+(-b) cHu
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B U+ b+d
wbhb+{=d) a+c
Karena penjumlahan matriks bersifat komutatif, maka ( S, + )

merupakan grup komutatif.

Selanjutnya akan ditunjukkan S memenuhi syarat modul.

] a by ¢ d
Ambil A= p = ,abede Rdanre R
-b a e e

i) r(A+B) = rd=rB

a b ¥ i
'l ?.H—b cz)+(—ci cﬂ
¥ a+c b+d
"Nebt(-d) a+c

R r{a+c¢) rib+d)
r(=b+(=d)) r(a+c)

3 ra b re rb + rd
r{(=b)+r(—d) ra+rc

_ ( rel f'b\‘ re rfﬂ
r{—F) me r(=d) rc)
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11

= rd+rB
. N AN (r + sk {r+sp
h (r+s) -b a (r+s)—~b (r~§~s)a
_ re + Sd rb + sh
wrb+(~sb) ra+sa

B Fa o+ SQ rb 4 sb
r(=b)+s(~b) r-+sa

= pd 54

iy {s (_“b ZH: (r.s-)(__”b zj
fa b ] st sh
- -b a ’ s(=b) sa
_ [ rsa rsh
rs(—b) rsa
(a b)
= s
~h u
la 1b
(-6) la
fa b
B -b u

Karena syarat modul kirl dipenuhi, maka S merupakan modul kiri atas &R

i

T a b
) ¥
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4. Jika G grup abel, maka G merupakan modul kiri atas ring Z dengan operasi
perkalian skalar didefinisikan
na =(n-1)at+a, jikan>0
na=0 , Jikan=0
Jika n negatif , maka n =-p , dengan p >0 dan

na= (=p)a= p(-a) , dimananc Z dana e G

Selanjutnya yang dimaksud modul atas ring R adalah modul kiri atas ring

R dengan elemen satuan

Teorema 2.1.2

Jika M modul atas ring R, maka Vr e R, Va € M berlaku :

1. OR. (4] = 0_\[

2.r. 0y =0y
3. (~r).a=—-(ray=r{-a)
Buldti :
1. Op.a=0gt Op)a, ( Or elemen identitas ring R )
Op.a=0p. a+ 0. a, ( aksioma modul )

(O . a)+—(0p . a)=(Opa+ Opa )+ (~0pa), (Opae M punyainvers

~(Opaye M)

i

s Opa+ (Opa+(-0ga)), (asosiatif pada M)

Oy + Oy = Opa+ 0y, ( 0y elemen identitas pada M, definisi invers )
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Y = {ra , ( kanselast kanan )

2. r Oy=r(Oy+O0p)y=rlytriy, (Oyelemen identitas pada M )
O+ (r Oy =(r Oyt r0y) = (=7 0y), ( r 0y M punva invers
~Ohyy e M) |
Oy = r O+ (rOy+ (= (r0y)y, {asosiatif pada M )

Ovt Oy = 7Oy +0y, (Oielemen identitas pada M, definisi invers )

Oy = rOy, ( kanselasi kanan )

3. (r+(=r)a=0pa=0y, (definisi invers,aksioma modul )
(r+(=ra=ra+(r)a, (aksiomamodul)
disisilain ra+~{~{ra)=0y, raeM

Jadi (—r)a = (—r o). &

Definisi 2.1.3
Jika M modul atas ring R dan N himpunan bagian tak kosong dari M,
maka & disebut submodul dari A bila N merupakan modul terhadap operasi

yang sama dengan operasi dalam A

Teorema 2.1.4
Jika M modul atas ring R dan N himpunan bagian tak kosong dar M,
maka N submodul dari A bila dan hanya bila :

D N=0
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) (Y, a> eN)ay—a; e N

i) (vreR)(VaeNjra eN

Bukti :

(=) Karena N submodul dari M, maka menurut definisi, N juga merupakan
modul. Oleh karena N modul maka ada elemen identitas 0 € V. Ini berarti
N # ¢, karena N subgrup aditif maka a¢; - «; € N, Va,,a; € N dan
karena N submodul maka (i11) dipenuhi.

(<) Akan ditunjukkan N subgrup aditif
Karena i) dan ii) dipenuhi maka N subgrup aditif dari M. Oleh karena A
Abel dan N < M maka N subgrup Abel.
Karena (v € R) (Vae N)ra € N dipenuhi, maka
(r+sja =ra+sa
rla; + az) =rda;+ ra;
ria;a = {ra;)a;
In.a =ua

Jadi terbukti bahwa N submodul dari M. &

Teorema 2.1.5
Jika M; dan M, masing-masing adalah submodul dart M atas R,

maka M; ™ M suatu submodul dart A/ pula.
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Bukti

Diketahui M; dan M, submodul dari M. Akan dibuktikan M) m M; submodul
dari M.

Perhatikan bahwa :

1. M, , M, submodul dari M maka 0y e M, dan 0y, € A ,maka

Oy & My M: . Jadi M; m M; # iz

2. Ambil sebarang x,v € M; n M, sechingga x,v € M, dan x,y € M, , karena
M M submodul makax -y € M;danx -y & M- sehingga x -y & M,
M

3. Ambilre Rdanx e M; n M, , maka x € M, dan x € M- . Padahal M;, M,

submodul maka r x € M, dan r x & M, sehingga diperoieh  rx e M; M AD

Jadi M; m M, merupakan submodul dar A7, =

Teorema 2.1.6

Jika M; submodul dari modul Af atas R V1 = 1, dengan M, < My <

...c M, ..., maka |_JM, submodul dari M.

izl
Bukti :
Diketahui M submodul dari M, V1 = | sedemikian sehingga M, ¢ M, < ...
M, <..., karena M, merupakan submodul dari A/, maka 0y, € AL, V12 L

Sehingga 0,, el JM,, maka | JM, # @

iz} izl

Ambil sebarang x,y e UM,. , maka diperoleh dua kemungkinan yaitu :

izl
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(3;') x,ve M, maka x -y e M, sehinggax-ye U,M ;

izl
(@r.s)xe M, dan ye M, . Karena xe M, dan y € M, untuk suatu

1,8 2 1, maka akan diperoieh :

Jika r < s maka M, c M, . Akibatnya x € M, dan y € M, maka

X -y € A, Jadi x—yeUMj.

izl
Untuk r > s , karena M, M, dany € M, maka y € M, , sehingga

xe M.dan ye M, , makax—-y e M, Jadi x~y & U;‘vfi

izl

Ambilr e Rdan xe UM, maka [ 7k ) x € M, , karena x € M dan M,

i2i

submodul maka » x € M, . Dengan demikian rx e UM,

izl

Jadi {_JM, merupakan submodul dari A/ =

iz}

Contoh :

1.

Perhatikan bahwa {0} dan A/ merupakan submodul dari modul M, sehingga
setiap modul sekurang-kurangnya mempunyai dua submodul dari modul M
atas ring K.

Jika V ruang vektor, maka subruang dari ruang vektor J merupakan

submodul dari modul ¥ atas field /.
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Jumlahan langsung
Teorema 2.2.1

Jika S; submodul dari modul M atas R maka S, +S, +-+ 5, =
{.5', + 8, et s,,! ;€8 [.,Vz'} merupakan submodul dari M atas K .
Bukiti :
Misalkan 7' =S5, +8, +-+ 8§,
Akan dibuktikan bahwa :

I, I'=&

2

x,vel maka x—ye7

re &, xel makarxel

[US)

1. Perhatikan bahwa 0, € A/ dan dapat ditulis 0,, =0,, +0, +--+0,, €

S;+8, +-+8,, dengan 0,, € §,,Vi ,sehingga 0,, e 1"

ne

Jadi T= O

!\J

Ambilx,y e 'maka x =35, +5,+---+35,,5, €5,,¥/ dan

{8, Vi

nEod

V=4l e+
Sehingga x—y=8, =/ +5, —l, +--+5, —1,.
Oleh karena s, -7, € §, , untuk setiap 1,
maka x—~ye S, +S5,+-+ 8,

3AMbI reR,xel  maka x=5, +5,+ 45, 5, €8, Vi
Sehingga rx =r (.s', S, s, )

SRR R PR

"
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Oleh karena rs, € S, ,Vi, maka rxe S, + 8, 4+ +.5,

Dari 1,2 dan 3 terbukti bahwa 7" adalah submodul dari M atas R . 8

Definisi 2.2.2

Diberikan modul Af atas ring R dan Sy, Sy ..., S, adalah submodul-
submodul dari M. Modul A disebut jumichan langsung dari S;, S; ..., S, jika
setiap m € M dapat dinyatakan sebagai m = s; + 5, +...+ 5, dengan s; € S; dan
jika m=qa; +a + .. +a,dengang; € §, maka g = s;untuk 7 =1,2, ... n

Jika M adalah jumlahan langsung dari S, S ..., S, maka ditulis

M=5,85®.8S,.

Teorema 2.2.3
Misal A modul atas ring R dan S; submodul dart M, untuk i =1, 2,
...,n,maka M= S,@8; &..@ S, bila dan hanya bila :

L M S + Sife. A

2. S, m[ZSJ ={0} ,untuki=12,.»n

i

Bukti :

(=) Diberikan M modul atas ring X yang merupakan jumlahan langsung dari
submodut-submodul S;. 8», ..., S,. Akan dibuktikan berlaku sifat 1) dan 2).

i)  Ambil sebarang m e M.
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Karena M jumlahan langsung dari §,, S, ..., S, maka terdapat dengan

tunggal s, e S, sehingga m = s;+ 53 +...+ s, maka m e S + 5
=Sy
JadiMc S+ 8; .+ S
1) Ambil sebarang m € §;~ 55 = ..+ S

Maka ada s; e S;sehingga m=s,+ 55 +...+ 5,

Karena §; merupakan submodul dart M, maka S; < M, untuk setiap
i=1,2,...,n.Karena{ M+ ) grup aditif, maka m =g, + s: + ... + 3,
e M. Jadim e M

Maka S;+ S +..+8, © M

Dari 1) dan 11) terbukti A = §5; - S, + ...+ S,

Ambil sebarang m € S, N[ZSJ , untuk setiap 7=1,2, ..., 7, maka m e

J=i

S, dan me {ZS}}

J#i

Karename Simakam=g,=0+ . + 0+ g+ 0+ . +0 untuk §; € §

Karena m e [ZSJJ ,maka m =8+ §; o+ s+ 0k st s,

I
untuk s e S
Karena M jumlahan langsung dar1 S, Sz, ..., S, maka diperoleh s, = 0, untuk

i=1,2, ..., n sehingga m=10.

Terbukti S; ™ (ZS’J =10}, untuk 7=1,2, ..., n

J#i
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(<) Diberikan M modul atas ring R dan S, Sz .., 8, submodul-submodul dari A/

yang memenuhi

Lo M=8+ S8+ ..~ Sy
2. Sin (ZSJ} = {0}, untuk i=1,2,..,;
J=i

Akan dibuktikan A/ jumlahan langsung dari submodul-submodul  &;, S, ..,
Sn.

Ambil sebarang m € M.

Karena M = §; + Sy +..+ S, maka m = s;+ s, +...+ s, dengan s; € §;,
untuk 7= 1,2, ..., nandaikan m = a; + a, +...+ &, , dengan ¢; € S, untuk /
=1,2,..., 1

Maka 0= (s;—a; )+ (so—az)+ ...+ {s,—a; ).

Diperoleh —(.S‘,.'-— (J‘,;) = (.S'j"— CI]) oy (.S‘g—— (12) i (.S‘,z..jm a,-_.g) + (.S‘,-...;m (4‘;‘,;) ol o i

( sy—ay) schingga —(s;— ;) € S; dan —(s5;— ;) € (ZSJ untuk 1=

J=i

1.2.3 n.

FEAFD I

Maka ~(s;~a;) € S (ZSJ.], untuk i=1,2, ..., 1

J=i

Karena s M[ZSJ = {0}, untuk i= 1,2, .., n,maka —(s;—a;) = 0.
i

Jadi & = ¢, untuk setiap 7 = 1,2, ..., »

Terbukti Af jumlahan fangsung dari submodul-submodul 8,55, .., §,. =
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2.3 Modul yang Dihasilkan Secara Berhingga
Teorema 2.3.1
Diberikan modul M atas ring R. Jika A4 submodul dari modul A,

maka himpunan semua kombinasi linear dan koefisien di R dengan elemen-
elemen A, yang dinotasikan dengan <4> = {r;a;+ ryar+ .t r,a, |1 R,
a; €4, n 21} merupakan submodul dani M.
Bukti :
1) Perhatikan bahwa 0y, e A dan dapat ditulis sebagar

Oy = 0,0 +0,a,++0,,a¢, dimana 0y ¢ M dan a, e A M

sehingga Oy = 0, +.-+0,,

Maka Oy e <d> . Jadi <d> = &

2) Ambilxye <4>

Makax=rya + roa; + ..+ rpa,,dengan r; eR dan o, € A ¢ M dan
VESpaptsadytt L+ Sy ay, dengans; e Rdang; e A o M

Sehingga untuk » > m

nt

M
X W Zr,a,. . Zs,.a,.
i=] i=t

Ll 12} 1

= Zri.a,. . Zf‘r.aj +Z(— s, Ja, + iOai
=]

f=pr+l i) i=m+l

ﬂi(r! - .S'I.)a{. o+ i(f‘, + O)ai
i=l

i=ni+]

[ 12

= Z(}‘i —.ﬂ‘{.)ai + Zr,.af.
[

i=tel
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karena ry, Fy, .. ry. =S, 8, oo-$e € Rdanay, as ., an, @8z, Ay €
A M makax—ye <4>
Untuk n=m dan »n <m dapat dikerjakan secara analog.

Dari 1) dan 2) terbukti bahwa <4.> subgrup dari M.

Selanjuinya dibuktikan bahwa <4 > merupakan submodul dart M.

Jikar e Rdanambilx e<A> makax=r;a; = r>a, + ... =~ r,a, sehingga
rx=r(rpaptradas o redy,) . Karenar € R, g € <A>, maka ra; €A,

rae 4, ra,e A, sehingga dipeoleh rea; € A, untuk i=1,2,3, ..., n
Jadi rx e dg M

Terbukti <4 > merupakan submodul dari M. &

Akibat teorema 2.3.1

Jika 4= {a} maka Ra = {r'al = R}juga merupakan submodul.

Teorema 2.3.2

Jika Af adalah modul atas ring R dan A < M, maka <4> submodul

terkecil yang memuat 4.

Bukti
<A > submodul dari M vang memuat 4 dan N submodul dari A/ yang memuat A

Dibuktikan <4> < N
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Ambil sebarang x € <d> maka x=ra, +ra, ++ra, , dengan r, e R dan

" o

a, € A,Vi Karena A submodul maka x = ra, +ra, ++r,a, € 4

Padahal A< N maka xe N ,sehingga < A>¢g N

Jadi <A> c N .m

Himpunan 4 dikatakan membangkitkan A/ jika M = <4> |, yang
berarti setiap m € M dapat ditulis dalam bentuk m =7, a; + r; a; + .0+ 8y, ap,
dimanar;, rz, ..., e Rdanay, ;. ..., a,€ A.

Jika 4 berhingga, maka <4> disebut submodul yang dihasilkan
secara berhingga. Suatu modul M dikatakan dihasilkan secara berhingga jika M

memuat himpunan berhingga yang menghasilkan M.

2.4 Modul Faktor
Definisi 2.4.1
Jika N subgrup darn (G,0) maka N disebut subgrup normal dari

G bila dan hanya bila untuk setiap ge( dan ne N Dberlaku

gonog"‘ e N

Jika M adalah modul atas ring K maka { M, + ) grup komutatif dan
jika N submodul dari A/ maka ( N, + ) subgrup dan A7 Akibatnya .V subgrup

normal dari M sehingga dapat dibentuk A//N = {m-!-N/!?‘!(—: M} dimana
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elemen-elemen di M/ /N berupa koset-koset. Sehingga teorema-teorema
yang berkaitan dengan koset pada subgrup aditif juga berlaku pada modul.
Teorema tersebut diantaranya adalah :

Jika N subgrup dari grup ( M, + ) dan «,b € Af maka keempat pernyataan

berikut ekuivalen :

1. p—geN
2. peg+ N
3. p=g+N,untuksuatu ne NV

4. p+N=g+N

Teorema 2.4.2
Jika M modul atas ring R dan N submodul dan Af maka
MIN = {m+N Ime M } merupakan modul atas ring R terhadap operasi yang
didefinisikan sebagal berikut :
(x+ N )Y+ (p+N)IY=(x+y)+ N
r(x+N)=mx+N
untuk setiapx+ N, y+ N e M /Ndanr e R.
Bukti : |
Pertama-tama akan ditunjukkan operasi pada A/ /N terdefinisi dengan baik.
Ambil sebarang p+~N, g~ N, s=N, (~-NeM N dengan p=Neg- N, s+ N =+ N .

Ditunjukkan (p+N)+{s+N)={(g+N)+(r+ N). Karena p + N =¢ + N dan
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s+N=t+N makap—ge Ndans—1 e N, sehingga (p—-¢g )+ (s—1)e N,

maka(p+s)— (g+t)e N

Jadi{p+s)+ N=(g+1)}+ N

dan n,r, € R dengan », =r, .
Akan ditunjukkan 7 {x+ N)=r,(y+ N) yaitu nx+N = r,y+N

Karena x=y+n, maka rx=ry+nrn . Padahal r, =r, maka nx=ry+nrn,.

Karena N submodul maka r,n, € N, misalkan rn = n,.
Didapat rx = ry+n,
Jadi nx+ N=ry+N

Kemudian akan ditunjukkan M /N grup aditif terhadap operasi jumlahan.

Operasi (+)pada A/ / N adalah asosiatif karena untuk p+ N, g+ N, s+ N e M /N
(p+N)+[(g+ M)+l N)] = (p+V)+[(g+5)+N]
= p+{g+s)+ N
={p+g)+s+N
= [(p+g)+ N]+(s+N)

e+ as W)
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Elemen 0+ N e M /N adalah elemen identitas, karena untuk p+NeM/N |
O+ M+ (p+N)=Q+p)+ N=p+Ndan{p+N)+(0+N)=

(p+Oy+N=p+N

Elemen —-p+NeM/N adalah invers untuk p+NeM/N | karena
(p+N)+(=p+Ny=(p-p)+N=0+Ndan(-p+N)+{p+N)=

(~p+py+N=0+N

Operasi ( + ) padaM / N adalah komutatif |, karena untuk p+N,g+NeM/N,

(p+N)+(g+N) = (p+g)+ N

= (g+ py+ N , karena M komutatif

= (g+N)+(p+ N}

Jadi M /N grup aditif terhadap operasi jumlahan.

Selanjutnya ditunjukkan pula aksioma-aksioma modul berlaku pada M/ N .

Jikarue R, p+ N,g+Ne M/N maka:

) rUprNIE(gENY=r(prg)t N)=r(p-q)+N=

(rpvrg YEN=(rp~N)+({rg+N)=r(p+N)+r(g+N)

b) (reu)(p+NY=(r~u)py+N=({rp+up)+N=(rp~N)

+(up+ N)=r(p+N)+u(p+N)

c) (ruY(p+Ni={rn)yp-N=r{up)+N=r{u{p+N)
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a) I(p+N)=lp-N=p-N®
Jadi M /N merupakan modul.

Definisi 2.4.3

Jika M modul atas ring R dan N submodul dart A/ maka

MIN = {m + N } me M } merupakan modul dan disebut modud faktor .
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BAB Il

HOMOMORFISMA MODUL

Dalam bab ilI dibahas mengenai suatu fungsi dimana fungsi ini
disebut homomorfisma. Oleh karena itu akan dibahas pula hal-hal vang
berkaitan dengan homomorfisma vaitu monomorfisma adalah homomorfisma
vang 1njektif, epimorfisma adalah homomorfisma yang suriektif dan
isomorfisma adalah homomorfisma yang bijektif. Homorfisma modul dan

barisan eksak akan dibahas pada bab ini pula.

3.1 Homomorfisma Modul

Definisi 3.1.1

Diberikan M dan N modul kiri atas ring R, maka fungsi 6 : M — N
disebut homomorfisma modul, bila untuk setiap p¢ € M dan r € R
dipenuhi :

O(p+q)=0(p)+ (g

)y =ré{p)
Himpunan semua homomorfisma dan M ke N dilambangkan dengan Hom

(MN ).

Definisi 3.1.2

Jika @: M — N adalah homomorfisma modul, maka :

28
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1) Jika @ merupakan fungsi injektif yaitu (Vxye M) 8(x) =0 () = x =y,

maka & disebut monomorfisma.

2) lika & merupakan fungsi surjektif vaitu (Vx e N) (3y € M) x= 8(y),

maka & disebut epimorfisma

3) Jika @ injekuf & surjektif maka disebut isomorfismea.

Jika € : M — N adalah suatu isomorfisma, maka A dan N disebut isomorfik

dan ditulis A = N,

Contoh :

1.

Jika Z ring himpunan bilangan bujat yang merupakan modul atas dirinya
sendiri dan @ Z — Z dengan & ( p) = 5p, untuk setiap p € Z, maka @
merupakan homomorfisma karena :
B(p+qg)=3(p+q)=5p+5¢=0(p)+ 0(g)

E(rp) =5 rp=r{Sp)y=r@( p), untuk setiap r € Z.

. . . b
Jika g: € — S didefinisikan 8¢ a + bi) = [ ab ) dengan C adalah

= 44

himpunan  bilangan  kompleks modul atas ring R dan

a b
S= {( 5 }| abe R } modul M atas ring R , maka ¢ merupakan
b a

homomorfisma.

Bukti:

Pemetaan & € — 8§ didefinisikan oleh
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a b .
forrbi):( 5 J,untuk setiapa.b €
-b u

Akan ditunjukkan bahwa &: € — S suatu homomorfisma.

Ambil sebarang x,y € € denganx =« ~ bidany = ¢+ di

Maka 8(x+y) = 8((a+ bi)+(c - di))

= ((ave)+ (b-d)i) definisi "+ di C
. b+d
| are o definisi 0
—(b+d) a+c

a b ¢ . .
= + definisi ” + " matriks

~b -
=60(x)+ 6(y)
G{rx) = 1 @(x)
Hr{a+bi)) = O(ra+rbi)

b W, b
—rb  ra
( o b}
o ,‘
-b «

=1 G(a+ bi)

I

r 8{x).

Jadi 6: € — S suatu homomorfisma. =
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Teorema 3.1.3
Diberikan € M — N homomorfisma modul maka :
1.8 0y ) =0y
2.0 (-m )=~ {m), untuk setiap m e M
Bukti:
1. Perhatikan bahwa 0,,adalah elemen noi dalam M, maka 0y, — Oy/= Oy
Karena @fungst maka &(0y; + Oy/)= 6(0y))
G0y + 6 (0y) = (0w
=G (D) +G( 0vy)+ O(0y)==0(0y) + G(0y))
On + 6(0y) = Oy
(0= 0y

Terbukti &(0,s) = 0y

b2

Untuk setiap m € M berlaku m + (= ) = (—=m) + m = Oy,
Sehingga 8(m + (—m)) = 8{((—m)+m )= 0( 0y)

B (m+ 0(-=my= G(~m)+ G(m)= 0y
Jadi @(-m) invers dari & (m)

Padahal invers dari suatu elemen adalah tunggal sehingga —@(m) = @{—m).

Definisi 3.1.4
Jika @ : M- N homomorfisma modul, maka kernel dari & adalah

himpunan p € M sedemikian sehingga &(p) = 0\ dan ditulis ker 8= { pe M | #
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[
[

(p) = 0y}, sedangkan image @ didefinisikan /m(8)={ g e N{(Spe M) . ¢=

8(p)}.

Teorema 3.1.5
Jika M dan N modul atas ring R dan ¢ : M — N merupakan
homomorfisma modul maka: a) kerne/ € submodul dan A/

b) /m (&) submodul dani N

Bukti :
Diketahui &: A4 — & homomorfisma
1. Akan ditunjukkan bahwa ker @ merupakan submodul dari A/
1)  Karena ada 0y, & M dan f(0,)) = 0y , maka 0, € ker 6.
Jadi ker 6 % &
i) Ambil p,¢ € ker © maka &(p) =0y dan 8(g) =0y
Dibuktikan p — g € ker @yaitu harus dibukiikan 8( p — ¢ ) = Oy
{p-q)=08(p)~0{g)
= Oy — Oy
= Oy
Jadip - g e ker ©
i) Ambil r € R dan p € ker Omaka 6{ p) = 0y
Grpy=rd@(py=r0yv= 0y

Jadi rp e ker 6
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a2
(VR

Dari 1), 11) dan iii) terbukti ker 8 submodul dari A .

2) Akan dibuktikan bahwa [/im {6 submodul dart N

1)  Karena ada 0y € Ndan 0y, e M sehingga Oy = 6(0y))
Maka Ov=Im (8) . Jadi Im (6) = &

1)  Ambil x,y € /m (6 ) maka terdapat p,¢ e M sedemikian sehingga

x=@({p)ydany= 6(y)

Akan dibuktikanx -y = @(p)— G(g)= 0(p - g)
Karenap ~g € M makax—y e /m(8)

i) Ambil r € Rdanx e Im (8) maka terdapat p € M sedemikian sehingga x
= @( p) ditunjukkan bahwa » x ¢ Im (0)
rx=r0(p)=00p)
karenar € Rdanp € M maka rp e M sehingga rx e Im (9)

Dari 1), i1) dan 111} terbukti bahwa /m (g submodul dari N, &

Teorema 3.1.6

Jika M dan N modu! atas ring R dan & A/~ N homomorfisma modul

maka ¢ monomorfisma biia dan hanya bila ker 8= {0, }.

Bukti :
(=) Diketahui ¢ monomorfisma

Dibuktikan ker 8= {0, }



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Ambil sebarang x € ker € maka 8{x)= 0.
Karena @{0y,) = Oy, maka 8{x) = 6(0:)
Padahal & injektif maka x = 0y,
Jadi ker 8= {0y}

{«<=) Diketahul ker 6= {0, }.
Dibuktikan @ monomorfisma yaitu homomorfisma yang injektif.
Ambil sebarang x,y € M dengan 8(x)= G( »).
Maka @(x}— ()= G(x—y)= 0Oy
Sehingga x — v e ker 6
Karena ker &= {0y, } maka x -y =0y
Jadix =y

Terbukti bahwa & monomorfisma. B

Teorema 3.1.7

Jika M, N modul atas R dan [ M-——> N homomorfisma,

sedangkan 7' submodul dari N maka /' (7') submodul dari A

Bukti :

Akan dibuktikan :
a) ST =@
by xye ST () > xye ST
¢) reR,xe ) rxe 1)

Diberikan /7' (1')= {1 eM| flx)eT } schingga
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|5 ]
LLn

a) Karena f homomorfisma modul maka f (0,,)=0, dankarena T
submodul dari N maka 0, € 7', Akibatnya f(0,, )e 7 yaitu
0,e/ ™M), Jadi FUT)=E

b) Ambil sebarang x,ve 7' (7') maka f(x)e 7 dan f{y)e?.

Dibuktikan x—ye f '1(3”) yaitu ditunjukkan bahwa f (x— y)e I
Perhatikan bahwa :
Flx =)= f(x)- f(») karena T submodul, maka f(x)~ f(y)e 7
Jadi f{x—y)el yaitu x~ye f(I)
¢) Ambil re R dan xe (7).
Maka f(x)e?.
Akan dibuktikan f(rx)e 7
f(rx)=r.f(x),karena reR danf(x)e 7" makar f(x)e T,
sehingga rxe f(1)

Jadi /7' (") submodul dari M. m

Teorema 3.1.8

Jika 4 submodul dart B maka /' : B~ B/ 4 dengan fix) = x + A

adalah homomorfisma modul yang surjektif.
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Bukti :
Akan dibuktikan / homomorfisma modul yang surjektif.
Ditunjukkan " terdefinisi dengan baik.
Ambil x,x, & B dengan x, =x, ,maka v, + 4 = x, + A sehingga f(x)= f(x,)
Selanjutnya ambil x,y € 4,7 € R maka f(x+y)=(x+y)+ 4
= (x+ A)+{y+ 4)
=1+ 7 () )

Dan f{rx) = rx+A4

=r.f(x) 2)

Ambil sebarang ye B/A4 maka y=x+.4 untuk suatu xe B, sehingga

GxeB)f(x)=x+d4=y
Jadi f surjektif 3)

Darn 1), 2) dan 3) terbukti bahwa f homomorfisma modul yang surjektif.
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3.2 Barisan Eksak

Definisi 3.2.1

Jika My, M, ..., M, adalah modul-modul atas ring R dan f; : M; —»

M untuk /=1, 2, 3, ..., »n-1, adalah homomorfisma modul maka

M LM, LM S M Lty A disebut  barisan

n-i

homomorfisma modul.

Barisan homomorfisma modul disebut eksak jika fm (f;) = ker (fi-1) |

untuk i=1,2, ..., n~1.

Teorema 3.2.2

1. Jika {0}—%—>M —L-sS barisan eksak maka [ : M - S

monomorfisma.

2. Jika M—L>8—L5{0} barisan eksak maka /' : M — S
epimorfisma.

3. Barisan O} —sMm—L 95! »{0} eksak bila dan hanya bila

J:M~>S isomorfisma.

Bukti:

1. Diketahui: {0}—2—Af —L 5§ barisan eksak,

sehingga Im (g) = ker (7) ()
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Akan dibuktikan /' : M — S monomorfisma yaitu dengan dibuktikan
bahwa ker (f) = {Os1}.

Perhatikan bahwa g : {0}—%— M , adalah homomorfisma, maka /m (g )
= Oy } (2)
Dari persamaan ( 1) & (2 )Ydiperoleh ker (f) = {0y /.

Jadi / monomorfisma.

2. Karena M —L—>§ —1>{O} barisan eksak, maka/m (/) =ker (1) (1)
Akan dibuktikan /' M -+ S epimorfisma vaitu homomorfisma yang
surjektif .

Perhatikan 7: S —» / 0} homomorfisma, maka ker (/) = S (2)
Dari persamaan ( 1 ) & ( 2 ) diperoleh bahwa Im (/) = S

Jad: f epimorfisma.

3. (=») Diketahui {0} —£— M —L5 8150} eksak. Menurut teorema

3.2.2.1 f monomorfisma dan 3.2.2.2 fepimorfisma.

Jadi f isomorfisma.
(<) Diketahui f : M — S isomorfisma, maka f/ monomorfisma dan

epimorfisma.

Dibuktikan {0}~ Af —L5 5 —L 500} eksak yaitu jika ;
a)  Im(g) = ker (f)

by Im () = ker (I}
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Dan karena fmonomorfisma maka ker (/) = [ Oy} (1)
Diketahui juga fepimorfisma maka /im (f) = § (2)
Perhatikan :
Homomorfisma : {O}———g—~—>M maka /mfe) = {0} (3)

Dari persamaan (1) & (3) maka diperoleh ker (i = Im (g) (4)
Perhatikan pula homomorfisma / : S —->{0} maka,

ker (1) =S (5)

Dari persamaan (2) & (5) maka diperoleh

Im{f)=rker(l)=S8

Jadi barisan di atas merupakan barisan eksak. ®

Definisi 3.2.3
Jikan f:M-—sN | g N—->s] dan h M—]

homomorfisma modul maka diagram berikut ini

M—L5N
h lg
L

disebut komutatif jika go f = h

Teorema 3.2.4
Diberikan diagram komutatif dari modui-modul dan homomorfisma-

homomorfisma dimana barisan-barisannya eksak yaitu sebaga: berikut
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f! f

M =it M ——- M’

lh’ l!z lf? "

S e § —— = §Y
g’ 4

1. Jika &, A" dan g monomorfisma maka /# monomorfisma

2. Jika /Y, A" dan fepimorfisma maka A epimorfisma

3. Jika A", K" isomorfisima dan g monomorfisma dan f epimorfisma maka /i
isomorfisma.

Bukti :

i, Ambil x € ker (h) maka 7 (x) = 0, (1)

Karena diagram di atas komutatif , maka go A=0" o f, yaitu(go i) (x) =

(W of)(x), vxe M

< gl () = h"(Ax) ( Definisi komposisi fungsi )
<> g(0:) =h'{f(x) ( persamaan 1)

& D= R"(fx) { £ homomorfisma modul )
Jadi fix) € ker (H") (2)

Diketahui /" monomorfisma maka Ker (A"} = {0 w} (3)

Dari persamaan 2) & 3) diperoleh
fix) = 0y akibatnya x € ker (1)
Padahal A’ ~drs Mf —Loy A" barisan eksak maka 7m (1) = ker f

Maka x € /m (7}, schingga ada x" ¢ Af"sedemikian sehingga
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S = x (4)

Karena diagram di atas komutatif, maka

hof'=g'oh’ (5)

Dari persamaan (1), (4) & (5) maka 0; = h(x) = h{f'(x’))
“(hof)x’)
= (g0 h’) (x)
=g'(h'(x"))

Karena x & ker { i) maka hfx) = 0,

Sehingga g "(h'(x")) =0,

Jadv W (x') e ker(g’)

Karena g “monomorfisma maka ker /g") = 0,7}

Sehingga h"(x") = 0;’

Makax"eker (h’)

Karena #’monomorfisma maka ker (17) = [0/}

Jadi x "= Oy (6)

Dari persamaan (4) & (6) diperoleh

Jadi £ monomorfisma,

Ambil x € Smaka gixi € §”

Diketahui fdan 22 ”epimorfisma schingga 7”0 f: M ~» S ”epimorfisma .
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Jadi ( e M)(h"0fjv) =gl (1)

Diketahui pula diagram di atas komutatif yaitu

h7of = goh (2)

Dari persamaan ( 1) & (2 ) diperoleh

gx)=(h"0f) ) = (o) = glhly)).

Maka gfx) — g( h(y)) = Oy

Karena g homomorfisma maka g(x — ify)) = ;-

Jadi x—Ahly) € ker (o)

Diketahui §'—&—S—%5S" barisan eksak sehingga Im(g’)
Akibatnya x — h/y) € Im(g’),

berarti ada v € S “sedemikian sehingga

gl =x-h(y)eS (3)

Karena h' epimorfisma maka ada 1" e M “sedemikian sehingga
h'(u’)=u (4)

Dari persamaan ( 3 ) & (4 ) diperoleh

g'(h'tu’))=x~hly eS8

Makafg'oh')(u')=x-hiy) e S (5)

Karena diagram di atas komutatif maka

hof'=g'oh’ (6)

Dari persamaan (5) & (6) diperoleh fh o f jfu’} = x—hivie §
Maka h(f'(u’)) = x—h(y) € S

hfu'))~hiy =xel

= ker (g ).
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Karena i homomorfisma maka 7/ / "/} -y} = xe §

Jadiada (f "(u’)) +y € M, sehingga x = h(flu’) + y)

Jadi 2 epimorfisma.

Diketahui /27 2” isomorfisma dan g’ monomorfisma, maka A7 #” dan g°
monomorfisma dan menurut Teorema 3.2.3.1 : # monomorfisma. Karena /7,
h”1somorfisma maka menurut Teorema 3.2.3.2 : /1 epimorfisma.

Jad: karena /2 monomorfisma dan epimorfisma, maka / isomorfisma. &
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BAB IV

MODUL NOETHER

Dalam bab IV ini, akan dibahas mengena: modul Noether yang
meliputi definisi dan teorema yang mendukung.
Pada bagian akhir bab V in1 disimpulkan bagaimana hubungan

antara modul Noether dengan konsep-konsep vang telah dipelajari sebelumnya.

4.1 Syarat Rantai Naik

Definisi 4.1.1

Modut A7 dikatakan memenuht syarat rantai naik { Ascending Chain
Condition ) pada submodul-submodul A4, A, ... dari modul M jika setiap
rantal M; < M, < ..., ada bilangan bulat positip », schingga M, = M,
Vizn
Jika suatu modul A atas ring KR memenuhi syarat rantal naik, dalam

pembahasan selanjutnya dikatakan memenuhi syarat rantai naik.

Definisi 4.1.2

Suatu modul M atas ring R disebut memenuhti syarat maksimal pada
submodul-submeodul dan M, jika dalam setiap himpunan tak kosong & dari
submodul-submodul dari M terdapat suatu submodul yang merupakan

elemen maksimal, yaitu misat S € & sehingga jika 7" € § maka 7' S,

42



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Contoh 4.1.3

Andaikan M adalah himpunan tak kosong dari submodul-submodul
dari himpunan bilangan bulat Z.
Misalkan S; € M, maka terdapat bilangan bulat positip « sehingga S; = < ¢ >.
Jika S; bukan elemen maksimal, maka terdapat submodul S;= < b > sehingga
S;a8Ss.
Dengan demikian b =« dan b membagi habis .
Jika S;bukan elemen maksimal, maka terdapat submodul S;= < ¢ > sehingga
S, o S;maka ¢ # b dan ¢ #a dan ¢ membagi habis « dan b.
Jika S;bukan elemen maksimal, proses diulang.
Karena Z merupakan daerah faktorisasi tunggal, maka « mempunyai sebanyak
berhingga pembagi yang berbeda.
Hal inl mengakibatkan bahwa proses akan berhenti setelah sejumlah berhingga
langkah, sehingga akan ada bilangan bulat positip » sehingga A4, merupakan

elemen maksimal. Maka 7 memenuhi syarat maksimal |

Definisi 4.1.4
Suatu modul A/ atas ring R vang memenuhl syarat rantai naik

disebut modul Noether.

Teorema 4.1.5
Suatu modul M atas ring R memenuhi syarat rantat naik pada

submodul jika dan hanya jika Af memenuhi syarat maksimal pada submodul.
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Bukti:

(<)

(=)

Diketahui : A/ memenuhi syarat maksimal.

Dibuktikan : M memenuhi syarat rantai naik.

Misalkan : M, ML < Mz ... M, < M,.; © M,., < ... merupakan
rantai naik submodul dari modul A

Karena M memenuhi syarat maksimal maka dapat dibentuk himpunan ,
2= { M; | M; submoadul dart M, i = 1 }.

Misalkan Af, elemen maksimal.

Perhatikan bahwa Af, = M Vi

m M =

Ht 2

Karena M), elemen maksimal maka akibatnya A4, = M

s+t
Jadi M memenuhi syarat rantal naik.

Diketahui : M memenuhi syarat rantal naik.

Dibuktikan : A/ memenuhi elemen maksimal.

Misalkan & : himpunan submodul-submodul A4, yang merupakan
himpunan tak kosong, maka ada B, € S.

Andaikan S tidak memenuhi syarat maksimal, B € S, ada B8 schingga
Bc B

Untuk setiap 8 pilih sebuah 3 ‘sehingga 5 < B’

Selanjutnya didefinisikan fungsi

J:S—= S dan f(B)=B'dan 8: N =8 ,dimana N= {1,2,3,...

et

dengan :
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o(1) =5,

B(n=1)=F(6)y= 8y, jika(8(m) =B, , B, e S, maka terdapat
barisan B;, B B ... sedemikian schingga B, < B, < B, --terjadi
kontradikst dengan vang diketahui bahwa M memenuhi syarat rantai naik.

Jadi M memenuhi svarat maksimal, @

Teorema 4.1.6
Modul M atas ring R memenuhi syaral rantai naik pada submodul
jika dan hanya jika setiap submodui dari A/ yang dihasitkan secara berhingga.
Bukti :
(=) Diketahui : Modul A/ memenuhi syarat rantai naik.
Dibuktikan : Setiap submodul dari A yang dihasiikan secara berhingga .
Misalkan A submodul dar1 M.
S = himpunan semua submodul dar1 4 yang dihasilkan secara berhingga .
Karena 0y, € A maka {0y} € S sehingga S = @.
Karena M memenuhi syarar rantai naik maka menurut teorema 4.1.5, A/
memenuhi syarat maksimal.
Misalkan elemen maksimalnya dari § adalah B, maka 8 vang dihasilkan
secara berhingga vaitu .

B=<by by ..,by>, b €4
Untuk setiap ¢ € 4 dapat dibentuk C,=<a,b,b,,---.b, > Karena (, yang

dihasilkan secara berhingga , maka C,e Sdan B < (.
oo
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Karena B maksimal maka C,= B, untuk setiapw € A dan 4 5.
Oleh karena B e S maka B¢ 4.
Jadi 4 = B.

(=) Diketahui : Modul M terbangkit hingga.
Dibuktikan : A/ memenuhi syarad rantai naik.
Misalkan diberikan rantai natk : Mc A, < ... < M, < ..., maka
LM, merupakan submodul dari M.

izl

UMj yang dihasitkan secara berhingga , misalkan UM!. = <y, M3, ...,

izl izl
my >, karena Vm; e M;untuk suatu / maka ada # sedemikian sehingga mi; €

M,,dimanai=123, ... k

Akibatnya UMj < M, , sehingga M; = M, , untuk setiap i = a.

izl
Karena M; « M, < ... dan ada »n , sehingga M, = M, , untuk setiap i = n.

Jadi M memenuhi syarat rantai naik. @

Teorema 4.1.7

Jika {0} 4L Bty C -ty {0} adalah barisan eksak dari
modul M atas ring R maka B memenuhi syarat rantai nalk pada submodul A7 bila

dan hanya bila 4 dan C memenuhi syarat rantat naik pada submodul A

Bukti:

(=) Jika {0}—s A—L s B—£C % {0} barisan eksak, dan B memenuhi

syarat rantat naik.
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Misal  4,,4,,4;,...adalah submodul-submodul dart modul 5 dengan
4, ¢ 4, © 4; < ...adalah rantai submodul-submodul dari modui 5. Karena 3

memenuhi  syarat rantai naik maka 3neZ” sedemikian sehingga

=y
pard

B =B, Vizn.

ne

Perhatikan {0}—2%— 4—L— B—%5C—2 3 {0} maka ker(f)=Im(h,).
Im(h ) =10, }=ker(f) sehingga f monomorfisma.

Begitu pula Im(g)= ker (}22 ) =’ maka g adalah epimorfisma.

Diketahul B memenuhi syarat rantai naik.

Perhatikan f:A——F merupakan homomorfisma modul maka (A)
submodul dari B, sehingga f (A) memenuhi syarat rantai naik.

Karena A= f (/I) dan f (A) memenuhi syarat rantai naik maka 4 memenuhi

syarat rantai naik.

Akan dibuktikan  memenuhi syarat rantai naik.

Misal €, cC,cCic... dan g7'(C)cg™(C,)ceg™(C,)... adalah
submodul dari B, Karena B memenuhi svyarat rantai  naik  maka
@n)g™(C)=g7(C, ) Vizn 1)

Demikian pula karena g epimorfisma maka g(g“ (C,. )): o 2)

Sehingga dari 1) dan 2) diperoleh C, = ,Viz n

Maka (C memenuhi syarat naik.

Jadi A4 dan C memenuhs syarat naik.
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(<=)Misal §; « S; < S; < ..., adalah rantai submodul-submodul dari modul 5 .
Perhatikan bahwa :

g(S)c g(8,)c g(S,) = ... merupakan rantai naik dari submodul dari C dan C
memenuhi syarat rantai naik, maka (Sp € Z*)g (S)cgls,)e < g(Sp)a:

&) (1)

Demikian juga ,

7S e frS:) o f ' S:) < ... merupakan rantai naik dari submodul dari 4
dan 4 memenuhi syarat rantai naik maka ,

(FneZ). S S S USHe fUS)e . [S) = (St) ()
Dari (1) dan ( 2 ) maka ada m e Z*sehingga g/ Sy ) = 2 Sy) dan /7 (8, ) =
78 ), vk 2m

Akan dibuktikan bahwa (Vk 2m) S, = Sy, yaitu harus dibuktikan bahwa S, € S
dan S S,

Dari yang diketahui 5y © 8; < S; <« ..., maka jelas S, < S, Vk 2 m.

Tinggal ditunjukkan bahwa S; < S,

Ambil b e Sy, maka gd) € g(Se) = g(Su)

Karena g(b) € g(S,) maka ( Fb'e S,,). g b) = g(b’)

Perhatikan bahwa :

glb)=glb’)

g(b) —glh’)=glb’) —gb’)

glb) ~glb’) = Uc

gb —=b") =0, makab ~ble kerfg ) (1)
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Diketahui {0}—2— 4—L 5 B—£5C " 5 {barisan eksak, maka kerfg) =
Im(f) (2)

Dari (1) dan (2) diperoieh b —b7e Im(f).

Ini berarti (Fa e A ). b —b = fla)

Karenac e Amakaa e f(S ) =778, ). Didapat fla) € S,

b=b'=fla

b=b"+fla’).

Karena b’,f(a’) € S,,, maka b € S,

Terbukti Gime Z ). S =S, ,Vhkzm m
Teorema 4.1.8
Jika 4 adalah submodul dari modul B , maka B memenuhi syarat

rantal naik jika dan hanya 1ika A4 dan B /4 memenuhi syarat rantai naik.

Bukti :

Akan ditunjukkan {0}-~£> 4—L 5 B—L 5 B/ AL 5 (0} barisan eksak.

Didefinisikan f,{x)=x maka /(x+3)=x+y = f{x)+ /(¥ a)
Jlr) = rx=rf{x) b)

Dari a) dan b) diperoleh /., homomorfisma modul.

Didefinisikan pula f,:58——>8/4 dengan f(x)z.r+A menurut teorema

2.4.3 f, homomorfisma modul yang surjektif.
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Karena f, homomorfisma dari {0} ke 4 maka £,(0)=0,, sehingga Im(,)= {0}.
Oleh karena f,(x)=x, Vx & 4 dan Im{f, }= 4 maka ker(f,)={0}.
Perhatikan: f, : B~ B/ A maka ker (/)= {ve B| fi(x)= A}
={xeBlx+ 4= 4}
= {xe B|xe 4]
=4
dan Im(f,)= B/ 4
Didapat Im(f, )= ker(/;)
Selanjutnya perhatikan f; 8/ A4 —— {O} maka ker (j:, ) =R/ A.
Jadi Im(f; )= ker{ 1,).
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa Im(f, )= ker(£,), Im(£, )= ker(#,)

dan lm(f_3 ) = ker(ﬂ )

Maka menurut definist barisan di atas adalah eksak =
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BABY

KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada bab-bab sebelumnya, maka dapat

disimpulkan beberapa hal sebagai berikut

1.  Himpunan tak kosong A disebut modul kirl atas ring X dengan elemen
satuan 1, bila M dilengkapi dengan dua opersi, yaitu operasi penjumlahan

(+) dan operasi perkalian dengan skalar, yang dapat dinyatakan dengan

m e M, sedemikian sehingga dipenuhi sifat-sifat sebagai berikut :
a) { M, +) grup komutatif

b) Vr,s € R, Vm,n € M berlaku :

I.m = I

2, Jika M modul atas ring R dan N himpunan bagian tak kosong dari A4, maka
N disebut submodul dari A7 dan &V merupakan modul terhadap operasi yang

sama dengan operasi dalam M.
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Suatu modul M atas ring R memenuhi syarat raniai neik pada submodul,

jika dan hanya jika M memenuhi syarat maksimal pada submodul.

Suatu modul M atas ring R vang memenuhi syarat rantai naik disebut modul

Noether.

Modul M disebut memenuhi rantai bersyarat naik pada submodul
My Mo M;, ... darl modul M dengan M; < M, < M < ..., ada bilangan bulat

positip n, sedemikian sehingga M, = M,.;, untuk n =123,
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