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ABSTRAK

Dewt Bantarti (2004), Bujursangkar Latin, Jurusan Pendidikan Matematika dan 1lmu
Pengetahuan Alam, Fakultas Keguruan dan Hmu Pendidikan, Universitas Sanata
Dharma, Yogyakarta.

Bujursangkar Latin n % 5 dapat dibentuk dart persegi panjang Latin p x n,
dengan p < n (persegi panjang Latin # x ¢, dengan ¢ < »), dengan cara menambah
baris (kolom) bertkutnya yang diperoleh dengan mendapatkan sistem perwakilan-
beda dar keluarga ¢ yang bersangkutan.

Bujursangkar Latin 7 x » dapat dibentuk dari persegi panjang Latin p » ¢,
dengan p < n dan ¢ < n, jika bilangan kejadian L() = p + ¢ — ». Baris (kolom)
tambahan harus memuat angjgjola himpunan P = {/ | 1< i < ndan L() = p + g - n}.

Bujursangkar Latin mempunyai dua sifat yaitu ortogonal dan saling ortogonal.
Bujursangkar Latin yang ortogonal dapat digunakan untuk membuat bujursangkar
ajaib. Bujursangkar Latin yang ortogonal dan saling 0110;:011(11 dapatl digunakan untuk
merancang suatu percobaan.

vi
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ABSTRACT

Dewi Bantarti (2004), Laiin Square, Department of Mathematics and Science
Education, Faculty of Teachers Training and Education, Sanata Dharma University
Yogyakarta.

2

A n x n Latin square can be formed from a p x »n Latin vectangie with p < n
(@ n x g Latin rectangle with ¢ < #), by adding the next row (column), that can be
obtained by getting system of distinet representatives from the connecting ¢ family,

A n x n Latin square can be formed from a p x ¢ Latin rectangle with p<n
and ¢ <n, if L(i) = p + g — n. The new row {column) must contain P = fitlsisn
and J{)=p+qg-n).

Latin square has two characters namely orthogonal and mutually orthogonal.
The orthogonal Latin square can be used to make a magic square, while orthogonal
and mutually orthogonal Latin squares can be used to design experiment.

Vii
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Dalam kehidupan schari-hari, untuk mendapatkan sesuatu yang baik atau
hasil yang paling baik, sering dilakukan suaty perbandingan dengan percobaan-
percobaan. Misalnya seorang petani ingin menanami tanahnya, vang tidak
diketahui tingkat kesuburannya, dengan tanaman jagung. Temyata ada tiga jenis
jagung. Petani tidak tahu jagung jenis mana yang cocok ditanam, schingga hasil
produksinya paling baik. Untuk itu petani harus melakukan percobaan terhadap
ketiga jenis jagung tersebut Hasil percobaan dapat dibandingkan sehingpa
diketahui Jagung jenis mana yang hasil produksinya paling baik. |

Muncul masalah baru yaitu pupuk dan insektisida Jenis mana yang harus
digunakan sehingga tanaman jagung tumbuh dengan subur dan hasil produksinya
paling baik. Misalkan ada tiga jenis pupuk dan tiga jenis insektisida. Petani dapat
menyelesaikan masalah ini dengan melakukan percobaan sefiap jenis jagung
menggunakan setiap jenis pupuk dan menggunakan sectiap jenis insektisida.
Semua kombinasi vang mungkin terjadi ada 3 x 3 x 3 = 27. Percobaan ini akan
semakin besar jika jumlah unsur atau jumlah jenis lebih dari tiga. Hal ini akan
menimbulkan  kesulitan  dalam  melakukan percobaan.  Dengan  mengambil
banyaknya jenis dalam setiap unsur sama, maka masalah ini dapat diatasi dengan
menggunakan bujursangkar Latin, Dalam bujursangkar Latin setiap perlakuan

muncul sekali dalam setiap baris dan setiap kolom.
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Untuk mengetahut Tebih fanjut mengenai bujursangkar Latin maka dalam
skripsi ini akan dibahas mengenai pengertian, pembentukan, sifat-sifat dan
penerapan dari bujursangkar Latin. Ada beberapa pendekatan konsep umtuk
membentuk bujursangkar Latin yaitu konsep sistem perwakilan-beda, konsep field

dalam aljabar abstrak dan konsep proyeksi bidang berhingga dalam geometri

B. Rumusan Masalah

Dari latar belakang tersebut, muncul permasalahan yang akan dibahas
dalam skripsi ini, yaitu:
1. Bagaimana membentuk bujursanglkar Latin dengan menggunakan konsep

sistem perwakilan-beda beserta sifat-sifat vang terkait?

2. Bagaimana sifat-sifat bujursangkar Latin?
3. Bagaimana penerapan bujursangkar Latin dalam kehidupan sehari-hari?

C. Batasan Masalah
Dalam skripsi ini bujursangkar Latin dibahas hanya berdasarkan konsep

sistem perwakilan-beda.

D. Tujuan Penulisan
Tujuan yang ingin dicapai dari penulisan skripsi ini adajah:
1. Dapat membentuk bujursangkar Latin dengan menggunakan konsep sistem

perwakilan-beda beserta sifat-sifat yang terkait.

o)

Mengetahui dan memahami sifat-sifat bujursangkar Latin,
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-

3. Mengetahui penerapan bujursangkar Latin schingga dapat menyelesaikan

masalal yang relevan dalam kehidupan sehari-hari,

E. Manfaat Penulisan

Manfaat yang diperoleh setelah mempelajari skripsi ini yaitu mengetahui
dan memahami pengertian, pembentukan, sifat-sifat, dan penerapan bujursangkar
Latin. Skripsi ini dapat digunakan sebagai bahan acuan bagi semua pthak yang

memerlukan dan dapat menambah referensi kepustakaan.

E. Sistematika Pembahasan

Dalam Bab [ akan dibahas mengenai latar belakang, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penulisan, manfaat penulisan, sistematika pembahasan
dan metode penulisan skripsi ini.

Konsep dasar yang diperfukan untuk mempelajari bujursangkar Latin
adalah sistem perwakilan-beda. Sistem perwakilan-beda ini akan dibahas dalam
Bab 1.

Bab 1l terdin dari dua subbab. Dalam subbab pertama akan dibahas
mengenai bujursangkar Latin, yang meliputi pengertian dan pembentukan
bujursangkar Latin dengan menggunakan konsep sistem perwakilan-beda yang
telah dibahas dalam Bab I1. Dalam subbab kedua akan dibahas mengenai sifat-
sifat bujursangkar Latin yaitu ortogonal dan saling ortogonal.

Bujursangkar lLatin dapat digunakan untuk membentuk bujursangkar

ajaib dan untuk merancang suatu percobaan dalam bidang pertanian, farmasi dan
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mndustri mobil. Penerapan bujursangkar Latin ini akan dibahas dalam Bab IV.
Kesimpulan yang dapat diambil setelah mempelajari bujursangkar Latin

i dan saran diberikan dalam bab V,

G. Metode Penulisan

Metode penulisan yang digunakan penulis untuk menyusun skripsi ini
adalah metode studi pustaka. Penulis mempelajari buku-buku yang relevan,
kemudian menjabarkan dan menyusunnya kembali menjadi karya tulis. Sumber

pustaka yang digunakan sebagai bahan referensi tercantum dalam daftar pustaka,
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BAB 11

SISTEM PERWAKILAN-BEDA

Sistem perwakilan-beda (system of distinct representatives) yang akan
dibahas dalam Bab 11 ini berhubungan erat dengan masalah pernikahan (marriage
problem) dalam teori graf. Masalah pernikahan itu dijelaskan di bawah ini.

Dalam suatu daerah ada sejumlzah wanita dan pria yang belum menikah.
Semua wanita yang belum menikah itu ingin mentkah. Dalam pernikahan tidak
dijjyinkan adanya poligami. Berartl dua wanita yang berbeda tidak boleh menikah
dengan pria yang sama. Bila tidak ada syarat dari wanita-wanita itu, maka semua
wanita dapat menikah jika ada pria yang belum menikah dengan jumlah paling
sedikit sama dengan jumlah wanita yang ingin menikah.

Dalam kenyataannya, setiap wanita itu mempunyai syarat untuk menikah.
Misalnya tingkat keakraban. Setiap wanita dapat tidak akrab dengan beberapa
pria, sehingga pilihan masing-masing wanita dapat berkurang. Misalkan ada
empat wanita wy, wa, wy dan wy serta ada lima pria p;, pa, ps, pa dan ps yang beium
menikah. Hubungan keakraban setiap wanita dengan pria-pria ifu dapat dilihat

dalam tabel 2.1 dan 2.2.

~ Wanita Pria Wanita Pria
Wi P1oPy s W) 1
Wy 21 W2 P P2
W3 2 Py Py W Pz ™
Wi 72 P o Wy Pa i3

Tabel 2.1. Tabel Keakraban Tabel 2.2. Tabel Keakraban
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Tabel 2.1 mengatakan bahwa wanita w, akrab dengan tiga pria p1, ps dan
ps, sehingga pilihan wanita w; ada tiga. Wanita w, hanya akrab dengan satu pria
1 saja, sehingga pilihan wanita w, ada satu.

Tabel 2.2 mengatakan bahwa wanita w) hanya akrab dengan satu pria p,
saja, sehingga pilthan wanita wy ada satu. Wanita w; akrab dengan dua pria p; dan
72, sehingga pilihan wanita w; ada dua.

Masalah pernikahan yaitu dapatkah dipilih empat pria yang berbeda dan
akrab dengan keempat wanita tersebut? Masalah pernikahan dengan tabel
keakraban 2.1 dapat diselesaikan, karena dapat dipilih empat pria vang berbeda
dan akrab untuk keempat wanita itu. Misalnya dipilih ps untuk w, Py untul wa, pa
untuk w3 dan pg untuk w,. Masalah pernikahan dengan tabel keakraban 2.2 tidak
dapat diselesaikan, karena tidak dapat dipilth empat pria yang berbeda dan akrab
untuk keempat wanita itu.

Dari gambaran di atas, dapat disimpulkan bahwa bila ada syaral dari
wanita-wanita itu maka jumlah pria yang lebih besar dari Jumlah wanita, tidak
menjamin bahwa masalah pernikahan dapat diselesaikan.

Berikut ini adalah penyajian gambaran di atas dalam model matematika.
Andaikan i, m dan » adalah bilangan asli, ¥ adalah himpunan m wanita yang
belum menikah, P adalah himpunan » pria yang belum menikah daf; P; adalah
himpunan pria yang akrab dengan wanita w;, 1 </ < m. Dari masalah pernikahan
dengan tabel keakraban 2.1 di atas diketahui W = {wi, wa, ws, wyl,
P = {p1, pa, p3. ps, psh, Pr= {py, pa, ps}, Py = {pi}, Py = {ps, pa, ps} dan

Py = {ps, p4}. Penyelesaian masalah pernikahan diperoleh dengan memilih satu
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pria dari setiap P;, 1 £ i £ 4 dan untuk setiap i =, pria piliban dari P, berbeda

dengan pria pilihan dari P;. Misalkan ps, p1, p2 dan ps terpilih mewakili masing-

masing himpunan P;, P;, P3, dan P, untuk menikah dengan wi, wa, ws dan w,.
Penyelesaian masalah seperti di atas dikenal dengan nama sistem

perwakilan-beda. Berikut ini akan dibahas mengenai sistem perwakilan-beda.

Definisi 2.1 (Sistem Perwakilan-Beda)

Andaikan i, | dan m adalah bilangan asli, S adalah himpunan berhingga dan
bukan himpunan kosong, S; adalah himpunan bagian dari §, 1 £ i < m, serta
= {8, 8 .., S»} adalah suatu keluarga himpunan bagian dari S. Himpunan
E = {e|, e, .., en} disebut sistem perwakilan-beda (SPB) dari ¢ jika setiap

e, €S, dan untuk setiap i#j, ¢; * ¢;.

Himpunan § di atas dapat ditulis sebagai berikut § = {-1, -2, ..., -}, B
adalah bilangan asli. Untuk mempermudah pembahasan selanjutnya, maka §

dilihat dari indeksnya sehingga S = {1,2, ..., n}.

Contoh 2.1

a. Diberikan §={1,2,3,4,5}, S1={1,4}, $2={1,2,3,4,5}, §5=1{3,4, 5},
Sao= {1, 2, 3, 5}, § = {5} dan & = {8, Sz, 85, S4, Ss}. Himpunan
E=1{4 2 3, 1,5} merupakan SPB dari ¢ karena 4 € §;,2 € 53,3 ¢ 53,

1 € §s dan 5 € S5 serta semua wakil berbeda.
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b. Diberikan $={1,2,3,4,5,6},$={1,2,3},5={1,2,4},8%:= {1, 2, 5},
Si=85= (3,4, 5,6} dan {= {8, $2, .53, .84, 85}. Himpunan £ = {1,2, 5, 3, 4}
merupakan SPB dari § karenal € §1,2€ 5, 5€ 8,3 e Sqdand e S5 serta

semua wakil berbeda,

Contoh 2.1 di atas memperlihatkan bahwa £ mempunyai SPB. Tetapi tidak

semua ¢ mempunyai SPB, seperti yang akan dibenikan dalam contoh berikut.

Contoh 2.2

a. Diberikan §={1,2, 3,4}, 8= {1}, 8= {1,2,3},8= {4},5:= {1, 4} dan
&= {8, 8, 8, S4}. SPB dari £ tidak ada, karena tidak mungkin dipilih tiga
anggota berbeda untuk mewakili tiga himpunan 89, $3 dan Sy, yang hanya
mempunyai dua anggota berbeda yaitu 1 dan 4.

b. Diberikan § = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, S, = 8 = {1, 2}, 83 = 8§ = {2, 3},
Ss= {1, 4,5, 6} dan {= {8, 85, 83, 85, 85}, SPB dan {'tidak ada, karena tidak
mungkin dipilih empat anggota berbeda untuk mewakili empat himpunan §,
S5, 83 dan Sy, yang hanya mempunyai tiga anggota berbeda yaitu 1, 2 dan 3.

c. Diberikan 8§=1{1,2,3,4,561,8=5=5={1,2}8:=8 =8 =5 =
{3, 4, 5,6} dan = {81, $2, $5, 84, 85, S5, S7}. SPB dari ¢ tidak ada, karena
tidak mungkin dipilih tujuh anggota berbeda untuk mewakih tujuh himpunan
81, 85, 83, 84, s, Se dan 85, yang hanya mempunyal enam anggota berbeda

yaitu 1,2, 3,4, 5 dan 6.
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Karena tidak semua ¢ mempunyai SPB maka berikut inmi akan dibahas

teorema yang menjamin bahwa suatu keluarga himpunan akan mempunyai SPB.

Teorema 2.1

Andaikan i, k, m dan n adalah bilangan asli, § = {1, 2, ..., n} dan bukan

himpunan  kosong, Si adalah himpunan bagian dari S, 1 < 1. < m, dan

C= (S, S ..., S} adalah suatu keluarga himpunan bagian dari S. Keluarga

himpunan ¢ akan mempunyai SPB jika hanya jika

(1)

untuk setiap k = 1, 2, .., m dan wntuk setiap pilihan bilangan i, 1 £ i < m

dipenuhi ketidaksamaan Sy W S;, . US; 12k,

Bukti :

(=)

Akan ditunjukkan jika E = {e);, ey, ..., en} adalah SPB dari ¢ maka akan
dipenuhi ]s,-l U8 UL Uy ‘2k. Andaikan E = {ey, e, ..., en) adalah SPB
dari £ dan bilangan asli £ memenuhi 1 £ & < m. Jika diambil £ himpunan dari £

yaitu S,,-1 ,S,—z,...,S,- maka E adalah himpunan yang tediri dan % bilangan

& *
yang merupakan himpunan bagian dari §; w.8; w..wS; . Jadi gabungan

himpunan S,-] uS,-2 ... WS paling sedikit mempunyai & anggota yang

berbeda. Dengan kata lain Sy w8 w.. 0 S; 2k,
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(=)

Akan ditunjukkan bila syarat (1) dipenuhi maka kelvarga himpunan ¢
mempunyai SPB. Pembuktian menggunakan induksi matematika.

Untuk m = 1, berarti hanya ada satu himpunan saja. Misalkan himpunan
itu ;. Syarat (1) mengatakan 1Sy} =2 1. Berarti §; mempunyas paling sedikit satu
anggota yaitu e;. Jadi § mempunyai SPB.

Untuk m > 1, akan ditunjukkan setiap keluarga bagian dengan jumlah
kurang dari m dan memenuhi syarat (1) maka mempunyai SPB. Andaikan = {8,
S, ..., S} memenuhi syarat (1) maka:

Kasus-1

Untuk 1 € & £ m-1 dan untuk setiap pilihan bilangan i, 1 £ i £ m, telah

dipenuhi 1S,~1 quz UL Sy 1 2k +1. Karena £ memenuhi syarat (1), maka S,

bukan himpunan kosong. Pilih sembarang e, € S,,. Pandang
Gi={Sitem) o (Sr-tem)) oo 0 (S -ten D)}
Untuk 1 < k< m-1 dan untuk setiap pilihan bilangan i, 1 < i< m-1 akan diperoleh
(55, ~femY)oolsy, ~ fmf)o.ols, ~fom)
= !(Sr'l WSy VU S, )— {‘*m}’l
> !(Sh US; ULUS; )1
2(k+1)~1 =k

Jadi ¢j= {S1-{en U (S3-{en 0. (S {e )} memiliki SPB yaitu

{ey, ey, €3, ..., em-1}. Dengan demikian {ey, es, €3, ..., @y, &) adalah SPB dari
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&= {8,,98, ..., 8}

Kasus-2

Untuk suatu bilangan asli p, 1 < p < m-1, dan untuk beberapa pilihan bilangan i,

1 < i, £ m dipenuhi Sji uS‘f'2 ] S,-p =p. Berarti c;"z mempunyai p
himpunan yang hanya mengandung p anggota berbeda. Misalkan p himpunan itu
S, 8, ..., S, sehingga é"zﬁ {8, 82, ..., 8.} Jadi untuk 1 < p € m—1 diperoleh
Sivws, u...uS!,]=p.

Diketahui é",g ¢ ¢ dan ¢ memenuhi syarat (1). Jadi {,"2 juga memenuhi
syarat (1), sehingga 4"2 mempunyai SPB vaitu E = {e), ¢z, €3, ..., ¢y} Di atas
diketahui ada p himpunan. Berarti masih ada » - p himpunan lainnya yaitu S,+)-E,
Spi2 -E, ..., Sy-E. Pandang §'3= {Spi1-E, Spi-E, ..., S,-E}. Karena p > 1 maka
m-p < m-1. Akan ditunjukkan ¢; memenuhi syarat (1). Andaikan k& memenuhi
1 < k < m-p dan setiap pilihan bilangan 5, p+1 </, <m. Maka akan diperoleh

l(Sj] ’E)U (sz ~ E)U-"U(Sjk % EJ
=!(Sj] uS]-2 Vo 8 )—El
= iE U(an uSJ,-2 Rl ka )— EI

= E(Sl US,uu Sp)u (Sj] U Sh AR Sjk )— El

2(pt+hk)-p =k
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Dengan demikian ¢3= {Syn-E, Spa-E, ..., 8,-E} memenuhi syarat (1)
dan mempunyai SPB yaitu {ep+1, epsa, ..., en}. Jadi {e1, ez, @3, ..., €5, epn, €pua,
¢y} adalah SPB dari keluarga himpunan ¢ = {8, 82, ..., Sp Sy, Sp,

ivay

...,AS’;);}. n

Contoh 2.3

a. Andaikan.S={1,2,3,4,5},8:= {1,3}, 8= {1, 5}, 85= {1,2}, 8:= {1, 2, 3,
4, 5%, dan ¢ = {8, 52, 85, 84}, Akan diperlihatkan apakah untuk setiap
k=1, 2,3, 4 dan setiap pilihan bilangan #, 1 </, < 4 dipenuhi ketidaksamaan

Sp U8, w.ws; 2k

Untuk k= 1 dan pilihan bilangan J; yaitu:

1 diperoleh 1§)|=22>1

2 diperoleh |$5 =2 2 |

3 diperoleh 1§3] =2 = 1

4 diperoleh |S4] =5 =1

Untuk £ = 2 dan pilihan bilangan i, yaitu:

1 dan 2 diperoleh |§5 0 8] =322
e 1dan3diperoleh |$; 0 83=322
e 1dan4 diperoleh |$y U 84j=522
e 2 dan 3 diperoleh [$h U 851 =322
¢ 2dan4 diperoleh {$5 U 8 =522

¢ 3 dan4 diperoleh |S535 84 =522
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Untuk k& = 3 dan pilihan bilangan i; yaitu:

L]

1, 2 dan 3 diperoleh {8, W 8, W 85| =4 23

1,2 dan 4 diperoleh {$7 W S2w 85| = 523

]

1, 3 dan 4 diperoleh |§) W S350 8y =523

2, 3 dan 4 diperoleh i85 W S50 84 =52=3
Untuk £ =4 dan pilihan bilangan i, yaitu:
o 1,2, 3 dan4 diperoleh |§10 S0 S50 8y =523

Karena untuk setiap £ = 1, 2, 3, 4 dan sctiap pilihan bilangan i,

1 < i £ 4 dipenuhi ketidaksamaan 'S,} uS; u...uS,-kfzk, maka £

mempunyai SPB. Misalkan SPB itu adalah {1, 5, 2, 3}.

b. Andaikan S= {1, 2, 3,4, 5}, 8= {1, 2}, S2=53= {1, 4}, Ss= {1, 3, 4, 5},
Ss = {2, 4} dan & = {81, 85 55 84, S5} Kelvarga himpunan ¢ tidak
mempunyai SPB, karena ada & = 4 dan pilihan bilangan i; yaitu 1, 2, 3 dan 5

sehingga syarat (1) tidak terpenuhi.

Keluarga himpunan ¢ sepertt pada Contoh 2.3.b tidak mempunyai SPB,
tetapt belum tentu himpunan bagian dari ¢ tidak mempunyai SPB. Berikut ini

akan dibahas teorema yang menjamin suatu himpunan bagian dari keluarga

himpunan akan mempunyai SPB.
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Teorema 2.2
Andaikan i, k, m, n dan r adalah bilangan asli, § = {\,2, ..., n} dan bukan

himpunan kosong, S; adalah himpunan bagian dari S, 1S ism, §= {8, $

o S} adalah suatu keluarga himpunan bagian dari § dan § = {8, 85, ..., S:}
adalah suatu himpunan bagian dari ¢ Keluarga himpunan bagian g’l akan
mempunyai SPB jika hanya jika

(2)

untuk setiap k = 1, 2, .., m dan untuk setiap pilihan bilangan i, 1= iy < m,

dipenuhi ketidaksamaan S; VS v wS; i zk—(m-r).

Bukti :
Andaikan F adalah setiap himpunan dengan jumlah anggota m — r dan

semua anggota F bukan anggota §, w0 Shu U S,

Akan dibuktikan terlebih dahulu ¢ ' mempunyai SPB jika hanya jika
($; O F,$ U F, ., 8, v F} mempunyai SPB. Andaikan g"mempunyai SPB.
Misalkan é"ﬂ {81, 8, ..., Sy} dan SPB-nya adalah {e, e,, ..., e.}. Jika F= {f}, /5,
oo fur } maka {ey, €2, ..., €5 /1, /2, ..., Jmr} adalah SPB untuk himpunan {$; u F,
Sy F, ..., 8, v F}. Hal ini dikarenakan semua anggota F ada dalam keluarga
himpunan dan tidak satu pun yang sama dengan ey, e, ..., ¢, .

Sebaliknya, andaikan {Sy W F, S; U F, ..., S, F} mempunyai SPB yaitu

{1, V2, ..., Ym}. Karena F hanya mempunyai m - r anggota, maka y; anggota F

paling banyak adalah m - r. Berartt ada r anggota y; yang bukan merupakan
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anggota F. Misalkan r anggota itu adalah y,, 35, ..., ¥». Karena y1, v2, ..., »r
berbeda semua dan vy € 8y, o € 81, ..., ¥ € S, maka yi, ¥s, ..., ¥, membentuk
SPB untuk & = {8, S, ..., S,).

Berdasarkan Teorema 2.1, maka {S1 v F, S F, ..., §» v F} mempunyai
SPB jika hanya jika untuk setiap k= 1,2, ... , m dan untuk setiap pilihan bilangan
i 1 <0 <m, dipenuhi ketidaksamaan

is;, oF)ols;, vF)o. ols;, OFf+on-r =2k
o (s, oF)ols;, vF)o..ols;, OF)2k-(m-1

Ini berarti {$1 O F, 8O F, ..., S, F} mempunyai SPB jika syarat (2) dipenuhi.

Jadi teorema terbukti. ]

Contoh 2.4
Andaikan 8 = {1, 2, 3, 4, 5}, 81 = {1, 2}, §, = & = (], 4}, S. = {4},
&= {8y, 8, 8, 84} dan
a |¢)=1¢cq
Diketahui bahwa m = 4 dan » = 1. Akan diperlihatkan apakah untuk setiap
k=1, 2, 3, 4 dan setiap pilihan bilangan 4, 1 £ iz < 4 dipenuhi ketidaksamaan
Sil USI'Z U...US,'L_ AT
Untuk & = 1 dan untuk pihihan bilangan /; yaitu;

o 1 diperoleh |§){=2 > k—-(m-r)=1-(4-1)= -2

v

e 2 diperoleh [$3=2 = -2
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e 3 diperoleh 1S3 =2 -2

v

v

o 4 diperoleh 1S} =1 -2
Untuk & = 2 dan untuk pilihan bilangan 7, yaitu:

¢ [ dan?2 diperoleh (S50 8 =3 = k~-(m~-r=2-4-1)=-1

¢
IV
.

1 dan 3 diperoleh iS50 83| =3

e
v
13

1 dan 4 diperoleh |$50 84l =3

L]

IV
t

—

2 dan 3 diperoleh [S, U S5 =2

2 dan 4 diperoleh |$5w Sii=2 = -1

°
IV
)

3 dan 4 diperoleh |S30 84 =2
Untuk & = 3 dan untuk pilihan bilangan i3 yaitu:
o 1,2dan3 diperoleh |S1 0w S, W Si=3 2 k-(m-r)=3-(4-1)=0
e 1,2 dan4 diperoleh [$1u S, v S=3 = 0
e 1,3 dan 4 diperoleh |S50U 830 S8 =3 =0
¢ 2 3dan4 diperoleh [0S uSi=2 =20
Untuk & = 4 dan untuk pilthan bilangan i yaitu:
e 1,2, 3dan4 diperoleh 0 8 W .S v Si=3 =2 b-(m-r=
4-(4-1)=1
Karena untuk setiap k= 1, 2, 3, 4 dan untuk setiap pilihan bilangan 7,

1 € i £ 4 dipenuhi ketidaksamaan 'S,-] W) Siz WL ka l zk—{(m-r), maka

berdasarkan Teorema 2.2, ada ¢ dengan |¢'| = 1 yang mempunyai SPB.

Misalkan ;’,= {8} maka SPB yang dimilikinya adalah {1} atau {2}.
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Diketahui bahwa m = 4 dan r = 2. Akan diperlihatkan apakah untuk setiap

k= 1,2, 3, 4 dan setiap pilithan bilangan

ketidaksamaan |S; WS ... 8 12k~ (m~r).

Untuk 4= 1 dan untuk pilihan bilangan /; yaitu:

¢ | diperoteh |§)!=2
¢ 2 diperoleh |§y =2
o 3 diperoleh 83! =2

e 4 diperoleh 8. =1

=

2
>

Z

k—(m-ry=1-4-2)= -1

Untuk &= 2 dan untuk pilihan bilangan i» yaitu:

]

1 dan 2 diperoleh [$50 85 =3
1 dan 3 diperoleh LS 85 =3
1 dan 4 diperoleh |$: W 84 =3
2 dan 3 diperoleh |$, 0 S5 =2
2 dan 4 diperoleh [§, U 84 =2

3 dan 4 diperoleh |§50 84 =2

2

v

Z

k-(m-ry=2-(4-2)=0

Untuk £ = 3 dan untuk pilihan bilangan 7 yaitu:

e 1,2 dan 3 diperoleh |88 v §3{=3

IV

e 1,2 dan4 diperoleh |[§) W 8 WS =3 =

e 1,3 dan4 diperoleh [$1 0 81 U8 =3 =

e 2, 3 dan4 diperoleh (§5 0 .85 W 8 =2

v

k=(m-r)=3-(4-2)=1
1
1

1

Untuk & = 4 dan untuk pilihan bilangan i4 yaitu:

1}, 1 £ I < 4 dlpﬁl’luhl
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e 1,2 3 dan 4 diperoleh |$5 0 8 U S US| =3 =2 k-~(m-r)=
4-(4-2)=2
Karena untuk setiap £ = 1, 2, 3, 4 dan untuk setiap pilihan bilangan 7,

1 < i < 4 dipenuhi ketidaksamaan 'S,—1 WS, Sy l 2k~ (m=~r), maka

berdasarkan Teorema 2.2, ada §'| dengan ]éll = 2 yang mempunyai SPB.

Misalkan {r: {8:, 84} maka SPB yang dimilikinya adalah {1, 4} atau {2, 4}.

41 =3.6fE¢
Diketahui bahwa m = 4 dan r = 3. Akan diperlihatkan apakah untuk setiap
k=1, 2, 3, 4 dan setiap pilthan bilangan i, | < i £ 4 dipenuhi

ketidaksamaan |S; US; U U S [2k=(n-7).

Untuk £ = 1 dan untuk pilihan bilangan /y yaitu:

-]

1 diperoleh |$)|=2 2 k—(m~r)=1-(4-3)=90

L]

2 diperoleh |$2|=2 = 0

3 diperoleh |83 =2

%

0

IV

0

4 diperoleh ($4 =1

Untuk & = 2 dan untuk pilihan bilangan j; yaitu:

1 dan 2 diperoleh |§1 U S3 =3 2 k—(m—r)=2-(4-3)=1

I dan 3 diperoleh |$, W 8= 3 =2 1

1 dan 4 diperoleh |§) 0 84i=3 =1

2 dan 3 diperoleh |So w85/ =2 21
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¢ 2dan4 diperoleh |0 84 =2 21
o 3dan4 diperoleh |$50 84 =2 =1

Untuk £ = 3 dan untuk pilihan bilangan i, yaitu:

A%

o 1,2dan3diperoleh |$, 08 0S| =3 2 k—-(m-ry=3-(4-3)=2

s 1,2 dan4 diperoleh |$, 8, WSy =3 = 2

e 1,3dan4 diperoleh [$7 085 USy=3 = 2

e 2, 3dan4 diperoleh S0 83 U Sy =2 2 2

Untuk & = 4 dan untuk pilihan bifangan iy yaitu:

e 1,2, 3 dan 4 diperoleh [, U S, U S US=3 =2 k-(m-r=
4-(4-3)=2

Karena untuk setiap £ = 1, 2, 3, 4 dan untuk setiap ptlihan bilangan i,

1 £ iz £ 4 dipenuhi ketidaksamaan

S,-] uS,-2 e uS,-k ! zk—(m-r), maka
berdasarkan Teorema 2.2, ada ¢ dengan |¢'} = 3 yang mempunyai SPB.

Misalkan é": {51, 82, 83} maka SPB yang dimilikinya adalah {2, 1, 4}.
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BAB il

BUJURSANCGKAR LATIN

Dalam Bab Il it akan dibahas mengenai bujursangkar Latin dan sifat-

sifat bujursangkar Latin.

A. Bujursangkar Latin

Dalam subbab ini, akan dibahas mengenai pengertian persegi panjang
Latin dan bujursangkar Latin serta pembentukkan bujursangkar Latin dari persegi
panjang Latin dengan menggunakan konsep SPR yang telah dibahas dalam Bab

1L

Definisi 3.1

Andaikan i, j. n, p dan ¢ adaelah bilangan asli, 8 = {1, 2, ., »n} dan bukan

himpunan kosong. Persegi panjang Latin p x g dengan p<n dun g < n, adalah
matriks M prg =g 1= 1,2, . p j=1,2 ., qdengan my< 8 dan setiap

my lerjadi tepat satu kali dalam setiap baris dan setiap kolom. Jika p = g = n

maka persegi panjang Lalin itu disebut bujursangkar Latin.

Contoh 3.1 (Persegi Panjang Latin)

12 3 45
a. Diberikan § = {1,2,3,4,5}. Matriks As5=[2 4 1 5 31 adalah
35 2 1 4

persegi panjang Latin 3 x 5 dengan elemen dalam S
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b. Diberikan § = {1, 2, 3, 4, 5}. Matriks Bs,, = adalah persegi

= N L o
[R IR VS R Y]

panjang Latin 5 x 2 dengan elemen dalam §.

L —

c. Diberikan § = {1 2 3 4,5} Matriks (3., = adafah persegi

L EE S

Q]

panjang Latin 3 x 2 dengan elemen dalam S

Contoh 3.2 (Byjursangkar Latin)
. - 2 . .
a. Diberikan 8= {1, 2}. Matriks 4, , = ( ; adalah bujursangkar Latin 2 x 2
= 1L

dengan elemen dalam §.

e o 1 2 3
b.  Diberikan § = {1, 2, 3}. Matriks By =|1 2 3| dan Cyg =13 1 2
2 31 2 3 1
adalah bujursangkar Latin 3 % 3 dengan elemen dalam §.
I 2 4 3
- Tharile s 7 == q 1 AfT 34 21
¢. Diberikan & = {1, 2, 3, 4}. Matriks Dyg = adalah
4 3 1 2
2 1 3 4

bujursangkar Latin 4 x 4 dengan elemen dalam 8.

Bujursangkar Latin dapat dibentuk dari perseg panjang Latin, dengan

menambah baris, kolom atau baris dan kolom berikutnya. Dengan kata lain,
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persegl panjang Latin dapat dipertuas menjadi bujursangkar Latin, seperti dalam

contoh yang akan diberikan berikut ini.

Contoh 3.3

2 3 4

P, ZJ dengan elemen

a. Diberikan persegl panjang Latin A, 4 :[

dalam § = {1, 2, 3, 4}. Persegi panjang Latin 4,,, dapat diperiuas menjadi

bujursangkar Latin 4 x 4 dengan menambah dua baris berikutnya. Salah satu

2 2
bentuknya adatah 4, , = ;1 T 511 3|
3

b. Diberikan persegi panjang Latin Bes = dengan elemen

L T o S S L T %
S e 7S T N W Y

L2 B b2 Lh O —

dalam 8 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Persegi panjang Latin B, ; dapat diperluas

menjadi bujursangkar Latin 6 x 6 dengan menambah tiga kolom berikutnya.

31 56 2 4
2 6 4 1 3 5
4 5 3 2 1
Salah satu bentuknya adalah By = 6 2 1 5 j 3
I 4 6 3 5 2
53 2 41 6

o : . : 2
c. Diberikan persegi panjang Latin (4 = (3] dengan elemen dalam
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S = {1, 2, 3}, Persegi panjang Latin (,,; dapat diperluas menadi

bujursangkar Latin 3 x 3 dengan menambah satu baris dan dua kolom

2 3
berikutnya. Salah satu bentuknya adalah Coz=13 1 2
T 2 3

Berikut 1n1 akan dibahas teorema yang menjamin bahwa persegi panjang

Latin p x n dengan p < » dapat diperluas menjadi bujursangkar Latin » x n.

Teorema 3.1

Andaikan p dan n adalah bilangan asli, 8 = {1, 2, ..., n} dan bukan himpunan
kasong. Persegi panjung Latin p x n dengan elemen dalam 8 dan p < n dapar

diperfuas menjadi bujursangkear Latin n x n,

Bulkti :

Andaikan 1., adalah persegi panjang Latin p x n dengan p <, §;= {anggota §
yang belum digunakan dalam 7, kolom ke-i} untuk 1 </ <n, dan ¢ = (S, $,

.., 8, adalah suatu keluarga himpunan bagian dari §. Penambahan baris baru

pada [, agar menjadi persegi panjang Latin Lipiyxn adalah dengan

mendapatkan SPB dari £= {8, 8>, ..., 8,}.
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<t 11 P
/‘
Xy X2 Xi3 X1p ¢
X21 o3 X723 e Xop
X3y 32 X33 . X
L= < X Xan X4z . X P
i Xpi Xp2 Ap3 i Xpn v
j p + i L) I AR (LR )X, o X D' baris tambahan
= S} = S_'g = S}, € S,,

Gambar 3.1 llustrasi pxn dengan baris tambahan

il

Dikelahui ada p baris. Berarti [$3] = |85 = 1S3] = ... = 1S} = n - p dan untuk

1 £/ < n, elemen / terjadi tepat p kali dalam 7 pxn > yaitu dalam p kolom berbeda.
Dengan kata lain elemen j belum terjadi pada n - p kolom berbeda lainnya atau
ciemen j masih berada pada » - p himpunan S;. Sebut n - p himpunan $; ity ¢ |
Alkan dibuktikan ¢ ‘ mempunyai SPB,

Diketahui bahwa ¢ ‘g ¢. Andaikan ¢ = {81, 82, ..., 8} Maka diperoleh

1S5 U8, LU, J =r(n - p) (ada perulangan). Tetapi elemen ; tidak ada yang

terjadi lebih dari #» - p kali. Berarti |$; w S, U.. uS,.[ 2 r. Sedangkan

roz r+(k-n) = k—(n-r) Jadi berdasarkan Teorema 2.2, éﬂnempunyai
SPB. SPB yang dihasiltkan ini membentuk baris tambahan untuk 7, pxn Schingga
menjadi persegi panjang Latin L el - PTOses diulang sampai terbentuk

bujursangkar Latin # x n. e
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Untuk persegi panjang latin » = ¢ dengan ¢ < n pembuktiannya
analog dengan pembulktian pada persegi panjang Latin p x »# dengan p < n di atas.
Berikut akan diberikan contoh perluasan persegi panjang Latin p x n dengan p < »

dan persegi panjang Latin »# » ¢ dengan ¢ < » menjadi bujursangkar Latin n % n.

Contoh 34

L

[N N
[US IR

S V)

a. Diberikan persegi panjang Latin D 5 = [ ] dengan clemen

dalam § = {1, 2, 3, 4, 5}. Persegi panjang Latin 1, < ini akan diperiuas
menjadi bujursangkar Latin 5 x 5, dengan menambah tiga baris berikutnya
secara bertahap.

Langkah - [ 1 Menambah satu baris pada 1,5 sehingga terbentuk persegi
panjang lLatin 3 x 5. Caranya, dalam setiap kolom, tulis himpunan S;,

I £7<5 dengan elemen dalam § yang belum terpakai dalam kolom itu.

1 2 4 5 3
51 2 3 4
Si=1{2,3,4) i 3 B 85=11,2,5)
etz 4 5) S =1{1,2,4)

Diperoleh & = {8, 8, 83, 84, 5 }. Jumlah baris yang harus ditambah
ada n-p=5-2+= 3 Jumlah elemen j tidak ada yang lebih dari 3. Berarti g
mempunyal SPB yang membentuk baris baru. Misalkan SPB itu {4, 5, 3,

1,2}, Persegi panjang Latin 3 x 5 vang diperoleh adalah
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1 2 4 5 3
1)3><5 = 5 1 2 3 4
4 5 3 1 2

Langkah - 2. Menambah satu baris pada /5,5 schingga terbentuk perseg
panjang Latin 4 x 5. Caranya, dalam setiap kolom tulis himpunan §;, 1 <i<5

dengan elemen dalam § vang belum terpakai dalam kolom itu.

1 ooy FL 3N 3
51 23 4
4 5 3 1 zJ
51:{2,3/&“{1,5} S5=1{1,5}
Sp_ = {3, 4} S.»; = {2, 4}

Diperoleh ¢ = {5, .85, 83, 84, S5} Jumlah baris yang harus ditambah
adan—p=5-3=2 Jumlah elemen ; tidak ada yang lebih dari 2. Berarti ¢
mempunya: SPB yang membentuk baris baru. Misalkan SPB itu {2, 3, 1,

4,5}, Persegt panjang Latin 4 x 5 yang diperoleh adalah

1 24 5 3
D.}‘-=51234?
O oA
{23;45J

Langkah - 3 : Menambah satu baris pada s sehingga terbentuk

bujursangkar Latin 5 x 5. Caranya, dalam setiap kolom, tulis himpunan S§,

1 <i<5 dengan elemen dalam .§ yang belum terpakai dalam kolom itu.
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1 2 4 5 3
5'12’54}
45 3 1 2
2 3 1 4 5

§1=1{3} S ={4} S:={5] 8, =2} S5={1}
Diperoieh ¢ = {8, 8§12, 83, 84, 85}, Jumlah baris yang harus ditambah
adan—p=5-—4=1 Jumlah elemen ; tidak ada yang lebih dari 1. Berarti ¢

mempunyai SPB yang membentuk baris baru. SPB vang diperoleh adalah

{3, 4, 5, 2, 1}. Persegi panjang Lafin 5 x 5 vang diperoleh adalah
(1 2 4 5 3)
| 51 2 3 4 |
Dss=14 5 3 1 2|
2 3 1 4 SJ
13 4 5 2 1

I 2 4
51 2 :
b. Diberikan persegi panjang Latin Fs3 =14 5 3 | dengan elemen dalam
2 3 1
3 4 5

§=1{1, 2, 3, 4, 5}. Persegi panjang latin /s ini akan diperiuas menjadi
bujursangkar Latin 5 x 5, dengan menambah dua kolom berikutnya secara
bertahap.

Langkah - I . Menambah satu kolom pada /5,4 sehingga terbentuk persegi
panjang Latin 5 x 4. Caranya, dalam setiap baris, tulis himpunan §,, 1 i< 5

dengan elemen dalam S yang belum terpakai dalam baris itu.
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(1 2 4 N\, 435
|5 12 L3
45 3 L 002
203 1 {45
Ls 4 5 {12

Diperoleh ¢'= {8}, 82, 83, $4, 85 }. Jumlah kolom yang harus ditambah
ada n—¢g =35 -3 =2 Jumiah elemen j tidak ada yang lebih dari 2. Berarti ¢
mempunyal SPB yang membentuk kolom baru. Misalkan SPB itu {3, 4, 1,

5, 2}. Persegi panjang Latin 5 x 4 yang diperoleh adalah

1 2 4 3
(5124
Fsa=|4 5 3 1
2 3 1 5
P

Langkah - 2 : Menambah saty kolom pada #s, sehingga terbentuk

bujursangkar Latin 5 x 5. Caranya, dalam setiap baris, tulis himpunan S;,

1£7/<5 dengan elemen dalam § yang belum terpakai dalam baris itu.

12 43 N, {5)
51 24 |y (3
4 EIEJ AN
gy T g B Ll
4N AN AT

Diperoleh & = {8, 83, 85, S, Ss}. Jumlah kolom yang harus ditambah
ada n -~ g =5 -4=1 Jumlah elemen tidak ada yang lebih dari 1. Berarti -

mempunyal SPB yang membentuk kolom baru. Persegi panjang Latin 5 x 5
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(1 2 43 5)
51 2 43
vang diperoleh adalah /5,5 = E 4 5 3 1 2
2 31 5 4
L:s 45 2 2

Persegi panjang Latin p x ¢ dengan p < »n dan ¢ < n dapat diperluas
menjadi bujursangkar Latin 1 x 1 dengan menambah baris dan kolom berikutnva.
Proses penambahannya merupakan perpaduan dari proses penambahan baris dan

proses penambahan kolom. Berikut akan diberikan contohnya.

Contoh 3.5

-
oh B —

Diberikan persegi panjang Latin Fy,, =

— Lo O

\
J dengan elemen dalam .§ = {1,

\
2, 3, 4, 5}. Persegi panjang Latin /%, ini akan diperfuas menjadi buiursangkar
Latin § x 5, dengan m'enambah dua baris dan tiga kolom berikutnya secara
bertahap. Akan lebih mudah jika dilakukan penambahan terlebih dahulu pada
baris atau kolom yang jumlahnya lebih banyak.

Langkah - 1 © Menambah satu baris pada /%, sehingga terbentuk persegi
panjang Latin 4 x 2. Caranya, dalam setiap kolom, tulis himpunan §, 1 < i <?2

dengan elemen dalam § yang belum terpakai dalam kolom itu,
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ST
: LA P e
e

§)=1{2, 3} 8

= {4 51
Diperoleh ¢ = {§), §;}. Jumlah baris yang harus ditambah ada n — p =
5~3=2. Jumlah elemen ; tidak ada yang lebih dari 2. Berarti ¢ mempunyai SPB

vang membentuk baris baru. Misalkan SPB itu {2, 4}, Persegi panmjang Latin

4 x 2 yang diperoleh adalah /7, =

Fa a2 O

Langkah - 2 Menambah salu baris pada /7, sehingga terbentuk perseg
panjang Latin 5 x 2. Caranya, dalam setiap kolom, tulis himpunan 8, [ < /<2

dengan elemen dalam § yang belum terpakai dalam kolom itu.

I A s —
Bo— WO

e g Y, |

$1={3} 8y = {5}
Diperoleh ¢ = {8, $3}. Jumlah baris yang harus ditambah ada n - p =
54 =1 Jumlah elemen  tidak ada yang lebih dari 1. Berarti ¢ mempunyai SPB

yang membentuk baris baru. SPB yang diperoleh adalah {3, 53, Persegi panjang
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L8]

Latin 5 x 2 yang diperoleh adalah /5., =

L I N N T Y
e OV ]

Langkah - 3 0 Menambah satu kolom pada /7%, schingga terbentuk persegi

-

parmjang Latin 5 x 3, Caranya, dalam setiap baris, tulis himpunan §,, 1 € /<5

dengan elemen dalam § yang belum terpakai dalam baris itu.

1 2 _Y— 8 =045}
4 3 L,_, S, = {.2,5}
5 1 ey 8y=0,54}
2 4 pm— ‘943{]7335}
358 _ ), Ss={,24

Diperoleh ¢ = {51, %, 83, 84, 85 . Jumlah kolom vang harus ditambah
ada 7 — ¢ =5 - 2 = 3. Jumiah elemen j tidak ada yang lebih dari 3. Berarti ¢

mempunyai SPB yang membentuk kolom baru. Misalkan SPB itu {5, 2, 4, 3, 1.

] 2
4 3 2
Persegl panjang Latin 5 x 3 yang diperoleh adalah /74 =15 1 4
2 4 3
3 5 1

Langkah - 4 7 Menambah satu kolom pada /%5 sehingga terbentuk perseg;

panjang Latin 5 x 4. Caranya, dalam setiap baris, tulis himpunan $;, 1 <i < 5§

dengan elemen dalam § yang belum terpakai dalam baris itu.
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>

1205 Ny 8 =34
4 3 2 — . § = {5}
5 1 4 —y 83 = {23}
2 4 3 ey 8,=0,5
35 1 )y 85=10.4)

Diperoleh £ = {87, 83, 83, 84 85} Jumlah kolom yang harus ditambah ada
n—¢ =53 =2 Junlah elemen ; tidak ada yang lebih dari 2. Berarti ¢
mempunyai SPB yang membentuk kolom baru. Misatkan SPB itu {3, 3, 2, 1, 4}

Persegi panjang Latin 5 x 4 yang diperoleh adalah

(s

A

jr%xf’% =

LS N R N
o e L O

LI D
0 — RO Lh

—

Langkah - 5 . Menambah satu kolom pada Fy,, sehingga terbentuk bujursangkar

Latin 5 x 5. Caranya, dalam setiap baris, tulis himpunan §;, 1 <7 < 5 dengan

elemen dalam § yang belum terpakai dalam baris itu.

125 3 Ny & =4
188" FanSy o feen RIS Y0
Fiping, 4 LA 3 |1 FB comy 5
27 TP ILE B (s}
351 4 _j—s 8=1{2}

Diperoleh ¢ = {87, 3, 85, 8., S5}, Jumlah kolom yang harus ditambah ada
n—g=35-4=1 Jumlah elemen ; tidak ada yang lebih dari 1. Berarti 4
mempunyal SPB yang membentuk kolom baru. SPB yang diperoleh adalah {4, 1,

3,5,2}. Persegi panjang Latin 5 x 4 yang diperoleh adalah
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125 3 4
432 5 1
Fes={5 1 4 2 3
24 31 5
35 1 4 2

Contoh 3.5 di atas, memperlihatkan bahwa persegi panjang Latin p x ¢
dengan p < n dan ¢ < n dapat diperluas menjadi bujursangkar Latin » x 2. Tetapi,
tidak semua persegi panjang latin p x ¢ dengan p < n dan ¢ < » dapat diperiuas

menjadi bujursangkar Latin 2 x g1, seperti contoh yang akan diberikan berikut,

Contoh 3.6
g

a. Diberikan persegi panjang Latin Gy =12 5 1 4| dengan elemen
4 1.5 3

dalam 8= {1, 2,3, 4, 5}. Persegi panjang Latin (i3 4 akan diperluas menjadi
bujursangkar Latin 5 x 5, dengan menambah dua baris dan satu kolom
bertkutnya. Untuk melihat apakah (3, dapat diperluas, maka tulis himpunan
S$;, 1 £7<5 dengan elemen dalam .S yang belum terpakai dalam setiap baris

dan tulis himpunan 7}, 1 £/ < 5 dengan elemen dalam § vang belum terpakai

dalam setiap kolon .

1 3 4 ) ey Sy = {2}
2 5 1 | 5,=8}
4 1 5 3 _""33:{2}
/m / B A
T,= (3,5} \‘\‘ T, = (1,2}
742,44y Th={2,3
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Diperoleh £ = {8, 8, Sijdan T = {1\, T, T35, T4},

Andaikan dilakukan penambahan kolom baru terlebih dahulu. Jumiah
kolom yang harus ditambah ada n ¢ =5-—-4=1. Ada elemen; = 2 vang
jumlahnya lebih dari 1. Berdasarkan Teorema 3.1, £ tidak mempunyai SPB.

Jadi tidak mungkin menambah kolom baru pada G4, 4.

Andaikan dilakukan penambahan baris baru terlebih dahulu. Jumlah
baris yang harus ditambah ada n —p =5 — 3 = 2. Ada elemen j = 2 vang
Jumlahnya lebih dari 2. Berdasarkan Teorema 3.1, I tidak mempunyai SPB.
Jadi idak mungkin menambazh baris baru pada Gy,

Dengan mengetahul (74 4 tidak dapat ditambah baris atau kolom baru
maka dapat dissmpulkan bahwa persegi panjang Latin Gs,4 tidak dapat

diperluas menjadi bujursangkar Latin 5 x 5 .

Diberikan persegi panjang Latin /= dengan elemen dalam

Gid == LN N
[SS RV Fe ]
= Oh 2 o

§ = {1, 2, 3,4,5, 6}. Persegi panjang Latin H 3 akan diperluas menjadi
bujursangkar Latin 6 x 6, dengan menambah dua baris dan tiga kolom
berikutnya. Untuk melihat apakah H .5 dapat diperluas, maka tulis §; dengan

anggota dalam § yang belum terpakai pada setiap baris dan tulis T; dengan

anggota dalam .§ yang belum terpakai pada setiap kolom.
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s 8 ={3.45)
8, ={1,2,4}
—— 83 ={2,4,5}
—> 8, =14,56}

Ly — Lh N
— O L2 R

1
6
3
2

/

T,=12,4} T,=1{4,5} Ty= {4, 5}
Dari sini terbentuklah & = {8}, 87, §3, 84} dan & = {T}, T3, T3},

Andaikan dilakukan penambahan kolom baru terlebih dahuiu. Jumlah
kolom yang harus ditambahkan ada n-g¢=6-3 =3 Ada elemen =4
yang jumiahnya lebih dari 3. Berdasarkan Teorema 3.1, ¢ tidak mempunyai
SPB. Jadi tidak mungkin menambah baris baru pada /5.

Andatkan dilakukan penambahan baris baru terlebih dahulu. Jumlah
baris yang harus ditambahkan ada » - p = 6 - 4 = 2. Ada elemen j = 4 yang
jumiahnya lebih dari 2. Berdasarkan Teorema 3.1, ¥ tidak mempunyai SPB.

Jadi tidak mungkin menambah baris baru pada /4.
Dengan mengetahui H 4 stidak dapat ditambah baris atau kolom baru

maka H 4,3 tidak dapat diperluas menjadi bujursangkar Latin'6 x 6.

Secara umum, agar ada kemungkinan persegi panjang Latin /. dengan

Pxy
elemen dalam § = {1, 2, ., n}, p<ndamg <n dapat diperluas menjadi
bujursangkar Latin # » », maka harus dibatasi dengan (i) yaitu bilangan

kejadian dari elemen ;i dalam L pxg Untuk 1 <7 < » Andaikan L »xq Gapat

diperluas dan elemen 7 terjadi sebanyak L() kali dalam /. pxg -
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-« n id
T B —
L
Je { 7 terjadi L(¥) K
kali}

Gambar 3.2. Hustrast clemen 7 terjadi L() kati dalam L pxy

Elemen 7 terjadi sekali dalam setiap baris. Jadi untuk p baris, elemen
terjadi sebanyak p kali. Dengan kata lain elemen / terjadi sebanyak p — L(i} kali

pada K. Dalam X hanya ada 5-¢ kolom. Jadi jika p—L() £ n-¢ atau

L{i) z p + ¢ - »n maka ada jaminan bahwa [ pxq dapat diperfuas menjadi

bujursangkar » x n.
Persegl pamjang Latin /. ., akan diperluas menjadi bujursangkar Latin

1 x n. Persegl panjang Latin L . . ditambah satu kolom menjadi persegi panjang
Latin L¢,1y.q - L (7)) adalah jumlah elemen i yang terjadi dalam Lipaing -

Ll(z‘) harus memenuhi L (Yz p + (g + 1) - n Karena itu, jika untuk elemen
terjadi saat L(7) = p + ¢ - », maka ada jaminan bahwa clemen / ada dalam kolom
baru. Andaikan P = {i || < i< ndan L{i}) = p + ¢ - n}. Maka kolom tambahan

harus memuat anggota himpunan P.
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Contoh 3.7

71

Diberikan persegi panjang Latin N, 4 = l\ 4

4)
SJ dengan elemen dalam

2

§ = {1, 2, 3, 4, 5} Persegi panjang lLalin N, 5 akan diperluas menjadi
bujursangkar Latin 5 x 5, dengan menambah tiga baris dan dua kolom berikutnya
secara bertahap.

Langkah - { @ Menambah satu kolom pada N, sehingga terbentuk persegi

panjang Latin 2 x 4. Caranya, dalam setiap baris, tulis himpunan §, 1 < i <2

dengan elemen dalam § yang belum terpakai dalam baris itu.

F 34MT+&=QQ
5,"

4 1 oy O 31

Diketahw p = 2, ¢ = 3 dan n = 5, sehingga diperoleh p + ¢ - n =
2+3 -5 =0. Untuk setiap elemen /, 1 <7< n, akan ditunjukkan (7} = 0. Dapat
dilibat bahwa L(1) = 2, L(2) = 0, L(3) = 1, L(4) = 2 dan L(5) = 1. Karena semua

L{i) =2 0, maka N,.;dapat diperluas. Untuk memilih elemen / mana yang harus

digunakan terlebih dahulu, maka pilih elemen / dengan L(/) = 0. Jadi “2” harus

dipakai salah satu dalam kolom baru dan yang lain bebas. Persegi panjang Latin

2 x 4 yang diperoleh yaitu Ni dan N'Z.

. (13 4 2 (13 45
Ny = Ny =
4153 415 2

Né adalah juga persegi panjang Latin 2 x 4, namun tidak menggunakan
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elemen / dengan L(7) = 0. Dalam proses selanjutnya akan terlihat bahwa persegi
panjang Latin N5 tidak mungkin diperluas,

Lenghah - 2 Menambah satu kolom pada persegi panjang latin 2 x 4 sechingga
terbentuk persegi panjang Latin 2 x 5. Caranya, dalam setiap baris, tulis himpunan

Si 12§52 dengan elemen dalam § vang belum terpakai dalam baris itu.

r (13 4 2 Vo8 =}
”—L4 153 _J—es8,={)}
N.ﬂ(} 3 4 )_,;.sz{z}
e s 2 a8, =03
gl 345 \_abs,:{:z}
Wl 4 1 s 8 S

Diketahui p = 2, ¢ = 4 dan n = §, schingga diperoleh p + g —n =
2445 =1 Untuk setiap ﬁ:[emén i, akan ditunjukkan £.(/) =1.
¢ Untuk N i, dapat dilihat bahwa L{1} = 2, L(2) =1, I(3) = 2, 1{4) =2 dan
1(5) = 1. Karena semua L{j) = 1, maka N; dapat diperluas. Elemen i yang
harus digunakan terlebih dahulu adalah elemen i dengan L(/) = 1, yaitu i =2

dan i =35 atau P = {2, 5}, Jadi 2 dan 5 harus dipakai dalam kolom baru dan

vang lain bebas.
s  Untuk N;, dapat dilihat bahwa L(1} = 2, L(2) = 1, L(3) = 1, /(4) = 2 dan

1(5) = 2. Karena semua L(/} = 1, maka .N'z dapat diperluas. Elemen 7 yang

harus digunakan terlebih dahulu adalah elemen 7 dengan Ly = 1, yaitu i =2
dan /=3 atan P> {2, 3} Jadi 2 dan 3 harus dipakai dalam kolom baru dan

yang lain bebas.
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1(5)=2. Karena ada L(/) < 1, yaitu i = 2 maka N 3 tidak dapat diperluas.

Persegi panjang Latin 2 x 5 yang diperoleh vaitu N; dan N;.

o (134 5 v
Ny= 5 2 2

4 1
N =31 e 35 WP
1\133
4 1 5 3 2

Ny bukan persegi panjang Latin 2 x 5, karena ada pengulangan “2” pada kolom

2
3

I
T
i

b3 4 5 2
1 5 2 3

ferakhir,

Berikut ini akan dibuktikan bahwa untuk setiap elemen 7, 1 €/ < n,
i)z p + g~ n menjamin bahwa persegi panjang Latin p x ¢ dengan p < 5 dan
¢ < n dapat diperluas menjadi bujursangkar Latin # x n. Namun sebelumnya akan
dibuktikan bahwa jumlah elemen / vang terjadi m kali dalam persegi panjahg

Latin p > g dan pada semua » baris pertama persegi panjang Latin p x q,

tidak lebih dari 2401y
P

Lemma 3.1
Andaikan m, p, g, dan r adalah bilangan ashi, 0 < r < m < pS={1,2 . n}dun

bukan himpunan kosong serta L g Galah persegi panjung Latin p x g dengan

elemen dalam 8, p < n dan g < n, Elemen i anggola § yang terjadi m kali dalam
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I

' g deint pada semuc v baris pertama L. fidak lebih dari -——

Bulti :

Andaikan / elemen 7 anggota S, terjadi m kali dalam L pxg Gan pada semua r baris
pertama I, . Maka ¢ elemen / terjadi i - r kali dalam daerah bayangan L pxg -
Berarti n - ¢ clemen lainnya terjadi paling banyak p - » kali dalam daerah

. . n—=g ) p—r
bayangan yang sama. Akan dibuktikan bahwa 7 < L—J—)(—}——’w}
p—in

ey

p-r

L amlgSpei

Gambar 3.3, llustrasi daerah bavangan L g

Tumiah kejadian dalam daerah bayangan vaitu :

(p—rig £ tm—r)+(n-0(p-r
Dari ketidaksamaan di atas diperoleh :

p-r)g < tm—1r+np—nr-—Ip+ir

& (p-r)g S tnboap-—ar—(p

AN

((m—p)+a(p—r)

n(p - r)

> (p -y

IA

& (p-ry—1m-p)

< -lm--p) < nlp-r)-(p-rig
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<> Wp-m)y £ {n-g)p-r
. [ < ima)(p-r) u
i
Contoh 3.8
_ 1 2 3 4
Diberikan persegi panjang Latin Og 4 ={ 5 4 6 1 | dengan elemen dalam
W31 26

§=1{1,2,3,4,5,6}. Akan ditunjukkan ¢ clemen 7 yang terjadi m kali dalam Os4

: An—g¥(p-r
dan pada semua r baris pertama Ox, 4, kurang dari (m—”—(fwwl
; p—n

Diketahui bahwa n =6, p = 3 dan ¢ = 4. Untuk menentukan m dan r, perlu

diingat bahwa m dan r harus memenuhi 0 < r <m < p,

m Ny A B C BNC B nC
0 0 2 - - ~ O
1 0 3 5 - - O
| ] 2 5 1,2,3,4 - 0
2 { 6 2,3,4,6 - - 0
AN 4 2,3,4.6 - ) 0
A 2 2 2,3,4,6 1,4 4 1
Tabel 3.1. Tabel elemen 7 yang terjadi m kati
Keterangan :
. - (ma)p=r)
p=m

*  B=elemen i yang terjadi m kali dalam O,
* C=elemen i yang terjadi m kali pada semua r baris pertama (a4

* BN C = eclemen i yang terjadi m kali dalam O, den pada semua r baris

pertama Oy, 4
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Dari tabel 3.1 dapat dilihat dengan jelas bahwa semua B N C|] < A,

Dengan kata lain ¢ elemen i vang ferjadi m kali dalam (5.4 dan pada semua

, P 7 et # ~F
r baris pertama (1, kurang dari (n=g)pzr) :
‘ pm

Teorema 3.2
Andaikan i, n, p dan q adalah bilungan asli, 8§ = {1, 2, ..., n} dan bukan

himpunan kosong. Persegi panjung Latin 1, e dengan elemen dalam 8, p < n
dan q < n, dapat diperluas menjadi bujursangkar Latin n x n jika hanya jika

L(D), bilungan kejadian dari elemen i dalam 1, menenuhi L)z p g -n

ey

unluk 1 <i<n

Bulkii ;
(=)

Andaikan /.

- pxq dapat diperluas menjadi bujursangkar Latin 7 x n.

Pl N

et

a1~ (e
Gambar 3.4, lustras: L [)quapat diperluas menjadi bujursangkar Latin 2 % »
Elemen i terjadi sebanyak L(/) kali dalam [ g dan terjadi sebanyak p kali dalam
L dan M. Berarti elemen i terjadi sebanyak p — (i) kali dalam M. Elemen ; terjadi

sebanyak » - ¢ kali dalam M dan Q. Jadi p— L{(iy < n - g atau L()) = p + g- 7.
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Andaikan untuk 1 €i<n, L)) = p+ g~ n Akan ditunjukkan 7 pxg denganp <n

dan ¢ <n dapat diperluas menjadi persegi panjang Latin L ,, (., . Proses dapat

dilanjutkan sampal terbentuk persegi panjang Latin L., . Andaikan §; =

tanggota § yang belum digunakan dalam £, banis ke-i} untuk P i< p, P={i]

oy
l<isndan L(i) = p+q—n} dan |8y = 183 = 1831 = ... = |$§)} = n - ¢. Akan

ditunjukkan & = {8, .84, S5, ..., §,} mempunyai SPB.

i - — .5,

- — LS‘_?_
p [’ = — LS13
y - e = xs‘[;

A
¥

4
Gambar 3.5. Hustras /. g dengan kolom tambahan
Untuk menunjukkan bahwa ¢ = {5, 82, 83, ..., 8} mempunya: SPB yang
berist P = {i |1 £i<ndan L{(i)=p+ ¢ — n}, maka akan diperlihatkan untuk
l

1£igndan f ¢ {1,2,3,... ,p} dipeﬂuhiEP\ UIL‘- iSP—JIi.
| ie. il

ief

!
j P U S5, ! = elemen 7 anggota P tidak dalam §, 5, 55, ..., §.
| !

woa ; i I e s 5 harie merta e
elemen 7 anggota P dalam semua r baris pertama Lopyn

Setiap elemen 7 ferjadi tepat p + ¢ - » kali dalam Ly » Gan jumlahnya

tidak kosong jika r = p + ¢ - n. Dengan kata lain, jika » < p + ¢ - n, maka dengan
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menerima m = p + ¢ - 1 dalam Lemma 3.1 akan diperoleh
| |
g P L U WY = clemen / anggota §'terjadi p + ¢ - nkal dalam L, dan dalam
i

semua » baris pertama /. M

(n=g){p-r)

ot el

Berdasarkan teorema, ¢ = {8, S, ..., 8} mempunyai SPB. SPB

digunakan untuk menambah kolom pada L g Sehingga menjadi persegi panjang

Latin L'ﬁx(q o1y dika !’:(.") adalah jumlah clemen / yang terjadi pada f,'[,x{q L)
maka diperoleh :
= L=+ 1 =(pegon -], untukic P
R L!(f)z_[,(i) =pcig-n,untuk e P,

Jadi dalam setiap kejadian L!(r‘)z p (g + 1) - n dan proses dapat diulang
sehingga penambahan dapat dilakukan sampai L, - Berdasarkan teorema 3.1,

Ly« dapat diperluas menjadi bujursangkar Latin n x . =

Contoh 3.9

33

b O

5 i
Diberikan persegi  panjang Latin Oy, = |6 2 | dengan elemen dalam
1 3

§=1{1,2,3,4,5,6} Akan ditunjukkan bahwa Q5,5 dapat diperluas menjadi
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bujursangkar Latin 6 » 6,

Untuk mendapatkan bujursangkar Latin 6 x 6, maka (J,,5 harus
ditambah tiga kolom dan tiga baris berikutnya. Akan diadakan penambahan
kolom terlebih dahulu.

Langkah - I © Menambah satu kolom pada (4.2 sehingga menjadi persegi
panjang Latin 3 = 4. Caranya, tulis anggota § yang belum terpakai dalam setiap

baris sebelumnya.

(5 6 1 m\gwsi:{z,s,::}}
16 5 2 _|—8,={.34}
U 2 3 )8y =456

Dan Qs diperoleh p = 3, ¢ = 3 dan n = 6 schingga p + ¢ - n =
3+3-6=0 Diketahui bahwa L(1)=2, L(2)=2, L(3)= 1, L{(4}=0, 1(5)=2 dan
L(6} = 2. Kolom baru harus meliputi P= {; |1 <i<6dan L(i)= 0} = {4]. Berarti

“4” harus dipakal dalam kolom baru dan yang lain bebas. Salah satu bentuk

56 1 4
persegi panjang Latin 3 x 4 yang diperoleh yaitu Oy =6 5 2 1]
[*% 3 5

Langkah - 2 Menambah satu kolom pada ()3, sehingga menjadi persegi

panjang Latin 3 x 5. Caranya, tulis anggota $ yang belum terpakai dalam setiap

baris.
56 1 4 \_,8=03)
6 5 2 1 _|—»S8 =034}
1 2 3 5 _j—Sy={46}

Dari ()54 diperoleh p = 3, ¢ = 4 dan n = 6 sehingga p+g-n =
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3+4-6=1. Diketahui bahwa L{1)=3, 1(2)=2, 1 (3)=1, L{4)= 1, L(5)=3 dan

[1 %4 -1

Berarti 37 dan “4” harus dipakar dalam kolom baru dan vang lain bebas. Salah

satu bentuk persegi panjang Latin 3 x 3 yang diperoleh yaitu

56 1 4 3
Q?:XS: 6 5 2 1 4
e 3 B 1S,

Langkah - 3 @ Menambah satu kolom pada ()3 sehingga menjadi persegi

panjang Latin 3 % 6. Caranya, tulis anggota .S yang belum terpakai dalam setiap

baris.
(5 61 43 N_,8=0}
65 2 1 4 _|—8; =0
1 2 35 6 _J—8,=1{)

Dari ()35 diperoleh p = 3, ¢ = 5 dan n = 6 sehingga p + ¢ — 5 =

3+ 5-6=2 Diketahui babhwa L(1) =3, L(2) =2, L(3) =2, 1{4) = 2, 145)=3 dan
L(6) = 3. Kolom baru harus meliputi P= {; |1 <,<6dan L(i) =2} = {2, 3, 43,

Berarti “27, %37, “4” harus dipakai dalam kolom baru dan yang lain bebas, Salah

satu bentuk persegl panjang Latin 3 x 6 yang diperoleh yaitu

Sl | FRE W
Q3><6 = 6 5 2 1 4 3
1 2 3 5 6 4

Karena sudah tidak ada lagi kolom yang ditambah, maka sekarang akan

ditambah tiga baris berikutnya.
Langkal - 4 : Menambah satu baris pada (3,4 sehingga menjadi persegi panjang

Latin 4 » 6. Caranya, tulis anggota S yang belum terpakai dalam setiap kolom.
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6 1 4 3 2
6 5 2 1 4 3
I 2 3 5 6 4
7= mzl 5,61\ 73=11,2,3)
T2:{1>3:4} ?‘4:{21336} T6={§>5:6}

Dari (3 4diperoleh p = 3, ¢ = 6 dan » = 6 sehingga p + ¢ — n =
3+ 6 6=3 Diketahui bahwa (1) = 3, L(2) =3, 2(3) =3, L(4) = 3, L(5) = 3 dan
L(6) = 3. Kolom baru harus meliputi P= {i| 1 <i< 6 dan L(i)=3) = {1, 2,3, 4,
5, 6}, Berarti “17, 27, “37, 47, “5” “E” harus dipakai dalam kolom baru.
Salah satu bentuk persegi panjang Latin 4 x 6 yang diperoleh yaitu

)

)

Qi =

Moo= Oy
W Oy o

4
]
5
6

L bo n
B ¥ N
L = UV

Langkaly - 3 © Menambah satu baris pada Q4,4 sehingga menjadi persegi panjang

Latin 5 x 6. Caranya, tulis anggota § yang belum terpakai dalam setiap kolom.

of § F P
Oy SR B4 ™
I B SR> L4
2 3 4 6 5 1
= {5.6) J 5= {12
7‘4_— {29 3} T(?z {59 6}

Dari (. diperoleh p = 4, ¢ = 6 dan n = 6 schingga p + g —n=

4+6—6=4. Diketahui bahwa L(1) =4, [(2) =4, L(3) = 4, L(4) = 4, L(5) = 4 dan
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2(6) = 4. Kolom baru harus meliputi P= {i11 £i<6dan L(7) =4} = {1,2, 3,4,
5,6}, Berarts 17, 27, 37 “47 “57 “6” harus dipakal dalam kolom baru. Salah

satu bentuk persegi panjang Latin 5 x 6 yang diperoleh yaitu

56 1 4 32
6" 5 2
Ose=|1 235 6 4
2 3 4 6 5 |
[\\345226

Langkah - 61 Menambal satu baris pada (s, sehingga menjadi persegi panjang

Latin 6 x 6, Caranya, tulis anggota § yang belum terpakai dalam setiap kolom.

5 6 1 4 3 2
6 5 2 1 4 3
v SWOwED. w7
fan S [y
3 Dt MR A E

T = {4} n={1} T:=1{6 T=1{3} Ts={2} Te={5}

Dari (s, diperoleh p = 5, ¢ = 6 dan n = 6 schingga p + ¢ — n =
5+6~6=25 Diketahut bahwa Z(1) =5, L(2) =5, L(3) =5, L(4) =5, L(5) = 5 dan
£(6) = 5. Kolom baru harus meliputi P= {i | 1 < <6 dan L(i) = 5} = {1, 2, 3,
4,5, 6}. Berarti “17, “27, “3%, “4”, “57_ “” harus dipakai dalam kolom baru.

Salah satu bentuk persegi panjang Latin 6 x 6 yang diperoleh vaitu

56 1 4 3 2
6521 43
1 235 6 4
Do =
£6*6_23465}
34521 6
4163 25
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Dalam subbab pertama, telah dibahas mengenai pengertian persegi
panjang Latin dan bujursangkar Latin serta pembentukan bujursangkar Latin dari
persegl panjang Latin dengan menggunakan konsep SPB. Sekarang akan dibahas

mengenai sifat-sifat dart bujursangkar Latin.

B. Sifat-sifat Bujursangkar Latin

Bujursangkar Latin mempunyai dua sifat, yaitu ortogonal dan saling
ortogonal. Berikut akan dibahas mengenai dua bujursangkar Latin yang ortogonal
dan bujursangkar Latin yang saling ortogonal.

Dari dua bujursangkar Latin dengan elemen dalam § yang sama, dapat
dibentuk sebuah matriks yang clemennya merupakan pasangan dari kedua
bujursangkar Latin tersebut. Jika semua clemen matriks ity berbeda maka

bujursangkar Latin pertama ortogonal dengan buj ursangkar Latin kedua.

Definisi 3.2 (Dua Bujursangkar Latin yang Ortogonal)
Andaikan i, j dan n adalah bilungan asli, $ = {1,2, ..., n} dan bukan himpunan

kosong, K= Uk dan L= () i = 1.2, .0 j= 1,2 . nadalah dua
bujursangkar Latin n x n, dengan elemen dalam 8. Andaikan pula My = ()
adalah matriks yang elemennya adalah pasangan “kily” (ky menduduki posisi

pertama my dan 1y menduduki posisi kedua my), Bupursangkar Latin K,

, .. 2 - .
dikatakan ortogonal dengan L, jika n* my semua berbeda. Ditulis K 1 1.
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Contoh 3.10

a.  Diberikan

il
[0

[ %]

bujursangkar

R P
b = LD

50

dan

—_ D L2

dengan elemen dalam 8 = {1, 2, 3}. Pasangan “«;b;” dari

Az dan By {@y; menduduki posisi pertama dan b; menduduki posisi

kedua) membentuk matriks (Tq,q =

By L2
— )

[RCR S -
G R —

. Dapat dilthat 11 # 22 =

33+ 32 % 13 % 21 # 23 % 31 # 12. Dengan kata lain, #»° =3 =9 Cy Semua

berbeda. Jadi 4 1 8.

b. Diberikan

“dyey” dari Dy, dan Ky, 4 membentuk matriks ), =

bwursangkar

B0 L —
L) — s D

dengan elemen dalam § = {1, 2,

—_ I Ly o
o B L2

Lo bO m I

B — W

22
43
14
3]

4

2 d
an

3

1

. Pasangan

33 44

12 21

41 321

24 13

Dapat dilihat 11 # 22 %33 # 44 %34 %43 # 12 %21 23 % 14 = 4] =

32 %42 % 31 % 24 % 13. Dengan kata Jain, #° = 3% = 9 fi semua berbeda. Jadi
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DL
2 1 3
¢. Diberikan  dua  bujursangkar  Latin Gya=11 3 2 dan
302 1

321
Hiyz= |1 3 2 | denganelemen dalam §' = {1, 2, 3}. Pasangan “g;%;”
2 1 3
23 12 31
dari G3,3 dan H3,.3, membentuk matriks 73,5 =11 33 22|. Dapat
32 21413

dilihat 23 12 % 31 % 11 # 33 # 22 3 32 3 21 = 13. Dengan kata lain, > =

3" =9 iy semua berbeda. Jadi G L H,

Sckarang akan dibahas mengenai bujursangkar Latin » x » dengan elemen

dalam §. yang saling ortogonal.

Definisi 3.3 (Bujursangkar Latin Saling Ortogonal)

Andaikan i, j, n dan  adalah bilangan ashi, $ = (1,2, .., ny dan bukan himpunan
kosong, serla Ly, 1, .., L, adalah ( bujursangkar Latin n x n dengan elemen
dalam S, Bujursangkar Latin n x n Ly, Ly, .., L, dikatakan saling ortogonal jika

untuk setiap i #j, L; L, 1<i<ndan 1 <j<n

Untuk mengetahui apakah ¢ bujursangkar Latin n x » dengan elemen

dalam .§ saling ortogonal, maka periu diperiksa apakah untuk setiap i =7, L; L L,
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yaitu dengan membentuk matriks {unggat Ri?gx(!_* ) dari 7 bujursangkar Latin

nox nitu Jika tidak ada elemen dari matriks tunggal R 2 (r+2) Y208 berbentuk

Y v
persegl panjang P, maka [ bujursangkar Llatin z x n itu saling
.l’_ s —]’)
ortogonat.
Contoh 3,11

Diberikan empat bujursangkar Latin 5 x 5 4, 4,, A3 dan 4, dengan elemen dalam

§=11,2,3.4,5).

>

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2 3 J4 s 3451 2
Ay =13 P Il Ay=15 1 2 3 4
451 2 3 2GR 5
51 23 4 4.5 1 2 3
(12345 1 24 4%
45 1 2 3 5 g™
Ay=12 3 4 5 1 dg=14 5 1 2 3
B o A f34512

3 g 2 3 4 5 1

Untuk mengetahui apakah keempat bujursangkar Latin § x 5 ini saling
ortogonal maka harus diperiksa apakah untuk setiap i =l L L, V<754,
1 £/ <4 Akan dibentuk matriks tunggal dari keempat bujursangkar Latin 5 x 5
Ay, Az, As dan Aq. Diketahui bahwa » = § dan ¢ = 4. Matriks tunggal vang

diperoleh yaitu Ba, (422) = B35y -
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2
S
i
N

o P = L I = e LI B B W B — U B — U B Lo D B 0 B — 1

L P Lo B — h D0 B = U G B = O P L0 B = U N Lo B —m
Lo B e LA L2 PO = a2 U B G0 e G 0 RO WA B o B

B = L o L3 5 L0 B U A 00 PO 00 B s L P Ut o s B et
=N B O RIR O B O W R L B B Lo B L L s G0 B

Ll U Uy s s s B 0 G0 G G2 LD B B DD B B vt et st s ot

Baris ke-9 dari matriks tunggal B,s, . mengatakan bahwa masukan pada

baris ke-2 kolom ke-4 pada bujursangkar Latin 5 x § 4, adalah 5, pada 4, adalah
1, pada A3 adalah 2 dan pada 4, adalah 3.

Dari matriks tunggal Bys. . dapat dilihat bahwa tidak ada persegi panjang

x coo })
dari elemen berbentuk : ¢, Jadi keempat bujursangkar Latin 5 x 5 Ay, A,
X ey

Az dan A, saling ortogonal.
Contoh 3.11 memperlihatkan bahwa 7 bujursangkar Latin n x » yang
diberikan saling ortogonal. Tetapi tidak semua ¢ bujursangkar Latin » » # yang

diberikan saling ortogonal, seperti yang akan diberikan dalam contoh berikut,
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Contoh 3.12
Diberikan empat bujursangkar Latin 3 x 3 ¢y, ('3, (5dan )y dengan ¢lemen dalam

§=1{1,2,3].

123 1 2 3
Cr={2 3 | Cy={3 1 2
=T 2 2 3 1
13 2 132
Ty N 3 Ca=13 2 1
302 1 21 3

s ]

Untuk mengetahui apakah keempat bujursangkar Latin 3 x 3 ini saling
ortogonal maka harus diperiksa apakah untuk setiap i =y, L; L L, 1 €7 5 4,
I </ <4 Akan dibentuk mairiks tunggal dari keempat bujursangkar Latin 3 x 3
Cy, 5, (3 dan Cy Diketahul bahwa n = 3 dan 1 = 4. Matriks tunggal yang

diperoleh yaitu ],')327‘(4 o) = Do .

P J GGy CaCy
L1 11T
1 > 2 3 3
1 33 3 ) 3
y %z 2 3 3.3
L - DIt ¥ o)t
el ] BN ™
et A8 s i
L (Y |
sAb%E T 3

Baris ke-5 dari matriks tunggal Dy, mengatakan bahwa masukan pada

baris ke-2 kolom ke-2 pada bujursangkar Latin 3 x 3 () adalah 3, pada (), adalah

1, pada Cs adalah 1 dan pada (4 adalah 2.
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Dari matriks tunggal Dy, dapat dilihat bahwa ada elemen berbentuk

PjoC GGGy
11
12
1 3 3 2
A‘_ e }/‘ 2 1
persegi panjang dari e vaify |2 s 2 t. Jadi keempat
. 2 3
i 000 })
31 3 2
& Y
3 3

bujursangkar Latin 5 x 5 ('}, C;, Cydan Cy tidak saling ortogonal.

Karena untuk ¢ bujursangkar Latin 72 x » yang diberikan belum tentu saling
ortogonal maka berikut ini akan dibahas berapakah bujursangkar Latin 2 x 1 yang

saling ortogenal unfuk sembarang » yang diberikan.

Teorema 3.3
Uniuk bilangan aslin > 1, ada paling banyak n - | bujursangkar Latin n x n yang

saling ortogonal.

Bukti :
Andatkan 75, 73, 75, ..., 7, adalah ¢ bujursangkar Latin n x n yang saling
ortogonal. Akan ditunjukkan bahwa ¢ <n- 1.

Dalam contoh 3.11, baris ke-1 dari setiap bujursangkar Latin 5 x 5 4,
Az, Asdan Ay adalah (1 2 3 4 §), Sekarang akan diperlihatkan bahwa 7y, 75, 73,

-, 1y memberikan ¢ bujursangkar Latin # x # yang saling ortogonal, yaitu
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7]',75,75,...,7;, dengan baris pertama dari }"1',75,?},',...,}”[; adalah (1 2 3 4
5 ... n). Andaikan baris pertama dari 7' adalah ( «y, az, a3, ..., @,). Ganti semua
¢y dengan 1, @y dengan 2, a3 dengan 3, ... , @, dengan n, dimanapun terjadinya.
Bujursangkar Latin # x » baru vang terbentuk ini namakanlah 3_’”1'. Proses ini
dinlang pada bujursangkar Latin n x n 77, 1 < £ ¢ Hasilnya adalah ¢’
bwursangkar Latin n » #n yang saling ortogonal, yaitu 1”]', 12 13 ]q dengan

barispertama {1 2 3 4 5 ... »).

1 2 3 ... n 1 2 3 .. n
) Vi ] 9
]1: 3 7,22 ]
= 28 B | A&k 1 2 3 ... »n
N r} - {?
15 = 1 a5 e

Elemen bertanda “?” dalam ¢ bujursangkar Latin n x n Tl', Tz', 7'3', s i/’(}
bukan 1, karena 1 sudah ada dalam setiap kolom ke-1 darj ¢’ bujursangkar Latin

nox A Tl', f2 W/ 3 ot q . Elemen bertanda “?” tidak boleh ada dua yang sama. Jika
ada dua yang sama, misalkan “/” pada bujursangkar Latin n x n 7 J dan fA .J<qg

dan k< ¢, maka pasangan “/” akan diulang. Dengan demikian bujursangkar Latin

X n ]J dan 7, tidak ortogonal.
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Jadi g anggota bertanda “ 7 ” berbeda yaitu 2, 3, ..., »n, karena 1 tidak digunakan

lagi. Jadig<nm- 1. [

Contoh 3.13

Dant matriks tunggal Do, pada contoh 3.12 dapat dilthat bahwa

CrL Gy LG G L O, G LG, Gy LCy, Gy Gy, Cy L Cadan Gy L Gy,
Sedangkan (| tidak ortogonal dengan (s, 5 tidak ortogonal dengan C3, (5 tidak
ortogonal dengan (> dan ( tidak ortogonal dengan (7). Sekarang akan
diperlihatkan bahwa untuk » = 3, ada n — 1 = 3 — 1 = 2 bujursangkar Latin 3 x 3
vang saling ortogonal.
1. Ambil dua bujursangkar Latin 3 x 3
~ () dan C; Diketahui bahwa C; L Cs dan Cy LCy. Jadi € dan € saling
ortogonal.
— (; dan (3. Diketahui bahwa ¢ L Cydan C; L C. Jadi Cy dan (5 saling
ortogonal.
- () dan Cy. Diketahui bahwa C; tidak ortogonal dengan C dan C, tidak
ortogonal dengan (. Jadi C; dan Cy tidak saling ortogonal.
2. Ambil tiga bujursangkar Latin 3 x 3
= {4, Cadan C3. Di atas, diketahui bahwa C; tidak ortogonal dengan . Jadi
Cy, C7 dan (5 tidak saling ortogonal
- (), Cydan Cy. Di atas, diketahui bahwa C, tidak ortogonal dengan Cj. Jadi

Ch, Cy dan Cy tidak saling ortogonal
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— (4, Csdan Cy . Di atas, diketahui bahwa C; tidak ortogonal dengan C,. Jadi
Cy, Cy dan (5 tidak saling ortogonal
= {5, Cydan (. I atas, diketahui bahwa (; tidak ortogonal dengan (5. Jadi

Cy, Cy dan (3 tidak saling ortogonal

3. Ambil empat bujursangkar Latin 3 % 3 Cy, (o, (5 dan Cy. Di atas, diketahui

bahwa C, tidak ortogonal dengan Cy. Jadi (), (o, 5 dan ¢ tidak saling
ortogonal.
Dart hasil di atas, dapat dilihat bahwa untuk »n = 3,ada n -1 =2

bujursangkar Latin 3 x 3 yang saling ortogonal,
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BAB IV

PENERAPAN BUJURSANGKAR LATIN

Bujursangkar Latin dapat digunakan untuk membentuk bujursangkar ajaib dan
untuk merancang suatu percobaan. Berikut akan dibahas bagaimana cara membentuk
bujursangkar ajaib dan bagaimana cara merancang suatu percobaan dalam bidang

pertanian, farmasi dan industri, dengan menggunakan bujursangkar Latin.

A, Bujursangkar Ajaib

Salah satu cara untuk menarik minat siswa (SD) agar lebih terampil dalam
melakukan operasi penjumlahan adalah dengan bujursangkar ajaib. Dari dua
bujursangkar Latin yang ortogonal, ada kemungkinan dapat dibentuk sebuah
bujursangkar ajaib. Berikut ini akan dibahas proses pembentukan bujursangkar ajaib
dan dua bujursangkar Latin yang ortogonal. Tetapi sebelumnya akan dibahas terlebih
dahulu mengenai pengertian bujursangkar ajaib beserta contohnya.

Bujursangkar ajaib orde n adalah matriks M, .= (my), (= 1,2, ..., n,

J=12, .. ndengan m; {0, 1,2, ., n*-1} atau mye{1,2, ..., 7} sedemikian
rupa sehingga jumlah setiap baris, jumlah setiap kolom dan jumlah setiap diagonal

sémuanya sama.

Contoh 4.1

3 8 1 1
a. Diberikan matriks A3 =12 4 6 J dan Byq =18
3

5
0 |. Elemen-elemen
7 0 5 7

b B Oy
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dari A5 dan Bs,s terdiri dari bilangan O sampai dengan n’— 1 = 3%~ 1 = 8.
Jumlah setiap baris, jumlah setiap kolom dan jumiah setiap diagonal dan 45,5

dan B4, semuanya sama yaitu 12. Jadi Az dan By, adalah bujursangkar

ajaib.
4 7 9 14
b. Drberikan matriks Cy4 = ig }2 2 8 . Elemen-elemen (4, 4 terdirt dari
5 2 16 il

2

bilangan 1 sampai dengan n’=4°= 16. lumlah setiap baris, jumlah setiap kolom

dan jumlah setiap diagonal dari (', 4, semuanya sama yaitu 34 Jadi C,4, 4 adalah

bujursangkar ajaib.

Berikut ini akan dibahas proses pembentukan bujursangkar ajaib dari dua
bujursangkar Latin yang ortogonal. Andaikan K,,,= (k;) dan L,.,= (),
i=1,2,..,n j=1,2 .., n adalah dua bujursangkar Latin » x »n dengan elemen
dalam § = {0, 1,2, ... , n-1}, K,.,, L L., dan matriks A7, ,= (my) dengan my

adalah pasangan “4;/;”. Elemen mj; adalah bilangan berbasis n. Jika m;; dituliskan

dalam bilangan basis 10, maka m;; dapat ditulis dengan my = nky + [; Namakanlah

matriks baru itu M ;,xn . Jika jumlah setiap baris, jumiah setiap kolom dan jumlah

2—)
. . . ' . omnt =] '
setiap diagonal dari M, , semuanya sama, yaity —(—2 maka M., adalah

sebuah bujursangkar ajaib. Berikut akan ditunjukkan bahwa jumlah setiap baris,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
61

A2
jumlah setiap kolom dan jumlah setiap diagonal dari A7, ,, adalah —’&15——1)

Teorema 4.1

Jika K., dan L., adalah dua bujursangkar Latin n < n yang ortogonal dengan

elemen dalam § ~ {0, 1,2, ..., n-1} dan jumlah setiap diagonal dari K, dan I

n(n-1)

adalah 7 maka mairiks M, seperti di atas merupakan bujursangkar ajaib.

HNXH

Bukii:

Akan dibuktikan bahwa jumlah setiap baris dan sctiap kolom dari M

nxn
semuanya sama. Diketahw bahwa dalam sctiap baris dan setiap kolom dari X dan /.

berisi perulangan dari bilangan O sampai dengan n — 1, serta my = nky; + ;. Jumlah
setiap baris dan setiap kolom dan M ;W adalah

041424 .+ n=Dn+(0+142+ 4 n-D)=(n+1H0+1+2+ . +n-1)
=(n+1 n =
2

5 (J‘I +1 f?w])f?

i n(nz ~21!

2

Sekarang akan dibuktikan bahwa jumlah setiap diagonal dari M, . adalah

AR
2 RAL
juga fﬁﬁylj Diketahui bahwa jumlah setiap diagonal dari K dan  adalah H(HZ_ 1) .

Jumlah diagonal dari M, adalah



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

nln=1) N\, (A=10Y_(nla=1))
( ) ( 2 ] g’f(ﬂfz-l)(;gﬂ) :

n(n.z + - 1)

o 1?(1?2 —1 }

S, )

Telah dibuktikan bahwa jumlah setiap baris, jumlah settap kolom dan jumlah

2 — 1
setiap diagonal dani M ,,,, adalah n(nzm]) Jadi M., adalah bujursangkar ajaib. &

Contoh 4.2

a. Dibertkan dua bujursangkar Latin 3 x 3 dengan elemen dalam § = {0, 1, 2},

1 2 0 2L 1
vaitu K33 =10 1 21 dan f5,5=12 1 01 Bentuk ortogonal dari K33
2 0 LT &
10 22 01
dan Lj.3 adalah matriks My 4 = LGZ it 20§ Elemen my adalah bilangan
21 00 12

o
o0
N O o~

}.

Matriks M;X:; terdiri dari bilangan O sampai dengan n® — 1 = 3*. 1= &

2
7

=

berbasis n = 3. Berarti M1,5 dalain basis 10 menjadi M£x3 = (

Jumlah sctiap baris, jumlah setiap kolom dan jumlah setiap diagonal dari M §X3,

3% -1] 3(8 o | »
semuanya sama yaitu ( ) = ( )= 12 . Jadi M4y, adalah buyjursangkar ajaib.
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b. Diberikan dua bujursangkar Latin 3x3 dengan elemen dalam 8 = {0, 1, 2}, yaitu

10 2 20 1
Gaz =12 1 01 dan Hj3,5=|0 1 2| Bentuk ortogonal dan (55,3 dan
0 2 1 120
12 00 2%
Hs,z adalah matriks J5,5 =120 11 02§ Elemen j; adalah bilangan berbasis
01 22 10

n=3. Berarti /4, dalam basis 10 menjadi j;ix.? =

— O a
o O
Ly bS =]

Matriks féﬂ terdiri dari bilangan ¢ sampai dengan n° — 1 =3 - | = 8

Jumlah setiap baris, jumiah setiap kolom dan jumlah setiap diagonal dari ]:m:

32 < 1): 3(8)
2

semuanya sama yaitu =12 Jadi / :;X3 adalah bujursangkar ajaib.

¢. Diberikan dua bujursangkar Latin 4 x 4 dengan elemen dalam § = {0, 1, 2, 3},

Jaxd = dan Oy = . Bentuk ortogonal dari Ju, 4

VTR R
Ly = O 2
— W O b2

0
2
!
3

[T N6 T 5 Qe
R O = 2
[an N N
[ I T VO B

03 12 20 31\

S 21 30 02 13| ,
dan Oy, , adalah matriks Py,4 = 33 23 11 00l Elemen py adalah bilangan
10 01 33 22
3 6 8 IBW
. . . T 9 iz 2 7
berbasis n = 4. Berarti P,, , dalam basis 10 menjadi 7y, = 4 11 5 ol

4 1 15 10,
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Matriks 7., terdiri dari bilangan 0 sampai dengan »*—1=4%.1 =15,

Jumiah setiap baris, jumlah setiap kolom dan jumlah setiap diagonal dari P‘;X 45

semuanya sama yaitu T

ajaib.

afa? 1) a(1s)

2,

=30, Jadi P, adalah bujursangkar

d. Diberikan dua bujursangkar Latin 5 » 5 dengan elemen dalam §'= {0, 1,2, 3, 4},

0
2
QS)(S =4
1
3
Qs.5 dan

adalah bilangan berbasis n =

" 2% 3 4) 01 2 3
3 4 0 1 3 4 0 |
0 1 2 3|dan Res=]1 2 3 4
2 3 40 4 0 1 2
4 0 1 2 2 3 4 0
00 11
B i 3
Rs.s adalah matriks Usgyus =141 02
LH 20
32 43

5. Berarti Vs s

0 6 12 18 24
M3 19 TN e N/
21 2 8 14 15
9 10 16
17 23 4 5 1

22 3

—_— G O R A

22
40
13
31

04

33
01
24
42
10

. Bentuk ortogonal dari

44\]
12
301 Elemen wy
03
21

dalam basis 10 menjadi

Matriks U _lm terdisi dari bilangan O sampai dengan n — 1 = 5% - 1 = 24,

Jumlah setiap baris, jumlah setiap kolom dan jumlah setiap diagonal dari U;xs,
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5(24)
2

semuanya sama yaitu 5(5 2_') = =60. Jadi Uéxs adalah bujursangkar

ajaib.

Diberikan dua bujursangkar Latin 11x 11 dengan elemen dalam 8= {0, 1, 2, 3,

4,5,6,7,8,9,10 1, yaitu V), dan Wy 1y

b3 H ? ?

) o ¢ T 3 AOW Yy |\
7 8 9 10 6 1 2 3 4 5 6
100 1 2 3 4 5 6 7 8 9
I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0
§ 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7
V=14 5 6 7 8 9 10 0 [ 2 3
6 7 8§ 910 0 1 2 3 4 5
2 T4 1y s st OVD 0 I
9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8
o f e T g tmk Y o o
5 6 7 .8 9 100 1 3 4
7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0
6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5
O Tl 0 e st o 8
Wik = 2 oln Rl AT cMo% o |
5 6%y LrowmpFAl > 3 4
8 9 10 6 1 2 3 4 5 6 7
d 5 6 748 0 10 (-—t==d
0 g s g0
4 5 6 7 8% 9 10 8 9 10 0

Bentuk ortogonal dari V|, dan W), adalah matriks X, ;. Elemen x;

adalah bilangan berbasis n = 11. Berarti X, ,,,, dalam basis 10 menjadi X j Ixii
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/"* .
)‘l}xll i

37
710
101

16

89

42

63

28

95

00

54

&7
111

48
80
02

“
St

910
53
74
39
106
1
65

38

2

29
109
58

&1

42
116

54
91

-

13
38
100
64

410

610
102
24
44

19
36
95

70
03
35
510
12
86
107
61
29
44
98

94
117
67

31

48
107

81
14
46
60
23
97
08
72

92
25
57
71
34
108

103
36
68
82
45
09

04
47
79
93
56
110

19 210 30

83

310 40

b

66

109 010

g9
i5
50
66
25
106
8
79
43
60
119

R

94
51
7
10

i
39

11

105
62

88

21

A
1

51
86
102
61

96
23

15
58
810
104
67
20
41
06
73
99
32

16
63
98
114
73
22
45

6
80
108
35

656

120
47

Matriks X terdiri dari bilangan 0 sampai dengan n*~ 1 = 11%- 1= 120.

Jumlah setiap baris, jumlah setiap kolom dan jumlah setiap diagonal dari

12 e b ‘
X{Ml, semuanya sama yaitu “(“ -])z 13(220):660. Jadi Xy, adalah

bujursangkar ajaib.

2

Dari bujursangkar ajaib A/, dapat dibentuk bujursangkar ajaib N,

dengan cara menambah setiap elemen M,;xn dengan 1. ladi dari M ,'m, diperoleh
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bujursangkar ajaib N, dengan ny = my;+ 1. Jumlah baris, kolom dan diagonalnya

2 2 . . 3, 2
adalah ninz —i)w‘z:n!”z 1')+%mn n+2n_n +)z:rz(n +}).

2 2 2

Contoh 4.3
. 3 8 1
a. Dari contoh 4.2.a diperoleh bujursangkar ajaib M3 =12 4 6. Matriks
7 0 5

Asyy diperoleh dengan menambah setiap elemen bujursangkar ajaib Mis

dengan 1.

341 8+1 1+1Y (4 9
Az =12+1 4+1 6+1)j=]3 5 7
7+1 (0+1 5+1/ &8 1 6

Matriks Ay, 5 terdiri dari bilangan 1 sampai dengan n®= 3= 9. jumlah

setiap baris, jumlah setiap kolom dan jumlah setiap diagonal dari 45, ; semuanya

\

362 +1)3(0)

sama yaitu .~ Tes 15. Jadi 45,5 adalah bujursangkar ajaib.
50 7
b.  Dan contoh 4.2.b diperoleh bujursangkar ajaib / éxg =16 4 2| Matriks By;
I 8 3

diperoich dengan menambah setiap elemen buyjursangkar ajaib / _%X3 dengan 1.

I+1 6+1 5+1 2 7 6
Bya=i84+1 441 6411=19 5 1
3+1 2+1 741 4 3 8
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Matriks Bs.s terdini dari bilangan 1 sampai dengan n’ = 3% = 9. Jumlah

sctiap baris, jumlah sctiap kolom dan jumlah sctiap diagonal dari /33,5 semuanya

2
sama yaitu 3(3 2+ ]): 3(,1)0) =15.Jadi B,y adalah bujursangkar ajaib.

3 6 8 13)

_ . ; 9 12 2 7
Dari contoh 4.2.¢c diperolch bujursangkar ajatb P, 4 =~ 14 11 5 0 i
4 1 15 10

Matriks (4,4 diperoleh dengan menambah setiap elemen bujursangkar ajaib

a4 dengan |

Ay gl 8§ MRS 4 7 9 14
SamplENigy. SN R SR L Ry

Caa = ) S ULEOMVALANRES 2 O™
441 141 1541 1041 5 2 16 HJ

setiap baris, jumlah sctiap kolom dan jumlah setiap diagenal dan gy

a2 41} 4(7)
SN T

sermuanya sama vaitu 34 . Jadi (4,4 adalah bujursangkar

ajaib.

0 6 12 18 24
(13 19 20 1 7 ]

Dari contoh 4.2.d dipereleh bujursangkar ajaib {‘].‘Iixﬁ =12t 2 8 14 15
9 10 16 22 3 ;
17 23 4 5 11
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Matriks Ds. 5 diperoleh dengan menambah setiap elemen bujursangkar ajaib

U5 dengan 1.

041 6+1 1241 18+1 24+1 I 7 13 19 25
341 19+1 20+1 141  7+1 14 20 21 2 8
Dsgs =1 21+1 241 8+1 14+1 1541 = {22 3 9 15 16
941 1041 1641 2241 3+1 10 11 17 23 4
17+1 2341 4+1  S+1 11+ 18 24 5 6 12

Matriks Ds, s tersusun dari bilangan 1 sampai dengan n’ = 5% = 25.

Jumlah sctiap baris, jumlah setiap kolom dan jumlah setiap diagonal dari D;, 5,

_sls% 1) 526 o .
semuanya sama yaitu ( " ) = (2 )m65. Jadi D, adalah bujursangkar

ajaib.

B. Rancangan Percobaan

Dalam subbab ini akan dibshas mengenai rancangan percobaan dalam bidang
pertanian, farmasi dan industri mobil.
1. Bidang Pertantan

Penerapan bujursangkar Latin dalam bidang pertanian yaitu untuk merancang
suatu percobaan. Misalnya scorang petani memiliki sebidang tanah yang tidak
diketahui tingkat kesuburannya. Petani ingin menanami tanah itu dengan tanaman
jagung. Ternyata ada tiga jenis jagung. Petani bingung manakah diantara ketiga jents

jagung itu yang cocok ditanam schingga hasil produksinya paling baik?
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Untuk menyelesaitkan masalah ini maka petani harus melakukan ptfoobaan
terhadap ketiga jenis jagung itu. Misalkan ketiga jenis jagung itu adaiah jy, j; dan /i
Agar bujursangkar Latin dapat digunakan maka tanah harus dibagi menjadi tiga baris
dan tiga kolom. Anggaplah satu baris lebih subur dari bans lainnya dan satu kolom
febih subur dari kolom lainnya. Bilangan pembagi tanah ini harus sama dengan
banyaknya jenis. Bujursangkar Latin menyusun percobaan itu dengan menanam

setiap jenis jagung seckali dalam setiap baris dan sekali dalam setiap kolom.

JioJa 3
Salah satu bentuk rancangan percobaan itu adalah Ja 5 =| j2 /1 /2
Jo J3

Berarti pada lahan baris ke-1 kolom ke-1 ditanami jagung jenis-1. Pada lahan
baris ke-3 kolom ke-2 ditanami jagung jenis-3. Demikian juga untuk lahan yang lain.
Hasil percobaan ketiga jenis jagung dapat dibandingkan, sehingga bisa

ditentukan jagung jenis mana yang hasil produksinya paling batk. Misalkan hasil

16 7 12
percobaan ity adalah i 4 15 9
§ 10 6 ;

Hastl total dari jagung jenis-1 adalah (10 + 15 + 6)yn = 31 Hasil total dan
jagung jenis-2 adalal (7 + 9 + 8)on = 24y, Hasil total dan jagung jenis-3 adalah
(12 + 4 + 10)n = 26in. Hasil total paling banyak yaitu jagung jenis-1. Jadi jagung
jenis-1 lebih cocok ditanam dilahan 1tu.

Muncul masalah baru vaitu pupuk dan inscktisida mana yang harus digunakan
agar tanaman jagung tumbuh dengan subur dan hasil produksinya baik. Untuk

meyelesaikan masalah ini maka perlu diadakan percobaan untuk menguji setiap jenis

i
I
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jagung menggunakan setiap jenis pupuk dan menggunakan setiap jenis insektisida.
Misalkan tiga jenis pupuk itu py, pr dan p; serta tiga insektisida itu iy, /» dan /s
Hal ini sama artinya dengan mendapatkan tiga bujursangkar Latin 3 % 3 yang saling
ortogonal, Berdasarkan Teorema 3.3 hanya ada n~ 1 =3 — 1 =2 bujursangkar Latin
3 x 3 yang saling ortogonal. Jadi dalam bentuk bujursangkar Latin 3 x 3 percobaan
ketiga unsur itu tidak dapat dirancang.

Untuk mengatasi masalah 1tu, maka setiap unsur harus ditambah satu jenis.
Jika tidak ada jenis yang lain, maka pada jenis-x yang bersangkutan tidak dilakukan
percobaan, Salah satu bentuk rancangan percobaan:
¥ setiap jenis jagung ditanam dalam setiap baris dan setiap kolom adalah
NoJ2 J3 U
Jo v Jx 3

J3a I N S
o RELOEt s

J gy =

Berarti pada lahan baris ke-1 kolom ke-1 ditanami jagung jenis-1. Pada lahan
baris ke-3 kolom ke-2 ditanami jagung jenis-x.

= setiap jents pupuk digunakan dalam setiap baris dan setiap kolom adalah

2y P2 Pz Py
Pz P P P2
12 e YA
Py Py Px P3

3 L
dxd T

Berarti pada lahan baris ke-1 kolom ke-1 digunakan pupuk jenis-1. Pada lahan
baris ke-3 kolom ke-2 digunakan pupuk jenis-3.

= setiap inscktisida digunakan dalam setiap baris dan setiap kolom adalah
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(i iy iy
ywa = Ir jﬁ j.? {.%
iy i By i3
iy B iy

Berarti pada lahan baris ke-1 kolom ke-1 digunakan insektisida jenis-1. Pada
lahan baris ke-3 kolom ke-2 digunakan insekiisida jenis-3.
Rancangan percobaan setiap jagung menggunakan setiap pupuk dan juga

menggunakan setiap insektisida adalah matriks (g4, 4 yang merupakan bentuk saling

ortogonal dari bujursangkar Latin Jy,4, Paa dan Z4,.4.

Ly Jamfy  Japala Jepiiy
JaPaly  NPyls  Jxia JaPad)
J3Pxlz  JxP3h P2 faPils
TePaly  J3PVx 2Pyt 1Py

(""4><4 =

Berarti pada lahan baris ke-1 kolom ke-1 ditanam jagung jenis-1, digunakan
pupuk jenis-1 dan juga digunakan insektisida jenis-1. Pada lahan baris ke-3 kolom
ke-2 ditanam jagung jenis-x, digunakan pupuk jenis-3 dan digunakan insektisida
jenis-1.

Untuk mengetahui jagung mana yang harus ditanam, pupuk dan insektisida

mana yang akan digunakan maka hasil percobaan C, 4 harus dibandingkan.

2. Bidang Farmasi
Sebuah perusahaan obat akan memproduksi obat dengan kombinasi dari tiga
bahan vyaitu decongestant, antihistamine dan pain-reliever. Ada tiga jenis

decongestant, tiga jenis antihistamine dan tiga jenis pain-reliever. Akan diuj
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kombinasi obat itu dalam empat grup A, B, C dan D, dari hari senin sampai dengan

hari kamis,

Misalkan huruf ¢ menunjukkan placebo dan huruf b, ¢ dan ¢ menunjukkan tiga
ienis yang lain, Maka rancangan percobaan masing-masing bahan dalam empat grup
A, B, Cdan D, dari hari senin sampal dengan hari kamis, berbentuk bujursangkar

L.atin 4 x 4 dalam tabe! berikut.

Senin  Sclasa Rabu  Kamis
A a b ¢ d
B b 17 d c
@ o d 17 b
D o < b o

Tabel 4.1. Rancangan percobaan decongestant,

Senin  Selasa Rabu  Kamis
A a {y ¢ o
B ¢ o a b
C d ¢ b G
D b d o

Tabel 4.2, Rancangan percobaan antihistamine.

1 Senin  Selasa Rabu  Kamis
! A a b ¢ d
B d ¢ b u
C b a d c
Dyl e d a b

Tabel 4.3. Rancangan percobaan pain-teliever.

Masing-masing bahan sudah dibandingkan dengan placebo. Rancangan
percobaan kombinasy obat tersebut merupakan bentuk saling ortogonal dari ketiga

bujursangkar Latin 4 % 4 di atas, yaitu
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Senin  Selasa Rabu  Kamis |
aau bbb cee ddd i
bod ade dub chu '
cdb dea cbd bac

dbe  cad  bda __ach |

TOowr

Tabet 4.2, Rancangan percobaan kombinasi obat.

Posisi-1 menunjukkan decongestant, posisi-2 menunjukkan antihistamine dan
posisi-3 menunjukkan pain-reliever.

Rancangan percobaan itu mengatakan bahwa grup B pada hant selasa
melakukan uji coba obat dengan kombimasi ade. Grup D pada hari rabu melakukan uji
coba obat dengan kombinasi bda.

Hasil percobaan dapat dibandingkan sehingga dapat dipilih kombinasi dari

tiga bahan itu yang paling efektif untuk menyembuhkan suatu penyakit.

3. Bidang Industri

Sebuah perusahaan mobil akan melakukan percobaan gas adiktif ¢, ¢, dan ..
Percobaan dimaksudkan untuk melihat efek gas adiktif’ terhadap emisi zat asam
nitrogen dalam mobil. Dalam melakukan percobaan digunakan tiga mobil dengan tiga
sopir. Misatkan tiga mobil itu m, m; dan my serta tiga sopir itu s, s, dan s
Rancangan percobaan gas adiktif dalam tiga mobil dan tiga sopir adalah bujursangkar

Latin 3 x 3 dalam Tabel 4.5.

i3] iy 3
By 173 a2 ads
£ o3 [£3] a2
83 [£5) oy [£]]

Tabel 4.5. Rancangan percabaan gas adiktif.
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Tabel 4.5 mengatakan bahwa sopir s, mengg”uriéika;; mobil my melakukan uji

coba gas adiktif ay

Andaikan perlakuan adiktif variatif dengan keadaan cuaca c¢;, ¢2 dan ¢;. Maka

rancangan percobaan untuk cuaca adalah bujursangkar Latin 3 x 3 dalam Tabel 4.6.

1y 11y L%
A Cy Ca <z
52 Ca 3 Cy
$3 €3 Cy <2 }l

Tabel 4.6. Rancanzan percobaan cuaca
gen p

Tabel 4.6 mengatakan bahwa sopir «; menggunakan mobil »; melakukan uji

coba dalam cuaca ¢a.

Rancangan percobaan setiap gas adiktif digunakan pada setiap mobil dengan

setiap sopir dalam setiap cuaca merupakan bentuk saling ortogonal dari kedua

bujursangkar Latin 3 = 3 di atas, yaitu

i Fiy 1il3
& (23163 (210 asls
52 Q30 ART o] a0
83 Ual's 30y {102

Tabel 4.7. Rancangan percobaan gas adiktif dilakukan pada cuaca

Tabe! 4.7 mengatakan bahwa sopir ;3 menggunakan maobil m; melakukan uji

coba gas adiktif a3 dalam cuaca ¢;.

Hasil percobaan dapat dibandingkan, sehingga dapat dilihat manakah gas

adiktif yang menghasitkan emisi paling kecil. Gas adiktif ini yang paling bagus

digunakan dalam mobil, sehingga mobil tidak cepat rusak.
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BAB V

PENUTUP

A. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil setelah mempelajari skripsi bujursangkar

Latin yaitu:

1. Persegl panjang Latin p x n dengan p < # (persegi panjang Latin » x ¢ dengan

¢ < 1} dan dengan elemen dalam § = {1, 2, ..., n}, dapat diperluas menjadi

bujursangkar Latin # » », dengan menambah baris (kolom) berikutnya secara

bertahap. Baris (kolom) tambahan diperoleh dengan mendapatkan SBP dari

keluarga &= { 8,, 85, ..., 8.}, dengan S;= {anggota § yang belum digunakan

dalam baris (kolom) ke-/}.

Persegi panjang Latin p x ¢ dengan p < # dan ¢ < r, dapat diperiuas menjadi

bujursangkar Latin # x » jika L(i} 2 p + ¢ — ». Baris atau kolom baru harus

memuat anggota himpunan P= {i |1 </<ndan () =p+ g - n}.

Cara untuk memeriksa apakah ¢ bujursangkar Latin n x n saling ortogonal

yaitu dengan membentuk matriks tunggal M » Jika tidak ada elemen

w(1+3) °

x e y

berbentuk persegi panjang : : maka ¢ bujursangkar Latin nx n itu

saling ortogonal.

4. Untuk n > 1 ada paling sedikit » - T bujursangkar Latin #» x n vyang saling

ortogonal.
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5. Dari matriks A, vang merupakan bentuk ortogonal dari dua bujursangkar
Latin K,,, dan [/, . dapat dibentuk bujursangkar ajaib yaitu dengan

mengubah elemen my; = “k;{;” yang berbasis » menjadi bilangan berbasis 10,
6. Bujursangkar Latin ortogonal dan bujursangkar Latin saling ortogonal dapat
digunakan untuk merancang suatu percobaan vyang menginginkan setiap

perlakuan muncul tepat satu kali dalam setiap baris dan kolom.

B. Saran

Dalam skripsi ini pembahasan mengenai Bujursangkar Latin melalui
pendekatan konsep sistem perwakilan-beda. RBerikut ini diberikan beberapa hal
yang dapat digunakan sebagai topik penulisan yang serupa dengan menggunakan
pendekatan konsep yang berbeda:
1. Pembahasan bujursangkar Latin dengan menggunakan konsep field dalam

aljabar abstrak.

4. Pembahasan bujursangkar Latin dengan menggunakan konsep konsep

proyeksi bidang berhingga dalam geometri,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

DAFTAR PUSTAKA

Craig, Robet T. (1969). Modern Principles of Mathematics. Englewood Chiffs,
N.J.: Prentice-Hall.

Gilbert, William J. (1976). AModern Algebra With Applications. New York:
John Wiley & son.

Hall, Marshall JR. (1967). Combinatorial Theory. New York: John Wiley & son.

Lidl, Rodolf & Gunier Pilz. (1998). Applied Abstract 4 lgebra (second edition).
New York: Springer.

Stamet, Sumantri & Hendrik Makaliwe. (1991, Matematika Kombinarorik.
Jakarta: PT. Elex Media Komputindo.

Bryant, Victor. (1993). Aspects of Combinatorics. Cambridge: Cambridge
University Press.

Wilson, Robin J. (1972). Iniroduction (o Graph Theory. Edinburgh: Oliver &
boyd.

Walpole, Ronald E. (1993), Pengantar Statistika (Fdisi ke-3). Jakarta: PT.
Gramedia Pustaka Utama



