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ABSTRAK

Skripsi dengan judul “GARIS-GARIS ISOGONAL DAN TITIK BROCARD
DALAM SEGITIGA™ bertujuan untuk: (1) memahami pengertian garis-garis
isogonal dan lingkaran Brocard serta pembuktian teorema-teoremanya, dan (2) dapat
menentukan titik symmedian (titik Lemoine), titik Brocard, lingkaran Brocard dan
segitiga-segitiga Brocard dalam segitiga yang diketahui.

Metode penulisan yang digunakan adalah studi pustaka, dengan mengacu
pada berbagai buku sehingga dalam skripsi ini tidak ditemukan hal-hal yang baru.
Jenis-jenis sumber pustaka yang digunakan tercantum dalam daftar pustaka

Dalam suatu segitiga yang telah dilukis garis bagi salah satu sudutnya, dua
garis yang melalui titik sudut itu sedemikian hingga sudut-sudut yang dibentuk oleh
garis-garis dengan garis bagi sudut kongruen, garis-garis itu disebut garis-garis
isogonal. Salah satu garis adalah konjugat isogonal dari garis yang lain. Symmedian-
symedian segitiga merupakan konjugat isogonal dari median-median. Titik potong
ketiga symmedian disebut titik symmedian (tittk Lemoine). Titik symmedian ( titik
Lemoine ) adalah titik konjugat isogonal dari titik berat. Perbandingan jarak suatu
titik yang terletak pada symmedian segitiga ke sisi-sisi dismping symmedian sama
dengan perbandingan panjang sisi-sisi tersebut.

Titik potong tiga lingkaran yang dilukis pada segitiga sesuai urutan putaran
searah, masing-masing lingkaran memuat satu sisi segitiga sebagai tali busur dan sisi
disampingnya scbagai garis singgung disebut titik Brocard. Jika arah positif yang
diambil diperoleh titik Brocard pertama, sedang oleh arah negatif diperoleh titik
Brocard kedua. Sinar garis-sinar garis yang menghubungkan setiap titik sudut
segitiga dengan titik Brocard disebut sinar-sinar Brocard. Sudut yang dibentuk oleh
sinar-sinar Brocard dan sisi segitiga sebagai garis singgung disebut sudut Brocard.
Ketiga sudut Brocard adalah kongruen.

Lingkaran Brocard adalah lingkaran dengan ujung-ujung diameternya berupa
titik symmedian dan titik pusat lingkaran {uar segitiga yang diketahui. Kedua titik
Brocard segitiga terletak pada lingkaran Brocard. Dalam lingkaran Brocard dapat
dilukis segitiga-segitiga Brocard yaitu segitiga Brocard pertama dan segitiga Brocard
kedua. Segitiga Brocard pertama adalah segitiga dengan titik sudut-titik sudut
sebagai titik potong kedua sinar-sinar Brocard dengan lingkaran Brocard. Segitiga
Brocard kedua adalah segitiga dengan titik sudut-titik sudut sebagai titik potong
kedua symmedian-symmedian segitiga dengan lingkaran Brocard.

Vi
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ABSTRACT

The study with title “ISOGONAL LINES AND THE BROCARD POINT IN
THE TRIANGLE” was aimed at: (1) understanding isogonal lines and the Brocard
circle, and proved theorems about its, (2) understanding and determining the
symmedian point or Lemoine point, Brocrd Point and Brocard triangles in a given
triangle.

This is a literature study with sources taken from relevant geometry books, so
in the study can’t founded somethings new. The literature which used inserted on the
reference list.

In a triangle with an angle bisector through a vertex, lines through this vertex
making congruen-angles with the angle bisector are called isogonal lines and one is
the isogonal conjugate of the other. A conjugate isogonal of a median is called a
symmedian. The three symmedian of a triangle are concurrent; the point of
concurrency of the symmedians is the symmedian point or the Lemoine point, which
1s a conjugate isogonal point of the centroid. The ratio of the distances from a point
on the symmedian fo the adjancent sides of the triangle equals the ratio of the lengths
of these sides.

Three circles, each with one side of a tringle as a chord and tangent to an
adjancent side, taken in cyclic order around the figure, meet in a point, called a
Brocard point, the first one is when the cyclic order is taken counter clockwise and
the second one is when the order is taken clockwise. The rays joining each vertex of
a triangle with the Brocard points are the Brocard rays. The angle formed by a
Brocard ray and the side of the triangle as a tangent is a Brocard angle. The three
Brocard angles are congruent.

The circle whose diameter has as endpoint the circumcenter and the
symmedian point of a triangle 1s Brocard circle. The Brocard points are on the
Brocard circle. The second intersection points of the Brocard rays with the Brocard
circle form a triangle called the first Brocard triangle, while the second intersection
points of the symmedians with the Brocard triangle is the second Brocard triangle.

Vi
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BAB 1

PENDAHULUAN

A.Latar Belakang

Salah satu mata pelajaran wajib di sekolah adalah matematika, dan geometri
sebagai salah satu cabang dari matematika tentu dipelajari sejak Sekolah Dasar (SD)
sampai Sekolah Menengah. Oleh karena itu, pada umumnya masyarakat luas
terutama pelajar telah mengenal adanya titik, garis, persegi panjang, segitiga,
lingkaran, balok, kerucut, dan sebagainya.

Pengetahuan geometri yang diperoleh dan Sekolah Dasar (SD) sampai
sekolah menengah tersebut dipelajari lagi secara lebih luas di perguruan tinggi,
antara lain dalam Geometri Euclides. Bukunya yang disebut “Euclid’s Element” atau
“Unsur-unsur Euclides” membahas segitiga, segi empat, scgi banyak beraturan,
lingkaran, limas, kelima bidang banyak beraturan, dan sebagainya. Adanya bangun
segi empat, segi banyak beraturan, lingkaran, limas, dan kelima bidang banyak
beraturan tersebut tidak terlepas dari bangun segitiga, karena bangun-bangun itu
dapat dibentuk dari segitiga-segitiga. Kenyataan ini menunjukkan bahwa segitiga
mempunyal peranan yang penting dalam geometr.

Dalam perkembangan geometri, ditemukan gagasan-gagasan dari para ahli
geometri yang telah berhasil menyelesaikan dasar-dasar geometri yang melibatkan
segitiga dan lingkaran. Misalnya: dapat dilukis lingkaran dalam maupun lingkaran
luar suatu segitiga. Hal ini mendorong adanya penelitian-penelitian lanjutan yang

memperluas ruang lingkup pembahasan, salah satunya vyaitu segitiga vyang
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melibatkan titik-titik, garis-garis, dan lingkaran-lingkaran. Banyak titik-titik, garis-
garis, dan lingkaran-lingkaran telah ditemukan dan diberi nama sesuai dengan
penemunya, antara lain oleh Gergonne, Simson, Euler, Brocard, Lemoine, dan
sebagainya.

Bagaimana hubungan antara segitiga dengan titik-titik, garis-garis, dan
lingkaran-lingkaran khususnya yang ditemukan oleh Emile Lemoine dan Henry
Brocard? Bagaimana melukis titik-titik, garis-garis, dan lingkaran Brocard dalam
segitiga yang diketahui? Hal inilah yang melatar belakangi penulis mengapa tertarik

mengambil topik int.

B. Perumusan Masalah
Pokok-pokok permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah :
1. Apakah yang disebut ganis-garis isogonal segitiga?
2. Bagaimana menentukan titik symmedian (titik Lemoine) segitiga?
3. Bagaimana menentukan titik Brocard segitiga?
4. Apakah yang disebut lingkaran Brocard?

5. Bagaimana menentukan segitiga-segitiga Brocard dalam lingkaran Brocard?

C. Tujuan Penulisan
Tujuan dari penulisan ini adalah sebagai berikut
1. Memahami pengertian garis-garis isogonal dan pembuktian teorema-teorema
tentang garis-garis 1sogonal,

2. Dapat menentukan titik symmedian (tittk Lemoine) dalam segitiga,
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3. Dapat menentukan titik Brocard dalam segitiga yang diketahui,
4. Memahami pengertian lingkaran Brocard dan pembuktian teorema-teorema
tentang lingkaran Brocard,

5. Dapat menentukan segitiga-segitiga Brocard dalam lingkaran Brocard.

D. Metode Penulisan
Metode penulisan yang digunakan adalah metode studi pustaka, sehingga
dalam skripsi ini tidak ditemukan hal-hal yang baru. Jenis-jenis sumber pustaka yang

digunakan tercantum dalam daftar pustaka.

E. Manfaat Penulisan

Manfaat yang diperoleh setelah mempelajari topik ini adalah mengenal
adanya garis-garis isogonal, konjugat-konjugat isogonal, titik symmedian (titik
Lemoine), tittk Brocard, lingkaran Brocard dan segitig-segitica Brocard dan
mempunyai gambaran fentang garis-gans isogonal, konjugat-konjugat isogonal, titik
symmedian, titik Brocard, lingkaran Brocard dan segitiga-segitipa Brocard sehingga
dapat melukiskannya dalam segitiga yang diketahui. Disamping itu, mengetahui
hubungan antara garis-garis isogonal, konjugat-konjugat isogonal, symmedian, titik
symmedian, tittk Brocard, lingkaran Brocard, dan segitiga-segitiga Brocard.

Khususnya bagi calon guru, dengan mempelajari topik ini akan mempunyai

tambahan bekal dalam mengajar geometri.
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F. Sistematika Pembahasan
Adapun sistematika pembahan dalam tulisan ini adalah :
BAB 1 PENDAHULUAN
A. Latar belakang
B. Perumusan Masalah
C. Tujuan Penulisan
D. Metode Penulisan
E. Manfaat penulisan
F. Sistematika Pembahasan
BABII LANDASAN TEORI
A. Segitiga-segitiga Kongruen
B. Garis-garis Paralel
C. Segitiga-segitiga sebangun
D. Garis-garis Istimewa dalam Segitiga
D.1. Sumbu dari Segmen Garis dan Gans Bagi Suatu Sudut
D.2. Gans-garis Istimewa dalam Segitiga
E. Teorema Menelaus dan Teorema Ceva
E.1. Teorema Menelaus dan Kebalikan Teorema Menelaus

E.2. Teorema Ceva dan Kebalikan Teorema Ceva

BAB I Garis-garis Isogonal dan Titik Brocard
A Garis-garis isogonal

B. Symmedian-symmedian segitiga
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B.1. Titik Symmedian ( titik Lemoine )
B.2. Sifat-sifat Symmedian dan Titik Symmedian (Titik Lemotine)
B.2.1. Sifat-sifat Symmedian
B.2.2. Sifat-sifat Titik Symmedian (Titik Lemoine)
C. Titik Brocard dalam Segitiga
C.1. Titik Brocard
C.2. Sifat-sifat Titik Brocard
C.3. Sudut Brocard
D. Lingkaran Brocard
E. Segitiga-segitiga Brocard
E.1. Segitiga Brocard Pertama
.2, Segitiga Brocard Kedua
BAB IV PENUTUP

DAFTAR PUSTAKA
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BAB I

LANDASAN TEORI

Dalam bab II in1 akan dibahas beberapa pengertian dasar yang perlu dikuasai
untuk mempelajan  teori-teort selanjutnya. Definisi-definisi, aksioma-aksioma,
teorema-teorema dan contoh-contoh yang berhubungan dengan segmen garis dan

segitiga dibagi dalam beberapa sub pokok bahasan.

A. Segitiga-segitiga Kongruen

Definisi 2.1 ( Segmen-segmen garis yang kongruen )
Dua segmen gans disebut kongruen jika dan hanya jika segmen-segmen garis
tersebut mempunyai panjang yang sama.

Contoh 2.1: AB = CDjika dan hanya jika AB =CD

Definisi 2.2 ( Sudut-sudut yang kongruen)
Dua sudut disebut kongruen jika dan hanya jika sudut-sudut tersebut
mempunyal ukuran derajat yang sama

Contoh 2.2 1 LZABC = /DEF jika dan hanya jika mZABC = mZDEF

Definisi 2.3 ( Segitiga-segitiga Kongruen)
Dua segitiga dengan sisi-sisi dan sudut-sudut yang berkorespondensi disebut
segitiga-segitiga kongruen jika dan hanya jika sisi-sisi yang berkorespondensi

dan sudut-sudut yang berkorespondensi kongruen.
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Contoh 2.3 :

Diketahui AABC dan A DEF dengan sisi-sisi dan sudut-sudut yang
berkorespondensi, yaitu 1 £A, £ZB, ZC berturut-turyt berkorespondensi dengan

£ZD, ZE, £F dan Kg, E, AC berturut-turut berkorespondensi dengan ﬁ_f?:,

kd

E?, DF. Dalam Gambar 21:ZA = /D; /B=/E; «C= LF;E; D_E;
BC=FF dan AC= DF, menurut definisi segitiga-segitiga kongruen dikatakan

bahwa AABC = ADEF

AC /;\
A . B O 4 &

Gambar 2.1 . Dua segitiga kongruen

Aksioma 2.1 (sisi-sudut-sisi)
Dua segitiga dengan sisi-sisi dan sudut-sudut yang berkorespondensi, jika dua
stsi pada segitiga pertama dan sudut vang diapitnya kongruen dengan dua sisi
dan sudut yang diapit yang berkorespondensi pada segitiga kedua, maka

segitiga-segitiga itu kongruen.

A # B o H 3

Gambar 2.2. Ilustrasi aksioma 2.1
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Gambar 2.2 menunjukkan bahwa AABC=ADEF karena AB = DE;

AC = DF dan ZCAB = /FDE

Teorema 2.1 (sudut-sisi-sudut)

Diketahui dua segitiga dengan sisi-sisi dan sudut-sudut yang
berkorespondensi, jika dua sudut pada segitiga pertama dan sisi yang terletak
diantaranya kongruen dengan dua sudut dan sisi diantara dua sudut yang
berkorespondensi pada segitiga kedua maka segitiga-segitiga  tersebut
kongruen.

Diketahui : AABC dan ADEF yang berkorespondensi; <CAB = /FDE .

ZCBA = £FED: dan AB = DE
Dibuktikan : AABC = ADEF

Bukti :

A ' 8 5) i =

Gambar 2.3, Hustrasi pembuktian teorema 2.1

Diasumsikan AC tidak kongruen dengan DF, dalam hal ini AC < DF. Oleh

karena AC < DF, maka terdapat satu titik P pada DF sedemikian hingga AC = DP,
Dengan menggunakan aksioma 2.1 (sisi-sudut-sisi) maka AABC = ADEP dan

diperoleh ZCBA = /PED.
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Selanjutnya diketahut ZCBA = ZFED, dengan menggunakan sifat transitif
diperoleh £PED = /FED. Terdapat pertentangan, maka AC = DF. Oleh karena

AC = DF; ZCAB = /FDE dan AB = DE maka AABC = ADEF ( aksioma 2.1).

Contoh 2.4:

Diketahui AABC dan ADEF seperti dalam gambar 2.4. Jika ZABC = £DEF;

BF = EC dan Z/ACB = /DFE , buktikan bahwa AB = DE!
A D

B COF c E
Gambar 2.4. Tlustrasi contoh 2.4

Penyelesaian :

Diketahui bahwa £ABC & £DEF; ZACB = ZDFE; dan BF = EC. Olch
karena BF = EC maka BF = EC. Dengan menggunakan sifat penjumlahan pada
persamaan: BF + FC = EC + FC. Dari gambar 2.4: BF + FC = BC dan EC + FC =
EF, sedemikian hingga BC = EF dan diperolehﬁff = EF . Menurut teorema 2.1

(sudut-sisi-sudut) maka AABC = ADEF . Jadi AB = DE.

Teorema 2.2 (sisi-sisi-sisi)
Diketahui dua segitiga dengan sisi-sisi dan  sudut-sudut  yang
berkorespondenst, jika ketiga pasangan sisi-sisi yang berkorespondensi pada

kedua segitiga kongruen maka segttiga-segitiga tersebut kongruen,
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Diketahui : A ABC dan A DEF yang berkorespondensi. AB = DE: BC = BF dan
AC = DF
Dibuktikan : AABC = ADEF

Bukti :

Gambar 2.5, ‘Jlustrasi pembuktian teorema 2.2

Dilukis sinar BG dengan G terletak dihadapan pihak BC dari A sedemikian
hingga mZCBG = m£ZDEF maka ZCBG = £DEF . Kemudian ditempatkan titik H
pada BG sedemikian hingga DE = BH, dan diperoleh DE = BH . Oleh karena
BC = EF; £CBH = £DEF dan BH = DE maka AHBC = ADEF, dan diperoleh
DF = HC. Selanjutnya : AB = DE dan ﬁz BH, serta AC =DF dan DF = HC
dengan menggunakan sifat transitif diperoleh berturut-turut AB = BH dan
AC=HC.

AH memotong BC, misalnya di titik I sehingga diperoleh AABH dan
AACH sama kaki ZBAH=ZBHA atau m<ZBAH =m«BHA dan
LCAH = ZCHA  atau m£ZCAH=mZ£CHA. Dengan demikian didapat

mZBAH + msCAH = msBHA +mZCHA ;) schingga mZBAC = msZBHC atau

LZBAC & ZBHC . Menurut aksioma 2.1 (sisi-sudut-sisi) maka AABC = AHBC .
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Telah  dibuktikan bahwa AHBC=ADEF dan AABC=AHBC, maka

ADEF = AABC. Jadi AABC = ADEF ( terbukti).

Contoh 2.5 :
Suatu jajargenjang ABCD ( gambar 2.6 ) dengan AB=CD dan

AD = CB buktikan bahwa £BAD = /BCD!

A o]

B

R

Gambear 2.6. Jajargenjang ABCD

Penyelesatan :

Diketahui : jajargenjang ABCD dengan AB=CD dan AD = CB
Dibuktikan : £ZBAD = ZBCD

Bukti :
Dilukis BD sehingga diperoleh BD=BD. Oleh karena AB= CD;

AD=CB dan BD=BD maka AABD=ACBD (sisi-sisi-sisi). Jadi

ZBAD = £BCD (terbukti).

B. Garis-garis Paralel
Definisi 2.4 (Dua Garis Paralel)
Dua garnis disebut parallel jika dan hanya jika garis-garis tersebut sebidang

dan tidak berpotongan.
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Dalam gambar 2.7, garis b dan garis ¢ berpotongan, garis a dan garis b tidak

berpotongan, maka dikatakan gans a paralel dengan garis b.

< T >C
a ‘Lb

Gambar 2.7. Garis a parallel dengan garis b

Definisi 2.5 (Garis Transversal)
Suatu garis disebut transversal dari dua gans yang sebidang jika dan hanya

Jika gans tersebut memotong kedua garis itu di dua titik yang berlainan.

Definisi 2.6 (Sudut-sudut dalam berseberangan)
Misalkan dua garis | dan m dipotong oleh suatu transversal t berturut-turut di
titik P dan Q. Ditentukan titik A terletak pada garis 1 dan titik B pada garis m
sedemikian hingga A dan B berada pada pihak-pihak yang berlawanan dari t.
Dalam hal m1 ZPQBdan ZQPA disebut sudut-sudut dalam berseberangan

yang dibentuk oleh garis | dan m dengan transversal t.

Gambar 2.8. Sudut-sudut dalam berseberangan
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Menurut definisi sudut-sudut dalam berseberangan, pada gambar 2.8 maka

Z1 dan £4 serta £2 dan £3 disebut sudut-sudut dalam bersebarangan.

Teorema 2.3
Jika dua garis dipotong oleh transversal, dan jika salah satu pasangan sudut-
sudut dalam berseberangan kongruen maka garis-garis itu paralel.

Diketahui : garis I dan m dengan transversal t, 21 = £2

Dibuktikan : 1] m

Bukti :

A

Gambar 2.9. llustrasi pembuktian teorema 2.3
Diasumsikan bahwa garis | tidak parallel dengan garis m, dengan demikian |
berpotongan dengan m di titik R sehingga terbentuk APQR. 2 xﬁerupakan sudut
Juar dari A PQR di titik Q, maka m£2 > mZQPR . Terdapat pertentangan dengan

yang diketahui. Jadi 1] m (terbukii).

Definisi 2.7 (Sudut-sudut Sehadap)
Misalkan dua garis k dan n dipotong oleh suatu transversal | berturut-turut di
titik P dan Q. Ditentukan titik A pada k dan titik B pada n sedemikian hingga

A dan B terletak pada pihak yang sama terhadap 1. Ditentukan pula titik C
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pada I sedemikian hingga C dan B terletak pada pihak vang berlawanan

terhadap k. Dalam hal ini ZCPA dan ZPQB disebut sudut-sudut sehadap

yang dibentuk oleh garis k dan n dengan transversal 1.

Menurut definisi sudut-sudut sehadap, pada gambar 2.10 maka <2 dan 6
disebut sudut-sudut sehadap, demikian pulas4 dan £8; <1 dan /5 serta .3

dan /7 disebut sudut-sudut sehadap.

C
1 A
2 - %
4 P 3
< 2 6 I} _‘}n

< . 8/Q7
1

Gambar 2.10. Sudut-sudut sehadap
Teorema 2.4
Jika dua garis dipotong olch suatu transversal, dan jika salah satu pasangan
sudut-sudut schadap kongruen maka ketiga pasangan sudut-sudut sehadap
lainnya juga kongruen.
Diketahut : garis m dan n yang dipotong oleh transversal t, 22 = /6
Dibuksikan: £4 = 28 ; 41 = /5 dan /3= /7

Bukti : %

AN
N
o

I
A\
-3 A

3

Gambar 2.11. Tlustrasi pembuktian teorema 2.4
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Dipandang £2 dan<£4; £6 dan£8 maka £4 dan £8 berturut turut
merupakan suplemen dari £2 dan «£6. Olehkarena £2 = £6 maka £4 = /8.

Dipandang, £1 dan £2 serta £5 dan £6 maka £l dan £5 berturut-turut
merupakan suplefnen dan £2 dan £6. Oleh karena £2 5 £6 maka £ = /5.

Dipandang £1 dan £3 serta £5 dan £7 maka £3 dan £7 berturut-turut
suplemen dari Zldan £5 Telah dibuktikan bahwa /] = /5, maka £3 = £7. Jadi

ketiga pasangan sudut-sudut sehadap yang lain kongruen.

Teorema 2.5

Jika dua garis dipotong oleh suatu transversal dan jika salah satu pasangan

sudut-sudut sehadap kongruen maka garis-garis tersebut paralel.
Diketahui : garis | dan k dipotong oleh transversal t, £2 = Z6
Dibuktikan: 1]k
Bukti :

Perpotongan garis-garis dengan transversal mengakibatkan terbentuknya
sudut-sudut bertolak belakang. £2 dan 4 adalah sudut-sudut bertolak belakang,
maka £2 = 4. Oleh karena £2 = Z4 dan £2 = £6 maka £4 = £6 (sudut-sudut
dalam berseberangan yang kongruen). Menurut teorema 2.3 maka 1| k. . Jadi kedua

garis paralel (terbuktr).

A

< AL > ¥

Gambar 2.12. Hustrasi pembuktian teorema 2.5
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Aksioma 2.2 (Postulat Paralel}
Diketahui suatu gans dan suatu titik tidak pada garis tersebut, terdapat hanya

satu garis yang melalui titik itu dan paralel dengan garis yang diketahui,

Teorema 2.6
Jika dua ganis paralel dipotong oleh suatu transversal, maka sudut-sudut
dalam berseberangan kongruen.
Diketahui : garis ||m yang dipotong transversal t dan membentuk sudut-sudut
dalam berseberangan.
Dibuktikan 1 £ = 22
Bukt :
Diasumsikan £1 dan £2 tidak kongruen, dalam hal ini m£l > m«2
schingga dapat dilukis sinar BC sedemikian hingga £ABC = £2 . Menurut teorema
2.3 maka BC [l m, dengan BC #1 Selanjutnya diperoleh dua garis yang melalui B

paralel dengan m yaitu BC dan I Hal ini bertentangan dengan postulat paralel,

sehingga BC sama dengan gans 1. Jadi £1 = £2 (terbukti).

Gambar 2.13. llustrasi pembuktian teorema 2.6
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Teorema 2.7
Jika dua garis paralel dipotong oleh suatu transversal, maka setiap pasangan
sudut-sudut sehadap kongruen.

Diketahui  : garis || m dipotong oleh transversal t

Dibuktikan : setiap pasangan sudut-sudut sehadap kongruen.

Bukti : (-f
3 2
< >t

Gambar 2.14. Hustrasi pembuktian teorema 2.7

Dua garis paralel dipotong transversal t, maka diperoleh /1 /2 (teorema
26). Z4 dan ZSberturut-turut merupakan suplemen dari £1dan./2 maka
Z4 =25, Selanjutnya £t = 23 (sudut-sudut bertolak belakang). Telah dibuktikan
L=/ dan, £1= .3 diperoleh £2= /3. Jadi terbukti bahwa setiap pasangan

sudut-sudut sehadap kongruen.

C. Segitiga-segitiga Sebangun

Definisi 2.8 (segitiga-segitiga sebangun)
Diketahut dua  segitiga dengan sisi-sisi dan sudut-sudut yang
berkorespondensi, Apabila sudut-sudut yang berkorespondensi pada kedua
segitiga kongruen dan sisi-sisi yang berkorespondensi sebanding, kedua

segitiga 1tu disebut sebangun.
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B B E

Gambar 2.15. Dua segitiga sebangun

Diketahui  AABC dan ADEF dengan sisi-sisi dan sudut-sudut yang

berkorespondenst. ZA & /D 4B 4LE  dan  £ZC= LF  adalah  sudut-sudut

AB _BC CA

berkorespondensi  yang kongruen, dan = = adalah  sisi-sis
DE EF FD

berkorespondenst yang sebanding, maka dikatakan bahwa AABC ~ ADEF .

Teorema 2.8

Jika suatu garis paralel dengan salah satu sisi pada segitiga dan memotong

dua sis1 lainnya di dua tittk yang berlainan maka garis tersebut membagi sisi-
sist ke dalam segmen-segmen yang sebanding.

Diketahui : AABC dengan DE || BC

Dibuktikan : f‘—l?— = f—\E
DB EC

Bukti :

(Gambar 2.16. llustrasi pembuktian teorema 2.8
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Dipandang AADE dengan AD sebagai alas dan ABDE dengan BD sebagai
alas. Garis tinggi kedua segitiga adalah sama yaitu t; sehingga :

luasAADE  1/2-AD-t,  AD D
TasABDE ~ 12-BD-f, _ BD

Dipandang AADE dengan AE sebagai alas dan ADEC dengan EC sebagai
alas. Garis tinggi kedua segitiga adalah sama yaitu t, sehingga :

luasAADE 1/2-AE-{, AR )
lasADEC 12 BCp,  BC T/ s

Dipandang ABDE dan ADEC dengan DE sebagaj alas kedua segitiga

tersebut. Diketahui bahwa DE || BC, yang berarti bahwa garis tinggi kedua segitiga
mempunyai panjang yang sama. Oleh karena itu luas ABDE = luas ADEC ... 3)
Dart persamaan 1), 2) dan 3) maka :

AD  luasAADE  luasAADE  AE ) . AD  AE :
3 = = , sehingga diperoleh — = —— (terbukti)
DB luasABDE luasADEC EC DB

o

Akibat teorema 2.8

Jika suatu garis paralel dengan salah satu sisi segitiga | memotong dua sisi
lainnya di dua titik yang berlainan maka garis tersebut membagi sisi-sisi ke
dalam segmen-segmen yang sebanding dengan sisi-sisi tersebut.

Denga menggunakan Gambar 2.16, akibat teorema 2.8 ményatakan

: AB AC AB AC
perbandingan : = atau =
AD  AE DB EC
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Teorema 2.9
Jika suatu garis memotong dua sist segitiga di dua titik yang berlainan
sedemikian hingga garis tersebut membagi sisi-sisi ke dalam segmen-segmen
yang sebanding dengan sisi-sisi tersebut maka garis itu paralel dengan sisi
yang ketiga.

Diketahui : AABC dan garis 1 memotong sisi AB dan AC berturut-turut di titik D

dan E sedemikian hingga AD = e
AB AC

Dibuktikan : DE || BC

Bukti :

Gambar 2.17. llustrasi pembuktian teorema 2.9

Dengan menggunakan postulat paralel, terdapat satu garis tunggal yang

melalui D dan paralel dengan BC . Garis tersebut memotong AC di titik F. Menurut

akibat teorema 2.8 &zﬁ Diketahui pula iy A dan telah

AB  AC AB AC

dibuktikané—g:ﬁ. Selanjutnya —j}—F—m AE sedemikian hingga AF = AE. Oleh
AB AC AC AC

karena AF = AE maka titik F sama dengan titik E. Jadi DE || BC (terbukti).
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Berikut 1m1 disajikan salah satu teorema tentang segitiga-segitiga sebangun
vang tidak dibuktikan, karena dalam segitiga yang ketiga sudutnya kongruen tentu

ketiga sisinya sebanding.

Teorema 2.10 ( sudut-sudut-sudut)
Diketahui korespondensi antara dua segitiga, jika sudut-sudut yang
berkorespondensi pada kedua segitiga kongruen maka segitiga-segitiga itu

sebangun.

Akibat teorema 2.10
Diketahui korespondensi dua segitiga, jika dua pasangan sudut-sudut yang
berkorespondensi pada kedua segitiga kongruen maka segitiga-segitiga itu

sebangun.

Teorema 2.11 ( sisi-sudut-sisi)
Diketahut korespondensi pada dua segitiga, jika dua pasangan sisi-sisi yang
berkorespondensi adalah sebanding dan sudut yang diapit oleh sisi-sisi
tersebut kongruen maka segitiga-segitiga itu sebangun.

Diketahui : AABC berkorespondensi dengan APQR, ZACBz ZPRQ dan

RP _RQ
cCA CB

Dibuktikan : AABC = APQR

Bukti:



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

22

R
p' Q
/ N
A B P Q
Gambar 2.18. llustrasi pembuktian teorema 2.11
Diasumsikan CA tidak kongruen dengan RP, dalam hal ini CA > RP.
Selanjutnya dapat ditentukan titik P* dan Q' berturut-turut pada CA dan CB

sedemtkian hingga CP'=RP dan C_QM = I_{B melalui P* dan Q* dilukis garis 1. Oleh

karena CP'=RP, CQ'=RQ dan /P'CQ'z ZPRQ maka ACP'Q = ARPQ (sisi-

. . P .
sudut-sisi). Diketahui pula bahwa E)R_/{ = %% dengan mensubtitusikan ~ RP = CP”

dan RQ = CQ" diperoleh : %} = %% maka menurut teorema 2.9 1 P'Q' || AB.

Dipandang ACP'() dan ACAB, ZCP'Q'z <CAB dan ZP'CQ'= ZACB
maka ACP'QY ~ ACAB (sudut-sudut). Oleh karena ACP'Q' = ARPQ dan

ACP'Q'~ ACAB maka ARPQ ~ ACAB.Jadi AABC ~ APQR (terbukti),

Teorema 2.12 (sisi-sisi~sisi)
Diketahui korespondensi antara dua segitiga, jika ketiga sisi yang
berkorespondenst sebanding maka segitiga-segitiga itu sebangun.

Diketahui: AABC dan ADEF vang berkorespondensi, dan D B _ DE
CA CB AB

Dibuktikan : AABC ~ ADEF
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Buktr ;

C
G H /\
D E A B
Gambar 2.19. Hustrasi pembuktian teorema 2.12

Ditempatkan titik G dan H berturut-turut pada FD dan FE sedemikian hingga

FD FE

FG = CA dan FH = CB, kemudian dilukis GH. Diketahui : —— =~ dengan
CA CB’
FD FE
mensubtitusikan FG = CA dan FH = CB diperoleh : = — uﬁl— Menurut teorema 2.9

Dipandang AFGH dan AFDE; ZFGH = £FDE dan ~GFH = /DFE , maka

AFGH =~ AFDE dan diperoleh : L ARE . Oleh karena FG = CA, didapat :
FG GH'

f?_: DE. ke | ; 2——:2@ dan telah dibuktikan LD—:P—E , dengan

CA GH CA AB CA GH’

menggunakan sifat transitif didapat - %vz —gwg— sehingga AB = GH. Selanjutnya

AB=GH; CA =FG; dan CB=FH maka ACAB = AFGH (sisi-sisi-sisi). Telah
terbukti : AFGH ~ AFDE dan ACAB = AFGH maka AFDE ~ ACAB Jadi

AABC ~ ADEF (terbukti).

D. Garis-garis Istimewa dalam segitiga
Garis-garis istimewa dalam segitiga berupa garis sumbu, garis tinggi, garis

bagi (bisektor), dan garis berat (median). Garis sumbu dapat pula dilukis pada suatu
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segmen garis, sedangkan garis bagi (bisektor) dapat dilukis dalam suatu sudut yang
sering disebut sebagai garis bagi sudut. Kedua garis ini akan disajikan terlebih

dahulu sebelum membahas garis-garis istimewa dalam segitiga.

D.1. Sumbu Segmen Garis dan Garis Bagi Sudut
Definisi 2.9 (Sumbu Segmen Garis)
Sumbu suatu segmen garis adalah suatu garis yang tegak lurus pada segmen

dan membagi dua sama panjang segmen tersebut.
Dalam gambar 2.20, diketahui AB; AC = CB dan | L AB, maka I discbut

sumbu AB .

Gambar 2.20. Sumbu AB

Teorema 2,13
Sumbu suatu segmen garis adalah tempat kedudukan titik-titik yang berjarak

sama dart ujung-ujung segmen garis tersebut.

Diketahui : AB dan garis | dengan | merupakan sumbu AB .
Dibuktikan :i). Jika P adalah titik pada I maka PA = PB

1), Jika QA = QB maka Q adalah titik yang terletak pada I.
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Bukti ;

Gambar 2.21. Jlustrasi pembuktian teorema 2.131

i). P adalah titik pada 1, jika P merupakan titik yang sama dengan C maka PA = PR
karena C titik tengah AB . Jika P bukan titik yang sama dengan C maka
PC=PC dan CA =CB. Selanjutnya ~ ZPCA = ZPCB,  schingga
APCA = APCB (sisi-sudut-sisi) . Jadi PA = PB.

if). Q adalah titik sedemikian hingga QA = QB, jika Q pada AB maka Q= C karena
suatu segmen garis hanya mempunyai satu titik tengah. Menurut definisi sumbu

segmen garis maka C terletak pada I sehingga Q juga terletak pada 1. Jika Q tidak
terletak pada AR, dilukis garis yang memuat titik Q dan C sehingga 65 =QC (
gambar 2.22 ). Diketahui CA = CB dan QA = QB, maka AQCA = AQCB (sisi-

sist-s1s1) dan diperoleh ZQCA = ZQCB.
Q

A J/c B

Gambar 2.22. Tlustrasi pembuktian teorema 2. 13ii

£QCA dan ZQCB membentuk sudut pelurus dan mempunyai ukuran vang

sama, dalam hal ini ZQCA dan £QCB merupakan sudut siku-siku. Jadi (3—6
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dan | merupakan garis yang sama, karena melalui titik Q yang tidak pada AB

ada tepatnya satu garis yang tegak lurus dengan AB. Jadi Q terletak pada 1.

Akibat teorema 2.13:
Diketahui segmen AB dan garis |, jika dua titik pada | berjarak sama dari A
dan B maka 1 adalah garis sumbu AB.

Diketahui : AB dan garis 1, dua titik pada 1 yaitu P dan C sedemikian hingga

PA = PB dan CA = CB.

Dibuktikan : | adalah garis sumbu AB

Bukti : P

Vi
Gambar 2.23. lustrasi pembuktian akibat teorema 2.13

Titik C terletak pada 1 dan pada AB, diketahui CA = CB yang berarti C titik
tengah AB. PC = PC dan PA =PB. Jadi APCA = APCB (sisi-sisi-sist) sehingga
ZPCA = £PCB. ZPCA merupakan suplemen £PCB yang mempunyai ukuran
yang sama, dalam hal ini keduanya sudut siku-siku. Jadi PC L AB. Menurut

teorema 3.2 maka ] adalah sumbu AB (terbukti).

Definisi 2.10 (Garis Bagi Sudut)
Garis bagi sudut adalah sinar garis yang membagi suatu sudut menjadi dua

sudut yang kongruen.
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Dalam Gambar 4.5, AD membagi ZBAC, jika titik D terletak dalam ~/BAC

dan «/BAD = /DAC maka AD disebut garis bagi Z/BAC.

\

Gambar 2.24, Garis bagi <BAC.

Teorema 2.14
Garis bagi suatu sudut adalah himpunan titik-titik di dalam interior sudut

yang berjarak sama dari sisi-sisi sudut itu.
Diketahui - ZBAC dengan AP garis bagi /BAC
Dibuktikan : i). Jika P berjarak sama dari AB dan AC sedemikian hingga PB = PC
maka AP adalah garis bagi ZBAC.
). Jika AP adalah gans bagi £BAC maka P berjarak sama dari AB

dan AC dan PB=PC

Bukti ; B

N

Gambar 2.25. Iustrasi pembuktian teorema 2.14

1). Dilukts PB.LAB dan PC L AC sehingga membentuk segitiga siku-siku yaitu

AABPdan AACP. Diketahui PB = PC, sehingga PB=PC. Selanjutnya
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PA =PA. Jadi AABP = AACP, sehingga ZBAP = ~CAP. Menurut definisi
garis bagi sudut maka AP adalah garis bagi £BAC.

if). Dilukis PB L AB dan PC L AC. Diketahui AP adalah garis bagi /BAC
schingga <BAP = ZCAP dan ZABP=/ACP, maka <APB= SAPC.
Selanjutnya AP =AP. Jadi AABP = AACP (sisi-sudut-sisi) sehingga PB = PC

dan PB = PC.

D.2. Garis-garis Istimewa Segitiga
Definisi 2.11 (Garis Sumbu Segitiga)
Garis yang membagi dua sama panjang sisi-sisi segitiga dan tegak lurus pada

sist tersebut disebut garis sumbu.

Definisi 2.12 (Garis Tinggi Segitiga)
Segmen garis yang dilukis dari titik sudut segitiga tegak lurus pada sisi

dihadapan titik sudut itu disebut garis tinggi.

Definisi 2.13 (Garis Bagi Sudut Segitiga)
Segmen garis yang membagi sudut-sudut pada segitiga menjadi dua sudut

yang kongruen disebut garis bagi sudut,

Definisi 2.14 (Garis Berat Segitiga)
Segmen garis yang dilukis dari titik sudut segitiga ke titik tengah sisi di

hadapan titik sudut itu disebut garis berat,
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Contoh 2.6:
Diketahui AABC seperti dalam gambar 2.26, AD disebut garis tinggt yang

dilukis dari tittk sudut A tegak lurus pada BC:; AE disebut garis bagi ZBAC; CF
disebut garis berat yang dilukis dari titik sudut C ke titik tengah sisi AB, dan garis ]

LAC merupakan garis sumbu pada sisi AC sehingga AG = GC.

Gambar 2.26. Garis sumbu, garis tinggi, garis berat, dan
garis bagi ZBAC dalam AABC
Teorema 2.15
Ketiga garis sumbu segitiga berpotongan di satu titik yang berupa titik pusat
lingkaran luar.

Diketahui : AABC dan dua garis sumbu pada sisi AB dan BC vang berpotongan di

satu titik yaitu titik O.

Dibuktikan : Garis sumbu pada AC Juga melalui O

Bukti .
Dilukis garis sumbu pada AB dan garns sumbu pada BC yang berpotongan
di satu titik yaitu titik O. Menurut definisi garis sumbu maka © OC' L AB dan

AC'=C'B serta OA' L BC dan BA'=A'C
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Gambar 2.27. Ifustrasi pembuktian teorema 2.15

Selanjutnya menurut teorema 3.2 maka OA = OB dan OB = OC schingga
diperoleh OA = OC, yang berarti bahwa garis sumbu pada AC Juga melalui O.
Dalam gambar 2.27 ditunjukkan dengan OB'. Jadi OC ‘C“)WK' dan OB’ berpotongan
di satu titik yaitu titik Q. Oleh karena 0A = OB = OC maka titik O

merupakan titik pusat lingkaran luar AABC .

Teorema 2.16

Ketiga garis tinggi segitiga berpotongan di satu titik yang disebut titik tinggi.
Diketahut : AABC dan dua garis tinggi yaitu CE dan BD yang berpotongan di satu

titik yaitu titik T.

Dibuktikan : Garis tinggi AF juga melalui T
Bukti :

Dilukis garis melalui titik A yang sejajar dengan BC , melalui titik B sejajar
dengan AC dan melalui titik C yang sejajar dengan AB. Garis-garis tersebut

berpotongan berturut-turut di titik P, Q, dan R.
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a
Gambar 2.28. Tlustrasi pembuktian teorema2l6

Dipandang AABC dan ACPA: ZCAB= /PCA;ZACB = ZCAP dan

E:‘zA_C, maka AABC = ACPA (sudut-sisi-sudut) dan diperoleh AB = CP.
Dipandang AABC dan ARCB: ZABC z= /BCR; ZACB = ZCBR dan BC = BC
maka AABC = ARCB (sudut-sisi-sudut) dan diperoleh AB =RC. Oleh karena
AB=CP dan AB=RC maka CP =RC. Selanjutnya CE LPR dan CP = RC,
menurut definisi garis sumbu maka CE adalah garis sumbu PR .

Dengan cara yang serupa akan ditunjukkan bahwa BD merupakan sumbu
Eﬁi, untuk itu dipandang AABC dan ABAQ: ZCAB = ZABQ: ZABC = ZBAQ
dan AB = AB maka AABC = ABAQ (sudut-sisi-sudut) dan diperoleh CA =0B.
Telah dibuktikan sebelumnya bahwa AABC = ARCB sehingga CA =BR . Oleh
karena CA EQ_B dan CA =BR maka OB = BR yang berarti QB = BR.
Selanjutnya §[5_LQ_R dan QB = BR, menurut definisi garis sumbu maka BD

adalah garis sumbu OR .
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Oleh karena CE dan BD merupakan garis-garis sumbu dari APQR yang
berpotongan di titik T maka menurut teorema 2.13 garis sumbu yang ketiga dari
APQR yaitu AF juga melalui titik T. Jadi CE, BD, dan AF yang merupakan garis-

garis tinggi pada AABC juga berpotongan di satu titik yaitu titik T (terbukti).

Teorema 2,17
Ketiga paris bagi sudut-sudut segitiga berpotongan di satu titik yang berupa
titik pusat lingkaran dalam segitiga.
Diketahui : AABC dengan garis bagi <BAC serta garis bagi ZABC yang
berpotongan di satu titik P
Dibuktikan : garis bagi ZACB juga melalui titik P

Bukti : A

i
!
)
)
E

Gambar. 2.29. llustrasi pembuktian teorema 2.17
Menurut teorema 2.14, PF = PD dan PD = PE maka diperoleh PF = PE vang
berarti P terletak pada garis bagi ZACB. Jadi ketiga garis bagi sudut AABC
berpotongan di satu titik yaitu titik P. Oleh karena PD = PF = PE maka titik P

merupakan titik pusat lingkaran dalam AABC .
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Teorema 2,18

Ketiga garis berat segitiga berpotongan di satu titik yaitu titik berat lempeng
segitiga homogen
Diketahui : AABC dan kedua garis berat yaitu AF dan BD yang berpotongan di
titik P
Dibuktikan : CE Juga melalui titik berat yaitu P

Bukti :

114

N i = o
Gambar. 2.30. Tlustrasi pembuktian teorema 2.18

Ditempatkan titik R sebagai titik tengah CP, kemudian dilukis DR, RF dan
DF . Dipandang ACPB; titik R, dan F berturut-turut merupakan titik tengah CP dan
CB schingga RF || PB. Oleh karena ﬁﬁ” PB dan P terletak pada BD maka
RF || DP. Dipandang ACPA : titik R dan D berturut-turut merupakan titik tengah
CP dan CA sehingga RD || PA. Oleh karena RD || PA dan P terletak pada AF
maka  RD | FP. ﬁFm“ DP dan RD | Fp didapat RFPD jajar genjang dengan
diagonal-diagonal RP dan DF yang saling mémbagi sehingga diperoleh DQ = QF.
Dipandang ACDQ dan ACAE; ZCDQ = £CAE dan ZDCQ = ZACE sehingga

CD _CQ _DQ
CA CE AE

ACDQ =~ ACAE (sudui-sudut), diperoleh : . D merupakan titik
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tengah CA maka CD = DA dan CA = 2.CD. Selanjutnya : g%= g—g— dengan

mensubtitusikan CA = 2-CD, diperoleh : —CD— e _1_)3 atau AE= 2.DQ.
2-CD  AE

Dipandang ACQF dan ACEB; ZCQF = ZCEB dan «£QCF = ZECB maka

ACQF ~ ACEB (sudut-sudut), diperoleh : gﬁ:—gm@ng. F merupakan titik
. CB CE EB

, g o _ : CF QF

tengah CB sehingga CF = FB dan CB = 2-CF. Selanjutnya : Egm—fg dengan

mensubtitusikan CB = 2.CF diperoleh : ——— =& atau EB = 2.QF. Oleh
2.CF EB

karena AE = 2-DQ dan EB = 2-QF maka AE = EB karena DF = QF, yang berarti
E merupakan titik tengah AB .
Dengan demikian CE merupakan garis berat AABC yang melalui titik P.

Jadi AF,BD, dan CE berpotongan di satu titik yaitu titik P (terbukti),

E. Teorema Menelaus dan Teorema Ceva
Berikut ini dibahas fentang dua teorema yang berhubungan dengan

kekolinearan tiga titik dan perpotongan tiga garis.

E.1. Teorema Menelaus dan Kebalikan Teorema Menelaus

Teorema 2.19
Jika tiga titik masing-masing pada sisi yang berlainan dari suatu segitiga atau
perpanjangannya adalah kolinear, maka hasil kali perbandingan segmen-

segmen sisi-sisi yang terbagi oleh titik-titik itu sama dengan -1.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

35
Dketahui : AABC dengan G, H, dan 1 merupakan tiga titik kolinear berturut-turut

pada AB, BC dan AC

Dibuktikan ; &_ﬂ_CH
GB IC HA

Bukti :

Gambar. 2.31. lustrasi pembuktian teorema 2,19

Diambil arah positif yaitu dari A ke B sehingga AB menunjukkan segmen

garis dengan panjang positif dan AB = -BA. Dipandang ACEI dan ABFI

ZCEl = /BFl dan ZEIC = /FIB maka ACE!}

~ ABFI (sudut-sudut), diperoleh :

Bl BF
IC CE~
maka ABFG

~ AADG (sudut-sudut), diperoleh : f—l—(—}—: %
Dipandang AADH dan ACEH; ZADH = ZCEH dan £AHD = ZCHE

maka AADH ~ ACEH (sudutsudut), diperoleh ; = SE

TN Selanjutnya
diperoleh hasil kali perbandingan segmen-segmen yang terbagi oleh titik G, H dan 1

AG BI CH _AD ( BF) CE

-~ = —] (terbukti).
GB IC HA BF | CEJ AD
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Apabila tiga titik kolinear membagi sisi-sisi segitiga pada perpanjangannya,
maka hasil kali perbandingan segmen-segmen sisi-sisi yang terbagi juga sama
dengan -1.

Diketahui : AABC dengan D, E,, dan F merupakan tiga titik kolinear yang berturut-

turut terletak pada perpanjangan BA, CA, dan BC

Dibuktikan : éh By SE:

Bukt :

B F

Gambar. 2.32. Ilustrasi pembuktian tiga titik kolinear yang
terletak pada perpanjangan sisi-sisi AABC

Dilukis CG [{ AE dan dipandang ACGF dan ABEF: <CGF = /BEF dan

ZGFC = £EFB maka ACGF =~ ABEF (sudut-sudut) diperoleh %:wgg.
J

Dipandang ADEA dan ADGC,; ZDAE=/ZDCG dan ZADE = /CDG maka

ADEA ~ ADGC (sudut-sudut), diperoleh : —(—:—9: —g—ci.
DA AE

Dipandang BA dan AE, maka AE wg% Selanjutnya diperoleh hasil kali

»

perbandingan segmen-segmen sisi-sisi yang terbagi oleh titik D, E dan F adalah

AE BF CD AE_[ BEN CGJ__]

EB FC DA BE \ CG/ | AE
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Teorema 2.20 (Kebalikan Teorema Menelaus)
Jika hasi kali perbandingan segmen-segmen sisi-sisi yang terbagi oleh tiga
titik yang terletak pada setiap sisi segitiga atau perpanjangannya adalah -1

maka tiga titik tersebut kolinear,

Diketahui : AABC dan titik P, Q, dan R berturut-turut terletak pada AB, BC dan

AC sedemikian hingga — = PaswtQ =1

RA PB QC

Dibuktikan : P, Q, dan R merupakan tiga titik kolinear

Bukti :

£ 3 p'e

Gambar, 2.33. [lustrasi pembuktian teorema 2.20

Dilukis garis ﬁa yang memotong perpanjangan AB di titik P', maka

menurut teorema Menelaus C_Rﬁ_B_Q_ —1. Telah diketahui bahwa -
RA P'B QC

CR AP BQ _ = -1, maka diperoleh : LR AP BQ = i BQ:—I Jadi

RA PB QC RA PB QC RA PB QC

API

PB % sehingga P' berimpit dengan P. Jadi titik P,Q, dan R merupakan tiga titik

kolinear.
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E.2. Teorema Ceva dan Kebalikan dari Teorema Ceva

Teorema 2.21 (Teorema Ceva dan Kebalikannya)

Tiga segmen garis yang menghubungkan tiga titik masing-masing pada sisi-
segitiga dengan titik sudut di hadapannya berpotongan sisi di satu titik bila
dan hanya bila hasil kali perbandingan segmen-segmen sisi-sisi segitiga yang

terbagi oleh tiga segmen garis tersebut sama dengan 1.

(=) Diketahui : AABC dan tiga segmen garis yang menghubungkan tiga titik

masing-masing terletak pada sisi-sisi AABC dengan titik sudut di

hadapannya yaitu AE, BF, dan CD berpotongan di satu titik

yaitu titik P
Dibuktikan : é]?— cl —Ci = |
DB EC FA
Bukti :
)
B

AP
PE

AD
DB

Gambar 2.34. [Ilustrasi pembuktian teorema 2.2

Dipandang AAEC dan BF:; menurut teorema Menelaus

E—}?—-g*—:—l. Dipandang AABE dan CD ; menurut teorema Menelaus -
BC FA

B(E EP =-1. Hasil kali kedua persamaan diperoleh :

CE PA
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AP EB CF AD BC EP AD BE CF
Tt X ——eriem = gty 2 —— =1 (terbukti).
PE BC FA DB CE PA DB EC FA

(¢<=)Diketahui : AABC dan pada AB, BC,dan CA berturut-turut terletak titik F.D,

dan E sedemikian hingga : . 30 . CE _

Dibuktikan : AD, BE, dan CF berpotongan di satu titik

Bukti : A

B Do C
Gambar. 2.35. ‘Tlustrasi pembuktian teorema 2.21 (arah kiri)

Dilukis CF, dan BE yang berpotongan di titik P, dilukis pula garis dari A

melalui P yang memotong BC di titik D', maka menurut teorema Ceva :

A BB E—l Telah diketahui : —{\Eﬁggxl Dari kedua persamaan :
FB D'C EA FB DC EA
AF BD' CE _AF BD CE : BD'

—— i = SN = & B dinesoleh ___KEE sehingga D' berimpit
FB D'C EA FB DC EA D DC

dengan D. dengan demikian AD melalui P. Jadi /_(5, B_E", dan CF melalui saty titik

yaitu titik P.
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GARIS-GARIS ISOGONAL DAN TITIK BROCARD

Dalam bab ini akan dibahas tentang garis-garis yang dapat dilukis dalam
segitiga, titik-tittk dan lingkaran yang berhubungan dengan segitiga. Titik-titik ini

ditemukan oleh Emile Lemoine (41879 ) dan Henri Brocard (1845 — 1922).

A. Garis-garis Isogonal

Definisi 3.1 (Garis-garis [sogonal)
Diketahui sebuah segitiga dan garis bagi salah satu sudutnya. Dua garis vang
melalur titik sudut itu sedemikian hingga sudut-sudut yang dibentuk ole¢h
garis-garis 1tu dengan garis bagi sudut adalah kongruen, garis-garis itu
disebut garis-garis isogonal. Salah satu garis merupakan garis konjugat

isogonal dari garts yang lain.

Contoh 3.1:

Diketahui AABC seperti dalam gambar 3.1, jika AE garis bagi £A dan
ZDAE = £FAE maka AD dan AF disebut garis-garis isogonal. AD merupakan
konjugat isogonal dari AF. Sisi-sisi vang berdampingan pada AABC juga
merupakan konjugat-konjugat isogonal. Dalam hal ini AC konjugat isogonal dari

AB; BA konjugat isogonal dari BC jika dibuat garis bagi di <B dan CA konjugat

isogonal dari CB jika dibuat garis bagi di £C.

40
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B B E ¥ c

Gambar 3.1. Garis-garis isogonal dalam AABC

Contoh 3.2:
Buktikan bahwa garis tinggi dan diameter lingkaran luar yang melalui titik
sudut suatu segitiga merupakan garis-garis isogonal!

Penyelesaian :
Diketahui : AABC dan P adalah titik pusat lingkaran luarnya. AD garis bagi ZA
AE garis tinggi, dan AG diameter lingkaran fuarnya.

Dibuktikan . £ZEAD = ZDAF
Bukti :

Dipandang AAXP dan AABE, ZAXP =z ZAEB vyang berarti
mALPAX + mLAPX =90 dan mZBAE+m~ZABE =90. Dipandang AAPC dan
AABC, £APC dan ZABC menghadap busur yang sama vaitu AC. ZAPC

merupakan sudut pusat sedang LABC merupakan sudut keliling, maka berlaku :

mZAPC =2 -m£ZABC atau mLABC = —;— -mLAPC . Selanjutnya
I s .
mLABC = 5 AC=AH atau mZABC =m<ZAPH, diperoleh ZABC = ZAPH;

dalam hal int maka ZABE = ZAPX.
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QOleh karena : msPAX + mZAPX =90 dan mZBAE + mZABE = 90 serta
ZABE = ZAPX maka /PAX = /BAE. Selanjutnya £BAD = £CAD karena AD

garis bagi ZA , sehingga ZEAD = ZDAF . Jadi AE dan AG merupakan garis-garis

1sogonal.
8 A
Gambar 3.2. llustrasi contoh 3.2
Teorema 3.1

Konjugat-konjugat isogonal dari tiga segmen garis yang berpotongan di satu
titik , yang ditarik dari tink sudut-titik sudut segitiga ke sist dihadapannya
Juga bepotongan di satu titik,

Diketahui ; AABC dan tiga segmen garis yaitu AE, BD, dan CF yang berpotongan

di titik V. AX, BY. dan CZ berturut-turut merupakan konjugat
isogonal dari Kﬁ, ﬁ, dan CF .
Dibuktikan : K—)Z, I-B—g, dan CZ berpotongan di satu titik.

Bukti :
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Gambar 3.3. Illustrasi pembuktian teorema 3.1
Dipandang AABE dan AACE, dengan menggunakan aturan sinus diperoleh:

BA BE BA -sinZBAE

, = — sedemikian  hingga BE =~ ; dan
sinZBEA  sinZBAE sin/BEA

, = = — £ sedemikian hingga EC:CA,-SméCAE. Oleh karena
sinZCAE  sinZCEA sinZCEA

STAVBEABEE /CEA milrg s = W
EC CA -sinZCAFE

Dipandang ABAD dan ABCD, dengan menggunakan aturan sinus diperoleh:

. % e BC sedemikian  hingga CD= BC"SméCBD, dan
sinZCBD  singBDC sinsBDC

- DA =— Sh sedemikian hingga DA-—-BA,.SméDBA. Oleh karena
sinZDBA  sinZBDA sinZBDA

sinsBDC =sinZBDA maka £ = Bc's%n4CBD ;
DA  BA-sinZDBA

Sekarang dipandang ABCF dan AACF, dengan menggunakan aturan sinus

diperoleh : — AF = CA sedemikian hingga AF =M dan
sinZACF  sinZAFC sinZAFC

. B : BC sedemikian hingga FB:M. Oleh  karena

singBCF  sin£BFC sin/BFC

SinZAFC = sin/BFC maka . = SA SINZACE
FB  BC-singBCF
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Selanjutnya dengan teorema Ceva maka

BE CD AF _BA- smz_{BAE BC-sinsZCBD CA sinsACF
EC DA TB CA sinZCAE BA sméABD BC-.sinsBCF

=]

, sehingga

sméBAE sinsZCRD sméACi"
qméCAE sm./_/ABD sinZBCF

diperoleh

AX merupakan konjugat isogonal dari AE, dengan demikian
£BAE = /CAX dan ZCAE = /BAX . BY merupakan konjugat isogonal dari BD,
dengan demikian ZABD = ~CBY dan £CBD = ZABY. CZ merupakan konjugat

1sogonal dari @, dengan demikian ZACF = ZBCZdan £BCF = £ACZ. Dengan
mensubtitusikan sudut-sudut yang kongruen, diperoleh :

sinZCAX sinZABY sinZBCZ
sinZBAX sinZCBY sinZACZ

)

Sekarang akan ditunjukkan bahwa iy Emi;, dan CZ berpotongan di satu
tittkk dengan mengubah bentuk persamaan 1). Untuk itu dipandang ACAX dan

CX i CA
sinZCAX  sinZCXA

ABAX, dengan menggunakan aturan sinus diperoleh

sedemikian hingga sinZCXA = Congh-Chx , dan , Al - BA
CX sinBAX  singBXA
sedemikian hingga singBXA = £ 'S;ZBABAX . Oleh karena

sin/CXA =sinZBXA maka CA S;‘fc o = BA 'S;‘;BAX atau

CX _ CA -sinZCAX
XB  BA -sin/BAX
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Definisi 3.2 (Symmedian Segitiga)
Symmedian dalam segitiga merupakan konjugat isogonal dari median (garis
berat).

Contoh 3.3 : c

A E D F B
Gambar 3.4. Median dan symmedian dalam AABC

Dalam gambar 3.4, AABC dengan CD garis bagi ZC. Jika CF adalah
median (garis berat) AABC maka CE adalah symmedian karena £ECD = £FCD ,
akibatnya ZACE = ZBCF.

Telah dibahas dalam bab sebelumnya, bahwa median-median (garis-garis
berat) dalam segitiga berpotongan di satu titik yang disebut titik berat. Menurut
teorema 3.1 maka symmedian-symmedian dalam segitiga juga berpotongan di satu
titik, karena symmedian-symmedian tersebut merupakan konjugat-konjugat isogonal

dari ketiga median (garis berat). Hal ini disajikan dalam teorema berikut ;

Teorema 3.2

Symmedian-symmedian dalam segitiga berpotongan di satu titik
Diketahui © AABC  dengan AF, BE, dan CD merupakan ketiga median vang

berpotongan di satu titik yaitu titik P. X? B_Z—, dan CX berturut-turut

symmedian dari AF, gl?, dan CD.
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Dibuktikan ; AY, BZ, dan CX berpotongan di satu titik.

Bukti : @

A X e} L)
Gambar 3.5, [llustrasi pembuktian teorema 3.2

Berdasarkan teorema 3.1, maka Kf —B—Z dan &berpotongan di satu tiftk

vaitu titik P,

B.1. Titik Symmedian (Titik Lemoine)

Definisi 3.3 (Trtik Symmedian atau Titik Lemoine)
Titik potong symmedian-symmedian dalam suatu segitiga disebut titik
symmedian (titik Lemoine).

Dalam gambar 3.5, AF, BE, dan CD merupakan ketiga median AABC;

H, BZ, dan CX berturut-turut symmedian-symmediannya. Titik P7 adalah titik
symmedian (titik Lemoine).

Median (garis berat) yang ditarik dari titik sudut segitiga ke sisi dihadapannya
membagi dua sama panjang suatu segmen garis yang paralel dengan sisi dihadapan

titik sudut tersebut.

Contoh 3.4 :

Jika segmen DE || BC dan AA' median AABC , maka DF = FE.
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Dipandang AABY dan ACBY, dengan menggunakan aturan sinus

diperoleh: AY . BA sedemikian hingga sin/AYB = BA -sinZABY )

sinZABY  sinZAYR AY

dan Ye = CB sedemikian hingga sinZCYB = CB'SdeBY. Oleh

sinZCBY  sinZCYB YC

karena sinZAYB =s5inZCYB  maka BA-sm.éABY:CB‘sm.éCBY atau

AY YC

AY 3 BA -sin/ABY
YC CB-sin/CBY

Dipandang ABCZ dan AACZ, dengan menggunakan aturan sinus diperoleh :

BZ  CB . : : CB-sin£BCZ

, = — sedemikian hingga sin/BZC = , dan
sinBCZ  sinsZBZC BZ
2 cA sedemikian hingga sin/ZAZC = CA st LA G . Oleh karena
sinZACZ smlA?C LA
sinLBZC = sinZAZC maka LR O 3 Ealho atau
BZ ZA
BZ CB-singBCZ
ZA  CA-sinZAC7
Dart persamaan 1) dapat diubah ke bentuk :

CA -sinZCAX CB-singBCZ BA -sinZABY > . 3 X BZ AY _
BA -sinZBAX CA c,mAACZ CB-sinZCBY XB ZA YC

Dengan menggunakan kebalikan teorema Ceva, maka K}Z é—\? dan CZ

berpotongan di satu titik, yaitu titik V*.

B. Symmedian-symmedian dalam Segitiga
Pada subbab ini dibahas tentang symmedian, titik symmedian sebagai titik

konjugat isogonal dari titik berat dan sifat-sifat symmedian serta titik symmedian.
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Diketahui : AABC dengan AA' median, dan DE || BC
Dibuktikan : DF =FE

Bukii :

(Gambar 3.6. Illustrasi contoh 3.4
Dipandang AADF dan AABA', ZDAF = £BAA' dan ZADF = ZABA’

maka AADF=AABA' (sudut-sudut) sehingga diperoleh : %x"}é@; Dipandang

AAFE dan AAA'C, ZFAE = ZA'AC dan ZAFE = ZAA'C maka AAFE

#AAA'C (sudut-sudut) sehingga diperoleh : AF = FE . Oleh karena —éi:gr—

AA" A'C AA"  BA'

n AP = E maka dipeoleh B = LS . Selanjutnya BA* = A'C sehingga DF =
AA" A'C BA'" A'C

FE (terbukti).

B.2. Sifat-sifat Symmedian dan Titik Symmedian

Berikut ini disajikan sifat-sifat symmedian dan titik symmedian.
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B.2.1. Sifat-sifat Symmedian

Teorema 3.3
Symmedian yang ditarik dari salah satu titik sudut segitiga ke sisi
dihadapannya membagi sama panjang segmen garis yang antiparale] dengan
sisi dihadapan titik sudut tersebut.

Diketahui : AABC dengan AA" symmedian dan DE adalah segmen garis yang

antiparalel dengan BC.
Dibuktikan : DF = FE

RBukti :

Gambar 3.7. Hlustrasi pembuktian teorema 3.3
Pada AABC dilukis lingkaran yang berpusat di titik tengah BC yaitu titik
Al AA" symmedian dan DE adalah segmen garis yang antiparalel dengan BC.
Selanjutnya dilukis BE dan CD.
Dipandang AABE dan AACD, ZBAE = ZCAD dan ZABE = £ACD

maka AABE = AACD (sudut-sudut) sehingga diperoleh %?mmi—g atau

AD-AB=AE-AC.
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Dipandang AABA' dan AACA', dengan menggunakan aturan sinus didapat :

BA' AB _ AB-sinZBAA'

. = — sedemikian  hingga  BA' : , dan
sinZBAA'  sinZBA'A sinZBA'A

: CA = — AC sedemikian hingga CA'= AC_‘Sm/_/CAA. Oleh karena
sinZCAA'  sinZCA'A sinZCA'A

' -sin/BAA' o s
BA _AB s?n.é A Titk A’ merupakan titik
CA"  AC-sinZCAA

SingBA'A =sinJCA'A maka

AB-sinZBAA'
AC-sinZCAA'

=1 atau AB-singBAA'= AC . sinZCAA".

tengah ﬁ, sehingga :

; . sinZBAA'  AC
Selanjutnya diperoleh : — = .
sinZCAA"  AB

Dipandang AADF dan AAEF, dengan menggunakan aturan sinus didapat :

DF AD _ AD sin/DAF

_ = sedemikian  hingga DF : , dan
sinZDAF  sinZDFA S ZLDFA

. il = — AE sedemikian hingga EF:M. Oleh karena
sinZEAF  sinZAFE sinZAFE

© AD-sin/D
Sin/DFA = sinZAFE maka o = ADSINZDAF
EF  AE-sin/EAF

Selanjutnya diketahui AA" symmedian AABC yang berarti AA" konjugat

isogonal dari AA', menurut definisi : <DAFz /CAA' dan ZEAF = ZBAA'.

DF _ AD-sinZCAA'
EF  AE-singBAA'

Dengan mensubtitusi sudut-sudut yang kongruen, diperoleh :

Telah dibuktikan : 20 = B8 oy SMEBAA AC 1@ DE_AC AB
AL AB SinZCAA'  AB EF AR AC

O JadiDF=FE sehingga F merupakan titik tengah DE (terbukti).

5
>
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Teorema 3.4
Perbandingan jarak suatu titik yang terletak pada symmedian segitiga ke sisi

disamping symmedian sama dengan perbandingan panjang dari sisi-sisi

tersebut.

Diketahui : AABC dengan AD merupakan symmedian dan AA’' merupakan

median. Titik E pada AD.

Dibuktikan ; E = é}i
EG AC

Bukti;

Gambar 3.8. lustrasi pembuktian teorema 3.4
Titik E pada AD, dilukis EF L AB dan EG L AC. Dipandang AAFE dan

AAGE, dengan menggunakan rumus sinus diperoleh : sinAFAEz—i% atau

EF = AE -sinZFAE ; dan sinZGAE = /Ex(: atau EG = AE -sinZGAE . Selanjutnya :

e

EF _AD-sincFAE _ sinZFAE o 0 L arena ZFAE = /BAD = ZCAA' dan
EG AL singZGAE  sinsZGAR

ZGAE = ZCAD = ZBAA', dengan mensubtitusikan sudut-sudut vang kongruen

) EF  sinZFAE  singBAD  sinsCAA'
diperoleh : = - e == .
EG  sinZGAE  sinZCAD  sinsBAA'
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Dipandang AABA' dan AACA', dengan menggunakan aturan sinus didapat :

- BA =— AB sedemikian hingga SinZBAA'= BA'SmABAA; dan
sinZBAA'  sinZBA'A AB

- CA = — AC sedemikian hingga sinZCAA'= CA'S”MCAA. QOleh
sinZCAA'  sinZCA'A AC

karena  sinZBA'A =sinZCA'A dan  BA' = CA' maka diperoleh
EF  sinZCAA"  CA'sinZCA'A - AB _AB Tadi EF _AB
EG  singBAA' AC BA'sinZBA'A  AC’ EG AC
(terbukti).

Teorema 3.5
Perbandingan segmen-segmen yang dipisahkan oleh suatu symmedian yang
membagi sis1  yang berkorespondensi pada segitiga sama dengan
perbandingan kuadrat panjang sisi-sist yang berdampingan.

Diketahui ; AABC dengan AD merupakan symmediannya.

BD AR’

Dibuktikan : = ;
DC  AC

Buktt :

Dipandang AABC seperti dalam gambar 3.8, AA' median dan AD

symmediannya. Selanjutnya dipandang AABA' dan AACA', dengan menggunakan

7 . BA' AB o : . AB-singBAA’
aturan sinus @ — = — sedemikian hingga BA'= — ;
sinZBAA'  singBA'A sinZBA'A
' b L AC-s1 AA'
dan - CA = AC sedemikian hingga CA'= C. SInZCAA . Oleh karena
sinZCAA'  sinZCA'A sinZCA'A

BA' _ AB-sin/BAA'

sinZBA'A =sinZCA'A maka : .
CA'"  AC-sinZCAA'

Titik A’ merupakan titik
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tengah BC sehingga . AB'S]_HABAA =1 atau AB-sinZBAA'= AC-sinZCAA',
AC-sinZCAA'
. ... sinZBAA' AC
selanjutnya dapat ditulis; — = )
sinZCAA'  AB

Sekarang dipandang AABD dan AADC, dengan menggunakan aturan sinus :

. BD = AB - sedemikian  hingga BD = AB.‘ sszAD; dan
singBAD  singZBDA sinZBDA

_ be = o Ak sedemikian hingga DC=AC_'SméCAD. QOleh karena
sinsCAD  sinZCDA sin/CDA

BD _ AB-sin/BAD

sinZBDA = sinZCDA maka o= :
DC  AC.sinZCAD

. Selanjutnya £BAD = ZCAA'

BD AB-sin/ZCAA' AB AB AB’

= = . = C Tads
DC  AC-sinZBAA' AC AC  AC?

dan ZCAD = ZBAA' schingga

BD _ AB’
pC  AC?

(terbukii),

B.2.2. Sifat-sifat Titik Symmedian (Titik Lemoine}

Dalam uraian berikut akan disajikan sifat dari tittk symmedian (titik
Lemoine). Oleh karena symmedian merupakan konjugat isogonal dari median, dalam
hal ini titik symmedian (tittk Lemoine) disebut konjugat isogonal dari titik median
(titik berat). Dalam teorema 3.4 telah ditunjukkan bahwa titik yang terletak pada
symmedian mempunyal perbandingan jarak ke sisi-sisi disamping symmedian
segitiga yang diketahut sama dengan perbandingan panjang sisi-sisi tersebut. Jika p,
g, dan r berturut-turut adalah jarak dart sebuah titik yang terletak pada symmedian ke
sisi-sisi &, b, dan ¢ dalam AABC, maka :

p:a=q:b=r:c¢ ataup:q:r=a:b;¢
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Teorema 3.6
Titik symmedian (titik Lemoine) segitiga yang diketahui merupakan titik
berat segitiga yang dibentuk oleh titik kaki-titik kaki segmen-segmen yang
ditarik dari titik symmedian tegak lurus pada sisi-sisi segitiga yang diketahui.
Diketahui : S adalah titik symmedian (titik Lemoine) AABC dan AVTU merupakan
segitiga yang dibentuk oleh titik-titik kaki dari segmen garis-segmen
garis yang ditarik dari S tegak [urus pada sisi-sisi AABC.
Dibuktikan : S merupakan titik berat AVTU

Bukti :

E

Gambar 3.9. llustrasi pembuktian teorema 3.6

Dilukis garis-garis melalui titik sudut A, B, dan C berturut-turut sejajar
dengan §6, AC dan AB yang berpotongan di titik D, E, dan F. Kemudian dilukis

pula median 66 ﬂ, dan BB' berturut-turut pada sisi A_fg, E_é, dan AC
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vang melalut titik D, E, dan F sedemikian hingga ADBC, ABEC, dan ABCF
merupakan jajar genjang.

Dipandang jajargenjang ADBC dengan diagonal-diagonal CD dan BA:
ZCBD = ZTSU (keduanva merupakan suplemen dari ZACB), dan S merupakan
titk symmedian AABC. SU L AC dan ST LBC, menurut teorema 3.4 maka :

§-}{—J-:f}g. Oleh karena AC I DB dan AC = DB diperoleh : S_U:@ m
ST  BC ST BC

aka
ADBC = AUST (sisi-sudut-sisi) sehingga CD berkorespondensi dengan TU.

Selanjutnya dilukis VS yang memotong TU di titik V*, diperoleh -
ZVBT = ZTSV' (keduanya suplemen dari £VST) atau ZC'BC = ZTSV', dan

ZBCD = £8TU  atau £BCC'z £ZSTV', maka ABCC' =~ ASTV'(sudut-sudut)
sehingga BC' berkorespondensi dengan SV'.

BA dan CD adalah diagonnal-diagonal jajargenjang ADBC maka
BC' = C'A dan CC* = C'D. Oleh karena CD berkorespondensi dengan TU serta
BC' berkorespondensi dengan SV' maka diperoleh : TV'=V'U sehingga VV'
merupakan median dari AVTU pada sisi TU.

Dengan cara yang serupa dapat ditunjukkan bahwa : UT* = T'V sehingga
TT' median AVTU pada sisi UV dan TU* = U'V sehingga UU' median AVTU
pada sisi TV. Oleh karena VV', TT' danUU' median AVTU maka dapat

disimpulkan S adalah titik berat AVTU.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

C. Titik Brocard Segitiga
Pada sub bab ini akan dibahas titik Brocard segitiga, sifat-sifat titik Brocard

yang disajikan dalam bentuk teorema-teorema dan sudut Brocard.

C.1. Titik Brocard Segitiga
Titik Brocard ditemukan oleh Henri Brocard (1845 - 1922), ditunjukkan

sebagai titik potong tiga lingkaran yang dilukis pada segititga yang diketahui,

Tecrema 3.7
Tiga lingkaran, masing-masing memuat satu sisi segitiga sebagai tail busur
dan sisi yang berdampingan sebagai garis singgung, diambil pada putaran
yang searah berpotongan di satu titik yang disebut titik Brocard.

Diketahui : AABC dan dua lingkaran yang masing-masing memuat satu sisi sebagai
tali busur dan sisi yang berdampingan sebagal garis singgung
berpotongan di satu titik yaitu titik D.

Dibuktikan : lingkaran yang ketiga yang memuat satu sisi segitiga sebagai talt busur
dan sisi disampingnya sebagai garis singgung akan melalui titk D.

Bukti :

Diambil arah positif (berlawanan dengan arah jarum jam), dalam gambar
3.10, lingkaran 1 memuat AB sebagai tali busur dan menyinggung BC di titik B;

lingakaran kedua memuat BC sebagai tali busur dan menyinggung CA di titik C.

Lingkaran 1 dan lingkaran 2 berpotongan d1 titk D.
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Gambar 3.10. Tlustrasi pembuktian teorema 3.7

Dipandang AABD dan ABCD : /BAD = %-méf), dan £CBD = - .mfD
diperoleh : ZBAD = ZCBD. Dipandang AADC dan ABCD : ZCBD :%-m’?:,
dan ZACD = émﬁ(\i diperoleh  :  ZCBD = ZACD. Oleh karena

ZBAD =z ZCBD dan £ZCBD = ZACD maka £BAD = ZACD . Dengan demikian :

£ZBAD = £ZCBD = ZACD . Lingkaran ketiga memuat AC sebagal talt busur dan

menyinggung AB di titik A. AD termuat dalam ZACD, dan ZACD = £BAD
sehingga lingkaran ketiga juga melalur titik D. Tititk D 1ni1 disebut titik Brocard yang
pertama.

Dengan cara yang serupa, jika arah negatif (searah jarum jam) yang diambil,
flingkaran 1 memuat BA sebagai tali busur dan menyinggung AC di titik A,

lingkaran kedua memuat AC sehagai tali busur dan menyinggung CB di titik C, dan
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linngkaran ketiga memuat CB sebagai tali busur dan menyinggung BA di titik B.
Misalkan lingkaran 1 dan lingkaran 2 berpotongan di satu titik yaitu titik E, dapat
dibuktikan bahwa lingkaran ketiga juga melalui titik E ( gambar 3.11 ). Titik E 1t

disebut titik Brocard kedua.

Gambar 3.11. [lustrasi pembuktian teorema 3.7 ( diambil arah negatif)
Jadi ketiga lingkaran yang dilukis pada segitiga yang diketahui brpotongan dr
satu titik vang disebut tittk Brocard. Segmen garis-segmen garis yang
menghubungkan setiap titik sudut segitiga dengan titik Brocard disebut sinar-sinar

Brocard.

Definisi 3.4 ( Konjugat Isogonal Titik Brocard)
Dua titik disebut konjugat isogonal jika salah satu titik merupakan titik
potong dari garis-garis yang konjugat isogonal dengan garis-garis yang

berpotongan di titik yang lain.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
59

Apabila terdapat dua titik Brocard dalam suatu segitiga (titik Brocard pertama
dan titik Brocard kedua) maka dapat dibuktikan bahwa dua titik Brocard tersebut

konjugat isogonal.

C.2. Sifat-sifat Titik Brocard

Titik-titik Brocard dalam segitiga adalah salah satu titik sedemikian hingga
sudut-sudut yang diapit oleh segmen garis-segmen garis yang menghubungkan titik
Brocard dengan titik sudut-titik sudut segitiga dan sisi-sisi segitiga sebagai garis
singgung dalam urutan putaran searah kongruen.

Bertkut disajikan sifat-sifat titik Brocard:

Teorema 3.8

Titik-tittk Brocard merupakan titik-titik konjugat isogonal dalam segitiga.
Diketahut : AABC dengan titik D dan E merupakan titik-titik Brocard.

Dibuktikan : titik E konjugat isogonal dart tititk D
Bukti :

Misalkan titik D' adalah konjugat isogonal dari titik D, diperoleh
ZBAD = ZD'AC, ZCBD = £D'BA dan ZACD = ZD'CB, tetapi diketahui :
£BAD = ZCBD = ZACD . Dengan demikian £D'AC = ZD'BA = «/D'CB yang
berarti bahwa titk D' berimpit dengan titk E karena diketahui

LEAC = £EBA = ZECB . Jadi titik E merupakan konjugat isogonal titik D,
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Gambar 3.12. lustrasi pembuktian teorema 3.8

Teorema 3.9
Median yang melalui salah satu tittk sudut segitiga, sinar-sinar Brocard
pertama (kedua) yang melalui titik sudut kedua dan symmedian yang melalui
titik sudut ketiga, diambil arah positif atau negatif akan berpotongan di satu
titik.

Diketahui ;: AABC dengan AK median, BD sinar-sinar Brocard pertama dan CL

symmediannya.
Dibuktikan : AK, BD dan CL berpotongan di satu titik
Bukt :
Dilukis garis melalui titik A yang sejajar dengan EE, kemudian dilukis pula

BD yang memotong AC di titik N dan memotong garis yang sejajar dengan BC di

titik M.
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Gambar 3.13. Jlustrast pembuktian teorema 3.9

Dipandang ANCB dan ANAM: ZMNA = ZBNC dan ZAMN = ZCBN,
maka ANCB =~ ANAM (sudut-sudut) diperoleh : NC:NA= CB cAM, atau
NC:NA=a:AM

Dipandang AABC dan AMCA : ZCAB = ZAMC = ZMCF, akibatnya
ZABC= /MCA. CA=CA, ZABCz=/MCA dan /BCA = ZCAM, maka
AABC = AMCA (sudut-sisi-sudut) diperoleh :  BC:CA = CA:AM, atau
a:b=b:AM. Dengandemikian: NC:NA=a?: b?

Selanjutnya CL symmedian pada E, dengan menggunakan teorema 3.5 :

AL : LB = b? . a’ Titik K adalah titik tengah mEE sehingga hasil kalt

2 2
perbandingan segmen-segmen ! AL BK CN b——l.-—a——— =1. Menurut kebalikan

IB KC NA a2 b

teorema Ceva, maka AK. BD dan CL berpotongan di satu titik vaitu titik P.
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C.3. Sudut Brocard

Sinar-sinar Brocard yang dilukis melalui titik sudut segitiga dan titik Brocard
membentuk sudut-sudut dengan sisi-sisi segitiga. Sudut-sudut yang dibentuk oleh
sinar-sinar Brocard dengan sisi-sisi segitiga sebagai garis singgung ketiga lingkaran
disebut sudut-sudut Brocard. Pada gambar 3.12, /BAD = /CBD = £ACD

merupakan sudut-sudut Brocard. Besar sudut Brocard dapat dicari sebagai berikut :

Dengan menggunakan gambar 3,13, AM l BC , dilukis AG £ BC dan MF L BC

BF _ BG +GC +CF

sehingga AG = MF, maka : ctgZCBP = ctgo = . Oleh karena
M FM

FM=GA, diperoleh :

ctgm = BQ + oC + cr atau cipw = clg LA +otg LB + ctgLC.
GA GA FM
Selanjutnya jika dipandang AABC diperoleh : NC : NA = a® - b? dan
; 2 2
NC + NA = b, Dengan demikian : g—gm% atau NCm—%%»g]ﬁ , dengan
)

2

mensubtitusikan NA = b - NC, diperoleh : NC= o R Oleh karena

a’+b*’
a?’ -h 8.2 ) b3
NC = ——— maka NA =b - = :
a’+b? a’+b?  at4b’
Dipandang ABNC, dengan menggunakan aturan sinus Sm‘.éBNc - B¢
$inm NC
3 - O " 1 g .
sin£(180 - (C+w)) _ BC o  SinLCte) a diperoleh

5ino NC SN a’ bfa*+b*’
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SnAC+@) 3 Dy Nilai maksimum sin(C + o) adalah 1, maka nilai sin o

SN b a

tidak Iebih dari —;— yang berarti suduf maksimum o adalah 30°.

D. Lingkaran Brocard

Berikut ini disajikan lingkaran Brocard dan teorema-teorema serta
pembuktiannya yang berhubungan dengan teorema-teorema sebelumnya tentang
symmedian dan juga titik Brocard.

Definisi 3.5 (Lingka l:an Brocard)

Lingkaran yang mempunyai diameter dengan ujung-ujungnya berturut-turut

titik symmedian (tittk Lemoine) dan titik pusat lingkaran luar segitiga yang

diketahui disebut lingkaran Brocard.

Jika diketahui AABC dengan O titik pusat lingkaran luar dan S ftitik

symmedian ( gambar 3.14 )}, lingkaran dengan diameter oS merupakan Jingkaran

Brocard.

Gambar 3.14. Lingkaran Brocard AABC
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Teorema 3.10
Titik-titik Brocard segitiga terletak pada lingkaran Brocard.
Diketahui : AABC dengan O titik pusat lingkaran luar dan S titik symmediannya.

Dibuktikan : titik-titik Brocard AABC terletak pada lingkaran Brocard

Bukti :

Gambar 3.15. Ilustrasi pembuktian teorema 3.10

OD ., OE, dan OF berturut-turut merupakan garis-garis sumbu AABC
pada BC, AC, dan AB memotong hngkaran Brocard di titik yang kedua vaitu titik
D', B!, dan F*.

Dipandang ASD'O, ASE'Q, dan ASFO : ZSD'O= 4SE'Q= /SFO
(menghadap busur seten'gah lingkaran) sehingga
mZSD'0 = mLSE'O = msSF'O =90, Diperoleh ASD'Q, ASE'Q, dan ASFO
merupakan segitiga siku-siku. Oleh karena itu SD' | BC, SE' || AC, dan SF || AB.

Hal ini berarti bahwa jarak titik S ke sisi-sisi AABC sama dengan jarak sepanjang
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garis sumbu dari titik D’, E', dan F* berturut-turut ke titik D, E, dan F. Dengan

DD EE _FF

teorema 3.4 : = =
DB EC FA

, maka AD'DB ~ AE'EC ~ AFTFA

sedemikian hingga ZDBD'z= ZECE'zs £FAF' atau ZCBD'z £ACE'z= ZBAF',

Dalam hal ini sinar-sinar _3"1—5* CE' dan AF berpotongan di satu titik yaitu titik
Brocard V. Selanjutnya ZAFF = /VFO=z2ZVD'O dan F'VOD' merupakan
segiempat dalam lingkaran schingga titik Brocard V terletak pada lingkaran yaitu

lingkaran Brocard.

——

Dengan cara yang serupa akan ditunjukkan bahwa sinar-sinar AE', BF dan

N,

CD' juga berpotongan di satu titik yaitu titik Brocard V* dan titik V* terletak pada

lingkaran Brocard. Untuk itu diperhatikan gambar 3.16 berikut ini ;

A

Gambar 3.16. Hustrasi pembuktian teorema 3.10

Telah dibuktikan bahwa ASD'O, ASE'O, dan ASF'O merupakan segitiga

stku-siku dan 5—]5“ BC, SE'

AC, dan SF' i AB vang berarti bahwa jarak titik S
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ke sisi-sisi AABC sama dengan jarak sepanjang garis sumbu dari titik D', E*, dan F*

DD EE _FF

= = maka
DC EA FA

berturut-turut ke titik D, E, dan F. Dengan teorema 3.4 :

AD'DC ~ AEEA ~ AFFB sedemikian hingga #DCD'=z ZEAE'= ZFBF' atau

ZBCD'z LCAE'= LABF'. Dalam hal ini sinar-sinar 55‘, AE'  dan BF
berpotongan  di  satu  titik  vaitu  tittk  Brocard V'.  Selanjutnya
LBFFz AVFO=ZV'SO dan F'SV'O merupakan segiempat dalam lingkaran

sehingga titik Brocard V’ terletak pada lingkaran yaitu lingkaran Brocard.

E. Segitiga-segitiga Brocard

Segitiga-segitiga yang dibahas berikut ini merupakan segitiga yang terletak
dalam lingkaran Brocard. Segitiga pertama yang akan dibahas adalah segitiga dengan
titik sudut-titik sudutnya adalah titik potong sinar-sinar Brocard segitiga dengan
lingkaran Brocard, sedang segitiga kedua adalah segitiga dengan titik sudut-titik
sudutnya adalah titik potong kedua symmedian-symmedian segitiga dengan

lingkaran Brocard.

E.l. Segitiga Brocard Pertama

Definisi 3.6 (Segitiga Brocard Pertama)
Segitiga dengan titik-titik sudutnya merupakan titik-titik potong kedua sinar-
sinar Brocard segitiga vang diketahui dengan lingkaran Brocard disebut

segitiga Brocard pertama.
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Jika diketahui AABC dengan O merupakan titik pusat lingkaran luar dan S
merupakan titik symmedian sedemikian hingga OS diameter lingkaran Brocard, dan
titik A, B, dan C' berturut-turut adalah titik potong-titik potong kedua sinar-sinar

Brocard dengan lingkaran Brocard maka AA'B'C' disebut segitiga Brocard pertama.

Gambar 3.17. Segitiga Brocard pertama

Teorema 3.11
Segitiga Brocard pertama sebangun dengan segitiga vang diketahui
Diketahui : AABC dengan O merupakan titik pusat lingkaran fuar dan S merupakan
titik symmedian sedemikian hingga OS diameter lingkaran Brocard.
Dibuktikan : AA'B'C' » AABC
Bukti :

Dengan memperhatikan gambar 3.17, AA'B'C' adalah segitiga Brocard

pertama dengan X‘} BV , dan cv sinar-sinar Brocard. ZA'VC' merupakan sudut
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luar  AABV, mZABC=mZABV+msVBC, dengan m<VBC = msBAV
diperoleh  : mZABC=mZA'VC'  atan  ZABC=z= ZA'VC'.  Selanjutnya
ZA'VC'= AA.'B‘C'. Dengan demikian : ZABC & ZA'VC' = ZA'B'C'.

ZB'VA' merupakan sudut luar ABCV, mZACB =mZACV + msVCR R
dengan mZAACV=m4VBC  diperoleh : mZACB=msB'VA'  atau
ZACB = £B'VA'.  Selanjutnya ZB'VA'= ZA'C'B'. Dengan  demikian
ZACB = £B'VA'= ZA'B'C'. Oleh karena ZABC = ZA'B'C dan

ZACB = ZA'B'C' maka AA'B'C' = AABC (sudut-sudut).

Teorema 3.12
Tiga garis masing-masing melalui titik sudut segitiga yang diketahui dan
paralel dengan sisi-sisi yang berkorespondensi pada segitiga Brocard
pertama, bertemu di satu titik yang terletak pada lingkaran luar segitiga yang
diketahui.

Diketahui : AABC dan AA'B'C' yang merupakan segitiga Brocard pertama, garis |
dan m berturut-turut melaluj titik B dan C paralel dengan C'A' dan A'B'
berpotongan di titik E

Dibuktikan : Garis ketiga yang melalui titik AI paralel dengan C'B' melalui titik E.

Bukti :

Garis 1| C'A' dan garis m| A'B', keduanya berpotongan di E, maka
ZBEC = LC'A'B' = ZBAC, yang berarti titik B, C, E, dan A termuat daiam satu

Iingkaran. Dalam bhal ini : ZAEB = ZACB = ZA'C'B' sehingga AE I C'B'. Jadi
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garis 1, m, dan n berpotongan di satu titik yaitu titik E yang terletak pada lingkaran

luar AABC .

Gambar 3.18. Tustrasi pembuktian teorema 3.12

I.2. Segitiga Brocard Kedua

Definisi 3.7 (Segitiga Brocard Kedua)
Segitiga dengan titik-tittk sudutnya merupakan titik potong kedua
symmedian-symmesdian segitiga yang diketahui dengan lingkaran Brocard
disebut segitiga Brocard kedua.

Apabila diketahui AABC dengan O merupakan titik pusat lingkaran luar dan

S merupakan titik symmedian sedemikian hingga OS diameter lingkaran Brocard,

titik-titik A", B", dan C" berturut-turut adalah titik potong-titik potong kedua
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symmedian-symmedian segitiga AABC dengan lingkaran Brocard, maka AA"B"C"

yang dibentuk merupakan segitiga Brocard kedua.

Gambar 3.19. Segitiga Brocard kedua

Teorema 3.14
Settap titik sudut segitiga Brocard kedua merupakan titik tengah tali busur-
tali busur lingkaran luar segitiga yang diketahui, yaitu tali busur yang melalui
tittk symmedian.
Diketahui : AABC dan AA"B"C" merupakan segitiga Brocard kedua
Dibuktikan : AA" = A*D; BB" = B*E; dan CC” = C"F
Bukti :
Dipandang ASA"OQ, ASB"O, dan ASC"OQ: £SA"O = £SB"O = £SC"O
{menghadap busur setengah lingkaran), schingga
mLSA"O = m£LSB"0 = mLSC"0O = 90, Dengan demikian ASA"Q, ASB"O, dan

ASC"O merupakan segitiga siku-siku berturut-turut di titik A", B*, dan C*.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Dipandang AAA"O, dan ADA"O (keduanya siku-siku di titik A™), A%O =

A"0 dan OA = OD, maka AA" = DA™ Selanjutnya titik A" merupakan titik tengah

AD.
Dipandang ACC"O, dan AFC"O (keduanya siku-siku di titik C"), C"0 =

C"0 dan OC = OF, maka CC* = FC", Selanjutnya titik C* merupakan titik tengah

CF.

Dipandang ABB"O, dan AEB"O (keduanya siku-siku di titik B"), B"O =
B"O dan OB = OE, maka BB" = EB". Selanjutnya titik B* merupakan titik tengah
BE. Jadi titik A", B*, dan C* merupakan titik tengah tali busur lingkaran luar

AABC.

Gambar 3.20. Ilustrasi pembuktian teorema 3.14
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PENUTUP

A.Kesimpuian
Berdasarkan uraian dalam bab-bab sebelumnya, dapat disimpulkan sebagai
berikut

1. Dua segmen garis yang melalui salah satu titik sudut segitiga vang telah difukis
garis bagi sudutnya sedemikian hingga sudut-sudut yang dibentuk oleh tiap garis
dan garis bagt sudut kongruen, kedua gans itu disebut garis-garis isogonal. Salah
satu garis merupakan konjugat 1sogonal dari garis yang lain. Apabila terdapat tiga
segmen garis yang dilukis dari titik sudut-tittk sudut segitiga ke sisi-sisi
dihadapannya berpotongan di satu titik, maka garis-garis konjugat isogonalnya
juga berpotongan di satu titik. Dua titik potong tersebut merupakan pasangan
titik-titik konjugat 1sogonal dalam segitiga.

2. Symmedian-symmedian segitiga adalah konjugat isogonal dari median (garis
berat). Oleh karena ketiga median (garis berat) segitiga berpotongan di satu titik
yaitu titik berat, ketiga symmedianpun juga berpotongan di satu titik yang disebut
tittk symmedian (tittk Lemoine). Dengan demikian, titik konjugat isogonal dari
titik berat adalah titik symmedian (titik Lemoine),

3. Ketiga hingkaran dilukis pada segitiga, masing-masing lingkaran memuat satu sisi
segitiga sebagal tali busur dan sist disampingnya sebagai garis singgung
lingkaran, ketiga lingkaran itu berpotongan di satu tiik vang disebut titik

Brocard. Ketiga lingkaran harus dilukis dalam urutan putaran yang searah, yaitu
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berlawanan dengan arah jarum jam atau searah jarum jam. Jika berlawanan
dengan arah jarum jam, akan diperoleh titik Brocard pertama, sedang jika searah
diperoleh titik Brocard kedua. Titik Brocard kedua merupakan titik-titik konjugat
isogonal dari titik Brocard pertama. Segmen-segmen garis yang menghubungkan
setiap titik sudut segitiga dengan titik-tittkk Brocard disebut sinar-sinar Brocard
dan sudut-sudut yang dibentuk oleh sinar-sinar Brocard dengan sisi-sisi segitiga
yang merupakan garis singgung disebut sudut-sudut Brocard. Ketiga sudut
Brocard adalah kongruen.

4. Lingkaran dengan diameter sebagai garis hubung antara titik symmedian (titik
Lemoine) dan fittk pusat ingkaran luar segitiga yang diketahui disebut lingkaran
Brocard. Titik-titik Brocard dalam segitiga terletak pada lingkaran Brocard, oleh
karena 1tu titik-titik tersebut merupakan titik potong pertama sinar-sinar Brocard
dengan lingkaran Brocard.

5. Sinar-sinar Brocard atau perpanjangannya juga akan memotong lingkaran brocard
di titik potong yang kedua. Segmen-segmen garis yang menghubungkan titik-titik
potong kedua sinar-sinar Brocard dan lingkaran Brocard membentuk segitiga
vang dikenal sebagal segitipa Brocard pertama. Segitiga Brocard perlama im
sebangun dengan segitiga yang diketahut. Selain segitiga Brocard pertama, dapat
dilukis pula segitiga Brocard kedua dengan cara menghubungkan titik-titik
potona kedua symmedian-symmedian segitiga dengan lingkaran Brocard. Ketiga
titik sudut segitiga Brocard kedua merupakan titik tengah tali busur-tali busur
lingkaran luar segitigpa yang diketahut, yaitu tall busur yang melalui titik

symmedian (tittk Lemoine).
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Gambar 4.1. Titik symmedian, titik Brocard, lingkaran Brocard dan

segitiga-segitiga Brocard dalam AABC

B. Saran

Setelah penulis menyelesaikan skripsi ini, ternyata topik ini sungguh menarik
untuk dipelajari. Topik ini membahas adanya hubungan antara garis-garis isogonal,
titik symmedian (titik Lemoine), titik Brocard, dan lingkaran Brocard sehingga dapat

dilukis segitipa-segitiga Brocard dalam lingkaran Brocard.
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Sebenamya masth banyak hal lain dan titik-titik, garis-garis dan lingkaran-
lingkaran yang dapat dijumpai dalam segitiga, misalnya garis simson, Teorema
Miquel, lingkaran symmedian. Topik-topik tersebut dapat diangkat sebgai topik
skripsi ataupun dipelajari lebih lanmjut untuk menambah pengetahuan tentang

geometri, khususnya tentang segitiga.
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