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“ Mintalah, maka akan diberikan kepadamu;
carilah, maka kamu akan mendapat; ketokiah, maka pintu akan

dibukakan hagimu” (Mat 7.7}
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ABSTRAK

Sefak zaman Yunani kuno, terdapat tiga masalah geometri yang termashur,
yang belum bisa dipecahkan hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka,
vaitu Duplhikas kubus, Membagi tiga sama sebarang sudut dan Mempersegikan
lingkaran. Selama berabad-abad ketiga masalah tersebut betum dapat dipecahkan.

Pada awal abad ke-19 dibuktikan bahwa ketiga masalah tersebul {idak
mungkin diselesaikan, dengan menerapkan teori-teori aljabar modern. Suatu fieid
E disebut perluasan field dari F jika E memuat F sebagai subficldnya. Jika E
pertuasan field I dan a<k, maka F(a) merupakan subfield terkecit dart E yang
memuat F dan a. Jika p(x)eFix] polinom berderajat n yang tak terurai atas field F
maka ring faktor K= F{x}/{(p(x)) adalah perluasan dari ficld F dan p(x} mempunyai
suatu penyelesaian o dalam X dan dipenubi {F{x}/(p(x)} : F] = [F(a) : F}=n,

Suatu bilangan « disebut bilangan konstruktibel, jika dapat dilukis segmen
garis dengan panjang o, dengan sejumlah langkah-langkah berhingga penggunaan
penggaris dan jangka dimular dari suatu satuan panjang yang diketaghul.

Karena dibuktikan 42 bukan bilangan konstruktibel, maka tidak mungkin
melukis suatu kubus, yang volumenya dua kali volume kubus vang diketahui
hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka.

Karena dibuktikan cos 20° bukan bilangan konstruktibel, maka sudut 60°
tidak dapat dibagi menjadi tiga bagian vang sama, sehingga dapat disimpulkan
tidak mungkin membagi tiga sama sebarang sudul hanva dengan menggunakan
penggaris dan jangka.

F. Lindemann membuktikan babwa bilangan x bersifat transenden alas
field Q. Karena {(¥ Jr ¥Q} tak berhingga maka Vi bukan bilangan
konstruktibel, schingga tidak mungkin melukis suatu persegi vang luas dacrahnya
sama dengan luas dacrah lingkaran yang diketahw hanya dengan menggunakan

pengearis dan jangka.

Vi
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ABSTRACT

Since the ancient Greeks period, there were three famous geometry
problems that could not be solved only by unmarked ruler and compass, they
were: The duphication of the circle, The trisection of the arbitrary angle, and The
quadrature of the circle. Durtng centuries, these three problems can not be solved.

In the bepginning of nincteenth century, it is proved that these three
problems were impossible to finish, using theories of modern algebra. A field E is
called a field extension of I if & contains F as these subfield. If ¢eE then F(a) is
the smallest subfield of = coataining « and I If p(x)el{x} i1s an irreducible
polynomial of degree » over F and then quotient ring K = Flx}/{(p(x)) is a field
extension of FF and p(x) has a root & in K and [F{x]/{(p(x))y . F1= [Fla) : Fl=n

A number o is called a constructibie number 1f can be constructed a line
segment with length o, by a firite number of steps using unmarked ruler and
compass starting from a known unit length.

Since 1t is proved 3/2 is not a constructible number then it is impossible to
construct a cube whose volume is double of the given cube using only unmarked
ruler and compass,

Since it is proved cos 20° is not a constructible number, then an angle 60°
can not be trisect mto three equal parts, so that 1t can be concluded that it is
impossible to trisect an arbitrary angle into three equal parts using only unmarked
ruler and compass.

F Lindemann proved that = 15 a transcendental number over field Q.

Since [Q( I )1 Q] 1s infinite, then VX is not a constructible number, so that it is
impossible to construct a square whose area is the same as the arca of a piven

circle using only unmarked rufer and compass,

Vil
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BAB 1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Pada zaman Yunani kuno {+ 560 SM), alat-alat geometri yang digunakan
masih sangat sederhana, yailu penggaris anpa skala tertentu (“unmarked ruler”)
dan jangka yang kolaps (“a coltapsing compass) yang juga dipakai pada zaman
geometri Euclid (+ 350 SM). Pada zaman tersebut belum dimiliki penggaris
berskala dan busur derajat yang dapat dipercaya. Walaupun demikian, sudah dapat
dikerjakan berbagai macam konstruksi, hanya dengan menggunakan kedua alat di
atas.

Namun, ada tiga masalah geometrt Yunani kuno yang belum bisa
dipecahkan pada zaman tersebut, hanya dengan menggunakan kedua alat di atas.
Berbagai usaha telah dilakukan beberapa matematikawan untuk memecahkan
masalah fersebut. Ketiga masalah tersebut adalah :

1. Duplikasi kubus (* The Duplication of the Cube )
Jika diketahui suatu kubus, dapatkah dilukis suatu kubus vang volumenva

dua kali volume kubus senuta?

I

Membagl Tiga Sama Sebarang Sudut (“The Trisection of the Arbitrary
Angle™)

Jika dikerahui sebarang sudut, dapatkah membagi sudut tersebut menjadi
figa bagian yang sama besar?

Mempersegikan lingkaran ( The Squaring of the Circle )

R
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Jika diketahwi suatu hingkaran, dapatkah dilukis suatu persegl yang luas
dacralinya sama dengan luas daerah tingkaran tersebut?
Apabila dipandang sccara aljabar, masalah tersebut dapat dinyaiakan scbagai
berikut
1. Jika diketahui y, tentukan x sedemikian sehingga x° = 2y’

2. lika diketahui £ZBAC, akan dilukis sinar garis AD sedemikian schingga

MLDAC = — mZBAC B

| —

D

A o
C

Gh. 1.1 Hustrasi masaiah kedua

3. Jika diketahui y, tentukan x sedemikian schingga x* = 7y
Selama berabad-abad, ketiga masalah geometr: in: belum bisa dipecahkan
hanya dengan menggunakan kedua alat di atas. Sampai akhirnya pada awal abad
ke-19 dengan menyatakan ketiga masalah tersebut ke dalam persamaan aljabar,
dan menerapkan definisi-definisi dan teorema-teorema dalam aljabar modern pada
masalah geometri tersebut, keliga masalah tersebut dapat dipecahkan. Dibuktikan
bahwa ketiga masalah tersebul tidak mungkin diselesatkan hanya dengan
menggunakan kedua alat di atas.
Matematikawan vang berperan penting datam pemecahan masalah tersebut

adalah C L.’ Lindemann (1882), vang telah membuktikan bahwa bilangan real a
bersifat transenden atas field Q, schingga V7 bukan bilangan konstruktibel dan

P Laurant Wantzel (1837) vang membuktikan cos 20° bukan Dbilangan
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bl

konstruktibel.  Untuk  masalah  pertama  dibukukan iﬁ bukan bilangan
konstruktibel. Menurut definisi bilangan konstruktibel, dibuktikan bahwa ketiga
masalah tersebut tidak mungkin diselesatkan hanva dengan menggunakan
penggaris dan jangka.

Bagaimanakah sebenarnya pembuktian ketiga masalah ini sehingga
hasilnya tidak mungkin? Bagaimanakah hubungan antara geometri dengan aljabar
modern schingga masalah ini bisa dipecahkan? Hal yang sungguh menarik dar
topik ini adatah ketiga masalah ini adalah masalah geometri Yunani kuno yang
cukup termashur 19 abad yang lalu, namun pemecahan masalahnya melibatkan
teorema-teorema dalam aljabar modern. Hal imi menunjukkan adanya hubungan
vang sangat erat aniara aljabar dan geometri. Serta menunjukkan bahwa dalam
matematika hal-hal yang tidak mungkinpun harus dibuktikan walaupun memakan
waktu yang cukup lama. Inilah yang melatarbelakangi penulis mengapa tertarik

mengambi] topik ini.

B. Perumusan Masalah
Pokok-pokok perumusan masaiah yang akan dibahas adalab :
1. Definisi-definisi dan teorema-teorema apakah dalam aljabar modern vang
digunakan dalam pemecahan ketiga masalah di atas?
2. Apa vang dimaksud dengan bilangan konstruktibel?

Bagaimanakah pemecahan ketiga masalah di atas dengan menggunakan

_L.o)

definisi-definisi dan teorema-teorema dalam aljabar modern ?
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C. Tujuan Penulisan
Tujuan yang ingin dicapai dengan penulisan skripsi ini adataly:
i, Memahami definisi dan pembuktian teorema-feorema dalam aljabar
modern vang digunakan dalam pemecahan ketiga masalah di atas.
2. Memahami definisi bilangan konstruktibel dan pembuktian teorema-
teorema dalam bilangan konstruktibel.

Mengetabw ketiga masalah tersebut darl sejarah timbulnya masalah,

L2

penyajian masalah secara geometris maupun secara aljabar.
4, Memahami pembuktian teorema-teorema, yang membukitkan bahwa ketipa
konstruksi di atas tidak mungkin dikerjakan hanya dengan menggunakan

penggaris dan jangka.

D. Ruang Lingkup Penulisan

Dalam Bab 11, penulis akan menguraikan materi-materi prasyarat dalam
aljabar modern, yang digunakan dalam penulisan teon-teon selanjuinya. Pada
subbab pertama, ékan dibicarakan dahulu ring dan field. Pada subbab kedua,
ditulis ting polinom, selanjutnya ring faktor polinom Fix{, dan dalam subbab
terakhir dibahas tentang pertuasan field.

Pada Bab i, dibahas tenfang bilangan konstruktibel. Pada subbab
pertama, dibahas konstruksi klasik dengan beberapa contoh konstruksi klasik.
Selanjutnya pada subbab kedua didefinisikan bilangan konstruktibel, dan

konstrukst klasik akan dilihat dart sudut pandang aljabar, dengan dibuktikannya
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teorema-tcorema dalam bilangan konstruktibel yang berguna dajam pemecahan
ketiga masalah di atas.

Pada Bab IV penulis mulai membahas pemecahan ketiga masalah
geometri di atas. Pembahasan dimulai dari sejarab timbuinya masalah, percobaan
oleh beberapa matematikawan, dan hal-hal yang menyebabkan ketiga masalah di
atas dikatakan termashur. Selanjutnya dibuktikan teorema-tcorema yang
membuktikan bahwa ketiga masalah ni tidak mungkin diselesaikan hanya dengan
menggunakan penggaris dan jangka. Pada Bab ini, pemecahan masalah oleh
matematikawan dengan alat-alat non klasik hanya diberikan sebagai contoh, dan
pembuktian oleh C.L.I Lindemann bahwa bilangan x bersifat transenden atas Q
tidak dibahas datam skripsi ini.

[Dalam Bab V dituiis kesimpulan dan saran.

E. Manfaat penulisan

Dengan tutisan ini penulis berharap semoga skripsi ini berguna bagi kita,
supaya memahami pemecahan ketiga masalah geometsi Yunani kuno yang
termashur. Selain itu, kita lebth memahami ring, field, ring polinom, ring faktor
polinom F[x], serta periuasan field.

Khususnya bagi calon guru, dengan mempelajar tiga masalah geometss
ini, secorang guru sedikit mempunyai bekal dalam mengajar. Misalnya semakin
memahami maleri pelajaran mengenat bangun datar, bangun ruang, fungsi

trigonometri, hubungan pemetaan dan grafik, vang terdapat dalam skripsi ini,
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Selain ftu, guru dapat memperkenalkan {iga masalah geomeliri Yunani
kuno vang termashur ini, sebagai materi pengayaan maupun scbagal motivasi.
Siswa dapat digjak unluk mencoba memecahkan keliga masalah {ersebut secara
sederhana menurut ide siswa sendiri. Sebagal contoh penyelesaian masalah
membagi tiga sama sebarang sudut pada Bab 1V, dengan menggunakan penggaris
dengan tanda pengukuran dan jangka. Dalam hal ini, guru juga dapat membantu
siswa untuk mencapai suatu kesimpulan bahwa suatu masalah geometri tidak
harus dipecahkan dengan cara geometri. Dengan demikian siswa pun dapat
melihat hubungan antara materi-materi yang telah dipelajari sebelumnya.

Dengan cerita yang cukup menarik dar tiga masalah geometr: tersebut,
siswa akan semakin berminal mempeiajan pokok bahasan yang bersangkutan.
Begitu juga untuk pokok bahasan vang lain. Dengan menceritakan sgjarah singkat
suaty pokok bahasan, siswa akan Jebih fermotivasi mempelajari matematika yang

dianggap sebagai mata pelajaran yang menakutkan,

¥. Metode Penulisan
Metode penulisan yang digunakan penulis adalah metode studi pustaka,
schingga di dalam skripsi 1ni tidak ditemukan hal-hal yang baru. Jenis-jenis

sumber pustaka yang digunakan penulis tercantum dalam dafiar pustaka.
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BAB I

LANDASAN TEORI

Dalam Bab 1T ini, dibahas beberapa pengertian dasar vang perlu dikuasai,
untuk mempelajari teori-teori selanjutnya. Definisi-definisi, teorema-ieorema
dan contoh~conteh dibagi dalam beberapa sub pokok bahasan. Dalam subbab
pertama dibicarakan dulu ring dan field. Dhlanjutkan dalam subbab kedua
dipetajari ring polinom. Dalam subbab ketliga dibicarakan ring fakior polinom

F[x1 dan yang terakhir dibahas perluasan field.

A. Ring dan Field
Definisi 2.1 ( Ring }

Suatu himpunan tidak kosong R disebut ring, bila di dalam R didefinisikan
dua operasi penjumlahan (+) dan perkalian (), sedemikian sehingga aksioma-
aksioma berikut dipenuhi:

1. (R,+) mf;rupakan grup abelian.

a) (Va,beR)atbeR

b) (Va,b,ceR) (atbytc=at(bic)

¢) (0eR) (VaeR) O+a=a+0 =2 (0 disebut elemen identitzas)

d) (VaeR} (d-aeR) a+{-a) = (-a)yta = 0 (-a disebul 1nvers aditif dart a}

¢) (VabeR)atb=bta

2. (VabeR)abeR

L]

(Va,beeR)alb.c)=(ab)e
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4 (VabceRja{bic)=ab+acdan (VabceRi(arb)lec=acib.e

Contolt 2.1
Himpunan bilangan bulat {(Z), rasronal (Q), real (R} merupakan ring

terhadap operast penjumlahan dan perkalian.

Definisi 2.2 ( Ring komutatif }

Ring R disebut ring komutatif, jika dipenuhi (Va,beR)ab=b.a

Definisi 2.3( Elemen satuan}
Elemen ¢eR disebut elemen satuan dari ring R jika (VaeR)ace=ca=a
Jika ring R memiliki elemen satuan dan memiliki sifat komutatif, maka R

discbut ring komutauf dengan elemen satuan.

Contoh 2,2

1. {Z&,+,), (Q.+,.), (R+,.) merupakan ring komutatif dengan elemen satuan.
2. Himpunan (H,+,) dengan H = {2n{neZ} merupakan ring komutatif yang

tidak memiliki elemen satuan.

Definisi 2.4 ( Pembagi nol )

Jika R merupakan ring komutattf maka clemen aeR, dengan a0 disebut
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Definisi 2.5 ( Daeral integral }
Suatu ring komutatif R dengan elemen satuan ¢#0, disebut dacrah integral
pka R tidak memuat pembagt nol.

Jadi daerah integral 1 adalah ring yang memenuhi:

1. (VabeD)ab=ba
2, (JeeD)(VaeD)ac=ca=a
3. {(VabeD)ab=0=pa=0vb=0atau
(Va,beDYa#0 Aab=0=b=0atau
(Va,beD) a0 Ab=0 > ab=0
Contoly 2.3

1. (£.+.),(Q,+,.), (R+,.)) merupakan daerah integral.
2. Jika R dan S daerah integral, maka R x S bukan daerah integrai, karena

jika diambil #0€R dan $#0eS maka didapat (1,0).(0,5) = (0,0)

Definisi 2.6 ( Field )
Suatu ring komutatif R dengan elemen satuan ¢ disebut field iika dipenuhi

sifat (VaeR, a=0)(@a'eR)ata=aa'=¢c

Teorema 2.1

Setiap field F merupakan dacrah integral.
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Bukti :

Karena F suatu field, maka I adalah ring komutatif dengan elemen satuan

schingga (a){ab) = a'.0 = 0 schingga (a')(ab) = (a’a)lb= eb = b. Beraru
(Vabel) a#0 A ab =0 = b = 0, Jadi I tidak memuat pembagi nol. Terbukti I

merupakan daerah integral. i

Contoh 2.4

(Q,+,.), (R, +,.),{(C,+,.)merupakan field.

Definisi 2.7 (Subfieid)
Himpunan bagian K dari field I disebut subfield dari F bila dan hanya bila

K merupakan field terhadap operasi-operasi yang didefinisikan pada F.

Teorema 2.2
Jika F field dan KcFF maka K subfield dasi field ¥ bila dan hanya bila

1. Kz

[

. {(VabeK)atbeK A abeK

¥

. {(VaeK)-aeK
4, (vacK)a=0=>a'eK
Bukti:
(=>} Diketahui KcF. Karena K subfield dan I, maka K merupakan field

terhadap operasi-operast vang didefinisikan pada F. Karena K field maka K
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adalah subring dari I° dengan elemen vang tidak nol mempunyal invers
multipbikatif, Jadi (1}, (2), (3}, {4} dipenuhi,

(¢=) Diketahut KcF, dan berlaka (130.(2)(3),(4). Dari {1),{2).(3) maka
K adalah subring dari . Diambil scbarang acK, a#0 maka a” eK sebab dipenuhs
sifat (4). Karena K subring ¥ maka a.a” €K sehingga ceX. Jadi K merupakan
dacrah integral, dengan sctiap eclemen vyang tidak nol memitiki Invers
multiplikatif. Jadi K merupakan field terhadap operasi-operasi yang didefinisikan

pada I . Terbukti K adalah subfield dari field F 3

Contol 2.5
Himpunan bilangan rasional Q adalah himpunan bagian dari himpunan

bilangan real R, dan Q merupakan subfield dari R.

C. Ring Polinom
Pada subbab im, secara singkat akan dibahas tentang ring polinom
dengan algoritma pembagian untuk ring polinom F{x} dan beberapa sifatnya, serta

definisi polinom tak terurai dan polinom terurai,

Definisi 2.8 ( Ring polinom )
Diketahut R ring komutatif. Svatu polinom f dalam x atas ring R,
f{x} adalah bentuk vang dinyatakan dengan:

. A .
fix)=ag+ax+ax"+ .. +ax denganaeR dani=0,1.2,....n
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a; discbut koefisien dari x' dalam f{x). Nilai terbesar dari i sedemikian sehingga
4 #0 disgbut derajat f{x) dan ditulis deg f{x).

}folinom f{x) disebut polinom ng! ;11-,3 koe{.;_sicn-koefisig:ﬁ cialam f{x}
adalah nol, dan derajat potinom nol tak terdefinisi. Polinom {{x) disebut polinom
konstan jika f{x) polinom nol atau f{x} polinam-palinom berderajat nol.

Himpunan semua polinom dalam x qgngan koefisien—koefisien dalam ring
R merupakan ring polinom dalam x atas ring R, dinotasikan R{x]. Sedangkan ring

notinom dalam x atas field F ditulis F[x]. Polinom f{x)eF(x] disebut polinom

i11pnik, jika koefisien derajat tertingginya mepppakan elemen satuan dari field F

Congoh 2.6
Potinom f{x) = x" + 2x* + Sx —1 € Q[x] merupakan polinom monik, dengan

deg {(x) =4

Definisi 2.9 ¢( Opgrasi perjumlahan dan perkalian polinom )
Diketahui ring komutatif R dan p(x), g(x)e R{x] dengan

p(X)=gap + a;x+ 2% + i At

q{x) = by + byxt bax? .+ byx™

Operasi penjumlahan dan perkatian polinom didefinisikan sebagat:

(A, +b )+, +b, x+..+(@, +b, x"+..+a, x" m2n

pix) + gix) = {

(a, +byy+(a, +bx+..+(@, +b, X" +..+b x" mn

p(x).g(x) = agbet(agbyrabe)x+.. +anbx™™" dengan koefisien dari x* adalah

Aoy + a byt aabpat L FagbpeR
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Contoh 2.7

f(x) + 2(X) = (4-2x) + (2+35x + 3x7) = (442) +(-245)x + (0+3)x° = 6+3x+3x"
f(x) . g(x) = (4-2x) . (2 +5x43x%)
w42+ (4.5 + (-2).2)0% + (4.3+(-2).5 + 0.2)x + (4.04(-2).3 + 0.5+0.2)x’

= 8+ 16x+2x7-6x%"

Teorema 2.3
Jika F suatu dacrah integrat, maka F{x] merupakan daerah integral.
Bukti:
F{x} merupakan daerah integral sebab
1. F[x] merupakan ring dengan operasi penjumlahan dan perkalian polinom
dan operasi perkalian di F{x} bersifat komutatif,
Jika diketahui f{x),g(x)e¥{x] dengan f(x) = agtax+tac+.. +ax’, dan
a(x) =by+ byx + byx” + .+ byx™ maka
{13).8(%) = (agtayx+ams™+ . ay™) . (Dptbyxctbox® | +b,x™)
&> fix).g(x) = (a0bo)*+(aoby + arbo)x+(agbytarbytabo)x™ ... +asbux™™
s fx)e(x) = (baag)+(biae+ bga;)x+(bgan~1-b;aﬁ‘bgag)x%...+bma,]x“““
<> (x)g(x) = a(x)fx)
2. F[x} mempunyar elemen satuan, sebab jika ¢ adalah clemen satuan dalam

F, maka (3g(x)eF{x]) ax) = ex’, dengan deg g(x) = 0, sedemikian

X)) =apd ax + 32)(2 ST T (ex“)
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¥ } 441 4}

s Ax).8(x) = agex” +ajex’ V4 g ex™
ot ) ¥
o> f(X).8(x) = agtapetayx” +... +a,x"

e A(x). a0 = {(x). Jadi (Sa(x)eFix]) f(x).g(x) = {x).

LS

Diketahui I merupakan ring komutatif yang tidak memuat pembagt nol.
Diambil sebarang f{x) # 0, dengan koefisien tertinggi a, # 0 dan g{x) = 0
dengan by, # 0, maka f{x).g(x) = agbo+(agbi+a;be)x+.. +a,bux™""# 0 sebab

Rilgat

anbmX % 0. Dengan demikian {(x).g{x) bukan polinom nol & Fix}. Jadi

F[x] tidak memuat pembagi nol. U
Teoremua 2.4 ( Algoritma pembagian )

Jika F suatu field dan {(x),g{x)e F[x] dengan g(x)= 0, maka ada dengan
tunggal qfx},r(x) € Fix] sedemikian sehingga:
f(x) = g(x) . g{x) + r(x) dengan r(>} = 0 atau deg r(x) < deg g(x)
Polinom g(x) disebut hasii bagi, dan r(x) disebut sisa pembagian {(x) oleh g(x).

Bukii ;

Misalkan f(x} = Zal.x" , deg f(x} =n dan g(x) :Zbi.ti ydeg g(x)=m
i=0

=0
Untuk f{x) = 0, ada q(x} = 0 dan r(x} = 0 sedemikian sehingga
f(x) = a(x).0 + 0.
Untuk {(x) = 0.
Diandaikan n < m maka ada q(x) = 0 dan t(x) = f(x) sedenukian sehingga

f{x) = g{x)0 + r(x).
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[N

Diandaikan n = m, akan dibukiikan keberadaan q(x) dan t(x} dengan induksi

dalam n. Jika n = 0 maka f{x) = ap dan jika m = 0 maka g{x) = by. Jadi ada

a Y , a
q{x)y= =% dan r{x) = 0 sedemikian sehingga ag=by. —- + 0
o 24

Andatikan algoritma pembagian dipenuhi untuk deg f{x) <n.

Misalkan fy(x) = f(x) %-_ X" a(x) maka deg fi(x) < deg ()

Selanjutnya menurut hipotesis induksi ada q;(x),r(x)}eF{x] scdemikian hingga

100 = g(x).q5(x) + ri{x) dengan r;(x} = 0 atau deg ri(x) < deg g(x)

dari permisalan didapatkan f{x) = fi{x) + Ha_gnm g(x)

31}

= (%) = (800.1(x) * 1)) +§-~\ g(x)

it

& 16 = 2()qix) + 22X g(x) ¥ 1i(x)

L

<> f(x) = g3 qu(x) 3 2o o )y + nix). Jadi ada g(x) = qi(x) + 20 an

{(x) = 1i(x) vang memenuhi {(x) = g(x).q(x) + 1(x).

Sekarang akan dibukiikan bahwa q(x) dan r(x) adalah tunggal. Andaikan
ada polinom q¢(x) dan r‘(x)ei*{_x} sedemikian sehingpa f(x) = g(x).q#(x)*i“ (%)
dengan 1'(x) = 0 atau deg r(x) < deg g(x). Misatkan f(x) = fix) <
2x).q0) + 5(x) = £(x).0° () + 1 (%) @ g(a(x) - (@GN = 1) - 1(x) &

g(x)l_ﬁq{_x}-q"(x)] = r‘(x)ar(x). Karena r‘(x_)—r(x) = ) atau deg (r*(x)---r(x})qleg 2{x)
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maka harustah g(x)-g (%} = 0 sehingga g(x) = q (). hdapatkan pula r{x) = T (%),

Jadi terbukii ada dengan tunggal q(x),r{(x)e¥F|[x]

Fonl

Contol 2.8

Diketahui §(x) = x*-1 e Qfx} dan g(x) = -x* 42 e Q|x).
Pembagian f{x) oleh g(x) dalam Q[x] adalah

~x’-2

K42 ) )
x 257
Pl |
2x% -4

-~

3

Jadi x* -1 = (-x™2)(-x2-2)+3, dengan g{x) = -x*-2 dan r{(x) = 3

Teorema 2.5

Jika {{x)e I[x] dan ce I, maka sisa pembagian f(x) dengan x-¢ adalah f{¢).
Bukti ; ‘

Diketahui {{(x),g(x)el|x] dengan g(x) =x-c. Menurut algoritma pembagian
fory = (x-c)g(x) + r(x) dengan r(x) = 0 atau deg r(x) < deg g(x). Karena
deg g(x) adalah } dan r(x}#0, maka sisa pembagian f{x) desgan x-¢ harus

berpangkat 0, misalnya konstanta reF sehingga {(x) = (x-¢).q{x) + 1. Untuk x = ¢

oleh (x-¢) adalah f{c)
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Conioh 2.9
Pembagian f{x) = xx+1 e Qx] oleh g(x) = x-1 e Q]x] adalah

X x4 2
%-1 ).\'3 +0+x+1]

Jadi f(x) = (x-1)(x*+x+2)+3, sisanya r(x) = 3.

Dengan menggunakan teorema 2.5, {{1) = *+1+1 = 3. Jadi f{1) =3 adalah
sisa pembagian {(x) = x+x+1 oleh g(x) = x-1

Jika f(x),g(x)e F{x] dengan g(x)# 0, maka f(x) dikatakan habis dibagi oleh
g(x) jika f(x} = g(x)q{x), untuk q{x)eFlx] Jika {{x) babis dibag: g(x) maka

dikatakan g{x) adalah faktor dari {{x), dinotastkan dengan g(x) |f(x).

Teorema 2.6

Jika f(x)eF[x] dan ceF, maka x-c¢ faktor dan {{x) bila dan hanya bila
flcy=0
Bukti:

{=>) Dikatakan bahwa (x-c) merupakan faktor dan f{x) maka ditulis

f(x) = (x-c).q(x). Untuk x = ¢ maka 1{¢) = (¢-¢).q(x) sehingga f{c) = 0.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

f{x} = (x-¢).q(x), dengan q{x)eF(x]. Bentuk ini dikatakan {x~-c) merupakan faktor
dari f(x). Jadi (x-c) merupakan faktor dan {(x) bila dan hanya bila f(c) =0 i

Elemen ce T disebut penyelesaian polinom f(x) e F|x], jika f{c) = 0.

Definisi 2.10 (Iaktor Persekutuan Terbesar)

Diketahui polinom a(x),b(x)e Fixj, dengan a(x),b(x}= 0. Suatu pohnom
d(x)e¥F[x] disebut faktor persekufuan terbesar dan a(x) dan b(x) yang ditulis
FPB(a(x),b(x)), jika d(x) adalah polinom monik sedemikian sehingga dipenuhi

1. d(x)fa(x) dan d(x)| b(x)

2. hka h(x)[ a(x)dan h(x)]b{'x)maka h(x)] d(x) untuk sebarang h{x) e F[x]

Teorema 2.7

Jika a(x}#0 dan b(x)#0 polinom atas field F maka ada polinom d(x) yang
merupakan FPB3 "dari a(x) dan b(x), selanjutnya ada polinom u(x),v(x)eF{x]
sedemikian sehingga d(x) = a(x).u(x) + b{x).v(x)
Bukiti :

Dengan aigoritma pembagian, jika b(x)#0 maka ada dengan tunggal
polinom qi{x) dan ri(x)eF{x] sedemikian sehingga

a{x) = b{x).qi(x)Frx), ri{x) = 0 atau deg ri(x) < deg b{x).

Jika ry(x) = 0 maka b{x) merupakan FPB dari a(x) dan b(x)
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Jika 1,{x) = 0, dengan algoritma pembagan ada pohinom @a(x) dan rp{x)elix]
sedemikian sehingga b(x) = n(x).q{)+1a(x), fx)= 0 atau deg r(x)<deg ri(x)

Selanjutnya dengan mengulang algontma pembagian, didapatkan

a(x) = b(x).qi(x)+ri{x), _ deg ry(x) < deg b(x)
b(x) = 1i(3). QX )+ 1a(x), deg ra(x} < deg ri{x)
(%) = r2{x}. q3(x}H13(x) deg ri{x) < deg rx(x)
Ta(X) = ia(X). Q100+ (X) deg n.i(x) < deg rea(x)
1e2(X) = 11 (X). QX+ 1(x) deg ni(x) < deg ry.a(X)

Ix-i(X) # 000, Gt (X)
Polinom nol sebagai sisanya karena deg ri(x) > deg ra(x) >...> n{x). Andaikan
1.(x) adalah sisa terakhir yang tidak nol, maka didapatkan ri(x)} n.1(x), selanjutnya
rk(x)l rkﬁg(x),...,rk(x)i b(x), rk(x)! a{x). Dengan demikian d(x) = n{x) sebagai faktor
persekutuan dari a(x) dan b(x). Andaikan h(x) a(x) dan h(x)l b(x) maka h(Ok ry(x).
Tetapi karena h(x) b(x} dan h{x)l ri(x) maka h(x)l r;(x), h(x) ra(x),....h(x ) ().
Jadi d(x) = r{x) scbagai fakior persckutuan terbesar dari a(x) dan b{x).

Dan pernyataan di atas diketabui bahwa rn.a(%) = na().qux)yndx)
sehingga 1(X) = np( ) (x).qu(x). Bentuk i dikatakan bahwa n(x) merupakan
jumtiahan hasil kali suatu polinom dengan r.1(%) dan hasil kali polinom dengan

Ti2(x) atau r(x) disebut kombinasi linear dari r.{(Xx) dan r(x).

Dengan demikian r(0) = rafX) — (ea(®) - mo(x ) g () . qe(x)
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Definisi 2.11
Polinom f(x) = 0 dikatakan tak lerurai (“irreducible™) aias field F, jika f{(x)
tidak dapat difakiorkan ke dalam dua polinom berderajat postiif anggota Fix].
Polinom f{x) #0 dikatakan terurai (“reducible”) atas field I jika {(x) dapat

difaktorkan ke dalam dua polinom berpangkat positif anggota Fix].

Contoh 2.11
1. f{x)=x"-2 adalah polinom tak terurai dalam Q[x] tetapi terurai dalam R[x]
sebab x%-2 = (x+ /2 )(x-~/2).
2. g(xy= x*+1 adalah polinom tak terural dalam Rix] tetapl terurai dalam

Cix] sebab x*+ 1= (x=1)(x+1)

Selanjuinya, akan ditunjukkan beberapa teorema penting dalam polinom
bilangan rastonal Qfxj, yaitu metode untuk menentukan apakah suatu polinom
bulat f{x) mempunyai penyelesaian rasional (terurai atas field Q) ataukah f{(x) tak

terurai atas field Q

Teorema 2.8 { Teorema akar-akar rasional )

Misalkan f(x) = ag + a;x + ...+ a, X’ eZx]. Jika /s suatu penyelesaian
rasional dari f{x) dan FPB(r,s)=1 makar | ap dan s | a,
Bukti :

Jika /s penyelesaian rasional dan f{x) maka dipenuhi f{r/s) = ¢ untuk

X = 1/s sehingga ag + a)(i/s) + ..+ a, () =0
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Lo TaY
EAYS

< (%) 7 1alX) {1 Qe (3).g6dX)] =~ ra(x).gidx). Bentuk ing dikatakan bahwa r{x}
merupakan kombinasi linear dari rep(x) dan na(x). Kalau proses imi diteruskan,
maka didapatkan nd{x) sebagai kombinasi hnear dart ri(x) dan b{x), dan akhirnya
r{x) merupakan kombinasi linear dari b(x)_dan a{x) yaitu dinyatakan sebagai
junlahan hasil kali svatu polinom u(x) dengan a(x) dan hasil kali suatu polinom

v{x} dengan b(x), ditulis sebagai r(x ) = a(x).u(x) + b(x).v{x)

Contoh 2.10

Diketahui polinom {(x),g(x) & Fix] dengan i‘(x)-“-x4~x3'-x2+1 dan g(x) = -1
FPB ({f(x),2(x)) dapat dican dengan aigon'i;fia pembagian.

f{x) = g(x).q(x)tr(x}
xhxt ki) == (xs—l) A+ (-x:+x)
x*-] = (~x3+x) Ax-D) + (x-D)
XX ={x-1) . (x). Jadt FPB (f(3),2(x)) adaiah (x~1).
x-1 = d{x) dapal dinyatakan sebagai d{x) = f{x)u(x) + g{x).v{x), sebab dari
pernvataan di atas‘ diketahui bahwa —x"+x = (x*-x"-x*+ 1) - (xa-i) (x-1) dan

(x-1) = (1) = (x74x) (x-1)

& {xe1) = (0-1) - Hxtoc x40 ) - (- D)(x-1)] (x-1)
e (x-1) = (X" DL DD TH+(x-D(x- 1]

e (3-1) = (Kb ox D). ek Ty + (331).(-x542)

jadi dix}=(x-1) = f{x).u(x) + g(x).v(x), dengan u(x) = (x+ 1} dan v{x} = X2
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lalal

T
&> agtar- t by —= 0 XS
5 s

& At ars™ L+ ayrt =0
Penyelesaian dari ags” adalah ags” =-(ars™' +.. +a,r")= ~r{a;s™ . va, ),
Jadi rlaos“ . Karena FPB(r,s) = 1 maka ¥FPB(r,s" = 1 schingga rJ 6.
Sedangkan penyelesaian dari a,1" adalah a,r”= ~(aps” +a;rs'" . ta,, ©7's)

= s aps™! 4 arst? o+ g,y Y. Jadi slag® . Karena FPB (r,s) = 1 maka

FPB(s,) = 1 schingga sa, i

Contoh 2.12

Polinom f(x) = 8x°-6x-1eZ[x] tak terurai atas field bilangan rasional Q
sebab, jika r/s penyelesaian rasional dan polinom f{x) atau f{x/s) = 0, maka
dipenuhi rian atau rl-1 dan s]an atau 318, Nilai-nifar r = {1} dan nilai-nilai
s = f+1, £2, 44, £8}. Nilai-nilai r/s yang mungkin adalah {1, £1/2, £1/4, £1/8}.
Ternyata tidak ada satupun mlar 1/s yang memenuhi {{t/s) = 0 atau merupakan
penyelesaian rasi(‘)nai dar {(x), sehingga penyelesaian dari {(x} harus irrasional.

Jadi f(x) pohnom tak ferural atas field Q

Teorema 2.9 ( Lemma Gauss )
Misalkan f(x) = ag + apx + ...+ ax" e Z{x}. Jika f{x) dapat divraikan dalam

Q{x], maka f{x) dapat diraikan pula dalam Zix}
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Bukii

Dimisalkan f{x} dapat diuraikan di dalam Qfx] sebagai {{x) = g(x}.h(x)
dengan g(x),i{x)eQ[x]. Polinom g(x) dan h{x) dapat dinyatakan dengan bentuk
yang ckuivalen dengan.

a(x) = (s/0)G{x) dengan s/ueQ, G(x)eZ{x] dan FPB dari koefisien-koefisien G(x)
adalah 1.

hix) = {t/V)I(x)} dengan t/veQ, H(x)eZ{x} dan FPB dari koefisien-koefisien H(x)
adalah 1.

Sehingga {{x) = g(x).h(x)

& f(x) = (swGX) . (UWIH(x)

< f{x) = (stuv) G(x).H(x)

@ (wvfix) = (st) G(x).H(x), dengan G(x},H(x)}eZ]x]

Akan ditunjukkan bahwa uv Ist, dengan membuktikan tidak ada bilangan
prima p dalam uv yang dapat membagi koefisten-koefisien dan G(x}.1H(x).
Misalkan G(x) = bg + bix +... +b,x" dengan by, by,....b.e Z dan

H(x) = ¢o + ¢1x +... +¢ex” dengan ¢q, Cy,...,Coe Z.

Diambil suatu bilangan prima p. Karena FPB (bg,b;,...,b;) = 1 dan
IFPB {co,¢1,...,0) = 1 maka p udak membagi semua koefisien-koefisien dalam
G(x) dan H(x). Misalkan b;, ¢; adalah koefisien-koefisien pertama dan G(x) dan
H(x) yang tidak habis dibagi oleh p maka pibs, plbi..., pibs plbi, tetapi
M’bi dan p ] Co. P | Ci.... P | Ciny, tetapi p‘i’cj,

Koefisien dari x dalam G(x).H(x) adalah

div!-j = (bgc;.{.j R & bl,tc.,-‘;.]) t biCj 4 (bi-{'ICj.l SR bi+j_]C| + bu-jc@)
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Karena p ibo‘ P | by ..., p ib;-g, P {1 maka P I(b()Cﬁ-j + .o g dan
karena p | Co. D |c;,..., P | ¢ci1 maka p | (bissCiat .. tbpacr + bisco). Tetaps karena
p’h); dan p‘i’ ¢; maka p‘i‘ bic; sehingga ;)"’ dis;. Hal ini menunjukkan bahwa
koefisien-koefisien dalam G{x).H{(x) tidak habis dibagi oleh p, sehingga IFPB dari
kocfisien-koefisien dalam G(x).H(x) =1. Jad: vy [st dan f{x) dapat divraikan

dalam Z|x].

Teorema 2.10 ( Kriteria Eisenstein )
Misalkan f(x) = ao + a;x + ...+ ax" eZ{x]. Jika ada sebarang bilangan
prima p, sedemikian schingga dipenuhi
1. plas plan...plawm
2. p +a,,
3. pita
maka f{x) tak terurai atas Q.
Bukii :
Misalkan f(x) terurai atas €, maka menurut lemma Gauss faktor-
faktornya adalah polinom- polinom dalam Z{x] misalkan
{{x)= (b + byx+ ...+ by x"){co + ex ...+ ¢X'), dengan by ¢jeZ, s > 0 dan r+s = n
ao+arx ..t ayX" = (boCo)t (becy + bicalx ..+ X
Dengan membandingkan koefisien-koefisiennya, maka ay = boce Diketahui
bahwa p | ag, tetapi pz'i‘ag, schingga haruslah p membagt by atau ¢ tetapi tidak
membagi keduanya sekaligus. Misalkan plbg dan p‘i‘co Diketali bahwa p|an,

maka })'h),- dan p+ ¢, sebab a, = be, Misalkan { bilangan bulat terkecil dengan
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P ] by, dengan 1 <t <r<n, maka a, = bet + Bicey +...+ by + bico. Karena p I bo.
p } by, P ] by dan p i & maka p ! bico padahal diketahui p']'bi dan p"E’cg sehingga

kontradiksi. Oleh karena itu {{x) harus tak {erurai atas ¢

Confoh 2.13
1. Polinom x*-5eZ{x] merupakan polinom tak terurai atas ficld Q scbab ada
bilangan prima p = 5 sedemikian schingga dipenuhi 5 |.5, 541 dan 5°4-5
2. Polinom x5-9x3+3eZ[x] merupakan polinom tak terurai atas ficld Q scbab
ada bilangan prima p = 3 sedemikian schingga dipenuhi 3 I3 , 379 A1
dan 943
3. Polinom x3—2elix] merupakan polinom tak terurai atas field € sebab ada

bilangan prima p = 2 scdemikian sehingga dipenuhi 2 {2 , 241 dan 23%-2

C. Ring Faktor Polinom Fix]
Pada subbab ini akan dbuktikan bahwa ring faktor polinom Fix]
merupakan salah satu contoh dari perluasan field F, bila dipenuhi suatu syarat.

Sebelumnya akan dibicarakan dulu ring fakior dengan beberapa landasan teorinya.

Definisi 2.12 (Isomorfisme )
Jika R dan S suatu ring, maka pemetaan 0 R—»S disebut homomorfisme

ring bila ¥{a,beR) dipenuhi B(atb) = 6(a)+0(b) dan O(a.b) = 6(a).0 (b)
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Jika 0 : RS pemetaan bijektif maka @ disebut isomorfisme dan dikatakan

R isomorfik dengan S, dinotasikan dengan R=S

Definisi 2.13 (Kernel)
Jika 8 : R—S suatu homomorfisme ring, maka kernel 8 (ker 8) merupakan

himpunan semua reR sedemikian sehingga 6(r) = 0,

Definisi 2.14 (Ideal}
Suate himpunan tidak kosong IcR disebut ideal dari R, jika untuk x,yel

dan VreR, dipenubi (1) x-yel (2) x.rel danrxel

Teorema 2.11

Tika 6 : R-»S suatu homomor{isme ring, maka ker 0 adalah ideal dari R
Bukti

Diambil sebarang a,beker 6. Karena acker 0 maka aeR dan 8(a) = 0,
Karena beker 6 maka beR dan 9(b) = 0, Elemen a-beker 8 sebab a-beR, dan
B(a-b) = 6(a+{-b)) = 0 (a)+8(-b) = 0, - 0y = 0, dan B(a.b) = 6(a).6(b)= 0. 0, =0

Diambil sebarang keker 8, maka keR dan 6(k) = 0,. Jika reR maka

r.keR dan k.reR dan berlaku

Jadi rkeker 8 dan k.reker 6. Terbukti ker 0 1deal dari ring R
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Teorema 2.12

Jika R ring komuatif dengan elemen satuan ¢, dan aeR maka (a)
himpunan semua kelipatan a dengan elemen R merupakan ideal dalam R.
Bukii :

(a)= {arl reR} ideal dalam R scbab

1. {(a)#@ sebab (30e (a)), sedemikian schingga 0= 0.a, karena OeR

2. Diambil ar, a.se {a) ,denganarseR makaar-as=alf(rs)e (a)

3. Diambil ar, a.se <a) , dengan a,r,seR dan teR maka (ar)t=a(rt) e (a) ,
karenarieR dant.{an)=1(ra)=(tr).ae (a) , karena treR.

Jadi {a) adalah ideal dari R.{a) discbut ideal utama yang dibangkitkan oleha

Contoh 2.14
{x*2)) = {(3-2).p00 Ip(x)eQ[x]}adalah ideal utama yang dibangkitkan
oleh (x*-2) daiarri Q[x} dan disebut himpunan semua polinom dalam Qx] vang

memuat (x°-2) sebagat faktornya.

Teorema 2.13

Dibertkan 1 ideal dalam ring R. R/ merupakan himpunan koset-koset
kanan dari 1 vaity $i+d reR}. R/l merupakan grup abelian terhadap operasi
penjumlahan, dan untuk (I+a),(1+b)e R/ yang didefinisikan,

(Iay-(Irb) = I+(atb)
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(I+a).(I+b) = 1+(a.b)

R/I merupakan ring dan disebut sebagai ring faktor R ofeh ideal 1.

Bukii

R/l merupakan ring sebab

I

2.

h2s

R/l merupakan grup abelian terhadap operasi penjumlahan

Operasi perkalian di dalam R/l didefinisikan secara benar, sebab jika
diambii sebarang Ita; I+a; I+b; IHb:eR/l dengan l+a; = l+a; dan
J+by= I+b; maka dibuktikan I+(a; by} = I+(a;b;). Dan I+a; = I+a, maka
didapatkan a; = 1)+a; dengan i;el dan dari [+by= I+b, maka didapatkan
by= i5tbh; dengan ir€l, sehingga a,by = (3,483 ).{ix+by) = 1;irtijbytasis+asbs.
Karena hijiy+ibptasi;el, maka aby = iytasby dengan 1:el. Schingga
I+(a, by) = I+(a2b2).

Operasi perkalian di dalam R/ bersifat assosiatif sebab jika diambil
sebarang (I+a),{(I+b),(I1+c)eR/l denpan a,b,ceR, maka

(I+a). {{I+b).(I+c)}= (I+a). {I+(b.c)}= I+{a.(b.c))

= T4 (a.b).e ={I+{ab)}. (+c) = {(I+a).(I+b)}.(I+c)

Di dalam R/ dipenuhi sifat  distributif  sebab  untuk  sebarang
(1+a}, (I+b), {I+c)e R/ dengan a,b,ceR dipenuhs

{(Ita) {(I+b)+{I+c)} = (Ita).{l+(b+c)} = l+a{b+c) = I+{{a.b)+(ac)}
= {H(a.b)}+{1+(a.0)] = {(I+a).(1+b)}+ {{(1+a).(}+¢)} dan
{(rayr(I+b)}.(+e) = {I+a+tb)} {I+c) = M {(atb)c} = M {(a.c)t(b.c)}

= {Ji(ac)r{Ir(b.e); = {(a) (re)}+{(I+b)(I+c))

Jadi terbukti R/1 merupakan suatu ring.
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Teorema 2. 14 (Teorema fundamental homomorfisme ring)

hka R dan S adalah ring dan 0 : R—>S merupakan homomorfisme
surjektif dari R ke S depngan I = ker G maka pemetaan @ R!_f > S yang
didefinisikan dengan @ (I+a) = 0 (a), V{i+a)eR/l merupakan isomorfisme dari
R/Tke S, schingga R~ S
Bukii:

® : R/I->8S merupakan isomorfisme sebab @ didefinisikan secara benar

dan @ pemetaan bijekiif serta jika diambil sebarang I+a, I+beR/1 maka
O ((IHa).(I+D)) = O (I+(ab) =6 (ab) =6 (a). 8 (b) = ® (I+a) . @ (I+b) L

Diberikan F suatu field. i’[x]/ (p(x)) merupakan ring faktor F{x] dengan
ideal ¥ ={p(x)}. Ideal I disebut ideal utama yang dibangkitkan oleh p(x)eF[x].

{p(x))= ). g0 g(x) € Fix] }. Ring faktorP ix}/{p(x)) merupakan himpunan

kosci-koset kanan dari § yaitu {1+1{x) | )eFixi}.

Teorema 2.15

Jika F suatu field, p(x) = agtaxtax . tax” polinom berpangkat n atas
field ¥ dan 1 =(p(x)) ideal dari F{x], maka setiap elemen dari F{x}/l dengan
tunggal dapat dinyatakan ke dalam bentuk:

1+ (byrbyxtbypd | 3byax™™h), dengan bu.byba,... ba ek
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Bukti :

Diandaikan  H#f(x)e ¥[x] /I. Dengan algoritma pembagian, ada
g(x)Lr(x)eFx] sedemikian sehingga {(x) = p(x).q(x} + r{x) dengan r(x) = O atau
deg 1(x) < deg p(x), sehingga f{x)}r{x) = p(x).q{x). Karena p(x).q(x}el maka
didapatkan 1+f{x) = I+1(x). Jadi setiap elemen dari F[x}/1 dapat dinyatakan paling
sedikit dengan satu cara yang berbentuk IH+{bg+byx+byx’+ . +b,x""), dengan
bo.by,by,... b €F

Jika I+r(x) dapat dinyatakan dengan cara yang lain misalnya
T+(CateXHCox+ . ACaax™ T Y dengan ¢o.61.Cs,... .Cn16F maka haruslah
T +(bytbyxtbax ™ L. +bpax™™) = IH{cotextex’™ .. +c,ux" ) maka
(Do-Co)t{ b=yt ba-co)X + .. +{by.-Cop)x" €l sehingga
p(x)l [(bg-co)ﬂb;-c;)x*-(b;-c;).\cz%-...+(b,,.|-c,,-1)x”"}. Karena deg (p(x)} = n>n-1
maka harus dipenuhi {(be-Co) + (B1-¢1) + (B3-Ca)l’ +.. .4 {Byg=Cpo) X7 = 0, sehingga
{bo = cp), (by = 1), (b2 = ¢2)....,(bay = €at). Jadi terbukti setiap elemen F[x]/1
dinyatakan secaré tunggal dalam bentuk (bbb ...+bn_1x“'1}, dengan

bo.biba,... byielF 0

Contoh 2.15
Diberikan p(x) = x>+2x+2. Akan ditentukan Zg[x]f(x2+2x+2).
Za )5 2x42) = {I+{(bytbyx) | bobieZs). Anggota Z; adalah (0,12} maka

Lo 2xt2) = {lox, 142x, 141, 142, 142X, 1424x)
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Teorema 2.16

Diketahui ¥ suatu field dan p{x)eFix} Ring faktor K= F[x}/(p(x))
merupakan ficld bila dan hanya bila p(x) tak terurai atas field F. Selanjutnya K
memuat suatu subfield yang isomorfik dengan F,

Bukii ;

{=>) Diandaikan {p(x)) = I. Misalkan p(x) terurai atas field I' maka ada
polinom a{X),b(x)eFix} sedemikian sehingga px) = a{x).b(x) dengan
deg a(x) < deg p{x) dan deg b{x) < deg p{x). Derajat polinom-polinom tidak nol
dalam 1 paling sedikit harus sama dengan derajat p(x), sehingga a(x)e¢l dan
b(x)el Jadi Fa(x) dan i+b{x) keduanya bukan elemen nol ( 1 ) dan F[x]/L
Tetapt (Fra(x)).(I+b(x}) = I+{a(x).b(x)) = I+p(x) = L. Karena | merupakan clemen
nol dari F{xj/1, maka F[x]/] mempunyai pembagi nol. Sehingga F[x]/I bukan
ficld. Oleh karena itu p{>) harus tak terurai atas ficld F.

(<=} Jika p{x) 1ak terurai maka dibuktikan F{x)/I merupakan fieid.

1. F[x}] merupakan ring komutatif sebab operasi perkalian di dalam F{x}/1
bersifat komutatif. Untuk sebarang [+a(x), [+b(x)eF[x]/I dipenuhi

(ra(x)) . (I7b(x)) = I+(a(x} . b(x)) = IH(b(x) . a(x)) = (+b(x)) . (I+a(x))

2. F[x)/I mempunyai elemen satuan, yaitu Ite sebab V{(I+a(x}eFx}],

A(+e)e Fx)/1, sedemikian sehingga (I+a(x}) . (Ire) = 1+(a(x). e) = I+a(x}

3. Untuk semua I+{(x) # | dalam F[x]/l maka f(x) & ] vang berarii f{x)
bukan suatu hasil perkalian dengan p(x). Karena p(x) tak terurai, maka

p(x) dan f{x) mempunyat FPB yaitu elemen satuan ¢ dan dipenuhi
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e = p{x)ul)Hx)vix) dengan u(x).v(x)elix] < e-{x) v = px)ulx)
Karena p{(x).u(x)el maka I+te = I+(f(x).v{x)) <> Ite = (I+H{x}).0+v(x)}

Jadi I+v(x) merupakan invers dari 141(x) di dalam F{x}/1,

Terbukti jika p(x} tak terurai maka F[x}/ (p(x)) merupakan field.

Fixj/l memuat subfield vang isomorfik dengan . Misalkan

A={[+b | bek} subfield dari Fix}/i. Jelas bahwa AcF{x|/l karena setiap elemen

I+aeA pasti di dalam F{x]/1, dan dipenuhi

1.

[ o4

L2

4.

(%]

A memuat elemen identitas yaitu 140 = JeA, sebab untuk V(I+a)eA
dipenuhi (1+a)+(1+0) = -(a+0) = I+a,
F mempunyai invers aditif yaitu I+(-a)eF sebab -aef dan untuk

V(I+a)e A dipenuhi (I+a)+(I+(-a)) = IH+{a+(-a)) =1

. A memuat elemen satuan yaitu ke karena untuk V(I+a)eA dipenuhi

(Ha) . (IHe) = It(a ) = Itae Fx]/1
Untuk setiap +a=l di dalam A maka invers maltiplikatif dari I+a adalah

1+a' €A sebab a”' eF dan V(I+a)e A, (I+a).( I+a') = I+a(a")) = I+e

. Diambil sebarang (I+a),(I+b)e A maka

(+-a)y+(1+b) = I+(a+b)e A karena atbeF

(I+a).(I+b) = H(ab)e A karena abeF

Jadi A = {}+bl beF}adalah subfield dari ring faktor FIxJ)/l

Diandaikan 8 : F—>A = {I+bl beF} yang didefinisikan sebagai 0 (x) = [+x

¥xeF. Pemetaan 6 | F—A merupakan isomorfisme sebab
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1. 0 didefinisikan secara benar, sebab pka diambil sebarang a,bel dengan
a= b maka I+a=[+b <3 0 (a) = 6 (b}

2. 6 merupakan hamomorfisme ring sebab untuk sebarang a,beF dipenuhi
8 (ath) = [+(a+b) = (I+a)+(I+b) = 6 (a}+ 8 (b)
8 (a.b) = l+{a.b) = (I+a) .(d+b) =06 (a) . 0 (b)

6 pemetaan surjektif sebab jika diambil sebarang veA yaitu y = J+a,

L

dengan aeF maka ada aeF sedemikian sehingga 6 (a) =iH+a=y

6 pemetaan injektif sebab jika diambil sebarang a,beF dengan 6(a) = 0(b)
maka I+a = l+b, sehingpa a-bel. Karena a-bel maka a-b habis dibagi p(x).
Karena deg p(x) > deg (a-b) maka harusiah a-b =, schingga a =b.

Jadi 8 pemetaan bijektif.

Jadi A subfield dari F{x}/1 yang isomorfik dengan F i

Teorema 2.17

Jika F field, maka setiap ideal dari ring polinom F[x] adalah idecal utama.
Bukti

Misaikan I sebarang tdeal dari F{x]. Jika [ = {0} maka I adalah ideal
utama. Jika {03}, misalkan g(x) polinom dengan derajat paling kecil diantara
polinom-polinom vyang tidak sama dengan nol dalam } Akan dibukiikan
b= (g(x)). Jelas bahwa | = (g{x)). Dimisalkan f{{x)el. Menurut algoritma
pembagian, ada polinom q(x),r(x)el{x] sedemikian sehingga

f(x) = g(x).q(x) + r(x) dengan r(x) = 0 atau deg r(x) < deg g{x).
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Karena {(x)el dan g(x).q(x)el, maka r(x) = () - p(x).q0)el. Karena
tidak mungkin deg r(x) < deg g(x) maka haruslab r(x} == 0. Karena g{x) polinom

dengan derajat paling kectl dalam 1, maka {{x)} = a{x).q(x)e{g(x)). Terbukti bahwa

= {g(x)).

D, Perluasan Field

Pada subbab sebelumnya, telah dibukiikan bahwa ring faktor
K= Fix]/{p(x)) merupakan field jika p(x) polinom tak ierurai atas field F, dan field
K memuat subfield yang isomorfik dengan F. Dikatakan bahwa K merupakan

perluasan field dari F. Pada subbab im akan dibahas mengenai perivasan field.

Definisi 2.15 (Perluasan Field)
Jika suatu field F merupakan subfield dan ficld E, maka E disebut
perluasan field dan F. Atau Field E merupakan perluasan ficld dari F, jika E

memuat F sebagai subfieldnya.

Contoh 2,16

Q merupakan subfield dari R, jadi R adalah perluasan {ield dari Q.

Sebelum membahas lebih lanjut tentang perluasan field, akan diingatkan

kembali beberapa definist yang mendukung pembahasan subbab ini.
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Definisi 2,16 { Ruang Vektor )

Diberikan F suatu field, Suatu himpunan tidak kosong V disebut ruang
vektor V atas field F, jika V suatu grup abelian terhadap operasi penjumiahan,
dan bersama dengan operast perkalian skalar, untwk setiap ael dan veV,
dipenuhi:

1. aveV

2. a(Bv)=(aB)v, untuk sctiap @, BéF danveV

3. v+ va) = avy + avy untuk setiap oel dan vy, vaeV
4. (o + B)v=av + Bv untuk setiap o, el dan veV

5. ev =v_untuk semua ve 'V, ¢ elemen satuan dar F,

Elemen-clemen dari V disebut vektor, dan elemen-elemen dalam F adafah skalar.

Contolt 2.19

Diketahui F adalah svatu field, dan V = F{x} adalah ring polinom dalam x
atas field F, V merupakan ruang vektor atas field F dengan operasi penjuinlahan
dan perkalian skalar, karena F[x] merupakan grup abelian terhadap operasi
penjumlahan, dan untuk setiap konstanta aelF, dan f{x)elF(x] dipenuhi aksioma

15 dalam definisi 2.16

Definisi 2,17 ( Kombinasi Linear }
Diketahui V ruang vektor atas field F, dan {v,vs,....,vy} € V. Vektor weV
dikatakan scbagai kombinasi lincar dari {vi, v2,...,v,} jika w dapat dinyatakan

dengan w = gV iaavet oy, untuk oy, 0o,.. . aelt
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Definisi 2.18 { Bebas Linear }
Diketahui V ruang vektor atas field F. {vy,vy,... v ) eV dikatakan bebas
linear atas field F, jika oyvyicovaet. . ogvy = O dengan o),an.... ., €F hanya jika

dipenuhi o= =... =0 =0

Definisi 2,19 ( Basis }
V merupakan ruang vektor berhingga atas field F, {vy,vs,... v,}disebut
basis dari V atas ficld I pika:
1. {vy, va,... . ¥oymerentang V atas fleld F vaitu setiap vekior veV dapat
dinyatakan sebagal kombinasi linear dari veklor-vektor dalam F.

2. {vyi, va,...,va} bebas tinear atas field F.

Definisi 2.20 ( Dimensi )
Dimensi dani ruang vektor berhingga V atas field F merupakan banyaknya

vekior di dalam basis dari ruang vektor V atas field F .

Teorema 2.18

Jika E perluasan field dari F, maka I adalah ruang vektor atas field F.
Bukii

Jika E perluasan field dari I maka E adalah ruang vektor atas field F sebab
E adalah grup abelian terhadap operasi penjumiahan, dan bersama dengan operasi
perkalian skalar untuk o, Bl dan k, telZ dipenuhi:

1. akek



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERP.UJI

37

i

o (Pk) = (afk

Lo

alk +1)y=ak+al

e

(0 + BYk = ok + Pk

L

. ek =k, untuk semua kek, e merupakan elemen satuan dari F,

Jadi terbukti I adalah ruang vektor atas field I

Definisi 2.21
Derajat dari periuasan ficld E atas field F dinotasikan dengan {IE : F]
adalah dimensi dari E sebagai ruang vektor atas ficld F.

E disebut perluasan field berhingga jika (E : F] berhingea

Contoh 2.18
Derzajat dari pertuasan field C atas field R atau [C ; R} adalah 2 sebab{1,i}
adalah basis dan C atas R, karena
I. 1 dan t merentang ruang vektor C atas R, sebab clemen-elemen dari C
dapat dinvatakan sebagai kombinasi linear dani 1 dan i, vaitu
C = {a+bi [a,beR]}

2. 1 dan ( bebas finecar atas field R, karena jika diambil o feR maka

Teorema 2.19

Jika diketahui ring faktor K = F{x]/{p(x)) dengan ideal 1 = (p(x}) dan p(x)

.

pohinom tak terurai berderajat n atas ficld F maka [K:Fi=n
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Buki

Menurut teorema 2.16, ring faktor K merupakan field jika p(x) tak terurai
atas field F. Karena K memuat subfield vang isomorfik dengan F maka K
merupakan perfuasan ficld dari I.

Menuryt teorema 2.15 setiap clemen K merupakan himpunan koset-kosct

=i

kanan yang berbentuk I+{bg+b;x+...+b,x""), dengan be.by,... by eF.
{ 1.,x,‘.‘,x“"1}adalah basis dart ruang vektor K atas field FF karena:
1. Elemen-clemen dari K dapat dinyatakan sebagat bentuk kombinasi linear

n-i

I #(bytbyxt. b, X" ) dengan bob,y,.. by, eF. Jadi l,x,...,x“'I merentang
ruang vektor K atas field I’
2. Ix,...x"' bebas linear, sebab jika diambil bybi....,beieF, maka

1‘+‘(bu‘*'b] X ’*‘bn.i){n-f) = () han_va 31ka bo= b; = b;,.; =z ()

Jadi karena {1,x,...,x™"} basis dari K atas field F maka (K : ¥] = n

Teorema 2.20

lika L perluasan field berhungga dari K dan K perfuasan field berhingga
dari F, maka L perluasan field berhingga dari F dan {L: F]={L: K] {K : F]

Bukti:

Diketahui field L, K dan F, dengan . 2 K o F. Akan dibuktikan jika
diberikan basis dari ruang vekior L atas field K, dan basis dari ruang vekior K atas
field F, maka terbentuk basis dari ruang vekior 1. atas {ield F.

Diandaikan {L : K}= m dan {uj, us,...,u,} basis dari ruang vektor L. atas

field K. Dan {K : F] = n dan {vy, va,....v,) basis dari ruang vektor K atas field IF.
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Akan diperhihatkan L perluasan field berhingga dari I, dan akan diperhihatkan
B={viuj=1,2,...,n;1=1,2,..m} basis dari ruang vektor L atas field I
Diambil xel. Karena {u;, ua,...,uy basis dari ruang vektor L atas field K

bl
maka x = kyu; + Koy +. . F Kt = Z kiw;, dengan ke K. Karena {vi, va,... vy}

=1

basis dari K atas field F, maka k; dapat dinyatakan sebagai:

i
ki=favy + fova +...+ fuva= Y i vj, dengan feF
7ot

Jadi x= (fI vyt fIZVE R flnvu) ER +u-+(£n1v! - fmlv.? +o.+ fmnvn) LU

= f\ Vit 1}12"2“1'{' L fijv_i“i A kA fmnvnum

L il
-—Z Z fyviu;, dengan feF

=1 4=l
Dengan demiksan B = {vju; 1= 1.2, . .n i = 1,2, ,m}merentang ruang vektor L

atas field F.

Ne 1
Diandaikan Z Z fyviu; =0 dengan feF. Karena {uguy,...,uqtbebas
i=

is]
linear atas field K, maka untuk setiap i = 1,2....m > fyv; = 0, tetapi
Jui

{vi, v2,...,vp}juga bebas linear atas field F, sehingga untuk setiapi=12,....m dan
i= 1,2,....n didapatkan f;= 0. Jadi B = {vju; 1] = 1,2.....n;i= 1,2, m}bebas
linear atas field .

Karena clemen-elemen 3 merentang L atas {ield F dan bebas linear atas
field F, maka 3 adalah basis dari ruang vekior L atas field F. Banyaknya clemen

dalam basis § adalah o1 elemen, sehingga {.: F]=m.n = [L K] [K:FL
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Suatu polinom yang tak terurai atas field I tidak mempunyat penvelesaian
di dalam field F. Melangkah ke pembahasan selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
polinom p(x)eF[x], mempunyai scbuah penyelesaian di dalam perluasan field F,

apabila p(x) tak terurar atas ficld F.

Definisi 2.22

Misatkan E periuasan field dari F dan acE. F(a) adalah subfield terkecil
dari E yang memuat F dan a, dan F(a) disebut sebagai field yang dihasilkan oleh
gabungan a dengan F.

Jika E = F(a) untuk aclz maka E disebut perluasan field sederhana dari

field F

Contoly 2.19
Himpunan bitangan kompleks C merupakan perluasan field dari himpunan
bilangan real R. R(1) merupakan subfield terkecil dari C yang memuat R dan i,

dan R{i) discbut sebagai field yang dihasilkan oleh gabungan i dengan R.

Definisi 2.23

Jika E periuasan field dari F, maka elemen keE dikatakan bersifat aljabar
atas field ¥ jika k merupakan penyelesaian dari suatu polinom tidak nol dalam
Fix]. Atau jika ada ag,a,.,a,€l’ yang semuanya tidak nol, sedemikian sehingga

arrak. Fak" =0
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Jika elemen kelz tidak bersifat aljabar atas field F maka k dikatakan

bersifat transenden atas field F.

Contoh 2.26G

R periuasan ficld dari Q. Elemen J3 R bersifat aljabar atas field Q

karena+/3 penyelesaian dari polinom x° - 3eQ[x], sebab untuk x =43 dipenuhi

x53 = ()

Teorema 2.21

Jika E = Fla) perluasan field sederhana dari field F, maka
Fixip(x)y = Flaj, dengan I = (p(x)) adaiah ideal utama yang memuat semua
fix)elFix} sedemikian schingga f{a) = 0, dan dipenuli p(X) = O atau p(x) tak
terurai atas field I.
Bukti

Diketahui bahwa I[o] adalah ring polinom dalam o atas ficld F, dan
didefinisikan 0 : F|x} > F{a dengan aturan 0 (1{x)) = f{o).
6 adalah homomorfisme ring sebab

1. 0 didefinisikan secara benar. Jika diambil sebarang g(x),f(x)eF{x], dengan
f{x) = Bgta XXt Fax" dan g(x) = betbyx+bax ™+, 4+b,x" maka 1ika
fix) = g(x} maka didapat ay = by, a5 = by...,a, = b, schingga

2 l P
aptaortarar. ta,o” = bptbiotbeat,  thya” dengan demikian
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2. Jika diambil scharang f(x) = a(ﬁ-alx-i-agxzﬁ-.,.+a,,x“ dan
g{x) = bytbyx+bax .. +byx™ maka
untuk ni>n
8 (AxFg(x) = 6((agtaxtanx .., +2,x" 1{ by +hxtbox™ .. +bex™))
= G {(ag® bo ) {ath) )xt.  H{a by )x" . Fbpx™)
= (agt bo)yt(ar+ byat. . Hari by o+, 4hgo™
= (agba ot agolt L o)t (betbiot o L +hyo™)
=0 (f(x)) + 6 (a(x))
untuk mn
8 ((f(x).8(x)) = B((agtaxrast.. +ax" ) ( butbyxtbax .. +bux™))
= 6 ({apbe)+{(agbi+arbe) x+... +abyx"™)
= (agho M (aob+a;Doort .. Fagbma™ ™

= (agta0tas0t . +a,00) (Dt b o bao s L+

=8 (f(x)). 9 (a(x))

Selanjutnya menurut teorema fundamental homomorfisme, karena F|x]
dan F[o] adalah ring dan 6 : F[x] — F{a]l homomorfisme ring vang surjektif,
dengan [ = ker @ ideal dan Flx], maka pemetaan @ : F[x]ﬁ—) Fla] dengan aturan
D (I+{x)) = 0 (f{x)), untuk sctiap I + {{x)eF[x]/I adalah isomorfisme dari F[x]/1
ke Flo] sebab

1. Pemectaan ¢ didefinisikan dengan benar dan © pemetaan bijektif

2. Jika diambil I+f{x), I+ e(x)e F{x]/I maka
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D)) + ()i = QL) +(x)) )= O(fx)ta(x)) = O({(x))1+0(2(x))

= @ (B H0) + O (Jeax))

G{IHxNIrgx))} = P{HIX).e(xD} = 0(fix).2(x)) = 6(1(x)).6(L(x))

= D (I (X)), @ (T+ga(x))

Jadi @ merupakan isomorfisme dari F{x}/I ke F{a] sehingga F{x}/1 = Fla} dengan
1= ker 0 ideal dalam F{x].

Setiap ideal dalam F[x] adalah ideal utama, jadi 1 = (p(x)), untuk
p(x)eF{x]. 1 memuat polinom-polinom yang mempunyai o scbagat
penvelesatannya, karena f{x)el bita dan hanya bila 6 (fix) = f{a) = 0.

Karena ¥l{a] < E dan E field maka E tidak memuat pembagi nol. Dengan
demikian F{o} tidak memuat pembagi nol. Selanjuinya karena F{x]/{p(x)) =~ Fla],
maka F[xJ{p(x)} tidak mempunyai pembagi nol. Hal int berakibal p(x) = 0 atau

A

p(x) tak terurat atas field F (L

Jika p{x) ﬁo!inom tak terurai atas field F maka ring faktor F{x]/{p(x)}
adalah ficld. Karena F(«) merupakan subficid terkecil yang memuat I dan o, dan
FlomFad ~ Fix}/{p(x})), maka Fiaf dapat dinyatakan sebagal field,

Jika p(x) = 0 maka F(a) dikatakan sebagai perluasan transenden sederhana
dari I dan o dikatakan transenden atas field F. hika p(x) tak terurai atas field F
maka F(a) dikatakan perluasan aljabar sederhana dan ¢ dikalakan beysifat aljabar

atas field F
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Akibar 2.1

Jika E pertuasan field dart F dan ael penyelesaian dari potinom p(x)
berderajat n yang tak terurai atas field F maka [IF(o) : Fl=n.
Bukii :

Menurat teorema 2.19, jika diketahui F{xI{p(x)) dengan ideat I = (p(x))
dan p(x) polinom berderajat n yang tak terurai atas field F maka {F{x)/(p(x)) : F}

= n. Sedangkan menurut tcorema 2.21, Fix}{p(x)) » Fla}. Dengan demikian

[FIXICp(x)) : F] = [F(e) - F] = n ]

Contol 2.21

Bilangan V7 eRr merupakan  penyelesaian dari polinom x-TeZ]x],
karena untuk x = 47 dipenuhi x’-7 = 0. Menurut Kriteria Eisenstein atau teorema
akar-akar rasional polinom x’-7eZ[x}] adalah polinom tak terurai atas field Q.
Sehingga  JOXJ((x*-T)) : Q] = 3. Karena Q[g]/q(x3-7)> ~ Q(37) maka

[Q(7): Q=3

Teorema 2.22
Jika F svatu field dan p(x)el(x}] polinom tak terurai atas ficld IF, maka
F{x¥{p(x)) adalah perluasan field dari I dan p(x) mempunyai penyelesalan di

dalam FIx}/(p(x))
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Bukti:

Jika F field dan p(x} = ag+aix+-azxz+...-+-a,1x"GF[x] merupakan polinom tak
terurai atas field F dan 1 = {p(x)) 1deal dalam F{x], maka menurut teorema 2.16
F{x}/T merupakan field, selanjutnya karena F{x)/{p(x)) memuat subficld yang
isomorfik dengan field F, maka F{xi/l adalah perluasan dari field F berderajat n,
dengan elemen-clemennya adalah koset-koset vyang berbentuk I+f{x). Elemen
o = MxeF{x]/I penyelesaian dar p(x) dalam Fix]/i, sebab
plo)  =aghay (I3 (+x) . Aay(1+x)°

== agkay (T )T +a(x™)

= Jart. .. +ay)Hagta x+. . Fagx’)

= H(agtayxt... +apx")

= p(x) = 140 = |

i elemen nol dan F{x}/1. Jadi a = I+x penyelesaian dari p(x) dalam F{x}/I

Contoh 2.21

Karena polinom x™-2 eZix] tak ferurai atas field Q maka ring faktor
Qix}/(x*2) adalah perluasan ficld dari Q, dan x"2eZ[x} mempunyai
penyelesaian di - dalam Q[_'x]/{x3w2> yaitu V2. Sctiap  clemen  dari

QX2 = Q \/:):) dinyatakan dengan bentuk {a+b V2 a,beQ}

Teorema 2.22

Mka [E: F] =2 dengan FoQ maka 2= F( JA ), untuk del
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Bukii:

berdinmensi dua atas field I. Diperjuas basis {1} ke basis {1,x} untuk ruang
vektor IZ atas field I. Sehingga & = [ag+ a;x | a0, a; el}.
Diambil xeE. Karena E adalah field, maka x*eE dan
X* = gotax , untuk sebarang ay, a;eF
& xPa F1/4a” = agt+1/4a)
& (x-1/2a,Y  =agt1/da,’
Jika y = x~1/2a; maka f = gt 1/4a,°. Karena y = x-1/2ay maka{1,y}adalah basis
dari ruang vekior E atas field F dan ¥ = F(y). Jika ag+1/4a,” = reF maka y* = &

schingga y = /4 . Jadi E = F(+//A ) untuk AeF 0
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BILANGAN KONSTRUKTIBEL

Pada Bab 11T 1n4, akan dipelajart lentang bilangan konstruktibel. Sebefum
mendefinisikan bilangan konstruktibel, dibahas dahulu konstruksi klasik pada
subbab pertama. Konstruksi klasik yang ingin dikerjakan antara lain konstruksi
dar; tiga masalah geometrt Yunanm kuno pada Bab IV nanti. Pada subbab kedua
dibuktikan beberapa teoréma dalam bilangan konstruktibel yang akan digunakan

dalam pemecahan ketiga masalah geometri Yunam kuno pada Bab 1V,

A. Konstruksi Klasik

Plato (+ 427-347 SM), scorang ahli filsafat Yunani kuno menyatakan
bahwa alat-alat geometri yang digunakan untuk mengerjakan konstruksi geometri
pada zaman tersebut hanyalah penggaris tanpa tanda pengukuran (“Unmarked
rulers”) dan jangka yang kolaps (“ A collapsing compass”™). Pengganis dan jangka
1nt juga masth digunakan pada zaman geometri Euclides (& 350 SM)

Penggaris tanpa tanda pengukuran ini bukan penggaris dengan skala
tertentu seperti penggaris zaman sekarang. Penggaris ini hanva berupa penggaris
vang pinggirnya lurus, dan tidak untuk mengukur panjang, iebar dan sebagainya.
Penggaris 1ni hanya digunakan untuk melukis suatu garis lurus.

Jangka vang kolaps ini bukan seperti jangka modern jaman sekarang,
namun  konstruksi vang dihasitkan akan sama dengan konstruksi dengan

menggunakan jangka modern. Dengan kata fan, konstrukst vang dapat dikerjakan

&7
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dengan jangka yang kolaps dapat juga dikerjakan dengan jangka modemn, dengan
cara yang lebih sederhana dan cepat. Oleh karena itu, sebagai kesepakatan kita
dalam skripsi ini kita pergunakan jangka modemn. Untuk selanjutnya, kedua alat di
atas kita sebutl penggaris dan jangka saja.

Penggaris dan Jangka di atas sering disebut sebagai alat-alat klasik, dan
konstruksi geometri yang dapat dikerjakan hanya dengan menggunakan penggaris
dan jangka disebut konstruksi kiasik (“Classical construction”). Terdapat lima
asumsi dasar konstruks: klasik yang juga digunakan oleh matematikawan zaman
Yunani kuno. Semua titik, garis dan lingkaran di bawah ini terletak pada bidang.
Lima asumsi dasar konstruksi klasik tersebut adalah

1. Jika diketahus dua titik, maka dapat dilukis garis yang menghubungkannya
2. Jika diketahui suatu titik pusat dan suatu segmen garis sebesar ¢ sebagai
jari-jarinya, maka dapat dilukis suatu lingkaran yang berpusat pada titik
tersebut
3. Jika ada, perpotongan dari dua garis yang tidak sejajar dapat ditunjukkan
4. hka ada, p;erpoiongan dari suatu lingkaran dan suatu segmen garis dapat
ditunjukkan
5. Jika ada, perpotongan dari dua lingkaran, dapat ditunjukkan.
Karena setiap asumsi di atas memuat semua langkah-langkah vang mungkin
dengan menggunakan penggaris dan jangka, maka setiap konstruksi klasik harus
terdiri atas scjumiah langkah-langkah berhingga, dengan setiap langkah

tergantung pada salah satu asumsi di atas.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
49

Sejak zaman Yunani kuno, terdapat beberapa bentuk konstruksi yang
sudah dapat dikerjakan hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka, antara
lain:
1. Melukis garis yang metalui suatu titik dan tcgak lurus pada garis yang lain.
2. Melukis garis yang melalui suatu tittk dan sejajar dengan garis yang lain,
3. Membagi sebarang sudut menjadi dua bagian yang sama besar.

Ketiga konstruksi tersebut dikerjakan sebagai berikut

1. Melukis suatu garis yang melalui suatu titik dan tegak lurus pada garis yang
lain
Diketahui : garis /, dengan titik Pe/
Dijukis : garis /'L / dan melalui titik P
Lukisan ;
;. Dilukis lingkaran dengan titik pusat P dan jari-jarinya r, sedemikian

schingga dibuat memotong garis  di titik Ly dan titik L,

2. Dilukis lingkaran (L;,r) dengan titik pusat Ly dan melalui titik P
3. Dilukis iinékaran (Lo,r) dengan titik pusat L dan melalui titik P
4. Kedua lingkaran berpotongan di titik P dan P’
5. Dilukis garis 7 yang melalui titik P dap P°, memotong garis / sedemikian
sehingga gans [’ tegak lurus garis /
Untuk Pe/, langkah (2) dan (3} dapat diganti dengan: dilukis tingkaran

{l.y, ry) dan (L,, ry) dengan ry>r
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Gb. 3.1 I tegak lurus garis {
Akan ditunjukkan bahwa /L 7

Karena PL; = P'L; = PL; = P’L{ = r maka segiempat PL,P’L; merupakan
suatu belah ketupat, dengan f:Lz dan PP' sebagai diagonal-diagonalnya.
Karena diagonal-diagonal suatu belah ketupat berpotongan saling tegak lurus
maka iTLQ L PP Jadi terbukti bahwa garis /” melalui titik P dan tegak lurus

pada garis /. a

2. Dilukis suatu garis vang melalut suatu tittk dan sefajar dengan garis yang lain.
Diketahui : garis /, dengan titik Pe/
Dilukis  : garis [’ yang sejaiar garis / dan melalui titik P
Lukisan :
. Dilekis lingkaran (P,ry) sedemikian schingga dibuat memotong garis / di
titik Ly dan L,
2. Dilukis lingkaran (L,.1y), dengan ry = L(P

Dilukis lingkaran (P.,r2), dengan rp = l,;ls dan berpolongan dengan

el

lingkaran (Ly,ry dit P’
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4. Dilukis paris /7 yang melalui tthik PP dan P° sedemikian sehingga garis /7

sejajar dengan garis /

Gb. 3.2 garis / u I

Akan ditunjukkan bahwa garis / sejajar garis /’

Karena LiP = Lol =y dan 1L, = PP’ = 1y , maka segiempat PL,L,P’ adalah

suatu jajar genjang schingga L,L, scjajar PP dan f,ml; sejajar L, P
Dengan demikian garis /" sejajar dengan garis / L
Membagi sebarang sudut menjadi dua bagian yang sama besar.

Diketahul : &2 ABC

Dilukis | £ ABR = £CBI

Lukisan ;

1. Dilukis lingkaran (B,r;) sedemikian sehingga memotong B4 di titkk A’

2. Dilukis hingkaran (A’,r)

Lot

Dilukis lingkaran (C’ry)

4. lingkaran (A’,r) dan (C7,ry) berpotongan di ttik 3
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5. Dilukis garis yang melalui titik B dan B’, sedemikian schingga BI’

pembagi dua £ ABC

Gb. 3.3 Membagi dua suatu sudut
Akan ditunjukkan bahwa £ ABB" = £ CBR’
Karena BA'z=BC : A'B'z 51_3‘_;_!@?3"‘ =BB' maka A A’BB’ = A BB’
sehingga ZA’BB = L CBB”; £ BA'B =z £ BCB, LA BBz LCBB.

Jadi terbukti £ A’BB’ = £ C'BB’, Dengan demikian £ ABB™ = /4 CBB’

Meskipun sudah dapat mengeriakan konstruksi klasik vang bermacam-—

macam, ada tiga masalah geometri klasik Yunant kuno, yang belum dapat mereka

pecahkan hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka, Ketiga masalah ini

begitu termashur schab walaupun berbagal usaha dilakukan dan hadiah besar

diberikan bagi vang bisa memecahkan ketiga masalah tersebut, masalah ini tetap

belum terpecabkan. Ketiga masalalh 11 bertshan hampir 19 abad lamanya.

Ternyata ketiga masalah ini dapal dipecahkan dengan menerapkan teori-teor

aljabar modern pada masalah geometni di atas. Untuk v, sekarang kita akan

melihat hubungan antara aljabar dan geometri. Pemecahan ketiga masaiah tersebut

akan dibicarakan pada Bab JV.
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B. Definisi dan Teorema—Teorema Bilangan Konstruktibel.

Pada subbab kedua ini akan dibahas mengenat definisi bilangan
konstruktibel dan akan dibuktikan beberapa teorema dalam bilanpan konstrukibel
vang akan digunakan dalam pemecahan keliga masalah pada Bab 1V nanti,

Diandatkan diketahui suatu satuan panjang yang dinyatakan dengan
bitangan 1 (Dapat berubah dari satu masalah ke masalah yang tain). Jika diketahui
sualu segmen garis, maka dapat dilukis suatu garis yang tegak lurus pada paris
tersebut dan berpotongan di titik ©O{0,0) hanya dengan menggunakan penggaris
dan jangka. Kedua garis imi disebut sumbu koordinat dan dinyatakan sebagai
sumbu x dan sumbu y. Satu satuan panjang yang diketahui divkurkan pada kedua
suimbu garis, Pada sumbu x ditentukan titik Q(1,0), dan pada sumbu y ditentukan

titik P(0,1). Keadaan di atas disebut sistem koordinat Cartesius.

Y PO

- P
O 0.0

Gh. 3.4 Jlustrasi 3.1
Titik-titik O, P, Q dan titik-titik yang lain dalam bidang XOY vang dapat
ditukis dengan mengulangi penggunaan penggaris dan jangka dimulat dar: titik

O.17,Q disebut tititk—titik kostruktibel.

Garis kostruktibel adalah garis dalam bidang XOY yang menghubungkan

dua titik yang kostruktibel

Lingkaran konstruktibel adalah fingkaran dengan pusat tittk konstruktibel,

dan jari—jarinya adalah jarak antara dua titik konstruktibel vang lam.
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Bilangan konstruktibel adalah bilangan yang menyatakan jarak antara dua

titik konstruktibel atau dengan kata lain, bilapgan yang menyatakan panjang
segmen paris konstruktibel. |

Titik-titik potong dari dua garis konstruktibel, dua lingkaran konstruktibel
atau garis konstruktibel dengan lingkaran konstruktibe! juga merupakan titik-titik
konstruktibel. Titik-titik ini dapat ditunjukkan berdasarkan langkah-langkah
berhingga dart lima asumsi dasar konstruksi penggaris dan jangka.

Dengan demikian definist dari bilangan konstruktibel adalah sebagai benkut:

Definisi 3.1 ( Bilangan Konstruktibel }

Diketahui  suatu  satuan pamjang.  Bilangan « disebut  bilangan
konstruktibel, jika dapat dilukis suatu segmen garis dengan panjang o, dengan
langkah-tangkah berhingga penggunaan penggaris dan jangka dimulai dari satu

satuan panjang yang diketahui.

Contolt 3.1
1. Diketahui sistem koordinat Cartesius dengan lingkaran satuan yang
konstruktibel, titik pusat O, daijari—jari OB = 1 satuan,
/

A(
/»C
-

/B(LO)

(b, 3.5 ltustrast comoh 1
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Tittk O(0,0), A(0,1), B(1,0) merupakan titik-titik konstruktibel

jace]

b. Segmen garis OA dan oB merupakan segmen garis konstruktibel
¢ Garis / merupakan garis konstruktibel, karena paris / menghubungkan
titik O(0,0) dengan sebarang titik pada tingkaran satuan
d. Tink C merupakan titik konstruktibel, karena C merupakan tittk
potong antara garis konstruktibel /, dengan lingkaran satuan yang
konstruktibel.
¢. /2 adalah bilangan konstruktibe! karena +/2 merupakan jarak antara
titik A(0,1) dan B{1,0) atau dengan kata lain V2 adalah panjang
segmen garis konstruktibel AB.
2. Titik P(ab) konstruktibel jika dan hanya jika koordinat—koordinat
Cartesiusnya, a dan b merupakan bilangan konstruksibel karena
(=>) Jika diketahui titik P(a,b) konstruktibel, maka dapat dilukis
paris-garis melalui P vang tegak lurus dengan setiap sumbu koordinatnya.
Titik-titik potong garis ini dengan sumbu koordinat adalah A(a.0) dan
B(0.b) schingga a dan b adatah bilangan konstruktibel, sebab merupakan
jarak antara tittk O(0,0) dengan A(a,C) dan jarak antara titik O(0,0) dengan
B(0,b).
(¢=) Jika diberikan suatu bilangan konstruktibel a dan b vang
merupakan jarak antara O(0,0) dengan titik konstruktibel A(a,0) dan
B(0,b), maka vtk P(a,b) merupakan titik konstruktibel, karena titik P(a.b)

merupakan titik potong antara dua lingkaran yaitu lingkaran dengan titk
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pusat A(a,0) dan jar~jan b dan lingkaran dengan ti0k pusat 13(0.b) dan

jari—jari a.

Penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian, serta bentuk-bentuk
akar kuadrat dapat dilukis hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka,
sebab jika diketahui 1 satuan panjang, segmen garis dengan panjang a dan segmen
paris dengan panjang b, dapat dilukis segmen garis dengan panjang a+b, a-b, a.b,
ab untuk b#0 {operasi-operasi rasional), dan Ja untuk a>0 hanya dengan
menggunakan penggaris dan jangka. Jadi empat operasi rasional dan bentuk-
bentuk akar kuadrat merupakan konstruksi klasik, Dengan demikian dibuktikan

teorema di bawah inn:

Teorema 3.1

Himpunan bilangan konstruktibel K adalah subfield dari himpunan
bilangan real R.
Bukti:
Diketahui @ Suatu satuan panjang OP = | satuan dan K himpunan bagian dan R
ae K merupakan jarak antara titik A(a,0) dengan O(0,0) pada sumbu x.
be XK merupakan jarak antara tink B(0,b) dengan O(0,0) pada sumbu v.
Akan dibuktikan atbeK, a-beK, a.be K dan untuk b0, a/beK.
1. atbeK, sebab jika diketahut a,be K, maka dapat dilukis segmen garis dengan

panjang a+b sawan
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B (0,b)

w

X

hd © g
A{a,0) Clarb,)
a+h

Gh. 3.6 Hustrasi pembuktian 1
2. a-beK sebab jika diketahut a,be K, maka dapat dilukis segmen garis dengan

panjang a-b satuan A

B{0b)

a-b
-—p
\ } Aa,0)
)

Gb. 3.7 llustrasi pembuktian 2

3. a.beK scbab jika diketahui a,beK, maka dapat dilukis segmen garis dengan
panjang a.b satuan
Lukisan:
1. Dilukis lingkaran (O,b)
2. Dilukis garis yang membagl dua sama £ BOA yaitu garis g dan
berpotongan dengan lingkaran {(O,b) di titik 3’
3. Dilukis segmen garis PB'
4. Dilukis segmen garis (AC) yang melajul tittk A dan sejajar dengan

segmen ganis PB', schingga berpotongan dengan garis g di titk C.

5. Dapat dilukis segmen garis oc dengan panjang a.b satuan
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(ih. 3.8 Hustrast pembuktian 3

Akan ditunjukkan bahwa OC = a b satuan
Karena ZOPB’ = ZOAC ; 4AB°0OP = ZCOA, maka A OPR’ ~ A OAC,

P5_ OC gt O Wi - bukt 2.b B8

sehngea e
L s i K

4. Jika b=0, a/beK sebab dapat dilukis segmen gads OC dengan panjang a/b
satuan
Lukisan:
1. Dilukis lingkaran (O,a)
2. Dilukis garis vang membagl dua sama £ BOA yaitu garis ¢ dan

berpotongan dengan lingkaran (O,a) di titk A°

i

Dilukis segmen garis £ A'
4. Dilukis segmen garig (rC) vang melajw titik P dan se¢jajar dengan
segmen garis B' A’ schingga berpolongan dengan garis ¢ di titik C.

5. Dapat difukis segmen garis OC dengan panjang a/b satuan,
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Gb. 3.9 Nustrasi pembuktian 4

Akan ditunjukkan bahwa OC = a/b satuan, jika bxC

Karena £POC = ZB’0OA° ; ZOPC = ZOB'A’ maka AOCP ~ AOA’B’. Jadi

oC 04 0C a
- <:> ]

4 o 00=2 Jadi terbukti albe K.
or or 1 b b

Dengan demikian K subfield dari R

Karena dibuktikan bahwa himpunan bilangan kenstruktibel subfield dari
himpunan bilangan real, maka di bawah ini dapat dibuktikan bahwa himpunan
bilangan rasional Q subfield dari himpunan bilangan kenstruktibel K.

Akibat 3.1 ’

Himpunan bilangan kenstruktitbel K merupakan perluasan field dari
himpunan bilangan rasional Q
Bukti:

Karena 1eK dan penjumiahan, pengurangan dan perkalian bilangan
konstruktibel adalah konstrukitbel, maka ZgcK., Karena pembagian bilangan
konstruktibel adalah konstruktibel, maka QcK schingga Q subficld dart K.

Dengan demikian K perluasan field dari Q.
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Jika diketahut suatu satuan panjang, dengan menggunakan penggaris dan
Jangka dapat dilukis suatu segmen garis dengan panjang«/g untuk a>0. Dengan
demikian Dbilangan akar kuadral adalah bilangan konstruktibel, dengan

dibuktikannya tcorema di bawah ini,

Teorema 3.2
Jika aeK, dan a>0, maka \fg ek
Bukti :
Diketahui segmen satuan OP dan segmen garis PQ sedemikian sehingga
0-P-Q dengan OP =1 satuan dan PQ = a satuan.
Lukisan
I. Dicari titik tengah T yang membagi OQ menjadi dua bagian yang sama

OT = TQ=1

o

Dilukss fingkaran dengan pusat T dan jari —jart r
3. Dilukis garis yang melalui P dan tegak lurus 66 sehingga berpotongan
dengan lingkaran (T,r) di dua titik yaitu A dan B.

4. Sepmen garis PA =PB = Ja

A
A
J

B

Gb. 3.10 lukisan segmen garis PA = +/a
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Akan ditunjukkan babwa AP = PA =Ja
Karena ZAOP = ZPAQ ; LZAPQ z= LAPO maka AOPA ~ A APQ,

, or P4 1. P4
sehingga —— = =

= <D < AP =aw AP =Ju . Jadi karena dapat
AP PO AP

difukis segmen garis dengan panjang Va untuk a>0 maka va eK

Contolt 3.2
15,37, 7 ,2+4J5,3 - J4]5, {10425 adalah bilangan konstruktibel.

2. 43 adalah bilangan konstruktibel karena NE) bilangan konstruktibel. Jadi

J4f3 =413 adalah bilangan konstruktibel.

Pada subbab sebelumnya dikatakan ada Hma asumsi dasar konstruksi
kiasik pada definisi bilangan konstruktibel. Kelima asumsi fersebut dapat
dinvatakan dengan operasi-operasi di bawah in

. Jika dikctzihui dua titik, maka persamaan garisnya dapat ditunjukkan.
2. Jlika diketghui suatu tittk dan segmen garis sebagai jari-jarinya maka
persamaan hingkarannya dapat ditunjukkan.

Jika dua garis vang tidak sejajar berpotongan, maka koordinat-koordinat

Ly

titik potongnya dapat ditunjukkan.
4. Jika diketahui suatu garis dan suvatu hngkaran berpotongan, maka

koordinat-koordinat titik potongnya dapat ditunjukkan.
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5. Jka dua lingkaran berpotongan, maka koordinat-koordinat titik potongnya
dapat ditunjukkan.

Telah dibuktikan pula bahwa himpunan bifangan konstruktibel K adalah
periuasan field dari himpunan bilangan rasional Q, dan bilangan akar kuadrat
anggota dari himpunan bilangan konstruktibel, Jadi jika diketahul a;eQ=Ky
dengan 2,>0, maka Jg,m eK. Semua anggota dari perjuasan field K; = Q(\/‘; )
atas field Q adalah konstruktibel, dan dipenuhi [Q(\/; Y:Ql={K;:Q]=1 atau
2, tergantung apakah \/5}- rasional atau irrasional,

Jika a,¢K,, semua anggota dari periuasan field K, = Kt(\/é: Ty
Q(4fa; ,+fa; ) atas Q(4f2, ) = K; adalah konstrukiibel, dan dipenuhi {Ka : Ky = 1
atau 2 tergantung apakah Jz—z_; eK, atau \/52— K,

Bila proses ini diteruskan, maka jika a,eK,., semua anggota dari
perfuasan field K, = Kni(4fa, ) = Q(4fa, ,4fa, ,....4/a, ) atas field K., adalah
konstruktibel, danldipenuhi [Q(Jé,—,\/;;,‘.‘,.,fz:) : Q(\/;TJQ;.J;: ¥ =
[Ky: K] = 1 atau 2, tergantung apakah .ja, e K atau tidak

Dengan keterangan di atas, dapat diperiibatkan bahwa setiap bilangan
konstruktibe! terdapat dalam suatu field vang dihasilkan oleh perutangan

periuasan field di atas dengan dibuktikannya teorema di bawah ini.
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teorema 3.3

Bilangan o disebut konstruktibe! bila dan hanya bila ada suatu urutan
field-field bilangan real K¢ K, K, sedemikian sehingpa aeK, DKo 2.2 K|
S>Ke=Qdan |[K: Ki=2untuk 1 i<n
Bukii :

(<=} Jika diketahui Ko K K, sedemikian sehingga aekKo o 2 Ky Ko

= Q dan {K; : K;,] = 2 untuk 1 <1 < n, maka menurut tcorema 2.22 didapat

K = Kii( A, Yunteki, €Ki Karena K; field himpunan bilangan real maka

A;, > 0. Sedangkan menurut teorema 3.2, karena K; = Ki(A,, ) untuk

i-1

X, €Ki dan A, , >0 maka setiap anggota dari K,, adalah konstruktibel.

(=) Jika a ¢ K maka o dapat dinyatakan sebagai koordinat-koordinat
ttik-titik konstruktibel dan (0,0) dan (1,0) oleh suatu tangkah-langkah berhingga
dari operasi-operasi kelima asumsi dasar konstruksi kiasik dalam definisi bilangan
konstruksibel. Hal ini dibukiikan dengan induksi dari m yaitu jumlah dari
bilangan-bilangan konstmktibel yang digunakan.

Diandaikan Xy = {x;, X, ....Xx+ himpunan bilangan konstruktibel, vang
dapat dinyatakan sebagai koordinat titik-littk konstruktibel. Jika ada bilangan
xsp € K akan diperlihatkan {Q(Xy+ ) @ Q(X})] = 1 atau 2 dengan Q(Xysy ) =
QU X1, X2, o oXae, Xk -

Pertama-tama akan dipertthatkan bahwa jika dilakukan operast 1 atau 2,
maka koefisien-koefisien dar persamaan gans atau persamaan lingkaran tetap

datam Q(Xi). Sclanjutnya jika dilakukan operasi 3, ditunjukkan bahwa bilangan
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baru vang terbentuk tetap di dalam Q(Xy). Jika dilakukan operasi 4 atau 3,
bitangan baru yang terbentuk tetap di dalam Q(Xy) atau merupakan perluasan
field berderaiat 2 atas field Q(Xy).
Operasi 1

Jika diketahui titik konstruktibel {a;,by} dan {a3,bs) dengan a(,bjas,bre Xy

maka persamaan garis yang melatui kedua (itik tersebut adalah

y-~b, X—4
b, ~b, a3

<< (y-by) (a2-a1) = (x-2;) (ba-by)
¢ (az-a1) vy - (by-by) x - by (as-a;) + a; (ba-by) =0
Persamaan umum garis lurus berbentuk Ax+By+C=0, dengan A B.CeQ{Xy)
sebab a;,b;y a2,by € Xy
Operasi 2
fika diketahui titik pusat lingkaran (a;,b,) dan jari-jarinya adalah jarak
antara titik (apby) dengan (asbs) vaitu r¥ = (azay)’ + (byby¥ dengan
ay,b1 2;,b; 83,036 Xy, maka persamaan lingkarannyva adalah
(x-ap)’ + (y-by)* =’
< (x2 — 241 + alz) il (y3 ~ 2byy + bf_) =7
Xty -2ax-2byyta b=
Persamaan umum lingkaran berbentuk x* + y™ Ax + By + C=0 dengan

AB,CeQ(Xy), sebab a; ,b]_lag,bg,&j;,bj;éxk_
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Operasi 3

Asx + Bay + Cy = 0 dengan Ay, Al By, 13, Cy, C;6Q(Xy), maka koordinat-

~ koordinat titik potong kedua garis tersebut adalah :

- B A =C

detf dety '

I S s S
dcfﬂA‘ B, ded A B,
4, B %!

_ BC, - B,(, _ A4C 40,
AB, ~ 4,8, AB, ~ AB,

Jika AB; - ABy # 0 maka kedua garis tidak sejajar dan berpotongan di titik
{x.v). Karena A\, A, By, By, Gy, C2e QX)) maka (x,¥)e Q(Xy).
Operasi 4

Jika diketahui suatu lingkaran yang persamaannya x2+yz+ax-i'by'5-c =0
dengan a,b,ceQ(Xy) dan suatu garis yang persamaannya dxtey+f = 0 dengan

d,e,fe Q(X;), maka koordinat-koordinat titik potongnya (x,y) dapat ditunjukkan

: —{dx+1) ,. N . : .
Jikae#0, y= . disubstitusikan ke persamaan lingkaran schingpa
e
2 z
%2 +[m-(dx +f)} +ax +b{m~—(dx i Y)J +c=0
e e

Persamaan kuadrat untuk koordinat x adalah Ax*+Bx+(C = 0, dengan
AB.CeQ(Xy)

Garis dan lingkaran berpotongan hanva jika B* - 4AC > 0. Koordinat x

. - BENBT-44C
dari titik perpotongannya adalah x = 5 dengan xeQ(X,) atau x
27
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bilangan baru xi1 € Q(Xiw) dengan Q(Xuer) = QUX)(VB* ~44C ) dan dipenuhi
[QXpa1) QX )= 2.
Hal yang sama untuk koordiriat v.
Jadi koordinat-koordinat titik potong garis dan lingkaran adatah
(Y)e Q(Xx) atau (x,y)€ Q(Xet) dengan [Q(Xyr1) 1 QX)) = 2.
Operasi 5
Jika diketahut dua lingkaran yang persamaannya ><2+y2 +apx+by+c =0
dan x* + yz + ax + byy + ¢ = 0 dengan ajy,by ¢ 22 b6 Q(Xy), maka koordinat-
koordinat titik potong kedua lingkaran dapat ditunjukkan.
Persamaan garis yang menghubungkan kedua titik potong hingkaran adalah
(ar—a)x+ (b ~by +(C1~¢) =0
Persamaan umum garis adalah ax + by + ¢ = 0 dengan a, b, ce Q(Xy).

_}2};—{'

Jika a #0, x = disubstitusikan ke salah satu persamaan lingkaran

ad
sehingga persamaan kuadrat untuk koordinat y yaitu Ay +By+C = 0, dengan
AB.CeQ(Xy)

Kedua lingkaran berpotongan hanya jika B™4AC = 0. Koordinat y dari

~ BB —44C

titik perpotongannya adalah y = Y dengan yeQ(Xy) atau vy

ada bilangan baru yeQ(Xe) dengan QX)) = QG \/]32 ~4AC), dan

dipenuhi [Q(X41) 1 Q(X)] = 2.
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Hal yang sama untuk koordinat x.

Jadi koordinat-koordinat titik potong kedua lingkaran adalah {(x,y)e Q(Xy)
atau (xy) € Q(Xy+1) dengan [Q(X) - Q(X)] = 2.

Pada mulanya m = 2 vaitu X, = {0,1} schingga Q(X,)=Q. Dengan induksi
pada m, koordmat-koordinat titik konstruktibel yang digunakan maka
@€ Q(Xm)2Q(Kin-1)2... 2Q(X3) 20Q(Xz) =Q dengan [Q(Xiw) - Q(Xx)] = 1 atau 2,
untuk 2 £k € m-1.

Selanjutnya setiap perluasan field Q(Xy} adalah subfield dari R, karena Q
dan X, himpunan bilangan real maka R o Q(X)) 2 Q(Xi.1) 2 Q, dan berakibat

aeKo DKo 2KioK=Qdan {Ki : Kiy] =2 untuk 1 £1<n i

Contoht 3.3

terkecil dari K yang memuat Q dan+/2 K dan dipenubi [Q(+/2 ) : Q] = 2 yaitu
1,42 ).

Q(VI)N3) = Q(V2,43) adalah perluasan field dari Q(+2).
Dimisalkan/2 ++3 €Q(2, 43 ) tetapi +2 ++/3 ¢ Q(+2 ) sebab +3 £O(4/2),
schingga dipenuhi [Q(+/2,+/3): Q(¥2)] =2 yaitu {1, V3 }

Menurut teorema 220 [Q(+2,43) © QIFQ(N2,43) © Q+2))

QN2 ) Q=2 x 2 =4 yaitu {1,472 ,4/3,4/6 1.
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Akibat 3.2

Jika o konstruktibel, maka [Q(a) i Q] =2  untukr2 0
Bukii :

JJika o konstruktibel maka menurut teorema 3.3, 0 e Ky o Koo oK o
Ky = Q dan {K; : Kiy1 = 2 untuk 1 €1 < n. Diketahut pula K, 2 Qo) 2 Q
schingga menurut teorema 2.20, (K, : Q(a)} [Q(a) : Q] = [K,, : Q1

K, Q(o)] [Qa) : QF = (K, K (Koot Kl U [Ky Q)
karena {K; © Kia] = 2 maka {K, : Q} = 2" Jadi {K, : Q(o)] [Q{x) : Q] = 2°,

sehingga [Q(0) : 012" . Dengan demikian [Q(o): Q) =2 untukr2 0.

Contoh 3.4

Penyelesaian dari polinom x'-SeZ[x] adalah bilangan konstruktibel.

45 eR adalah penyelesalan  dan polinom X'-SeZix] sebab untuk
x = ¥/5Sdipenuhi x* ~ 5 = 0. Menurut kriteria Eisenstein, polinom x*-5eZ[x] tak
terurai atas field Q, schingga [Q(Vg) - Q) = 4 . Menurut akibat 3.2, [Q(i/g) - Q}

=4 =2 untuk 1= 2. Jadi x = /5 adalah bilangan konstruktibel.

Akibar 3.3

Jika {Q(x) : Q] 2" untuk r = 0 maka « tidak konstruktibel.

Telah dibuktikan bahwa Jjika o konstruktibel, maka (Q(a) : Q) = 2" uniuk
r = 0, Kontraposisinya adalah jika [Q{a) @ QF # 2" untuk r = 0 maka o tidak

konstruktibel.
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Contoh 3.5

s

Penyelesaian dari polinom x™- Ix*+3eZix], tidak dapat dilukis hanya
dengan menggunakan penggarts dan jangka.

Diandaikan o penyelesaian dari polinom xT - 9x" o+ 3e?fx]. Dengan
kriteria Eisenstein dapat dibuktikan bahwa polinom x°— 9x’ + 3eZ[x) tak terurai
atas field Q.

Menurut akibat 2.1, karena a suatu penyelesaian dari  polinom
p(x) = x° — 9x’ + 3 yang tak terurai atas field Q maka [Q(a) : Q] = 5. Menurut
akibat 3.3, karena [Q(x) : Q] = 5 # 27, untuk r = 0 maka o bukan bilangan
konstruktibel. Karena o bukan bilangan konstruktibel, maka tidak dapat dilukis
segmen paris dengan panjang « hanya dengan menggunakan penggaris dan

jangka.
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BAB IV
TIGA MASALAH GEOMETRI YANG TERMASHUR

DAN PEMECAHANNYA

Pada subbab sebelumnya, dikatakan bahwa dalam sejarah matematika
terdapat tiga masalah geometri Yunani kuno yang belum bisa dipecahkan hanya
dengan menggunakan penggans dan jangka. Tiga masalah tersebut dikenal
dengan tiga masalah geometri Yunani kuno yang termashur yaitu :

1. Duplikasi kubus (“ The Duplication of the Cube”)
2. Membagr tiga sama sebarang sudut {* The Trisection of the Arbitrary

Angle™)

Mempersegikan lingkaran ( The Squaring of the Circle™)

_{;J

Setelah sekian abad, akhimya pada awal abad ke-19 ketiga masalah
tersebut dapat dipecahkan. Penerapan teori-teori aljabar modern pada ketiga
masalah geometri di atas membukiikan bahwa ketiga masalah tersebut tidak
mungkin diselesa‘ikan hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka.

Pembuktiannya akan dibahas pada setiap subbab di bawah ini.

A. Duplikast Kubus

Masgalah geometrt kilasik Yunani kuno vang perfama adalah masalah
duplikasi kubus. Masalah in1 menjadi masalah geometri yang termashur karena
sulit dipecahkan selama berabad-abad. Masalah ini sering disebut masalah Delian,

sebab menurut cerita, pada tahun + 360 SM dewa-dewa mengirimkan wabah

70
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penyakit kepada orang-orang Delian di Athena. Untuk memenuhi tuntutan para
dewa, mercka mengirimkan utusan ke paranormal di Delos. Paranormal
mengatakan kepada masyarakat Delian untuk melipatduakan isi altar persembahan
Raja Apollo yang berbentuk kubus. Saran kemudian dilaksanakan, namun gagal.
Karena tuntutan tidak terpenuhi wabah penyakil berlanjut. Raja Apollo pun
mengerahkan ahll geometri dan ahli matematikanya untuk memecahkan masalah
tersebut, namun tetap saja gagal. Masalah ini kemudian dikenal sebagai masalah
untuk melukis suatu kubus yang volumenya dua kali volume kubus yang
diketahui hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka.

Masalah ini pun menarik perhatian matematikawan yang lain antara lain:
Hippocrates (440 SM), Archytas (400 SM), Menaechmus (350 SM), Apollonius
(225 SM). Mereka berusaha memecabkan masalah ini, namun {idak hanya dengan
menggunakan penggaris dan jangka saja. Rene’ Descartes (1637) mengatakan
bahwa masalah ini tidak mungkin diselesaikan hanya dengan menggunakan
penggaris dan jangka, namun belum ada secrangpun yang dapat menunjukkan
bukti-bukti ketidékmungkinannya. Pada akhirnya pada awal abad ke-19 masalah
ini dapat dipecahkan.

Masalah di atas dinyatakan sebagai berikut: apabila diketahui suatu kubus
dengan panjang rusuk v satuan, dapatkah dilukis suatu kubus yang volumenya dua

kali volume kubus semula, hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka ?

K
'\J,?'? ;\'. B 2\}1

Gb. 4.1 Penggambaran masalah i
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Secara aljabar masalah im dianalisis sebagai berikut:
Diketahui: Kubus pertama (K} dengan panjang rusuk y satuan, volume V= y
Dilukis: Kubus kedua (K,) dengan panjang rusuk x satuan, volume Vy =2V, = 2y’
Volume kubus [} = 2 » volume kubus 1 <= V; =2V, < X 2y3 “X =Y iﬁ,
Pernasalahannya tetap sama vaitu dapatkah dilukis rusuk suatu kubus vyang
panjangnya x =y 2 Jika panjang rusuk yang diketahui y saluan hanya dengan
menggunakan penggaris dan jangka? Jika panjang rusuk kubus yang diketahui )
satuan panjang, dapatkah dilukis segmen garis vaitu rusuk suatu kubus dengan
panjang 2 hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka?

Setelah kita mengenal bilangan konstruktibel, ternyata dapat ditunjukkan
bahwa konstruksi di atas tidak mungkin dikerjakan hanya dengan menggunakan
penggaris dan jangka. Ketidakmungkinan konstruksi di atas dibuktikan dengan

teorema berikut

Teorema 4.1

/2 bukan bilangan konstruktibel

Buki:

unfuk x = /2 dipenuhi p(x) = 0 atau x-2 = 0. Menurut Kriteria Eisenstein,
polinom p(x} = x'-2 e Z{x] tak terurai atas field Q.
Menurut akibat 2.1 karena /2 R merupakan penyelesaian dari polinom

p(x) = x*-2eZ[x] yang tak terurai atas ficld Q, (bersifat aljabar atas ficld Q) maka
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derajat dan periuasan field Q("Jf) atas fieid Q adalah 3 atau JQ( JZZ) S Q) =3
Sedangkan menurut akibat 3.3, karena [ &ﬁl) c Q)= 342, untuk r = 0 maka
/2 bukan bilangan konstruktibel,

Karena terbukti bahwa x = 3\5 bukan bilangan konstruktibel, maka
menurut definisi bilangan konstruktibel, tidak dapat dilukis suatu segmen garis
yaitu rusuk kubus yang panjangnya 32 dimulai dari satu satuan panjang yang
diketahui hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka.

Jadi masalah duplikasi kubus orang Yunani kuno di Athena dapat

dipecahkan yaitu tidak mungkin dilukis suatu kubus vang volumenya dua kali

volume kubus vang diketahui, hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka.

B. Membagi Tiga Sama Sebarang Sudut

Masalah geometri Yunani kuno yang kedua adalah masalah untuk
membagi liga sebarang sudut menjadi tiga bagian yang sama, hanya dengan
menggunakan penggaris dan jangka. Masalah ini timbul pada tahun + 450 SM
ketika saat itu, dengan mudah untuk membagi suatu sudut menjadi dua bagian
yang sama, hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka. Kemudian timbul
suatu pertanyaan dapatkah dengan mudah membagi sudut tersebut menjadi tiga

bagian yang saina juga, hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka ?

Jika diketahuwi ZBAC, akan difukis sinar garis AD sedemikian sehingga

mPDAC = i—nufBAC,
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A C

Gb. 4.2 Hlustrasi masalah kedua

Untuk -pcﬂama kalinya Hippias dart Elis, dalam tahun £ 425 SM berusaha
memecahkan masalah ini. Selain menggunakan penggaris dan jangka, Hippias
juga menggunakan kurva vang disebut “Quadratrix”. Matematikawan lain yang
berusaha untuk memecahkan masalah ini antara iain: Archimedes, Nicomedes
(240 SM), Pappus (320 SM), Leonardo Da Vinci. Namun usaha-usaha yang
mereka lakukan tidak hanya menggunakan penggaris dan jangka. Belum ada
vang berhasil memecahkan masalah int hanya dengan menggunakan penggaris

dan jangka saja.

Contolt 4.2

Archimcdc-s memperlihatkan bahwa jika menggunakan penggaris vang
diberi tanda pengukuran sehingga begarak r satuan dan jangka, maka ada
kemungkinan untuk membagi suatu suduf menjadi tiga bagian yang sama besar.
Diketahui: ZAOB
Dilukis  :1/3 ZAOB dengan kedua alat di atas
Lukisan:

1. Ditukis lingkaran dengan titik pusat 0 dan berjari-jari t satuan

2. langkaran berpotongan dengan OB di titik (@ dan dengan OA dj titik P
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Lad

Tandai penggaris dengan dua titik X dan Y sedemikian sehingga XY =1

satuan

4. Sinar garis OA diperpanjang melalui titik O

5. Penggaris bertanda digunakan pada lukisan dengan melewati ttik Q.
Penggaris digeser-geserkan sedemikian schingga titik X pada OA dan
titik Y pada Hingkaran. Dilukis segmen garis yang melalui titik Q,Y,X.

6. Dilukis segmen garis oY

7. Jadim £ YXO =1/3 m £ AOB schingga £ AOB dapat dibagi tiga sama.

9
k4

Gh. 4.3 Lukisan Archimedes

Akan ditunjukkan bahwa mZ YXO = 1/3 m£ AOB

Karena XY = OQ = OY = r satuan, maka A XYO dan A YOQ adalah
segitipa sama kaki. Sehingga mZ YXO=m £ YOX danm £ QYO =m« YQO

Misalkan m~ YXO = o, maka m<£YOX = @, karena A XYO adalah
septtiga sama kaki, Menurut  aturan jumlah sudut dalam suatu segitiga adalah
180" maka mZOYQ = m£ZOXY + m£ZYOX = o + o = 2.

Karena A YOQ adalah segitiga sama kaki, maka mZ0OQY = 2a. Menurut

aturan jumiah sudut dalam suatu segitiga adalah 180" maka mZAOB =
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Sehingga m ZAOB = 30 =3 m£LYXO atau mZYXO = 1/3 m£AOB
Jadi, dengan menggunakan penggarls yang diberi {anda pengukuran dan

Jangka, sebarang sudul dapat dibag: menjad) tiga bagian yang sama besar.

Contoh 4.3

Pemecahan masalah membagi liga sama scbarang sudut dengan
menggunakan penggaris bertanda dan jangka, juga pernah didiskusikan di suatu
sekolah menengah. Beberapa cara pemecahan ditunjukkan, salah satunva
ditunjukkan di bawah ini.
Diketahui: £ ABC.
Dilukis  :1/3 £ABC.
Lukisan:

1. Diambil suatu titik P pada sipar garis AB

——

ok
g
=
.
o
oS
£
0‘3.
=
4]
==
(]‘é
3.
o
n—n-qul
=1
et
5]
buan
{ra
[l
(4]
fiie)
vl
ES
5
[#5]
&l
O
[
oy
=
3
£
3
2
—
o
—
i
&l
)
e
~

2BP
S, Penggaris bertanda digunakan pada lukisan melewatt titik B. Penggaris
bertanda digeser-geserkan sedemikian sehingga X pada PR dan Y pada
1_’6, dan ditentukan tittk H pada PR, titik K pada 1?6 sedemikian

sehingga dipenuht HK = 2 BP. Dilukis garis melalui tittk BH K.

6. Segmen garis BK pembagi tiga ZABC. Jadi m£KBC = 1/3 mZABC
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B R C

(G.b 4.4 Membagi tiga sama scbarang sudut
Akan ditunjukkan mZKBC = 1/3 mZABC.

Diambil titk M pada HK sedemikian sehingga HM = MK = %2 HK.
Karena MK = PM = BP, maka A BPM dan A PMK adalah segitiga samakaki.
Dimisalkan mZPKM = . Karena A PMK adalah segilipa samakaki maka
mLKPM = o. Menurut aturan jumiah besar sudut dalam suatu segitiga adalah
180° maka m£PMB = mZPKM + mZKPM = a+a = 20

Karena A BPM adalah segitiga samakaki maka mZPBM = 2Za. Dengan
demikian mZABC = mAPBM + mZKBC = 20+a = 3o
Jadi m ZKBC = 1/3m ZABC.

Jadi dengan menggunakan penggaris vang diberi tanda pengukuran dan

Jangka, suatu sudut dapat dibagl menjadi tiga bagian yang sama besar.

Masalah ini begitu termashur, ferutama bagl matematikawan geometr,
sebab masalah int dianggap kelihatan begitu sederhana, namun mengapa
pemecahannya begitu rumit dan tama. Masalah int selalu menghiasi sctiap jurnal
matematika dan selalu menjadi bahan penyelidikan. Sampai akhirnya pada abad
ke-18, masalah int dapat dipecahkan. Masalah ini dibuktikan tidak mungkin

diselesaikan  hanya dengan menggunakan penggaris dan  jangka oleh
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Pierre  Laurant  Wanisel (1814-1848) pada tahun 1837, Pembuktiannya

dipublikasikan pada tahun 1942 oleh Franklin Press Inc darn Boston, Lousiana
Diketahui lingkaran satuan pada sistem koordinat Cartestus. Suatu sudut 0

~ dapat dilukis bila dan hanya bila suatu segmen garis dengan pangang cos @ atau

sin 0 dapat dilukis sepertt diperlihatkan pada gambar di bawah 1.

A B
L
Sin 0
€]
b
( C‘OSDp A
Gb. 4.5

Sudut-sudut yang dapat dilukis hanya dengan menggunakan penggaris dan
jangka antara lain: £90°, £135° , £180°. Sudut-sudut ini dapat dibagi menjadi
tiga hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka sebab £30° ~£45°, £60°
dapat ditukis hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka. Jika diketahui
£30°, £45°, £60° maka dapat dilukis segmen garis dengan panjang cos 307,
cos 45°, cos 60°. Scbaiiknya jika diketahui segmen garis dengan panjang cos 30°,
cos 45°, cos 60° maka dapat dilukis sudut-sudut tersebut. Jadi jika diketahui sudut
0 dapat dibentuk suatu bilangan dalam perluasan field Q{cos 6). Jika cos 8cQ
maka Q(cos 8)eQ

Dalam pembuktian masalah ini, akan diperlihatkan bahwa iika tidak semua
sudut atau ada paling sedikit satu sudut vang tidak dapat dibagi menjadi tiga

bagtan vang sama hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka, maka dapat
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disimpulkan masalah ini tidak mungkin disclesatkan. Suatu sudut 0 dapat dibagi

menjadi tiga berdasarkan teorema berikut

Teorema 4.2

Suaty sudut 0 dapat dibagt tiga sama, bila dan hanya bila polinom
4x*3%-c0s6 terurai atas field Q(cos 0)
Buku:

Diketabui 8/3 = ¢ atau 8 = 3e. Suatu sudut « dapat dilukis dari sudut 8

bila dan hanya bila cos ¢. dapat dilukis dart sudut 0, sehingga

cosl=cos{2a+a)
<> ¢0s 0 =08 20 €0s o — Sin 2¢ sin a
> ¢os & = (cos” o — sin” a)cos o — (2sin o cos a)sin o
< ¢0s 0= (2cos e — 1)cos o — 2 sin’ ¢ cos o
<> cos B = (20053(1’-005 o) - 2(1 —coszu)cos a
< cos § = (2¢08° 0 ~c0S o) ~ 2 €OS o+ 2¢08” &
<> cos 8 = (4eos’ o - 3¢0s @)
& 4c0s’ ¢ - 3608 ¢~ cos 0= 0
Jadi cos o € Q(cos 0) adalah penyelesaian dari polinom {(x) = 4x°-3%-cos @
(¢=) Jika f{x) = 4x*-3x-cos® terurai atas field Q(cos 8), maka cos o adalah
penvelesaian darl suatu polinom berderajal 1 atau 2 atas Q(cos 0), sehingga

perluasan field Q(cos 8,cos a} atas field Q(cos §) berderajat 1 atau 2.
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Menurut teorema 2.22 karena [Q{cos 0, cos o) : Q(cos 8)] = 1 atau 2 maka

Q(cos 6, cos o} = Q(cos G)(«/};), untuk A €Q(cos 0). Karena Q(cos 0, cos ) =

Qfcos O) J2 ), maka menurat teorema 3.2, Qcos 6X «/}f) anggota bilangan
konstruktibel, Jadi cos o merupakan bilangan konstruktibel, schingga sudut 0
dapat dibagi menjadi tiga sama hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka.

(=) Jika f(x) = 4x>-3x-cos O tak terurai atas field Q(cos 0) dan cos «
merupakan penyelesaian dari polinom f{x) = 4x’-3x-cos § maka menurut akibat
2.1, [Qcos B,cos @) : Qcost)} = 3. Selanjutnya menurut akibat 3.3, karena
[Q(cos O,cos o) : Qecos 8)] = 3 # 27, untuk r > 0, maka cos a bukan bilangan
konstruktibel. Jadi karena cos & bukan bilangan konstruktibel, maka sudut 8 tidak

dapat dibagi tiga hanva dengan menggunakan penggaris dan jangka .

Di bawalr ini akan ditunjukkan bahwa ada paling sedikit satu sudut yartu
£ 60° yang dapat dilukis hanva dengan menggunakan penggaris dan jangka tetapi
tidak dapat dibagi tiga sama hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka,

dengan membuktikan cos 20° bukan bilangan konstruktibel.

Contol 4.4

Sudut 60" tidak dapat dibagi menjadi tiga sama hanya dengan
menggunakan penggaris dan jangka.

Menurut teorema 4.2, sudut § dapat dibagl tiga bita dan hanya bila
polinom f{x) = 4x*-3x-cos § terurai atas field Q(cos 0). Untuk sudwt 0 = 60°

polinom di atas menjadi f{(x) = 4x’-3x-1/2, dan dipenuhi 8cos® 20°%-6¢0s 20° = 0.
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Jadi Cos 20" adalah penyelesaian dari polinom f{x) = 8x" — 6x ~TeZix], scbab
untuk x = ¢cos 20°, dipenuhi persamaan 8cos’ 20° - 6cos 20° - 1 = 0.

Menurut teorema akar-akar rasional polinom {ix) = 8x” - 6x -1 edix], tak
ferurai atas field Q. Sedangkan menurut akibat 2.1, karena cos 20° penyelesaian
dari polinom yang tak terurai atas ficld Q maka {Q(cos 20%) : Q] = 3. Menurut
akibat 3.3, karena {Q(cos 20 : Q] = 3 # 2" untuk 120, maka cos 20° bukan
bilangan konstruktibet.

Karena cos 20° bukan bilangan konstruktibel, maka menurut definisi
bilangan konstruktibel, tidak dapat dilukis suatu segmen garis dengan panjang
cos 20° Jadi sudut 60° tidak dapat dibagi menjadi tiga bagian yang sama besar
hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka.

Karena ada paling sedikit satu sudut yang tidak dapat dibagi tiga sama
hanya menggunakan penggaris dan jangka, maka dapat disimpulkan bahwa
sebarang sudut tidak dapat dibagi menjadi tiga bagian yang sama besar, hanya

dengan menggunakan penggaris dan jangka.

C. Mempersegikan Lingkaran

Masalah geometri Yunam kuno vang ketiga adalah mempersegikan
hingkaran, vang dalam bahasa latinnva “Quadratura cireuh”. Masalah in
merupakan masalah yang tertua scbab masalah im timbul pada zaman Mesir kuno
(= 1650 SM). Masalah in1 dikenal sebagai masalah untuk melukis suatu persegi
vang luas dacrahnva sama dengan luas daerab lingkaran yang diketahui, hanya

dengan menggunakan penggaris dan jangka.
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Meskipun masalah ini kehihatan begitu sederhana, namun pemecahannya
begitu rumit sejak 19 abad yang lalu. Matematikawan yang berusaha memecahkan
masalah ini antara Jain Anaxagoras (£ 440 SM), Hl:ppocrates (t 440 SM),
Archimedes (£ 225 SM) dan Hippias dan Ellis. Hippias berhasil memecahkan
masalah ini namun tidak hanya menggunakan penggaris dan jangka saja, tetapi
fuga menggunakan suatu kurva yang disebut “Quadratrix”. Kesimpuian Hippias
adalah dapat dilukis suatu persegi di atas dengan menggunakan “Quadratrix”,
penggaris dan jangka. Masalah int belum dapat dipecahkan hanya dengan
menggunakan pengparis dan jangka saja.

Sampat akhirnya ketika pada tahun 1882 seorang ahli matematika Jerman
vang berama C.lL.Ferdinand Lindemann, membuktikan bahwa bilangan =
bersifat transenden atas field @, masalah 1 mulat dapat dipecahkan. Dengan
menggunakan definisi bilangan konstruktibel, juga pembuktian Lindemann,
dibuktikan bahwa masalah di atas tidak dapat diselesaikan hanya dengan
menggunakan penggaris dan jangka.

Jika diketahui suatu lingkaran dengan jari-jart r, dapatkah dilukis suatu
persegi yang luas daerahnya sama dengan luas daerah lingkaran tersebut, hanya

dengan menggunakan pengparis dan jangka ?

. h .
Luas lingkaran = nr” {Luas persegi = x

(b. 4.6 Hustrasi masalah ketiga
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Luas persegi = Tuas lingkaran <> X’ = nrt &> x = Jmtex = i
Permasalahannya tetap sama vaitu dapatkah dilukis sisi suatu persegi dengan
panjang x = rn hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka jika
diketahui suatu lingkaran dengan panjang jari-jari r? Jika diketahui lingkaran
dengan jari-jari 1 satuan panjang, dapatkah dilukis sisi suatu persegi yang
panjangnya x = Jr hanya dengan menggunakan penggans dan jangka?

Setelah kita mengenal definisi bilangan konstruktibel, dapat dibuktikan
bahwa konstruksi di atas tidak mungkin diselesaikan hanya dengan menggunakan

penggaris dan jangka, Ketidakmungkinan konstruksi di atas dengan menunjukkan

V7 bukan bilangan konstruktibel.

Teorema 4.3

[Q(-\/J—I} Q] adalah tak berhingga, sehingga vz bukan bilangan
konstruktibel.
Bukii:

Pembuktian feorema di atas berdasar pada pembuktian C.IL.F Lindemann
bahwa 7 bersifat fransenden atas field Q. Dengan demikian untuk me R tidak
dipenubi persamaan agta;ri...+a,x° = 0, dengan aga,...,a,€Q, vang (idak
semuanya nol. Jadi agtamwt.tagn’ % 0 dengan agay,...,a,€Q, vang tidak

semuanva nol.
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Karena 7 bersifat transenden atas field Q maka n, °,... 7" bebas linear
atas field Q, scbab agtaynt...+a,n" =0, hanya jika g = a; =...= g, = 0 anggota
Q, dan {Q(xn) : Q] tak berhingga.

Q(n) subfield dar Q(\fy; } atau Q(-J;? ) perluasan dari field Q(x), sebab
= (J; ~Nr )= (\f;; )ze Q( N }, sehingga menurut teorema 2.20, [Q( N ) Q)
= [Q(7): Q)] [Q() : Q1.

Karena (Q(x) : Q} tak berhingga maka {Q(J; ) : Q] tak berhingga.
Karena [Q¢ Iz ) . Q} tak berhingga, maka menurut akibat 3.3, tidak ada bilangan
real r sedemikian sehingga [Q(vz) : Q] = 2° Jadi 7 bukan bilangan
konstrukiibel.

Karena dibuktikan 7 bukan bitangan konstruktibel, maka menurut
definisi bilangan konstruktibel, tidak dapat dilukis sisi suatu persegi dengan
panjang  x =7, hanva dengan menggunakan penggaris dan jangka, apabila
diketahui lingkaran dengan jari-jani ! satuan panjang. Déngan demikian masalah
ketipa dapat dipecahkan yaitu tidak mungkin dilukis suatu persegi yang luas

daerahnya sama dengan luas daerah lingkaran yang diketahui, hanya dengan

meniggunakan penggaris dan jangka.
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BAB YV

PENUTUP

A. Kesimpulan
Dalam scjarah matemabka, pada zaman Yunami kuno terdapat tiga
masalah geometrt vang termashur, yang belum bisa dikerjakan hanya dengan
menggunakan penggaris dan jangka. Pada abad ke-19, dibuktikan bahwa ketiga
masatah tersebut tidak mungkin dikerjakan hanya dengan menggunakan penggaris
dan jangka, vaitu
1. Tidak mungkin melukis suatu kubus yang volumenya dua kali volume
kubus yang diketahui.
2, Tidak mungkin membagi sebarang sudut menjadi tiga bagian yang sama
besar.

Tidak mungkin melukis suatu persegi yang luas daerahnya sama dengan

L¥3]

luas daerah lingkaran yang diketahui.

l Ketiga maéaiah tersebut dapat disimputkan demikian dengan menyatakan

i‘\‘ ketiga masalah tersebut ke dalam persamaan aljabar dan menerapkan definisi-
 definisi dan teorema dalam aljabar modern, antara lain:

Suatu field E disebut perluasan field F pka £ memuat F sebagai

subficldnya. Perluasan field £ atas field I merupakan ruang vekior I atas field I.

Derajat dar perluasan field E atas field ¥, {E : F1 merupakan dimens) dari E

- sebagai ruang vektor atas field FF.
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Jika I perluasan field dari F dan ack, maka F(a) merupakan subfield
terkecil dart EE yang memuat F dan a, dan F(a) disebut field yang dihasilkan oleh
gabungan a dengan F. Elemen aed dikatakan bersifat aljabar atas field ¥ jika a
merupakan penyelesaian dart suatu polinom vang tidak neot dalam F{x].

Jika p(x)eF[x] polinom berderajat n yang tak terurai atas field F maka ring
faktor K= F[x}/Xp(x)) merupakan perluasan dari field F dan p(x) mempunyai suatu
penyelesaian o di dalam K dan dipenuhi {F{x}/{p(x)) : F1= [F(at) : F] =n.

Ketiga masalah tersebut dapat disimpulkan demikian, karena didasarkan
pada definisi bilangan konstruktibel. Suatu bilangan « disebut bilangan
konstruktibel, jika dapat cii!ukis segmen garis dengan panjang « dengan langkah-
fangkah berhingga penggunaan penggans dan jangka, dimulai dari suatu satuan
panjang yang diketahui. Himpunan bifangasn konstruktibel K merupakan perluasan
dari field bilangan rasional Q, dan bilangan akar kuadrat anggota dari himpunan
biianggn konstruktibel.

Jadi ketiga masalah tersebut tidak rﬁungkin dikerjakan hanya dengan
menggunakan penggaris dan jangka scbab dapat dibuktikan;

1. 42 bukan bilangan konstruktibel.

V2 eR penyelesaian dari polinom x'-2eZ{x] vang tak terurai atas field Q,

(I';\riteria Eisenstein). Jadi derajat dari perluasan field Q(3/2) atas Q

adalah 3 atau [Q(W) Q=32 untuk r 2 0. Jadi 3?2 bukan bilangan

konstrukiibel.
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2. Ada paling sedikit satu sudut yaitu £ 60” yang tidak dapatl dibagi menjadi
tiga bagian yang sama besar, sebal cos 20° bukan bilangan konstruktibeél.
Cos 20° adalah penyelesaian dari polinom 8x’-6x-1eZ[x] yang tak teruraj
atas ficld Q, sehingga [Q(cos20°) : Q] = 3 = 2" untuk 1 2 0. Jadi cos 20°
bukan bilangan konstruktibel.

Jadi disimpulkan tidak dapat membagi sebarang sudut menjadi tiga bagian

vang sama besar, hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka.

7 bukan bilangan konstrukuibel.

o

Menurut C.L.T Lindemann, n bersifat transenden atas field Q. Untuk neR,

agtaymt... Fagn # 0 dengan ag, ay,...,a,€Q, yang tidak semuanya nol, atau

apta . taan = 0, hanya jika ap = a; =...= a, = @ anggota Q. Jadi

7, ,... 7" bebas linear atas field Q, dan [Q(n) : Q] tak berhingga. Karena

[Q(r) Q] tak berhingga dan [Q(7 ) : Q] = [Q(V7) : Q(m)] [Q(x) : Q]

maka [Q{«ff; Yy 1 Q) tak berhingpa. Jadi tidak ada bilangan real r

scdcmikiaﬂ sehingga [Q(\/; ) : Q] = 2 ladivz bukan bilangan

konstruktibel.

Ketiga masalah di atas timbul dar cerita vang cukup menarik. Walaupun
dianggap sederhana, namun pemecahan masalah ini begitu rumit, Banvak
matematikawan terkenal pada zaman Yunani kuno yang berusaha memecahkan
masalah ini, namun gagal. Masalah ini selalu menghiasi setiap jurnal matematika

dan selalu menjadi bahan penyvelidikan selama 19 abad. Ketiga masalah tersebut
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akhirnya dapat dipecahkan dengan hasii di atas. Hal-hal inilah yang menyebabkan

ketiga masalah geometrt ini disebut tiga masalah geometri yang termashur.

B. Saran

Setelah penulis menyelesatkan skripsi ini, ternyata topik int sungguh
menarik untuk dipelajari. Topik ini mengenalkan adanya scjarah masalah
matematika yang menarik dan membuktikan adanya hubungan yang erat antara
ahjabar dan geometri, karena ketiga masalah im adalah masalah geometri yang
pemecahannya menggunakan aljabar modem.

Sebenarnya masih banyak aspek lain dari iiga masalah geometri yang
termashur, vang tidak diangkat dalam skripsi ini karena keterbatasun penulis,
misalnya: dalam skripsi ini pemecahan masalah selain menggunakan penggaris
dan jangka oleh matematikawan Yunani kuno, seperti: Hippias dengan
“Quadratrix’nya, Nicomedes, Archimedes hanya diberikan sebagai contoh. Topik

tersebut dapat diteruskan atau diangkat sebagai topik skripsi yang sangat menarik.
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