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ABSTRAK

Sistem persamaan linear (SPL) Ax = b dapat diselesaikan dengan
menggunakan metode iterasi titik tetap. Terdapat tiga metode iterasi titik tetap
yaitu metode Jacobi, Gauss-Seidel, dan Successive Over-Relaxation (SOR),
Penyelesaian SPL Ax = b dengan pendekatan awal x? dihitung menggunakan

n (-1}
Sl a,x¢ 0 )b,

rumus iterasi Jacobi x( = i , atau rumus iterasi Gauss-Seidel
aa'r'
_ *’“1( m) 9 ( (k—n)
{0 Z;’:l a’fx.f Z;’=:+i a"fxf +b’ [N
xH = , atar  rTumus  gterast  SOR
a”.
-t k) " (k1)
a)(wz (a,x¢ )“Z- A(a, xFy+ b
= = ey =f gy ! o
x® = (1o & + it fzi] , di mana x®

o

Il

variabel ke-i pada iterasi ke-k, ay koefisien SPL, x*"" variabel ke pada iterasi
ke-{k-1), b; koefisien SPL, o parameter.

Metode iterasi titik tetap konvergen bila dan hanya bila radius spektral dari
matriks iterasi kurang dari 1 atau {(p(1") < 1).

Perbedaan antara metode Jacobi, Gauss-Seidel, dan SOR terletak pada
penentuan x**P pada tiap-tiap iterasi. Rumus iterasi Gauss-Seidel digunakan

untuk rumus iterast SOR dengan menyertakan parameter ¢ yang berguna untuk
kecepatan konvergensi.

Metode iterasi titik tetap dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah
akuntansi biaya di bidang ekonomi, sedangkan masalah proses kimia di bidang
kimia adalah contoh metode iterasi yang divergen.
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ABSTRACT

A linear equation system Ax = b c¢an be solved with fixed-point iteration
methods, There are three types of fixed-point iteration method namely Jacobi
method, Gauss-Seidel method, and Successive Over-Relaxation (SOR) method.
The solution of linear equation system Ax = b with an initial approximate x'* is

" k..
Z;‘w: (u a, xf, i )+ b,

It

, or Gauss-

calculated with Jacobi iteration formula x =
4

11

it ( (k)) Z" ( (fc—l})
== E a.x;’ - a, x +b
o . . - = LA ZSTHN [ i
Seidel  iteration formula x® = tha £ , or
a

It

Successive Over-Relaxation iterative formula

. -1 )y ] (k1) )
CU( zi:l(agx"' ) Z,::wl(affx,r' y+b,

a.

I

with x* is the i-th

¥ = (- +

variable of the A-th fteration, ay coefficient of linear equation system, xj“"‘” is the

J-th variable of the (&-1)-th iteration, »; coefficient of linear equation system,
@ parameter,

Fixed-Point iteration method is convergent if and only if the spectral
radius from iteration matrix is less than 1 or {p(77} <1).

The difference among Jacobi method, Gauss-Seidel method, and
Successive Over-Relaxation method lies on the determination of x**?

T in every
iteration. Gauss-Seidel iteration formula is used for Successive Over-Relaxation
(SOR) iteration formula by attaching the © parameter which is useful for the
convergence rapidity.

Fixed-Point iteration method is stitl can be used to solve the cost
accounting problem in economic field, whereas the chemistry process probiem in

chemistry field is an example of divergent iteration method.
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BAB 1

PENDAHULUAN

A, Latar Belakang Masalah

Sistem persamaan linier (SPL) merupakan himpunan berhingga dar
persamaan linier. SPL yang mempunyai penyelesaian dinamakan SPL yang
konsisten. Untuk dapat menentukan penyelesaian SPL secara eksak tidak selalu
mudah, oleh karena itu kita akan cukup puas dengan hasil pendekatannya saja.
Penyelesaian dengan menggunakan pendekatan atau aproksimasi dikembangkan
oleh metode numerik. Secara umum dalam metode numerik ada dua metode untuk
menyelesaikan SPL, yaitu metode langsung dan metode tidak langsung, Dalam
metode tidak langsung atau metode iterasi dibutuhkan perhitungan yang panjang
dan berulang-ulang untuk dapat menyelesaikan SPL. Perhitungan yang panjang
dan berulang-ulang tersebut jika dikerjakan oleh manusia maka akan sangat
menyulitkan, khususnya untuk SPL yang besar maka diperlukan komputer sebagai

alat bantu hitung untuk menyelesaikan SPL.

B. Rumusan Masaiah

Dari latar belakang tersebut, muncul permasalahan yang akan diangkat
dalam penulisan skripsi ini, Permasatahan tersebut yaitu :
1. Metode-metode apa saja yang terdapat dalam metode iterasi titik tetap untuk

menyelesaikan suatu sistem persamaan linier ?
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b

b

Bagaimana penyelesaian suatu sistem persamaan linear dengan metode iterasi
titik tetap ?

3. Dalam bidang apa saja metode iterasi titik tetap dapat dipergunakan?

C. Batasan masalah

Secara umum dalam metode numerik ada dua metode untuk
menyelesaikan SPL, yaitu metode langsung dan metode tidak langsung. Metode
yang dibahas di sini adalal metode tidak langsung atau metode iterasi titik tetap
dengan tiga macam metode yaitu metode Jacobi, Gauss-Seidel, dan SOR. Konsep
radius spektral digunakan untuk konvergensi metode iterasi. Pemilihan parameter

yang optimal pada metode SOR tidak dibahas,

D. Tujuan Penulisan
Tujuan yang ingin dicapai dengan penulisan skripsi ini adalah:

1. Mengetahui metode-metode apa saja yang terdapat dalam metode iterasi titik
tetap untuk menyvelesaikan suatu sistem persamaan linear,

2, Dapat menyelesaikan suatu sistem persamaan linear dengan menggunakan
metode-metode dalam metode iterasi titik tetap.

3. Mengetahui dan dapat menyelesaikan permasalahan dalam  bidang
nonmatematika dengan menggunakan berbagai metode dalam metode iterasi

titik tetap.
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E. Sistematika Penulisan

Rab 1 berisi latar belakang, perumusan masalah, batasan masalah, tujuan
penulisan, sistematika penuiisan, dan metode penulisan.

Dalam Bab If, penulis akan menguraikan materi prasyarat yang nantinya
akan digunakan untuk memahami konsep metode iterasi titik tetap untuk
menyelesaikan suata sistem persamaan linier. Materi prasyarat tersebut adalah
limit fungsi, kekontinuan fungsi, barisan, sistem persamaan linier (SPL), matriks,
ruang vektor, norma vektor dan matriks, serta nilai eigen dan vektor eigen.

Pada Bab il penulis mulai membahas metode iterasi titik tetap untuk
menyelesaikan suatu sistern persamaan linear, Metode-inetode tersebut yaitu
metode Jacobi, metode Gauss-Seidel, dan metode Successive Over Relaxation
(SOR). Setelah itu membahas konvergensi metode iterasi titik tetap. Program
Matiab digunakan sebagai alat bantu perhitungan dari masing-masing metode.

Seteiah bab 111 dilanjutkan dengan bab IV, vang berisi contoh penggunaan
metode-metode dalam metode iterasi titik tetap pada ilmu nonmatematika vaitu
dalam bidang ckonomi dan kimia.

Bab terakhir yaitu bab V berist kesimpulan dan saran.

F. Metode Penulisan
Metode penulisan yang dipakai penulis dalam menyusun skripsi ini adalah

studi pustaka.
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BAB I

LANDASAN TEORI

Dalam bab ini dibahas konsep dalam kalkulus dan aljabar linear yang

nantinya akan digunakan untuk memahami konsep metode iterasi titik tetap.

A. Konsep Dasar dalam Kalkulus

Konsep-konsep yang akan dibahas dalam kalkulus yaitu konsep limit

fungsi, kekontinuan fungsi, dan barisan.

Definisi 2.1 (Limit Fungsi}

Andaikan fix) didefinisikan dan bernilai tunggal untuk semua nilai x di dekat
x = xp, bilangan L adalah limit f{x} jika x mendekati xo dan dituliskan
lim,,, f(x)=L jika untuk setiap bilangan positif ¢ > 0 (bagaimanapun
kecilnya) terdapat bilangan positif & > 0 yang berpadanan sedemikian hingga

if(.\:) - L] < & bilamana 0 < i\ - xﬂ‘ <4,

Contoh 2.1

Andaikan diketahui fungsi  f(x)=x*+x-5  Akan dibuktikan bahwa
Hin,\'——-}j _f‘(.'f) = ? -
Akan dicari & sedemikian sehingga 0<jv- 3,| <d = é(x2 +Xx - S)- 7: <E.

Sekarang ](x2 X - 5)_ 7 = ‘xz + X~ 12i =iy 41\ ——3,% perlihatkan faktor yang
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kedua ix-3! dapat dibuat kecil seperti yang kita inginkan, maka cukup dibatasi
faktor |x +4]. Oleh karena itu dipilih & <1.
Maka |x — 3| < J membawakan
‘x+4‘ x‘x—3+7§
<lx =3 +[7]
<i+7=8§
Jika disyaratkan & £ % maka hasil kali jx+4[x 3| <¢.

Terbukti bahwa lim _; f(x)=7.

Teorema 2.1 (Sifat-sifat Limit)
Andaikan n bilangan bulat positif, k konstanta, fdan g adalah fungsi-fungsi yang

mempunyai limit di xp. Maka:

1. lm k=k,

by

2. lim,, X=X,

3. dim,, M (x)=klm, ,  f(x),

4. dim,, [f()+gx)]=lm,, fx)+lim  e(x),
5. Mim,,,,, [/(0)~ g} =lim,,, f(x)-lim,__ g(x),
6. lim _,  f(x)g(x)=0,bilalim,,, g{x}=0,

7. lim,,, f(x).g(x)=lim,, f()lim,,, gx),

}

8. lim__. s '
Xy g(x) lnn_\-_.;.xu g(-x)

, asalkan lim,  g(x) =0,

TG lim, . /()

' , asatkan lim,_, g(x)= 0.
o g(“) liml_u>xo g(x) lmx—uo é,(’(’)
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Definisi 2.2 (Kekontinuan Fungsi)

Andaikan f{x) didefinisikan dan bernilai tunggal untuk semua nilai x di dekat
x = Xg seperti juga di x = xy fungsi [ dikatakan kontime di x = x4 jika
lim,,, f(x)=f(x). Syarat yang harus dipenuhi agar fungsi f kontinu di
X =X

1. him f{x)=L ada.

Xy Xy

2. f(x,) ada atau f{x) didefinisikan di x,.
3.L=f(x)

Contoh 2.2

Diketahui fungsi f{x) = x+ 5. Akan diperlihatkan 7 kontinu pada x = 5,
Dengan definisi 2.2 dapat diperoieh :

1. lim,, f(x)=lim,_Jx+5]=10

2. fi5)=x+5=10

3. A5)=lim, f(x)=10,

Karena definisi 2.2 terpenuhi maka #{x) = x + 5 kontinu di x = 5,

Definisi 2.3 (Barisan)
Suaty barisan adalah suatu himpunan dari bilangan-bitangan x|, x,,--- di dalam

suatu penyususunan tertentu dan setiap suku ditentukan menurut pola yang tetap

yaitu x, = f(m).
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Contoh 2.3

1,4,7,10, ... adalah barisan dengan x, =1+3(n—1).

Definisi 2.4 (Konvergensi Barisan)

Suatu barisan {x, }:___, disebur mempunyai limit L bila untuk sebarang ¢ > 0 ada
bilangan bulat positif N sedemikian sehingga |x, —Lj <& bila nz N.
Bila barisan {x, }:ﬂ mempunyai limit L maka barisan konvergen ke L dan ditulis

lim e [

Hps0 " H

Contoh 2.4

-+
Diketahui barisan x, x{ } . Barisan tersebut konvergen karena

n=l

2n+1

R—pic

: . 1 lim, Y
X, =lim = lirn =

) i
Im, . x ey T oo = R
" " 2n o+ T2+l dim,,,(2+4) 2

HyaT

Maka barisan {
2n+1

} konvergen ke L :
n=] 2

Contoh 2.5
Andaikan x, = ¢ untuk sernua » bilangan bulat positif dan ¢ suatu konstanta, maka

akan dibuktikan barisan {x,} konvergen ke ¢,
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Untuk sermua # berlaku !;xn —c‘ =0, Jadi jika diberikan € > 0, pasti ada N bilangan
bulat positif sehingga untuk semua n2N berlaku |x, —c <¢. Maka dapat

diambi} sebarang nilai untuk N bilangan bulat positif, sebab [.rn -c§ =0 < ¢ untuk

semua # bilangan bulat positif. Dengan demikian barisan {x,} konvergen ke c.

B. Konsep Dasar dalam Aljabar
Konsep-konsep dalam aljabar yang akan dibahas yaitu sistem persamaan
linear (SPL}, matriks, ruang vektor, norma matriks dan norma vekfor, serta nilai

eigen dan vektor eigen.

1. Sistem Persamaan Linear
Definisi 2.5 (Persamaan Linear)

Suatu persamaan linear dengan i variabel adalah persamaan yang dinyatakan

dalam bentuk ax, +a,x,+..+a,x, =b dimana a,,aq,,..,a, dan b adalah

bilangan-bilangan real dan x,, x,, x, ..., x, adalah variabel.

Definisi 2.6 (Penyelesaian Persamaan Linear)
Penyelesaian dari persamaan linear a,x, + a,x, + ... +a,x, = b adalah wruian

dari n bilangan s,,s,,..,s, sehingga persamaan tersebut dipenuhi bila

disubstitusikan terhadap x, = 8,, X, = §,, ., X, =
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Contoh 2.6

Diketahui persamaan finear 4x; — 2x; = 1.

]

Penyelesaian persamaan linear tersebut adalali x) = 1 dan x; =

Definisi 2.7 (Sistem Persamaan Linear)

Suatu sistem persamaan linear dari m persamaan linear dalam n variabel adalah
suatu sistem berbentuk :

Ny F 35X, + Q%+ b a, X, = b

X, + 85Xy +ayXy + o Fa, X =b,

i n

3. ] (2.1}

Xy 0y Xy F A X+ b, X = b

rl®

‘a
di mana a, dan b semuanya adalah bilangan-bilangan real dengan

Gy, Ay o0, 4, tidak bersama-sama nol untuk i = 1, 2, .., m yang kemudian

e

sistem persamaan linear dengan bentuk (2.1) disebut SPL m x .

Definisi 2.8 (Penyelesaian Sistem Persamaan Linear)
Penyelesatan sistem persamaan linear m x n adalah urutan n bilangan-bilangan

S128y, S, Yang memenuhi semua persamaan dalam sistem.

Contoh 2.7
Diketali SPL x4+ x3 +x3= 2

2.\.’2 - Qxy = 6
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Penyelesaian SPL tersebut adalah xy = -3, x; = 4, dan x; = 1.

Suatu sistem persamaan lincar disebut konsisten jika suatu sistem
persamaan linear tersebut mempunyai paling sedikit satu penyelesaian. Sedangkan
jika suatu sistem persamaan linear tidak mempunyai penyelesaian maka sistemn
persamaan linear dinamakan takkonsisten.

Suatu sistern persamaan linear dikatakan komogen (SPLH) jika semua
konstanta pada ruas kanan sama dengan nol, dengan bentuk umum :

@, X, + Qpx, +ax, +oo+anx, =0

Ay Xy +ApXy tapXy +-+ay,x, =0 22)

A%, +a

mir

maXy F Xy ot a, x =0,
Sedangkan sistemn persamaan linear dikataan nonhomogen (SPLNH) jika
konstanta pada ruas kanan tidak semuanya sama dengan nol,

Setiap sistern persamaan linear homogen (SPLH) selalu mempunyai
penyelesaian yaitu x, =0,x, =0,---,x, =0 yang disebut penyclesaian trivial,
Jika di samping penyelesalan trivial ada penyelesaian vang lain maka
penyelesaian tersebut disebut penyelesaian rakirivial,

Jika SPLH maka salah satu diantara pernyataan berikut benar :
¢ Sistem tersebut hanya mempunyai penyelesaian trivial.
¢ Sistem tersebut mempunyai tak terhingga banyak penyelesaian taktrivial

sebagat tambahan terhadap penyelasaian trivial.
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2. Matriks
Pembahasan matriks dibatasi dengan matriks-matriks yang elemen-

elemennya bilangan real.

Definisi 2.9 (Matriks)
Matriks adalah suatu susunan bilangan-bilangan real yang terdiri dari baris dan

kolom.

Definisi 2.10 (Matriks m x 1)
Matriks berordo m x n adalah susunan dari bilangan-bilangan real yang terdiri

atas m baris dan n kolom dimanam, ne 7', m>=0, n>10,

Bentuk umum matriks m x 7 adalab:

dy Gy Gy d

[ ] Gy Gy Qy oo- Ay,
Amxn = a{r’ = i

__a am 2 a

ml
i=123..,m

F=12,3,..,n
aj disebut elemen matriks 4 dengan :

i adalah indeks pertama yang menunjukkan baris,

/ adalah indeks kedua yang menunjukkan kolom.
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Selanjutnya jika tidak menulis semua ¢lemen-elemen matriks maka

matriks ditulis dengan huruf-huruf besar miring misalnya A, B, C dan sebagainya.

Definisi 2.11 (Kesamaan Dua Matriks)
Dua matriks A dan B yang masing-masing berordo m x n dikatakan sama jika

ay = by untuk setiap i dan j.

Definisi 2.12 (Penjumlahan Dua Matriks)

Jika A dan B adalah sebarang dua matriks yang wkuwrannya sama, maka jumlah
A + B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama
elemen yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebu.

A‘i‘B*{G;}"Jr‘bg]

Contoh 2.8

4 2 5 3 9 5
Jika matriks 4 = dan B= maka A+ B= |
B ¥l 4 2 7 3

Definisi 2.13 {(Perkalian Matriks Dengan Skalar)

Jika A adalah suatu matriks dan ¢ adalah suatu skalar, maka hasil kali {product)
cA adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan masing-masing elemen
dari A oleh c.

cA=[ca,]
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Contoh 2.9

Jikamatriks 4=(3 2 1) maka 44=(12 8 4)

Definisi 2.14 (Perkalian Dua Matriks)
Jika A adalah matriks berordo i x k dan B adalah matriks berordo k x j, maka
hasil kali matriks A dan B adalah suatu matriks C berordo i X j dimana :

Ai’xk = Bk = CJJ

XJ

o? b= [c ¥ ] dengan

i
G Zaﬁ:biaf
e

Contoh 2,10

2 4 6 16
Jika matriks A = dan B= maka AB= y
31 ] 19

Setelah membahas SPL dan matriks, suatu SPL m x »n dapat dituliskan
dengan satu persamaan matriks Ax = b di mana A4 adalah matriks m x n,
x € R", dan b & R™, Selanjutnya akan dibahas kasus dengan » persamaan dalam

n variabel yang akan dipergunakan pada bab selanjutnya.
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Suatu SPL m x »n dengan bentuk (2.1)

QX+ QX +apX, o tax, =b

J Ap X, + Xy + Xy + o b ay, x, =b,

.,amlxi +an12x2 + am3x3 +oee amnxn = 1{7”
SPL di atas dapat dituliskan sebagai persamaan matriks Ax = b di mana 4 = (a;)

diketahui, x adalah matriks » x 1 dan variabel-variabel, dan b suatu matriks m x 1

yang mewakili ruas kanan dari SPL.

Dari SPL (2.1) diperoleh

amE T a.um L‘rn bu: J

dan hasil kali dari Ax adalah

a

mk

{a”xi todpX, b o4 X,

Gy X + 4..X I [RSOCEE SR B

21" 222

Ax - ) 2»; 7
amlxl ot am‘zx2 o mnxn

maka SPL (2.1) ekivalen dengan persamaan matriks Ax = b.

Contoh 2,11
Andaikan diketahui SPL berikut
2x, +x, ~ 3%, =1
Xy 2x, + 5%, =2,

3x 4+ 20, +x, =5



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

SPL di atas dapat ditulis sebagai suatu persamaan matrks 4x = b vaitu

2 1 ms\l(xl i
-2 05 x|l -2
32 1 /ix) (s

Macam-macam bentuk matriks vang dibahas di sini yaitu
1. Matriks persegi

Adalah matriks yang banyaknya baris sama dengan banvakayva kolom.

Conteh 2.12
30 6
A - 4 5 i
o sTd I8

2. Matriks segitiga atas

Matriks persegi A= (ag.) disebut matriks segitiga atas jika ay = 0, Vi>jf.
Matriks persegi 4= (ag) disebut maitriks segitiga atays tegas (strictly upper

triangular) jika ai = 0 dan ay = 0, Vi>y).

Contoh 2.13

hJ

A= . A adalah matriks segitiga atas sebab a; = 0,V/>/,

o o=

4
35
0 7
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, B adalah matriks segitiga atas tegas sebab b, = 0 dan by = 0,Vi>/.

el

i}
o o O
S O
S th ko

3. Matriks segitiga bawah

Matriks persegi A = (ag.) disebut matriks segitiga bawah jika ay = 0, Vi<J.
Matriks persegi 4 = (a{{) disebut matriks segitiga bawah tegas (strictly lower

triangular) jika a; = 0 dan ag = 0, Vi),

Contoh 2.14

Ly

1i

F

% SR V)
-] e O

0
0 |, B adalah matriks segitiga bawah sebab by = 0,Vi</.
3

, D adalah matuks segitiga bawah tegas sebab oy = 0 dan

T

it
MR e
N ="
c o o

4. Matriks diagonal
Matriks persegi A= (afr) disebut matriks diagonal jika A adalah matriks

segitiga atas dan matriks segitiga bawah yaitu: a, = 0 untuk Vi>j AVi<].
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Contoh 2.15

o o 2
w o @

5. Matriks identitas
Matriks diagonal A = (au) disebut matriks identitas jika elemen diagonalnva
sama dengan saru.
(a,} =LVi=jnaa, :o,v.ij).

Contoh 2.16

0
I=10 1
¢

—_— D O

Suatu bilangan real a dikatakan mempunyai invers perkalian jika terdapat
bilangan 4 sedemikian sehingga ab = }. Benkut akan diperluas konsep invers

perkalian pada matriks dengan definisi berikut ;

Definisi 2.15 (Invers Matriks)
Suatu matriks A berordo n x n dikatakan taksingular (nonsingular) atau dapat
dibalik (invertible) jika terdapat matriks B sedemikian sehingga AB = BA = I

Matriks B disebut invers perkalian dari A, ditulis dengan B = A7
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Definisi 2.16 (Matriks Singular)

Suatu matriks n x n dikatakan singular jika tidak memiliki invers perkalian.

Teorema 2.2
Jika matriks A mempunyai invers, maka invers dari A adalah tunggal.
Bukti :
Andaikan invers dari A4 tidak tunggal,
Berarti selain 4™ ada matriks B # 4™ yang juga merupakan mvers dari 4.
Maka; A'4= 1

(AAYB=1B

AN (4B) =B (Binvers 4)

Al =B
A7 =B (kontradiksi).

Jadi invers dan suatu matriks adalah tunggal. 1]

Teorema 2.3

Jika A dan B adalah dua mairiks berordo n x n yang masing-masing mempunyai
invers, maka:

i @hl=4

i, (4BY'= R4,

Bukii :

i. A7 adalah invers dari 4 maka 44" =],
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Menurut definisi, 447 =/ berani 4 adalah invers dari matriks A Karena
invers dari matriks 4 adalah tunggal, maka haruslah (47! = 4
AN =AY = @Y A=A A=A = A
fi. (ABYABY' =
Kemudian (ABYB A = ABBYA = A4 = A4 = 1.
Dari (1), (AB)YARY' =
ABYB Ay =1
Jadi B4 juga invers dari matriks 4B karena invers dari suatu matriks tunggal

maka haruslah (4B)' =B 4"

Teorema 2.4
Jika matrils 4 bevordo nox n mempunyai invers maka untuk sembarang matriks
kolom b berordo n » 1, sistem persamaarn linear AX = b mempunyai penyelesaian

tunggal yaitu mairiks kolom x = A™b berordo n x 1.

Bukti :

1. Dibuktikan sistem persamaan lincar Ax + b mempunyai penyelesaian,
Cukup diperlihatkan bahwa x = 4”'b memenuhi sistem persamaan linear 4x =
b yaitu : A(47b) = (A47)b = b = b. dengan demikian x = 4 'b merupakan
penyelesaian sistem persamaan linear Ax = b,

ii. Dibuktikan sistem persamaan linear 4x = b mempunyai penyelesaian tunggal,
Misalkan x; dan x; merupakan penyelesaian sistem persamaan linear AX = b,

yang berarti A, = Ax; atau A(x; — x2) = O dengan O merupakan matriks nol.
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Kemudian dengan mengalikan A" pada persamaan terakhir diperoleh
0 =A"40x, - x) = (A"' A (xy = x3) = Kxy - x3) = x1 ~ x3. Dengan demikian

xy — X7 atau sistem persarmaan linear hanya mempunyai satu penyelesaian. U

Definisi 2.17 (Transpos Matriks)

Jika diketahui swaty matriks A= (au )m maka yang dimaksud dengan iranspos
dari A adalah matriks B = (b i )m_m, dimana b, =a, Vi, j atau b, =a Vi, .

Transpos darvi A ditulis A*.

Contoh 2.17
2 4
2 —1 6
Jikamatriks B=|{—-1 2] maka B =
alig fFoE e
6 3

Definisi 2.18 (Matriks Simetr)
Suatu matriks persegi A disebut matriks simetri jika A= A'. Jadi jika A matriks

simetri maka a; =a,, %, .

PE

Suatu matriks persegi A disebuf matriks simetri miving jika A = ~A4°.

Dari definisi di atas dapat dikatakan jika A matriks simetri maka

a, =a,,¥ dan jika A matriks simetri miring maka

a, =—a,V, vd,=—d,V, .
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Contoh 2.18
1 -2 3
1. Jiks diketahui matriks A=|-2 0 4| maka matriks 4 adalah matriks
3 4 -3
1 -2 3
simetri sehbab: 4 ' ={ -2 § 4i=A4,
3 4 -1
0 6 3
2. Jika diketahul matiks G=]{~6 0 2! maka matriks ( adalah matriks
-3 20
0 6 3
simetri mniring sebab: ~G' =1 -6 0 2}|=G.
~3 2 0

Definisi 2.19 (Minor dan Kofaktor)
Andaikan matriks A = {ay) adalah matriks n % n dan andaikan My menyaiakan
matriks (n— 1)x(n — 1) yang diperoleh dari A dengan menghapus baris dan kolom

vang mengandung ay. Didefinisikankan kofakior Ay davi ay dengan

Ay = (-1} detdy

Definisi 2,20 (Determinan Matriks)

Determinan matriks persegi A dilambangkan dencan (4! adalah suatu bilanean
P pid : Fes 3

yang didapat dari elemen-elemen A dengan pengerjaan tertentu, yaitu:

1. Jika A = [a] maka det 4 = 4| = q.
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a 1
1 }naka det A = |4} = ayy.ax — a13.07)

ay dn

. _1dy
2. .Ilka/*fzxz"]:

3. Jika dnemaka det A=4]= Y (~1)"a M denganj=1,2, .., n

=]

Contoh 2.19
2 ~1 3 0
4 -2 7 0
Andaikan matriks 4 = maka det 4 adalalh:
— 30— IS
6 -6 8 0

(A = ~ay My + gaaMy — azass + asgMy,

ZO+O“SM34+O
= S M
2 §-us
=.5deti4 -2 7
6 -6 8
sd2det| 1)dt4? sded * 72
= - —-{-1)de +
g4 ( 68 "6 -6
=-30

3. Ruang Vektor

Vektor-vektor di bidang R? dan di ruang R’ secara geometris dinyatakan
scbagal scgmen-segmen garis berarah. Misalkan sebarang vektor v pada bidang

yang titik awalnya berada pada titik asal dengan koordinat {vi, v;) maka v; dan v,
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dinamakan komponen-komponen dari vektor v. Vektor v dapat ditulis dengan

¥
matriks kolom vaitu v z[ ‘].
Y,

Walaupun visualisasi vektor secara geometrik tidak melebihi R’ tetapi
vektor-vektor dapat diperluas hingga melebihi R’ secara aljabar. Gagasan
mengenai vektor di R? dan R® dapat diperluas untuk vektor di ruang berdimensi-n,
dengan n > 3. Vektor di ruang berdimensi-n ditulis dalam bentuk matriks » x 1,
yvang dapat dinyatakan juga sebagai transpos dari matriks # x 1 yaitu matriks

berordo 1 x n.

Definisi 2.21 (Ruang Euklidis Berdimensi-n)
Himpunan semua matriks berordo n x 1 dengan elemen-clemen bhilangan real

disebut ruang Euklidis berdimensi-n, dilambangkan dengan R".

4
X
e 2 ¢
R" = C XX, x, € R
xl’?
Atau dengan cara penulisan lain R = {x,, Xy, vy x,,)'i,r], Xy, o, X, & E“R}_

Setiap elemen dari R" disebut vektor yang dilambangkan dengan huruf
kecil tebal, misalkan vektor x:(.\',,:{2,---,3:”r maka x;, xz, ..., x, disebut

komponen-komponen dari vektor x,
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Definisi 2,22 (Kesamaan Dua Vektor)
Dua buah vektor x = (x,, x,, -+, x,) dan y = (y], Yy, v, ) dalam R® dikatakan

sama, yaitu X =y jika x; = y; untuk sefiap i = 1, 2, ..., n.

Definisi 2,23

Operasi penjumiahan dan perkalian dengan skalar dalam R didefinisikan
sebagai berikut © jika x = (.rl, X,, o, x, ) dan y = (v, W 0% _1»',,)’ adalah vektor-
vektor dalam R" dan « dalam R, maka

d = . ! . !
Aty = (:(1 -}—yi, i o LA X, -+-y”) dan  ox = (CC?(I, oy, -y, m‘,,) .

Definisi 2.24

Suatu vektor dalam R" yang semua komponennya sama dengan nol disebut vektor

nol, dilambangkan dengan 0=(0,0,--,0). Jika x=(x, x, -, ¥, ' sebarang

vektor dalam R®, maka vekior (- Xy =Xy, -, =%, ) disebur negatif dari X,

dilambangkan dengan -X.

Teorema 2.5

Jika x=(x,x,,-,¢,), y= (y,,yz,u-,yn)‘,dan Z = (zt,;r:z,---,z")t e R" dengan
¢ dan k sebarang skalar dalam R®, maka

a x+ty=y+tx

b x+{y+y=(x+y)tz

c. x+0=x
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d x+{x)=90
e olkx)=(ck)x.

f. cxty)=cx-+cy.

g {c+kx=cx+kx

h. lx=1x

Bukti ;

& Xty :(xia;‘r ”'r"cu)l ‘+'(yi-‘y2’"-’yn)l
i (xi “E“}jl_‘ x.? +-}}2’ i 0 xn +))n)l
=y X, ¥, +X,, 00, Y, +x, )

:(yl’ -VZ?'“:,V,,)t +('r12x2’ ...’x”)i

=y+ X

b. x+(y+z)”(xi:xz»”'vxn)‘ ‘+‘(}’1,}’2, ‘&, }’n)l +(z‘, 23,77 zn)l
:(xl’ x?’”"xn)t 'JF‘(,V] +Zi’}J2 +321“".}}n +Zu)l
= (x1 (v, +2,), %, (Y, ¥ 2,), 0, X, (¥, +2, ))l

= (5 + )42, (5 +33) 4 2, (6, +3,) 42, )

1

z((xl +-Vl)1 (x2 +y2)’"'¥(xn +yn))l + Zl’ ‘?22 B zn)
:(-VI»-Vze '“’},n)t +(:f1, X "'»-Yn)l +(31= TR zn)t
=(X+y)+z
c. x+(}:(x“ X, ---’x”)‘ +(G,O’ ...,0)1
= (¥, +90, %, +0,-, x, +0)

. . 1
:(-"1v"'2>"'>xn)

=X
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e o(kn) =olk(e,, x5 x, ) )
=c(kx,, kx,, -, kx, )
= (o, ), ok, ), -, ek, ))'
= {(ck)x, (ck)x,, -+, (ck)x, )

= (@) %0 x,))
= (ck)x

foctxryy=clln. g + (v 0,))
= gl SRR X Tn RESID P
= (00x, + ), €3, + 25), -, e(x, + 3,))
={cx, +oy,, ex, +C,, -, x4y, )
M, cra, - 0x, ) By, oy, oo
= o, %500 %, ) vy, v )
= CX + CY

g (e+lx={c+i)(x, x,, -, x,)
= {(c+K)x,, (e + K)xy, -+, (e + K)x, )
={ax, +ky,, ox, +kx,, -, ox, +kx, )
={cx,, ax,, -, ox, ) +{ky,, ke, -+, ky, )

L

=clry, 1w )+, .0 x,)

=¢x + kx



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 27

h. h&xl(t‘cl,x;‘.,”‘a-’fn)l
< (15, 155, - Ix, )

Y
=(x,, X5, ¥, )

=X

Definisi 2.25
Andaikan x={x, x,, - x,Ydan y=(y, »,, -, v,) adalah sebarang vektor
dalam R, Perkalian dari x dan 'y dalam R didefinisikan dengan :

)
X'y:xy: Iy1+x2y2+-“+xn})n'

R" dapat ditinjau sebagai himpunan semua matoiks berordo » x {1 dengan
elemen-elemen bilangan real, (lihat definisi 2.21). Penjumlahan dan perkalian
skalar dari vektor-vektor dalam R" tak lain adalah penjumlahan dan perkalian
yang terdapat dalam matriks. Lebih wmum, andaikan R™™ adalah himpunan
semua matriks m x n dengan elemen-elemen bilangan real. Jika 4 = (ay) dan
B = (by), maka jumlahan A + B didefinisikan scbagai matriks C = (¢;) yang
berordo m x n, di mana ¢; = ay + by. Untuk sebarang skalar « didefinisikan o4

schagal suatu matriks D = {dy) yang berordo m x n, di mana elemen dy = aa, .

Dengan mendefinisikan operasi-operasi pada himpunan R™7 berarti telah
membentuk svatu sistem matematika. Operasi-operasi penjumlahan dan perkalian
skalar pada R™" mengikuti aturan-aturan ilmu hitung tertentu. Aturan-aturan ini
membentuk aksioma-aksioma yang digunakan untuk mendefinisikan konsep

ruang vektor,
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Definisi 2.26 (Ruang Vektor)

Andaikan V adalah suate himpunan tidak kosong dan pada V didefinisikan
operasi penjumiahan dan perkalian dengan skalar, yaitu  aturan  yang
mengawankan setiap pasang elemen-elemen x dan'y dalam V dan setiap skalar ¢
dengan tepat safu elemen x +y dalam V dan tepat satu elemen cx dalam V.
Himpunan V bersama dengan operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar
dikatakan membentuk suatu ruang vekior jika dipenuhi aksioma-aksioma berikut
Al x+y=y+xuntuk setiap x dan y di ¥,

A2 (x +y)+z=x+(y +z)untuk setiap x, y, z di V.

A3. Adaelemen 6 di V sehingga x + 0 = x untuk setiap x di V.

A+ Untuk setiap x ¢ V, ada elemen -x di V sehingga x + (-x) = 0.

AS. o(x + y) = cx + ¢y, untuk setiap skalar ¢ dan setiap x, y di V.

A6, (¢ +K)x = cx + kx, untuk setiap skalar ¢ dan k dan setiap x di V.

A7, (ck)x = ¢(kx), untuk setiap skalar ¢ dan k dan setiap x di V.

A8, Ix = x, untuk setiap X di V.

Ruang vektor yang didefinisikan di atas sering juga disebut ruang vektor
real, karena skalar yang digunakan adalah bilangan-bilangan real.
Karena aksioma-aksioma dari ruang vektor merupakan abstraksi dari sifat-sifat

vektor pada R”, maka R" merupakan salah satu contoh dari ruang vektor
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Teorema 2.6

Jika V adalah ruang vektor dan x, y sebarang vektor dalam V, maka:

i Ox=0

ii. Jikax +y =0, maka y = -x (yaitu invers jumiahan dari x adalah tunggal)

il -1x=-x.

Bukti :
i. Menurut aksioma A6 dan AS
x=1x={1+0x=ix+0x=x+0x.Jadi
=X+ x =X H (X OX) = («x + xX) + 0x (A2)
0=0+0x=0x (A1, A3, dan A4)
Terbukti 0x = 9.
il. Andaikan x +vy=0.
Maka~-x=-x+0=-x+ (x+y)={x+x)+y
=0+y=y.
Terbukti y = -x.
ill. Menurat i dan AG :
G=0x=(1+(-1)x=Ix+{-1)x
Jadi x+{-1)x=0 (A8)

Menurut i {-1)x =-x.
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4, Norma Vektor dan Matriks
Dalam membahas metode iterasi titik tetap untuk menyelesaikan SPL,
diperlukan pengertian jarak diantara dua vektor, barisan vektor konvergen.
Andaikan R" menunjukkan himpunan semua vektor berdimensi-n dengan
elemen bilangan real. Untuk mendefinisikan jarak dalam R" diperlukan definisi

suatu norma.

Definisi 2.27 (Nonma Vektor)

Suatu norma vekior di R® adalah suatu fungsi, |{ .15 R" — R yang memenuhi:
i |xfz0,xeR"dan x| =0 bhbx=(0,0,..,0)=0,
ii. [lax|=|ajx| untuke e R dan xeR",

i, Jx+yf < s+ ]y vntuk x, ye R

Contoh 2.20

Untuk setiap xe R" didefinisikan fungsi |}.ij: R" — R dengan x| _=max/x|.
o 11+ 1<isn '
Fungsi i} tersebut merupakan norma vektor karena
i, Untuk setiap x %0, maka jx,| 20

dan akibatniva ﬂx!; = max}x,i z0
1% :

Jika x| = 0, maka x, = 0 untuk setiap x € R". Karena itu x harusiah matriks
nol.

i, Jo =l maxi = ]
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i1, Jika x %0, maka;

e +y] = m_ax[(x + ),

1<rs::

< max|x, |+ maxy,]

I=t€n 14594

=]+ |

Teorema 2.7 (Cauchy-Schwarz)

Untuk setiap x = (x,,x,..x, ) dany = (y,,3,,-, v, ) dalam R,

e

i=t ies]

Bukti :

1. Jika y = 0 atau x = 0 maka 0 < 0. Teorema 2.8 berlaku.

2, Andaiy #0 danx #0. Untuk 2 ¢ R,

0 g”"u;"y”z = i(‘tl _;‘:'-}'}r')2 S ixrz "2/1i.\’:_}/{ +/1 zi}’f,
I =]

dan .’MZry <2_Ir + A Z)’: =[N+ 2 Yyl
i=1
Karena ||, > 0 dan [y], > 0, dapat diandaikan 4 = -‘l;l-‘l schingga memberikan
il
ix] .:2 r
( b, J(Z . Juh\ N. vl =2t
v, R

S < H -2 .
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ZW:-MX

Jika x; diganti dengan -x; dimana x; y; < 0 dan vektor x menghasilkan:

A,Y

St < el vl = o {z} { }

Definisi 2.28 {Jarak antara vektor)

. 2
Andaikan vekior x = (x,,%, f dan'y = {3, 3, ) dalam RP, jarak antara vekior x

dan'y didefinisikan dengan {x —y| = [(x‘ 3,V (. P ]}.-5

Contoh 2.21
Andai vektor x={11,1) dan y = (i.2001,0.99991, 0.92538) maka jarak antara

vektor x dan vektor y yaitu :
-], = [1-1.2001 +(1-0.99991" + (1-0.92538)* ]
=[(0.2001)" +(0.00009)" + (0‘{}?462)3]13
= 0,21356,

dan

Ix~y]. =max{i-1.2001, )t ~0.99991] || - 0.92538}
= max{0.2001, 0.00009, 0.07462}
=0.2001.
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Definisi 2.28 (Barisan Vektor Konvergen)

Barisan vektor {x“‘) }:;1 dalam R" dikatakan konvergen ke x dengan norma L)

Jika diberikan & > 0, dimana ada bilangan bulat N(g) dengan:

I x® - x|l <, untuk k= Ne).

Teorema 2.8

Barisan vektor {xX¥} dalam R® konvergen ke x dengan §§ . ”oc bila dan hanya bila

im,_. x% = x, untuk setiapi=1,2, ..., n.

Bukti:
(=) Andaikan barisan vektor '}, konvergen ke x dengan, {-|_.

Diberikan ¢ > 0, ada bilangan bulat M{e) dimana untuk semua & > M),

hy
il

max fx

i=h 2.0

x,l :”x“” -x‘§ <e
. feo

Hal ini berarti bahwa {x*-x;} < ¢ untuk setiap i = 1, 2, ..., n, dan tim,__ x® =x,

i

untuk sefiap i.

(<) Andaikan lim,_, x®

=x, untuk / = 1, 2, ..., n maka barisan {x(“ }:,;,
konvergen ke x dalam R". Untuk ¢ > 0 yang diberikan, ada Ni(g) untuk setiap i
bilangan buiat dengan syarat

Moxi<e untuk &> Nfe).

Didefinisikan M(¢} = max;.. 5, o Vi{6). Jika £ > Me) maka
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H A 4 5
max ix*? - x [=ix® -x]-l <e.
[ ! Eé |o(:

ECH S

Hal ini berarti bahwa { x“‘)} konvergen kex. [l

Teorema 2.9

. <[], < Vrlx]...

Untuk setiap x dalam R,

Bukti :

Andaikan x; mewakili x dengan x| =max Ix ] m]x f,. Maka

2 2 . 2
;.]‘2_‘ ‘__.242 2<Z 2 2 .‘;
‘;:\|ac = XJ = "‘_f = 7 55 .‘C}. }:-'.\}. = né!x L
=l =l

7

- i/
sehingea b, <{ 3357} <[, <ok,
IES

Definisi 2.29 (Norna Matriks)
Suatu norma mairtks pada himpunan semua matriks n X n adalah suatu fungsi
.1 R™™ > R, yang memenuhi untuk semua matriks A dan B berordo n x n dan
untuk semua bilangan real o sedemikian sehingga :

i [JAlz0danfiAli=0bhbA=0

il fadl=latlA4l

i, #A-+BI < 140+iB].
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Contoh 2,22

Andaikan 4 dalam R™®. Suatu fungsi [-]:R™" —» R dengan 4] = maxmidw >0

merupakan norma matriks karena memenubi definisi 2.29 ;

i
W

x|
dan akibatnya |4} = “;’fg‘“‘xp 20

i. Untuk setiap x # 0, maka ——=

Jika 4| = 0, maka Ax =0 untuk setiap x € R".
Hal ini berarti bahwa a, = de, = 0 untuk /=1, 2,---, n karena itu 4 haruslah

matriks nol.

ii. ‘M” = max - H ”A E'

x| :
=0 x| (o max nas ”x“ = e 4]
il Jika x = 0, maka
H
PO B Chdl
=0 |
el
=]
{Ax] | Bxl
S Max - + HIE N
23] §I\| x20 1|;\§

=4+ ]
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Definisi 2.30

Andailkan AR dan |‘ . ” R"™ = R addalah suatu norma, maka norma matriks

Ll:R™™ — R didefinisikan dengan {Aj= IpaleAxE.
' ’ ix=h

Teorema 2.10

253

Jika A = (ay) adalah matriks v x n, maka 4] = max ilag |
-4 el

Buokfi:

Andaikan x vektor kolom berdimensi-n dengan [x| = max]x,|=1. Karena Ax

tgign
juga vektor kolom berdimensi-n,
A

2,9,%,

J=t

mas, |

{5igat 1

IAx] = 1332(1_1{[(11.)&),.] = INax

iign

H
< max [a :
1sezn ; ¥

Karena jx| =1,

il H
Janl, < maxd Ja ol =mmax 3 fo}

Akibatnya,

4. = m]

tsigr <

Ax| < max ilag l D
J=t

Tetapi, jika p bilangan bulat dengan
2 Jay| = maxD fa,|.
1 =l

i=

dan x adalal pilihan dengan
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1, Jjikaa, 20,
T jikaa, <0

makalx|_=1, a,x, = §apj}, Y j=1,2,3,.,n

-
Zawxﬂ %
Jat |

E n
jax], = max;Zaf% 2

Hal ini berart1 bahwa

tES ]
i=

el DT g
4, = maxfax], 2 max a,|
dengan, pertidaksamaan (1), memberikan

A, =3 af o

5, Nilai Eigen dan Vaktor Eigen
Definisi 2.31 (Polinomial Karakteristik)
Jika A matriks persegi, polinomial didefinisikan dengan p(4) = det(A — A1} disebut

polinomial karakteristik dari matriks A.

Definist 2.32 (Nilai Eigen dan Vektor Eigen)

Andaikan p polinomial karakteristik dari matriks A, pembuat nol p disebu!t nila
eigen / nilai karakteristik dari matriks A. Jika A adalah nilai eigen dari matriks A
dan x + O memenuhi (A — L)X = 0, x disebut vekior eigen 7 vektor karateristik dari

matriks A yang berkorespondensi dengan nilai eigen A..
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Contoh 2,23
I 0 2
Andaikan matriks 4 = | 0 1 ~1}. Untuk menghitung nilai eigen dan A, dican:
-1 1 i

-2 0 y)
POY= det(d — W)= det] 0 1=2 =1 |= (1=R)(A'-2h+4).
-1 I 1-2

Nilai eigen dari 4 adalah penyelesaian dari p(k) = O yaitw: Ay = 1,

A,=1++3i, A=1-431

DPefinisi 2.33 (Radius Spektral)
Radius spektral p(4) dari matriks A didefinisikan dengan p(A) = max | /. |, di

mana A nilai eigen dari matriks A.

Teorema 2.11

Jika A maiviks n x n maka
i {pdAn” = ALk,
i pl) AR

Bukti:

i, Andaikan p = [p(4'4)]" Maka untuk setiap xe R, ”Axﬂi =x'A'Ax € i'x'x

lalu 4], € 4. Jika u adatah vektor eigen dari A'A sesuai dengan z* maka u'

1i2

A'4u = i fu'u ditunjukkan dengan persamaan |4, = [p(A’A)]
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ii.  Ambil & nilai eigen 4 dengan vektor eigen x dimana i x f= 1.

L2 0= (] == [lAx < (1Al x| = A

p(A)=max | A| <AL T

Contoh 2.24
110
Andaikan matriks £ ={ 1 2 1],
-1 1 2
11 -1y 1190 3 2 -1
maka A'A={1 2 1§ 1 2 1|=| 2 6 4| Unwk menghitung p(A'4),
01 2¢~11 2 -1 4 3
dibutuhkan nilai eigen dari 4’4 yaitu:
3-4 2 -1}

O=det (44 - ")=det] 2 6-2 4
mE T

= A2+ 1407 - 420 = - A(A2 - 140+ 42),

Nijai v =0 atau k=7 iﬁ,

dan /4], = -Jp(A{A) = \/max{(}, 737, T+7} ~3,106.

Definisi 2.34 (Matriks 77 X 7 konvergen)
Matriks Awn konvergen jika lirn;‘.‘m,(Ak)‘)r =0, wruk § =Y, 2,3, ..., n dan
.}" = 1& 2) 37< "

.

¥
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Contoh 2.25

v 0
Andaikan matriks A = [A if

VA

Sehingga

ool 0] i o]l 0]
Vo N Ao K % K

dan secara umum dapat ditulis

. :[w 0 }
Few ()

Karena lim -D =0 dan limm—.;_f—w =0,
kepen 2)

Fredon 2A+]

Berarti A adalah matriks konvergen, Karena p(4) = '/, maka nilai eigen dari

A adalah !/, .

Teorema berikut ini tidak akan dibuktikan karena pembuktiannya
menggunakan konsep lebih lanjut dan hanya dipakai untuk pembuktian teorema

ini saja.

Teorema 2.12

Pernyataan berikut adalah ekuivalen:
1. A adalah mairiks konvergen,

it lim,, j4"]=0;

i plA) <1,

iv. lim,,  A4"x =0, untuk setiap x.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB 111
METODE ITERASI TITIK TETAP UNTUK

MENYELESAIKAN SISTEM PERSAMAAN LINEAR

Ada dua metode untuk menvelesaikan sistem persamaan linear secara
numerik yaitu metode langsung dan metode tidak langsung. Pada skripsi ini akan
dibahas metode tidak langsung atau metode iterasi titik tetap.

Sebelum membahas macam-macam metode iterasi titik tetap teriebih

dahulu akan diuraikan definisi titik tetap.

Definisi 3.1 (Titik tetap)
Andaikan x = glx) suatu persamaan. Penyelesaian persamaan ini adalah
mencari suatu bilangan r yang tidak berubah oleh fungsi g. Bilangan r disebut

sebagai suatu titik tetap dari g.

Teorema-teorema berikut ini merupakan syarat untuk ada dan tunggalnya

suatu titik tetap.

Teorema 3.1

Jika g kontinu pada interval tertutup {a, b} dan g(x) pada interval tertutup {a, b],
maka g memiliki titik 1etap pada interval tertutup {a, bl. Andaikan dalam
tambahan ada g (x) pada interval terbuka (a, b) dan ada bilangan possitif k < 1

dengan



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 42

Ig'(x)i <k <1, wnmuk semua x e(a, b)

Maka titik teiap pada interval tertutup {a, by adalah tunggal.

Bukti :

Jika g{a) = a atau g(b) = b, maka ada titik tetap. Andaikan tidak; maka harus
dibuktikan benar bahwa g(a} > a dan g(b) < b, Didefimsikan A(x) = g(x) ~ x. Maka
h kontinu pada interval tertutup {a, 5] dan h(a) = gla) —a >0, h(b} = g(b) - b < (.
Dengan teorema Nilal Antara: “Jika f kontinu pada interval tertutup {a, b] dan K
adalah bilangan diantara f(a) dan f{b), maka ada bilangan ¢ pada interval terbuka
{a, b) dengan f(c) = K”. Berarti bahwa ada p € (@, ) untuk A{p) = 0. Kemudian,
h(p)—p = 0 dan p disebut titik tetap dari g.

Andaikan, dalam penambahan pada pertidaksamaan

g'(x)‘ <k <l xe(a, b) dan

p dan g adalah dua titik tetap pada interval teriutup [a, 5] dengan p# ¢. Dengan
teorema Nilai Rata-rata: “Jika f kontinu pada interval tertutup (¢, #] dan f
terdiferensial pada interval terbuka (a, &), maka ada bilangan ¢ pada interval
terbuka (g, ) dengan

f(c) L f(b}"f(a) »
b—a

Adabilangan ¢ antara p dan g pada interval tertutup [a, &), dengan

g(p) =gl = g (&),

Maka

p~d=lg(py~g(@)|=|g &)p~gl s klp~dl<|p-d|
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berarti ada kontradiksi. Kontradiksi ini datang dari dugaan p = ¢ . Oleh karena

-----

Teorema 3.2
Andaikan g kontinu pada interval tertutup {a, b] dan andaikan g{x} pada interval
terbuka {a, b) untuk semua x pada interval tertutup {a, b). Andaikan dalam

tambahan ada g pada interval terbuka (a, by dengan
![g'(x}% <k <1, untuk semua x e (a, b).
Jika py sebarang bilangan pada interval tertutup {a, b], maka barisan yang
didefinisikan dengan
P, =&(Pn), 121,

konvergen ke titik tetap yang tunggal p pada interval fertutup {a, bl.

Bukti :

Dengan teorema 3.1 ada titik tetap yang tunggat pada interval tertutup [a, 6]
Karena ¢ memetakan [a, b] ke dalam dia sendiri, barisan {p,}"  yang

didefinisikan untuk 7= 0 dan p, € [a, b] untuk semua #. Dengan pertidaksamaan

g'(x)ésk <1, untuk semua x e (a, by dan teorema Nilai Ratarata: “Jika f

kontinu pada interval tertutup [a. »] dan f terdiferensial pada inferval terbuka

(a, b), maka ada bilangan ¢ pada interval terbuka {a, b) dengan

AOENICN

bh~a

f{e)
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Dapat dipercleh

1po — A =le(p,s) ~ 8PN = 1€ (E|Pra = P S Klp,s = pl, dengan & (. b).
Pertidaksamaan tersebut menghasilkan

Pon ~ PSR Py = Pl S <k p — Pl

|p, ~pi sk
Karena £ < 1,

limn_m[pn - p[ <lim, ., k”lpo - pi = (),

el

dan barisan {p, }", konvergen ke-p. {2

HES

A. Metode-metode Iterasi

vang ekivalen x = 7X + ¢ di mana 7" matriks dan ¢ vektor. Metode ini dimulai
dengan memilih aproksimasi awal atau pendekatan awal x® untuk suvatu
penyelesaian x, yang dihitung dengan X = 7%+ ¢ dan kemudian membangun
suatu urutan pendekatan terbaik terhadap penyelesaian eksak.

Selanjutnya akan dibahas tiga metode iterasi tittk tetap yaitu metode

Jacobi, metode Gauss-Seidel, dan metode SOR.

1. Metode Jacobi
Pembahasan dimulal dengan metode Jacobi. Metode ini digunakan

terhadap SPL » x n dengan # persamaan dan » variabel.

Andaikan SPL Ax = b sebagai berikut:
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Gy X, + X, + G X+ 4, X, = by

177" n

Gy Xy + QpXy F dp Xy +oo b Ay X, = b,

(3.1)
Ay + A 0K, Xyt kg, X, = b,

dengan elemen diagonal utamanya merupakan bilangan tak nol.

435

Untuk memulai perhitungan, ditulis kembali SPL (3.1) dengan

menggunakan penyelesaian persamaan pertama untuk x; dalam n variabel,

kemudian dengan menyelesaikan persamaan kedua untuk x, dalam » variabel, dan

seterusnya. Sehingga menghasiikan SPL sebagai berkut

a a . h
. VRO BT .

ay ay n ay
a a b

P I - B TP X
Uy, s yy Yz (3.2)
anl anz an-i‘r: "

X, ety ——Rh i, e e i e
aﬂ” a}f’f a”ﬂ a”"

SPL (3.2) berbenfuk x = 7% + ¢, ditulis dalam bentuk sederhana yattu :

o ax b,
x‘:ZPJ_J}P;,;:L2,,.,,ndengan(a_,,.#0).
= o o

I i

i
¥ES:

Secara umum x; didefinisikan secara iterasi, yaitu x% untuk k=1, dengan
¥ g

menggunakan pendekatan awal x sebagat berikut :

" B
ZF’. (_ a; x? ? )+ b;

x5 , i=1,2, ..., n (3.3)
a

i
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sampai didapatkan hasil dengan ketelitian yang diinginkan. Bila tidak didapat
pilihan yang lebih baik maka sebagai pendekatan awal dapat dipilih
@ =0,0,.., 0.

Metode Jacobi dalam bentuk x® = 7x* + ¢ ditulis dengan pemisahan 4
dalam diagonal dan tanpa diagonal. Andaikan D matriks diagonal yang diagonal
utamanya sama dengan matriks 4, maka -L adalah matriks segitiga bawah tegas
bagian dari 4, dan -U adalah matriks segitiga atas tegas bagian darnt 4. Dengan

notasi ini, A dipisahikan dalam:

4y Gy 4y,
4= a3 alzz A
,_anl anz ann
a 0 - 01 O e 01O —g, o -0y,
0 m, =y nE : - :
- "' 0 E au‘-"l
W
. 0 0 amr 8y an.n——! 0 0 0
=D - L ~ U

Jika A = D - [ — U disubstitusikan pada persamaan 4Ax = b maka persamaan
menjadi (D~L-1U)x=D
Dx={L+U)x+h
x=DNL+ Ux+ Db,
Sehingga bentuk matriks dari iterasi Jacobi adalah;

=ML+ U D (34)
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Algoritma (3.1) untuk metode Jacobi

Penyelesaian Ax = b dengan pendekatan awal x'*:

Input : SPL » x n; matriks A dengan elemen a1 <4, j < n; b dengan elemen
biylgign, XO = x® dengan elemen X0, 1<i<n; TOL (toleransiy:
bilangan maksimum iterasi N.

Qutput : pendekatan penyelesaian x;, ..., X,

Langkah-langkah perhitungan .

Langkah 1: &= 1.
Langkah 2 : jika (k < N') kerjakan langkah 3-6.

Langkalh 3 :untuk /=1, ..., ¢

:f=1 (a,}.XOJ.) + b

J#I

..

Langkah 4 : jika |x — XOfl < 7OL maka output {x;, ..., x,);

{Prosedur lengkap sukses.)
Berhenti.
Langkah 5 : k =k + 1.
Langkah 6 ;untuk 7 =1, ..., n; XO;=x;
Langkah 7 : output (maksimun iterasi tercapat);
(Prosedur lengkap tidak sukses.)
Berhent.
Kriteria berbenti untuk langkah 4 adalah:
'““”%i

(k)l‘
H
1

o
H
x
il o
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Contoh 3.1

Jika diketahui sistem persamaan linear Ax = b sebagai berikut:

4 -1 -1 0 9
-1 4 0 -1 12

X
-1 0 4 -1 0
0 -1 -1 4 -3

Dengan pendekatan awal xX” =(0, 0, 0, 0)" .

Sistem linear 4x = b di atas diubah ke dalam iterast Jacobi bentuk (3.3) menjadi .

= 0.25x$ 40,255 +2.25
X% = 0255070 +0.25x¢M +3.0
X = 02555 +0.25x57 4+ 0
= 0,255 +0.25x{ ~0.75

Iterasi pertama dengan x= (0, 0, 0, 0)
xM =0.25x +0.25x +2.25=04+0+225=225

2 =025 £0.25x" +3.0=0+0+3.0=3.0
X = 0255 402557 + 0= 0+040=0

2 = 0254 +0.25x" =075 =0+ 0-0.75 = -0.75

Iterasi kedua dengan xV= (2.25,3.0, 0, -0.75)
x® =0.25x0 +0.25x" +2.25 = 0.25(3.0) + 0.25(0) + 2.25

it

3.0
xP =0.25x" +0.25x +3.0 = 0.25(2.25) + 0.25(-0.75) + 3.0 = 3.3750
P = 0255 +0.25x7 +0 = 0.252.25)+ 0.25(~0.75)+ 0 = ~0.3750

3 H 4

x® = 0,255 +0.2558" - 0.75 = 0.25(3.0) + 0.25(0) - 0.75= 0

Iterasi selanjumya akan dicari dengan menggunakan komputer dengan program

matlab.
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Perhitungan dengan matiab:

function % = Jacobi_f(A, b, x0, tol, max}
% Penyelesaian sistem linear Ax = b dengan metode Jacobi

% Input:
% A, matriks koefisien(n baris dengan n kolom}
% b, vekior {n baris dengan 1 kolom)
% x0, pendekatan awal {n baris dengan 1 kolom)
% tol, toleransi
% may, iterasi maksimum

% Ouiput:
% x, penyelesaian vektor {n baris dengan 1 kolom)

A={4-1-10,-140-1,-104-1;0-1-14 ]
b=19; 12, 0;-3]
x0={0;0,0,0])
max = 10
tol = 0.0100
fn,m] = size(A);
xold = x0;
C=-A
fori=1n
Clii) =0
End
fori=1mn
Cli,2y = Cl, WAL,
end
fori=1n
dii, 1) = byALGL,
end
i=1
disp(’ i X X2 M xa ',
white{i <= max)
xnew = C " xold + d;
i norm{xnew - xold) <= tl
X = Xnew;
disp{'metode Jacobi konvergen’;
return;
glse
xold = xnew;
end
disp([i xnew]};
i=i+t;
end
disp('metode Jacohi tidak konvergen’);
disp{'hasil setelah engka iterast maksimum);
X = XNEW
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A=
4 -t -1 0
404 00 -
S0 404
6 -1 1 4
b=
9
12
0
-3
X0 =
0
O
0
v
max = 10
tol = 0.0100
i X X2 %3 X4

10000 22500 3.0000 0 -0.7500
20000 3.0000 33750 0.37%0 0

30000 3.1875 37500 0.7500 0.1875
40000 33750 3.8438 0.8438 0.3750
50000 34219 38375 09375 04218
6.0000 34688 3.9609 00609 04688
7.0000 34805 39844 08844 04805
8.0000 34022 39902 08902 04922

metode Jacebi konvergen

ans =
3.4851
3.9561
0.88561
0.4851

[terasi konvergen pada perhitungan ke-8,
Penyelesaian eksak x*=(3.5,4, 1, 0.5}
Kriteria berhenti iterasi setelah 8 iterasi :

I N ] =5
‘;x X ijo" - 5'8 X 10 i <10“2

el 3.9902

HEES

I
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Setelah membahas metode Jacobi di atas, selanjutnya akan dibahas sebual
modifikasi dari metode Jacobi yang berguna untuk mereduksi banyaknya iterasi
yang diperlukan untuk mendapatkan derajat ketelitian pendekatan penyelesaian
vang lebih baik,

Sebelumn membahas metode Gauss-Seidel terlebih dabulu akan diuraikan

definmisi berkut ;

Definisi 3.2
Vektor sisa v dari sistem persamaan linear Ax = b didefinisikan dengan

r=bh—Ax,

2. Metode Gauss-Seidei
Seperti pada metode Jacobi, metode ini digunakan terhadap SPL # x n
dengan » persamaan dan » variabel.
Andaikan SPL Ax = b seperti pada persamaan {3.1) scbagai berikut:
GyyXy + @y Xy F Xy o+ a, X, = )

Ay Xy + Apa Xy + QgyXy -+ ay X, = b,

X, 44,0, +a, %+ ta X, =,

ni R
dengan elemen diagonal utamanya merupakan bilangan tak nol.
Untuk mulai perhitungan, ditulis kembali SPL (3.1} menggunakan

penyelesaian persamaan perfama untuk x; dengan » variabel yang tidak diketahut.

Sehingga dihasitkan SPL x = 7x + ¢ seperti pada persamaan (3.2) sebagai berikut;
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’r) a3 Gy, b,

Xy = Xy ==Ky — e xn-{"**
an a ay @,
aZI aﬂ 2n bz

xzw.....__.____.xl.,,,,_,.__.:._.xa_....ﬁ. xn.}..._.__._....
a22 22 a?,z a?.?.

a -1

x" P ) xl n? gl . s + "

ann am: arm aﬂﬁ

Dari persamaan (3.2) dicari pendekatan yang diharapkan lebih baik pada
tiap-tiap iterasi, untuk menentukan x") pada tiap-tiap iterasi digunakan nilai-nilai

%<9 terbaru yang sudah ada, x"? dicari dengan :

a a a b

P OB C S Y C L
ay an ) 4y
a a a

xéi) - xl(n _ b xgﬂ) PR i x’(’()) 42
Uy 2 e y (3.5)
a a a b

" -

-",(1) N nl .'1.'1(1) =i xé!) Ny 1 E x’(il_)1 N

aﬂ?}l’ a’?’! a

fir i

Untuk iterasi kedua dan scterusnya diperoleh dengan cara yang sama seperti

persamaan (3.5). Sehingga persamaan (3.5) ditulis dalam bentuk sederhana yaitu:

itfax, Zfa.x, b
L) e

F=1 i j=ell Gy a,

Secara umum x; didefinisikan secara iterasi, vaitu x*' untuk k21 dengan

pendekatan awal x'” sebagai berikut :

“lax)=37 a2

- a x4 - a xt +5

(k) iji ey el VU TS ! . -
= - g=1,2,...,n (3.6)

H
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sampai didapatkan hasil dengan ketelitian yang diinginkan. Sama seperti pada
metode Jacobi bila tidak didapat pilihan yang lebih baik maka sebagai pendekatan
awal dapat dipilih xX9 = (0, 0, ..., 0)".

Hasil dari modifikasi persamaan (3.3) adalah persamaan (3.6), dan

persamaan (3.6) disebut iterasi Gauss-Seidel.

Pada metode Gauss-Seidel untuk menentukan x*pada tiap-tiap iterasi

digunakan nilai-nilai x*" terbaru yang sudah ada dengan k > 1. Sehingga dasar

pemikiran dari metode Gauss-Seidel yaitu bila hasil suatu iferast merupakan
jawaban yang lebih mendekati sesungguhnya maka tentulah akan jebih cepat

konvergen bila jawaban yang baru saja didapat tersebut langsung digunakan

)

dalam perhitungan nilal x)*/ yang lain,
Metode Gauss-Seidel dapat ditulis dalam bentuk matriks  dengan
mengalikan persamaan (3.6) dengan a,; pada kedua ruas persamaan kemudian

dikumpulkan semua iterasi ke-k sehingga diperoleh

) () . k=1 (k-1 o
a,x;? da, i vt ax =g x5 g 2V b 7=1,2, 0.

Ditulis semua » persatmaan menjadi:

3] . (k1% (A1) {1}
a,% =l Xy Xy e dy, Xy by

(&) (&) _ (k=1 (=1)
y Xy " HdnX, ¥ S e e — a, X A,

(k) () G :
AuX "+ QX et X, = b,

maka didapat bentuk matriks dar metode Gauss-Sexdel yaitu:

(D~ Lx® = x4 p
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sehingga iterasi Gauss-Seidel ditulis

O = (D=L (D-LY'b, k=1,2,... 3.7)

Untuk matriks D — L nonsingular dan {a, = 0), i = 1,2, ..., n.

Algoritma (3.2) untuk metode Gauss-Seidel.

Penyelesaian Ax = b dengan pendekatan awal x'*;

Input

54

: SPL n x n; matriks A dengan elemen ay,! i, f<#»; b dengan elemen

bi1<i<n; XO = x¥ dengan elemen X0, 1<i<n; 7TOL (toleransi):

bilangan maksimum iterast .

Output ; pendekatan penyelesaian xy, ..., X,

Langkah-langkah perhitungan

Langkah 1:4=1.
Langkah 2 : jika { k¥ £ N ) kerjakan langkah 3-6.

Langkah 3 ;untuk /= 1,...,»n

x.(“ - - Z::I (affx! )" Z::HI (a’IXOJ )+b"
@y

Langkal 4 : jika x— XO{ < TOL maka output {x;, ..., %.);

(Prosedur lengkap sukses.)
Berhenti.

Langkah 5: k =k + 1.

Langkah 6 :untuk 7 = 1, ..., 1, XOi = x,.

Langkah 7 : output (maksimum iterasi tercapat};
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(Prosedur lengkap tidak sukses.)
Berhenti.
Kriteria berhenti untuk langkah 4 adalal:

S
g o NED

kL

Contoh 3.2

Jika diketahui sistem persamaan linear Ax = b seperti pada contoh 3.1 sebagai

berikut:

4 -1 -1 O 9
-1 4 0 -1l i2

X
-1 ¢ 4 -1 ¢
¢ -1 -1 4 -3

Dengan pendekatan awal x© = (0, 0,0, 0)' |

Sistem linear Ax = b di atas ditulis ke datam iterasi Gauss-Seidel (3.6) schingga

memjadi SPL :
A = 0.25x%0 4 0.25x{" +2.25
x# =025x" +0.25x8 7 430
x = 0.25x +0.25x5M 40
= 02555 +0.25x ~0.75

Iterasi pertama dengan x®= (0, 0, 0, 0)'
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2 =0.25x #0255 +225=0+0+225=225

2 =0.25x® +0.25x( +3.0 = 0.25(2.25) + 0+ 3.0 = 0.5625 + 3 = 3.5625
X =025 +0.25x(" +0=025(225)+ 0+ 0= 0.5625

x® =0.25x 40252 - 0.75 = 0.25(3.5625) + 0.25(0.5625) -~ 0.75 = 0.2812

Iterasi kedua dengan x'V= (225, 3.5625, 0.5625, 0.2812)'
*® 20255 +025x +2.25 = 0.25(3.5625) +0.25(0.5625) + 2.25 = 3.2712

xP =0,25x +0.25x +3.0 = 0.25(3.2712) + 0.25(0.2812) + 3.0 = 3.8881
x® =025x% +0.25x" +0=0.25(3.2712)+0.25(0.2812) + 0 = 0.8881
x{P = 0.25x +0.25x8 ~0.75 = 0.25(3.8881) + 0.25(0.8881) - 0.75 = 0.4440

Penyelesaian dengan matlab:

function x = Seidel_f{A, b, x0, tof, max}
% Penyelesaian sistem linear Ax = b dengan metode Gauss-Seidel

% Input;
% A, matriks koafisien{n baris dengan n kolom}
% b, vektor{n baris dengan 1 kolom)
9% x0, pendekatan awal {n baris dengan 1 kolom)
% {of, toeransi
% max, iteras maksimum

% Quiput;
% x, penyelesaian vektor (n baris dengan 1 kelom)

A={4-1-10-140-1;,-104-1,0-1-14]
b={9;120;-3)
A=1006060]
max =6
tol = 0.0100
{n, m] = size{A};
x = X0,
C=-A;
fori=1n
Clii)=0;
end
fori=1mn
C{i, 1in) = C, 1ndA(LE,
end
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fori= 1
i 1) = bVAG),
end
=1
disp{’ i x1 2oox3 oy
while{i <= max)
xold =x % save solution from previous step
forj=1n
X{) = C) * %+ r(i);
ang

if norm(xold - x} <= tol
disp('metode Gauss-Seidel konvergen’;
return;
end
disp{ll x73
P=i+1
end
disp{'metode Gauss-Seidel tidak konvergen’);

i
' .
P o T SN
P N e Y

oo oo

max =56
tol = G.0500

i X1 Xz X3 Xs
10000 22500 35625 05625 0.2813
20000 3.2813 38908 08806 0.4453
30000 34453 39727 08727 04833
40000 34883 39832 09832 0.4%66
50000 34988 39983 (9983 0.4991

metode Gauss-Seidel kanvergen
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ans =
3.4891
3.0966
0.99%6
0.4988

Konvergen pada iterasi ke-5, x =(3.4991, 3.9996, 0.9996, 0.4998)"
Penyelesaian eksak x* = (3.5, 4, 1, 0.5)"

Kriteria berhenti iterasi setelah 5 iterasi :

X =x) sye0
T = 379083

Dengan membandingkan contoh 3.1 dan 3.2 pada tiap-tiap iterasi, dapat
dilihat balwa metode Gauss-Seidel menghasilkan penyelesaian dalam lima iterasi,
sedangkan delapan iterasi diperlukan untuk menghasilkan penyelesaian dengan

metode Jacobi.

3. Metode SOR {Successive Over-Relaxation)

Dalam iterasi pada metode Jacobi dan metode Gauss-Seidel, vektor sisa
dihubungkan dengan sectiap perhitungan dari pendekatan penyelesaian eksak.
Cbjek dari metode SOR adalah untuk menghasilkan barisan dari pendekatan
penyelesaian yang akan menjadikan vektor sisa akan cepat konvergen ke nol
Andaikan vektor sisa

() :(r(’" g —

t

?'(k}

| ER A TR 3

berarti vektor sisa untuk metode Gauss-Seidel berkorespondensi dengan

pendekatan penyelesaian eksak x*? yang didefinisikan dengan
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x) (ky (%) (hy LGk -1 Y
X, _( S SALSRT I AR AT o )

RS "

Komponen ke~m dari r® adalah

k €3} (k-1
rrEu) Zam) _,r Zam_; )’ ’ (38)

atan, ekivalen dengan

ﬂ
pl) o Za x> a, x8V — g 2 untukm =12, ..., n

ﬂH J'NJ j HEYT T
=i+l

Yang utama untuk komponen ke-i, r'*’ adalah

i=1

= ., &1 gy 6D
= Za X Za”.x a.x,

j=itl

lalu

ax Y e = p Za 6 _ 7 G (3.9

LI i )‘ i )’
Jui+]

Dipanggil x**’ dari metode Gauss-Seidel yaitu

—{ b, — Z a, j“ Zau jm) (3.10)

n Jeial
kemudian persamaan (3.9) dapat ditulis

ax* M 4r® =g x

nr it

Akibatnya metode Gauss-Seidel dengan pilihan x* ditulis

() o k=) r
X =0 G

i

Hubungan antara vektor sisa dan metode Gauss-Seidel adalah vektor sisa

H k k 3 Rl ¥
') dihubungkan dengan x{} = ( e ) D L ”) .

I3
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Dengan persamaan (3.8), komponen ke-i dari 1, r'") adalah

(k) - ¥ L
n=bi~ za,, ©-Ya

=it

(k) {k-1) (%3
_b Zau J zarf X, X

=i+l

Persamaan (3.10) berarti bahwa %), =0. Oleh karena itu dalam metode Gauss-

i+1

Seide! komponen ke-f dari r% adalah nol.

1+t
Modifikasi iterasi Gauss-Seidel dari persamaan (3.11) memberikan

persamaan berikut
_ pi
9 =¥ ot (3.12)

untuk pemilihan o positif yang tepat akan menghasitkan penyelesaian eksak yang
konvergen secara lebih cepat. Metode dengan persamaan (3.12) disebut metode
relaksasi. Uniuk pilthan 1 < o < 2 dinamakan metode SOR (successive over-
relaxation).

Sebelum menggambarkan metode SOR, dibutuhkan persamaan (3.9) dan
(3.12). Persamaan tersebut dapat diformulasikan untuk perhitungan iterasi

(Q{MZ; l(a‘.fYJ 7)- Z; a1 Gy (L 1))+b)
a

i

) = (1~ @)Y +

I

(3.13).

Untuk menentukan bentuk matriks dari metode SOR ditulis kembali persamaan

i)
x +a)Za B = (- w)a,x Y~ Y a, Y r b

M J H _,r T
S=lw]
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lalu

(D -ol)x® ={1~ &) +0oUK* " +wb atau

% = (D= L)1 - D + UKD + o(D-wL)' b (3.14)

Persamaan (3.14) adalah iterasi SOR dalam bentuk matriks.

Algoritma (3.3) unfuk metode SOR.

Penyelesaian Ax = b dengan pendekatan awal x';

Input : SPL 7 x n; matriks 4 dengan elemen a;,1 </, j £n, b dengan elemen
bolsi<n; XO = % dengan elemen X0, 1575 n; Y'OLI(toieransi):
bilangan maksimurn iferasi N.

Output ; pendekatan penyelesaian xi, ..., x,.

Langkah-langkah perhitungan
Langkah 1 : k= 1.

Langkah 2 : jika (¥ £ N ) kerjakan langkah 3-6.
Langkah 3 untuk 7~ 1, ..., »

iau.x o Za,}.XOJ. + b‘.]

¥ = (1-w)X0, - (f“

aﬂr

Langkah 4 : jika [x ~ XOJ < 7OL maka output {x;, ..., X,);

(Prosedur lengkap sukses. }
Berhenti.
Langkah 5 & = £k + 1.

Langkah 6 :untuk i = 1, ..., n; XO/ =x,.
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Langkalt 7 . output (inaksimuin iterasi tercapai);

(Prosedur lengkap tidak sukses.)

Berhenti.

Kriteria berhenti untuk langkah 4 adalal:
<)

<.

Contoh 3.3

Diberikan sistem linear Ax = b sebagai berikut:

4 -2 07 x 8
-2 6 =50x,|=|-29]
0 -5 11)x| | 43

Sistem persamaan Ax = b di atas diubah dalam bentuk:

Dengan metode SOR:
,\,l(.'c) =(]- a))x!(i:":) + a)(-% x:(:""n £
(k=13 ... B0
2

O (1 — )0 L (L™ 4 8
Xy = —o)x) 7 r ol + x

X = (L= ) + o + 8

Iterasi pertama, dengan © = 1.2, X9 = (0, 0, 0

62
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O = (1-12x0 #1260 x" +2)=0+0+24 =24
A = (=120 + 1200 x{ + 35" —2)=0+0.96+0-58=-4.84

20 = (11200 + 12550 + ) = 0- 2,64 +4.69 = 2.05

Penyelesaian dengan matlab:

function x = SCR_f{A, b, x0, w, tof, max}
% Penyelesaian sistem linear Ax = b dengan metode SOR

% input:
% A, matriks kosfisien {n baris dengan n kolom)
% b, vektor (n baris dengan 1 kolom}
% %0, pendekatan awal (n baris 1 kolom)
% tof, toleransi
% max, iterasi maksimum

% Qutput:
% ¥, penyslesaian vektor (n baris dengan 1 kolom)

A=[4.20;,-26-50-511)
h=[8 29, 43]
xW0=10,0,0]
max =7
fol = 0.0100
w=1.2
{n, m] = size{A};
x = x0;
C=-A
fori=1n
cin=0;
end
fori=1n
Cii, Ton} = C{i, T:n)/ALLD,
end
fori="1n
r{i, 1) = bOYALD);
end
i=1
disp(* i x1 X2 X3
while(i <= max)
xold =x; % save solution from previous step
forj=1{n
()= (1-w) * xold(i) +w * {CG.) ™ %+ e
eng
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if norm(xold - x) <= tol
disp{'metods SOR konvergen’;
refurn;
end
disp(ff  x7)
i=i+1;
end
disp('metode Sor tidak konvergen’);

L]

ra

(53]
= dn o

fol = 0.0100
w = 1.2000

i X1 X2 X3
1.0000 24000 48400 20508
20000 09840 .3.1747 25491
30000 06920 -23387 29052
40000 08581 -20838 28733
50000 08781 -2.0187 28951
50000 0.8931 20038 290389

metode SOR konvergen
ans =
(.9991

-2.0007
2998

Konvergen pada iterasi ke-6, penyelesaian eksak X = (1, -2, 3)"

Kriteria berhenti iferast setelah O iterast :

e NETRTR
[ T 2.99893
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B. Konvergensi Metode Iferasi

Pertanyaan yang mungkin akan timbui adalah bagaimana bila hasit dari
iterasi tidak menunjukkan kekonvergenan. Memang dalam beberapa soal dengan
ketiga metode di atas akan mengalami kegagalan dalam usaha untuk
menyelesaikan suatu SPL tidak perdull berapa kalt iterasi yang dilakukan. Hasil
iterasi seperti ini disebut berdivergensi. Sedangkan bila dalam iterasi tertentu hasil
iterasi tersebut menunjukkan pendekatan pada suatu nilai tertenty maka hasil
iterasi ini disebut berkonvergensi.

Untuk menyelesaikan suatu SPL dengan menggunakan metode Jacobi,
metode Gauss-Seidel, dan metode SOR penting sekali masalah konvergensi maka

di bawah ini akan dibahas teorema kekonvergensi untuk metode iterasi.

Teorema 3.3
Jika p(T} < Idengan p(1) radius spektral maka (1-T )" ada dan

(I=T) el s Toe 17 79

Bulkti :

Untuk setiap A nilai eigen dar1 7', 1 — X nilai eigen dari /- 7"

Karena | & | £ p(7) < 1, menyebabkan tidak ada nilai eigen dari / - 7' bernilai nol
dan akibatuya / — 7 nonsingular.

Andaikan Sy, =71+ T+ 12+ 7P+ + 1"

Maka ([ ~ 1Sy =1 — 7™ dan karena 7' konvergen dan dari teorema 2,12 berarti

bahwa
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im(7 ~7)S, = lim (/- Ty =]

lim S, =(/~7)"

L

Teorema 3.4
Barisan {x“‘) }f:l yang didefinistkan dengan x° = 1x*Y+ ¢ k=1 dan ¢ #0 dan

pendekatan awal xPeR" konvergen ke penvelesaian tunggal x = 1% + ¢ bila

dan hanva bila p(1) < 1.

Bukti :
(<=) Perhatikan bahwa jika p(7) < 1 maka barisan {x‘“}:@l yang didefinisikan
dengan x¥ = x*P + ¢, k> 1 dan ¢ # 0 dengan pendekatan awal x Ve R”
konvergen ke penyelesatan tunggal x = 7x + ¢.
Dibuktikan x= 7x*P + ¢

= Y'(?'x("'"z) +te) e

= PAED e (T+1)e

i },-«kx(@)_;_(?'(k-])_}_ LT De

Jika p(7) < 1, maka hasil dari 7"*x* adalah lim 7x = 0.

Karena lim 77*x” = 0 dan dari teorema 3.3 diperoleh :

Eyot

Ky

&=l
lim x® = lim 74x @ + lim(3_7")c =0+ (7 +7) e = (/- 1Yc.
ke e =
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Karena x = X -+ ¢ berarti bahwa (/ —1)x = ¢, barsan {x(k)} konvergen ke
penyelesaian tunggal dari persamaan vektor x = (/ ~7)'c.

( =) Jika barisan ® {., yang didefinisikan dengan x¥ = 7%*V + ¢, k> 1 dan
¢ # 0 dan pendekatan awal xPe R" konvergen ke penyelesaian tunggal
x = Ix + ¢maka p(1) <1,

Untuk setiap X, x - P px - xF = = 7Hx - xO).

Andaikan z vektor dalam R*dan didefinisikan ¥ = x - z. Maka

im 7%z = lim 7 (x=x®)=lim(x ~x*)= x-x = 0.
by frapuz frepot

Dari teorema 2.12 dan iim 7%z =0 hal ini berarti ekuivalen dengan p(T) < 1.
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BAB IV

PENERAPAN

A. Masalah Akuntanst Biaya (Cost Accounting Problem).
Suatu perusahaan mempunyai lima bagian {(divisi) yaitu: 1. Penelitian,
2. Pengembangan, 3. Produksi, 4. Akuntansi, dan 5. Komputasi.
Andaikan / menyatakan divisi-divisi perusahaan, dengan / = 1, 2, 3, 4, 5.
D; menyatakan biaya langsung total pada divisi /.
Biaya langsung total masing-masing divisi yaitu :
1. Penelitian ; Dy =§2.000.000

2. Pengembangan : Dy = $3.000.000

3. Produksi : D5 = $6.000.600
4. Akuntansi : Dy = $560.000
5. Komputasi : Ds = $300.060

Divisi Penelitian mempunyai biaya langsung total $2.000.000. Divisi ini
menyerahkan  40% biayanya pada divisi lainnya untuk pelayanan yaitu: 20%
kepada divisi Pengembangan, 10% kepada divisi Produksi, dan 10% kepada divisi
Komputasi. Karena 40 % biayanya diserahkan pada divisi lain maka prosentase
biaya yang dimiliki divisi pengembangan atau biaya yang tidak diserahkan pada
divisi lainnya yaitu 60 %.

Divist Pengembangan mempunyai biaya langsung total $3.000.000. Divisi
ini menyerahkan 40% biayanya pada divisi lainnya untuk pelayanan yaitu: 20%

kepada divisi Penelitian, 20% kepada divisi Produksi. Karena 40 % biayanya

G8
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diserahkan pada divisi Jain maka prosentase biaya yang dimiiki divisi
pengembangan yaitu 60 %.

Divisi Produksi mempunyai biaya langsung total $6.000.000. Divisi ini
menyerabkan 20% biayanya pada divisi Pengembangan untuk pelayanan. Karena
20 % biayanya diserabkan pada divisi lain maka prosentase biaya yang dimiliki
divisi produksi yaitu 8¢ %.

Divisi Akuntansi mempunyai biaya langsung total $500.0600. Divisi ini
menyerahkan 90% biayanya pada divisi lainnya untuk pelayanan yaitu: 10%
kepada divisi Penelitian, 20% kepada divisi Pengembangan, 50% kepada divisi
Produksi, dan 10% kepada divisi Komputasi. Karena 90 % biayanya diserabkan
pada divisi lain maka prosentase biaya yang dimiliki divisi akuntansi yaitu 10 %.

Divisi Komputasi mempakan operasi pelayanan, karena itu semua biayanya
diserahkan kepada divisi lainnya,

Tabel (4.1) berikut memperiihatkan bagian dari biaya langsung total yang

diserahkan ol¢h masing-masing divisi dan divisi yang menerimanya.

Diserahkan Diserahkan oleh
kepada 1 2 f 3 4 5
1 0,60 0,20 i 0 0,10 0,30
2 0,20 0,60 i 0,20 0,20 0,20
3 0,10 0,20 0,80 0,50 0,20
4 0 0 0 0,10 0,30
5 0,10 0 0 0.10 0

Tabel (4.1)
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Akan dicari biaya bersih operasi pada setiap bagian,

Andaikan T; adalah biaya total operasi divisi ke-i. Biaya total operasi {T,)
vaitu biaya langsung total {D;) ditambah dengan bagian yang diberikan kepada
divisi tersebut dari biaya langsung total divisi lainnya. Sedangkan biaya langsung
total (ID;) yaitu biaya yang langsung dimiliki oleh tiap-tiap divisi,

Dari tabel (4.1) dapat diperoleh

=Dy +02T,+0,1T;+0,3Ts 3

Ty=Dy +02T,+0,2T; + 0,2T4 + 0,27

T3=D;3 +0,1T; +0,2T2+ 0,5Ty + 0,2T5 b (4.1)

Ty=1Dy +0,3Ts

Ts=Ds +0,1Ty+0,1T;s J
Bila kita gunakan $ 1 juta sebagai satuan vang.

=2 +0,2T,+0,1Ts+0,3Ts h

73=3 +02T;+0,2T; +0,2T4 +0,2Ts

=6 +01T+0,2T:+0,5Ty+ 0,275 > (4.2)

T4=0,5+03T;s

T5=0,3+0,1T; +0,1T;s
Persamaan {4.2) dapat dituliskan kemball menjadi :
T - 02T, -0,1T4 - 03Ts =2 )
02T+ T, - 02Ts -0,2Ts - 0,2T;=3
0,iT,-0,27, + T: -~0,5T; - 0,2T; =6 } {4.3)
Ts - 0,3Ts=0,5

-0,1T, 01Ty + Ts =03 )
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SPL bentuk (4.3) ditulis dengan persamaan matriks yang ekivalen AT = D :

] ~02 0 =-01 -03Y7
~02 1 ~02 -02 -0217,
~01 ~02 1 -05 -02i7,

6 0 0 1 -03 17,
~01 0 0 -01 1 A7y

it

O N W N

S
3

03

Untuk menyelesaikan persamaan matriks A7 = D ditulis menjadi persamaan

yang ekivalen 7= BT+ C.
I;(k)\ £ 0
0.2
0.1
0
0.1

02 0 01
¢ 02 02
02 ¢ 05
0o 0 0
0 ¢ G}

?§k)
7§
jr;(i‘)

lE)
/5B

it

\ \

Dicari nilai eigen matriks B.

0 02 0©

U PRS0 2

Matriks 8={0.1 02 0

0 0 0

6.t 0 0O

\

03N TE™Y (2
021 7D 3
02 | T [+] 6
03 7601 105
0 Tstk-i)/ 0‘3j
0.1 0.3)

02 02

0.5 02

0 03

01 0

Perhitungan nilai eigen dengan matlab :

>»B={00200103020020202,010200502;000003;01000.10}

B =
0 0.2000 0 0.1000
0.2000 0 0.2000 0.2000
0.1000 0.2000 0 0.5000
0 0 Q 0
0.1000 0 0 0.1000

0.3000

0.2000

0.2000

0.3000
0
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>> eig(B)

ans =
0.4038
0.0583 + 0.0957i
0.0583 - 0.0857i
-0.2601 + 0.0581i
-0.2601 - 0.0581i

Temyata p(B) <1, jadi iterasi konvergen,

Untuk mencari biaya total operasi digunakan metode Jacobi dengan matiab yaitu :

function T = Jacabi_f(A, D, T9, tol, max}
% Penyelesalan sistem linear AT = [ dengan metode Jacobi
% Input:

% A, matriks koefisien{n baris dengan n kolom)

% 13, veldor {n barig dengan 1 kolomy)

% T0, pendekatan awal {n baris dengan 1 kolom)

% tod, toleranst

% may, iteras maksimum

% Qutput:
% T, penyelesaian vekter {n baris dengan 1 kalom)

A={1.020-01-03-021-02-02-02-01-021-05-020001-03:0100-0.11]
D={23,6,05 03]
T0={0,0,0;0,0]
max =8
fol = 0.01
fr,m] = size(A);
Told =T,
C=-4;
fori=1n

Cin=0
end
fori=1n

Cli,y = G, )AL,
end
fori=tin

dfi, 1) = D{IVALD;
end

= 1;
1

disp{' i T T, T Ts ey
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whileli <= max)
Tnew = C " Told +d;
if norm{Tnew - Teld) <= tol
T = Tnew;
disp{'metode Jacobi konvergen);
return;
else
Told = Tnew,
end
disp(li  Tnew]);
i=i+1;
and
disp{'metode Jacobi tidak konvergen?);
disp{hasil satelah angka iterasi maksimum?;
T=Thew;

A =
1.0000 -0.2000 g -0.1000  -0.3000
-0.2000 1.0000 -02000 -0.2000 -0.2000
01000 -0.2000 10000 -05000 -0.2000
0 0 0 1.0000  -0.3000
-0.1000 0 0 -0.1000  1.0000

D =
2.0000
3.0000
6.0000
0.5000
0.3000

oo ool

max = 10

tol = 0.0100

i T

1.0000
2.0000
3.0000
40000
5.0000
6.0000
7.0000

2.0000
2.74%
3.1760
3.2060
3.3584
3.3796
3.3862

T2
3.6000
47600
5.1980
54210
54973
55316
55445

Ta
8.0006
7.1100
7.6310
7.8163
7.8858
7.9276
7.9403

Ts
0.5000
0.5900
0.6650
0.6899
0.7052
0,7096
0.7119

Ts
0.3000
0.5500
(0.6330
0.6841
0.6088
0.7064
0.7088

73
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metode Jacobi konvergen

ans =
3.3928
5.5501
7.9456
0.7127
0.7101

Didapat Ty = 3.3928, T, =5.5501, T3 = 7.9456, T4 = 0.7127, dan T5s = 0.7101.

Setelah biaya total operasi diketahui maka dapat dicari biaya bersih operasi
pada setiap bagian.

Andaikan N, adalah biaya bersih operasi pada divisi ke-i. Biaya bersih
operasi yaitu prosentase biaya yang tidak diserahkan pada divisi tain dikali dengan
biaya total operasi tiap divisi.

Dari tabel 4.1 maka persamaan untuk biaya bersih vaitu

Ny =0,6T;

Ny = 0,6T;

N;=08T; {4.4)

Ng=0,1T,

Ng = 0Ts J

Dengan demikian biaya bersih masing-masing divisi vaitu ;
N1 =060% x 3,3928
N2 =60% x 35,5501
N2 =80% x 7,9456 > (4.4)

Ny =10% x 0,7127

Ns= 0% x 0,7101
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Bila kita gunakan $ 1 juta sebagai satuan uang maka biaya bersih masing-masing
divisi yaitu : 1. Penelitian ; N; = $2.035.680
2. Pengembangan : N; = $3.330.060
3. Produksi : N; = $6.358.480

4. Akuntansi Ny =$71.270

5. Komputasi :  Ns=$0.



B. Proses Kimia

Catu

Unit 1

Pemanas

>
= Aliran 1 Pencampuran

S1A =40 Ib/jam
S1B = 40 ib/ffam
S1C =20 Ib/jam

PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

S5
Unit 2 Unit 3 Unit 4 Unit §
2 Reaktor 93 Flusher <4 Decanter 6 Distiller
; + . A
> A=sC.BsC (Memindahkan »|  (Memindahkan > (Membersilikan C)

beberapa C) beberapa A dan B)

A
S8 Daur Ulang
S9 Daur Ulang

Gambar 4.1. Diagram alir dari peralatan kimia yang dapat dinyatakan oleh sistem persamaan linear

S7
Hasil

76
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Gambar 4.1 menggambarkan peralatan proses kimia hipotesis kontinu.
Sistem menerima suatu cafu, atau masukan (input), yang dinyatakan sebagai
aliran (stream) 1, vang terdiri dari 40 ib/jam campuran zat A, 40 Ib/jam campuran
zat B dan 20 Ib/jam campuran C. Fungsi alat ini yaitu untuk mengubah sebagian
A dan sebagian B menjadi C, dan secara bertahap memisahkan komponen
sehingga semua hasilnya adalah C. Situasi ini diidealkan sehingga
menggambarkan proses yang digunakan dalam industri kimia,

Pemisahan ketiga komponen ini didasarkan pada perbedaan fitik uap
mereka: C mempunyai titik vap yang lebilr rendah daripada A atau B. Jka
campuran dari ketiganya dididihkan, maka uapnya akan mengandung bagian yang
lebih tinggi komponen C daripada dalam cairannya. Demikian juga terjadi hal
yang sama, jika suatu tempat yang mengandung tiga komponen dalam kedua fase
cairan dan uap didinginkan, cairan tersebut akan mempunyai perbandingan bagian
komponen A dan B yang lebih tinggi daripada vapnya.

Dengan keterangan di atas maka dapat dibahas cara kerja peralatan ini dan
menuliskan persamaan yang berlaku di dalamnya.

Unit 1 adalah pemanas-pencampur. Pemanas diperlukan supaya campuran
naik sampai pada titik kerja reaktor ke mana selanjutnya bahan akan masuk.
Campuran ini memasuki aliran masukan yang diketahui, dan bahan akan
dikembalikan dari unit 5. Andaikan jbfjam dari A dalam aliran 2 sebagai SA,
Ib/fam dari B dalam aliran 2 sebagai S;B, dan seterusnya, maka akan diperoleh
tiga persamaan yang menyatakan kelvaran {output) dart umt 1. Untuk setiap

komponen yang keluar dari unit merupakan jumlah dari dua input. Aliran catu
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diketahui dan tiga komponen aliran 9 adalah tiga variabel yang ingin dicari,
persamaan tersebut yaitu:
S;A = SeA + 40
SaB = 5B + 40
SoC = §oC + 20
Unit 2 adalah reakror. Fungsinya untuk mengubah beberapa masukan A
menjadi C dan beberapa masukan B menjadi C. Secara numerik, reaktor in
mengubah setengah dari masukan B menjadi C, dan 35/90 dari masukan A
menjadi C. Dalam kedua hal, bahan yang tidak diubah menjadi C meninggalkan
unit ini dengan tidak berubali. Masukan pada unit ini terdiri dari jumlah aliran 2
dan 8, sehingga persamaan untuk aliran 3 vaitu
S3A = 55/90(S2A + SgA)
S3B =0.5(52B + 5¢B)
SzC = 0.5(82B + SgB) + 35/90(S2A + SgA) + S2C + §C
Unit 3 adalah flasher. Panas ditambahkan, menyebabkan beberapa
campuran di dalam unit divapkan; wap ini relatif lebth “kaya” bahan C karena
titik didihnya lebih rendah dari A atau B. Bagian vang kaya C ini dikirimkan terus

ke unit 5,
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Jumiah aliran 4 dan 5 harus sama dengan aliran 3, vaitu, S;A = S4A + S5A, dan
seferusnya, maka tiga persamaan untuk aliran 4 dan tiga persamaan untuk aliran 5
yaitu

S,A =%8,A

S.B=%S,B

5,C=%,5,C

S.A = YS,A
S;B = }45,B
S.C=4,5,C

Unit 4 disebut decanter. “Decant” berarti “menuangkan”: masukan (input)
campuran didinginkan, menghasilkan cairan yang mempunyai bagian A dan B
yang tinggl, Sebagian dari cairan vang kaya dengan A dan B ini dikirim balik ke

unit 2.

s AW
P13

SB/
/5B =2

s/
B o

Jumlah aliran 6 dan 8 adalah sama dengan aliran 4, sehingga diperoleh persamaan
S.A =¥%S A
S:B=%S,B
S,C=#S,C
SeA = %S A
SB=4%S.B
S5.C=%S8,C
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Unit 5 adalaly distiller. Tujuan operasi dari unit ini sama dengan flasher
pada unit 3: yaitu suatu penyimpan dan kondensasi memberikan keluaran yang
mengandung bagian C vang lebih tinggi daripada inputnya, Bagian yang kaya C
ini, aliran 7 adalah hasilnya; sisanya di kirim balik ke unit 1. Perbandingan

tersebut adalah:

S?%QA - %
en Vi

$iC/ "
Vhge

Kombinasi dari perbandingan di atas dengan kenyataan bahwa S7A + SyA =
SsA + SgA, dan seterusnya sehingga diperoleh persamaan

S,A = Y(S;A+S,A4)

S;B=%{(S;B+5;B)

5,C = %(8,C+5,0)

SyA =4 (S, A+85.4)

S, B=#%(S;B+S,B)

S,C= ¥(8,C+§,C)

Dari uraian di atas terdapat 24 persamaan dan 24 variabel, satu variabel
untuk setiap tiga komponen dalam masing-masing dari kedelapan aliran selain
masukan (input). Diambil pada saat proses telah beroperasi cukup lama untuk
mencapai keadaan mantap (steady-state), yaitu kecepatan aliran setiap komponen
dalam masing-masing aliran tidak berubali terhadap waktu. Maka akan dicari

harga variabel dengan menyelesaikan SPL.
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Sejauh ini, pembahasan dari proses kimia tersebut menggunakan nama
variabel yang sesuai dengan perincian proses untuk memudahkan pembahasan.
Untuk penyelesaian dengan menggunakan komputer akan menggunakan variabel
x; sampai xz4 sesuai pada keluarannya. Cara sederhana penulisan untuk peralatan
proses kimia adalah dengan matriks koefisien.

Andaikan A matriks, ditulis dengan matlab:

>>»A={100000000000000000000-100;
0100000000000000000000-10;
0010000000000000G000000-1;
L06100100000000000000-06100000;
0-0500100000000000000-0.50000;
£.388-05-1001000000000000-0388-05-100¢;
000-08100100000000000000000;
0000-08570010000000060000000¢;
00000-0454001000000000000000;
000-0.08100000100000000000600;
0000-0.1430000010000000000006;
00000-0545000001000000000000,
000000-060000010000000000¢;
0000000-07500000100000006000;
00000000-08000001000000006;
000000000-0.14300-0.14300100000000;
0000000000-0200-020010000006;
00000000000-0800-05001000000;
600000-0400000000000100000,
0000006-033000000000001000¢;
00000000-02000000000001000;
000000000-085700-085700000000106;
06000600000-0800-080000000010;
00000000000-0.100-0.1000000001)

Nilal eigen matriks A yaitu:

>> eig(A)

ans =
1.0000
1.0000
1.0000
1.5962 +0.5090;
1.5992 - 0.5090i
1.3663 + 0.2845i
1.3863 - 0.2845i
6.3585
0.1315
0.9544 + 0.5110i
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0.9544 - 0.5110i
(.8350 + 0.7102
0.8350 - 0.7102i
1.5924 + 0.4698i
1.5024 - 0.4699i
0.1662
0.8246 +0.7131i
0.8246 - 0.7131i
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

Ternyata o{A) > 1, Menurut teorema konvergensi metode iterasi, metode iterast
konvergen bila dan hanya bila p(A4) < 1. Setelah dihitung ternyata p(4) > 1 jadi

metode iterasi tidak konvergen atau hasii iterasi berdivergensi.
Proses kimia di atas merupakan contoh metode iterasi tidak konvergen

atau divergen, Perhatikan iterasi Jacobi divergen dari SPL di atas berikut:

function x = Jacobi_f(A, b, x0, tol, max)
% Penyelesalan sistem finear Ax = b dengan metode Jacobi

% tnput;

% A, matriks koefisien{n baris dengan n kolom}
% b, vektor (0 baris dengan 1 kolom)

% x0, pendekatan awal {n baris dengan 1 kolom)
% bed, tolerang

% max, iterasi maksimum

% Qutput:

% x, penyelesaian vektor {n baris dengan 1 kolom)
A={100000000000000000000-100;
01000000000000G00000000-10;
00100000000000000000000-1;
06100100000000000000-06100006,
0-05001000000000060000-0506000;
0.389-05-1061000000000000-0.385-05-1000;
0006-091001000060000000G00000;
0000-08570010000000000000008;
00000.0454001000000000000000;
00C-00010000010000000000000¢;
0000-0.143000001000000000G0000;
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00000-0545000001000000000000;
000006-0600000100000000000;
0000000-07500000100008000006;
Co000000-08000001000000000,;
000000000-0.94300-0.143001000006000;
0oo0080000-0200020010000000;
00000000000-0500-08001000000;
000000-04000000G000001060000;
0000000-03300000006000010000;
40000000-0.2000000000001000;
CO0CO0000-085700-085700000000100;
go00000000-0800-080000000010;
00000000000-0100-0.4000000001)
b= [40;40: 20,0, 0, 0,0, 0, 0; 0,0, 0 0, 0;
0,0,00;0,00600]
x0={0;0;0;0,0;6,0,0,0:0,0,0, 0,00, 0;
000,006,000}
max =4
tol = 0.0100
{n,m] = size(A);
xold = x0;
C=-A
fori=1:n
Clii) =0
end
fori=1n
Cli,y = O, VAL
end
fori=1n
d(i,1) = byA{ i)
end
=1
disp{' i x1 32 x3 x4 x5 %8 %7 x8 x8 x10 x11 x12 x13 x15 x16 217 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24;
wihile{i <= max)
xnew = C* xold +d;
if norm(xnew - xoid) <= tal
X = XNew,
digp{'metode Jacobi konvergen');
return;
else
*old = xnew;
end
displfi  xnew');
f=i+1;
end
disp{'metode Jacobi tidak konvergen');
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disp{hasit setelah angka iterasi maksimum'),
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Columns 8 through 14
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0000

? o
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Columns 15 through 21
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Lon T e 3 0 e S o B e O e T v o B v I o B e e o L i

x(

OOCoO0o00oOoOoOoOooOoQDoooCOooo i

max = 4
tel = 0.0100
11 %2 X3 x4 x5 x6 x7 %8 x9 x10 x11 x12 x13 x15 x16 x17 %18 x19 x20 x21 x22 x23 x24
Columns 1 through 13
1 40 40 20 0 0 0O O O ©¢ © O O

Columns 14 through 25
¢ 0 0 ¢ ¢ © 0 O 0 O 0 0
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Columns 1 through 7
2.0000 40.0000 40.0000

Columns 8 through 14

0 | 0 0
Columns 15 through 21

0 0 0 0
Cotumns 22 through 25

0 0 0 0

Columns 1 through 7
3.0000 406.0000 40.0000

Columns 8 through 14
22.2040 17.1400 25.2242
Cotumns 15 through 21

9 Y 0 4
Columns 22 through 25

0 0 0 0

Columns 1 through 7

40000 40,0060 40.000C
Columns 8 through 14
22,2040 171400 25.2242
Columns 15 through 21
12.8550 20.1794 0.3175
Cotumng 22 through 28

20,0000 24.4000 20.0000 55.5600

20.0000 24.4000 20.0000 55.5600
2.2204  2.8600 30.2802 G
0 0 0

20.0000 24.4000 20.0000 55.5600
22204  2.8600 30,2802 13.3224
0.5720 27.2522 8.8816 5.6562

5.0448 1.8029 2.2880 3.0280

metode Jacobi tidak konvergen

hasil setelah angka iterasi maksimum

ans =
40.0000
40.0000
20.0000
24.4000
20.0000
55,5600
22,2040
17.1400
25.2242
2.22(4
2.8600
30.2802
13.3224
12,8550
20.1794
0.3175
0.5720
27.2522
8.8816
5.6562
5.0448
1.9029
2.2880
3.0280

87
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BABY

PENUTUP

A, Kesimpulan

Setelah dibahas metode iterasi titik tetap untuk menyelesaikan SPL maka dapat

diperoleh kesimpulan sebagai berikut

L.

SPL Ax = b dapat diselesaikan menggunakan metode Jacobi, penyelesaian SPL

tersebut dapat dihitung dengan menggunakan rumus iterasi Jacobi

v (k——l))
_ Zii( a,x; " J+b _
P p— , di mana x;
a

{0y

variabel ke-/ pada iterasi ke-k,

aj; koefisien SPL, xf”“” variabel ke-/ pada iterasi ke-(k-1), b; koefisien SPL.
SPL 4x = b dapat diselesaikan menggunakan metode Gauss-Seidel, penyelesaian

SPL. tersebut dapat dihitung dengan menggunakan rumus iferasi Gauss-Setdel

lax)= 30 )
Ay -

, di mana x/

variabel ke-/ pada
Uy

iterasi ke-k, ay; koefisten SPL, xj(k") variabel ke-j pada iterasi ke-(k-1), b; koefisien
SPL.
SPL A4x = b dapat diselesatkan menggunakan metode SOR, penyelesaian SPL

tersebut dapat dihitung dengan menggunakan rumus iterasi SOR
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_ (1} “ B
( Z U' J' ) Z; il U' J' )+b) &)

m ( )x““”+ , dt mana x;

H'

variabel ke-/ pada iterasi ke-k, a; koefisien SPL, xj(k‘l) variabel ke pada iterasi
ke-(k-1), b; koefisien SPL, @ parameter,
. Metode iterasi konvergen bila dan hanya bila radius spektral dari matriks iteras:

kurang dan safu atau (p(}") <1},

. Jika pendekatan awal x©® dari penyelesaian eksak diketahui, dan jika x©
digunakan sebagai nilai awal dalam iterasi, maka akan ada kesempatan yang baik
untuk memperoleh penyelesaian eksak. Apabila pendekatan awal x© yang baik
tidak diketahui maka dapat digunakan x = (0, 0, ..., 0)".

. Metode iterasi titik tetap dapat digunakan untuk mencari biaya bersih operasi

pada setiap bagian {divisi) pada suatu perusahaan.

. Saran

Berikut ini diberikan beberapa hal yvang dapat dijadikan permasaiahan untuk

bahan kajian lebih lanjut :

. Selain menggunakan konsep radius spektral, konsep diagonal dominan yang tidak
dibahas di sini dapat digunakan sebagai kriteria konvergensi metode iterast titik

tetap untuk menyelesatkan SPL.

2. Konsep definit positif dapat digunakan untuk menentukan pilihan parameter

yang optimal pada metode SOR.
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3. Selain ketiga metode yang sudah dibahas di atas, ada metode iterasi yang lain
misalnya metode gradien konjugasi yang dapat digunakan untuk menyelesatkan

SPL Ax=b.
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