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ABSTRAK

Wahyu Widyastuti (2002), Penerapan Grup pada Pengajaran Matematika Sekolah
Menengah. Jurusan Pendidikan Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,
Fakultas Keguruan dan Illmu Pendidikan, Universitas Sanata Dharma, Yogyakarta.

Skripsi ini berkaitan dengan teori-teori dalam grup yang akan diterapkan
pada beberapa materi matematika di sekolah menengah. Penerapan ini berupa
hubungan antara sifat-sifat grup pada penyelesaian persamaan sederhana,
isomorfisma grup dengan sifat-sifat operasi bilangan dan isomorfisma grup
dengan trigonometri.

Sifat grup bahwa : “Jika diketahui (G,*), Va,b€G, maka masing-masing
persamaan a*x = b dan y*a = b mempunyai penyelesaian tunggal di G, yaitu
x = g'*b dan y = b*a™ , ini dapat digunakan untuk mengetahui tunggal atau
tidaknya penyelesaian persamaan sederhana dalam semesta pembicaraannya.
Sifat-sifat operasi perkalian pada bilangan real tak nol dapat dijelaskan dan
divisualisasikan melalui sifat-sifat isomorfisma antara grup bilangan real tak nol
terhadap operasi perkalian dengan grup dilatasi, sifat-sifat operasi penjumlahan
bilangan kompleks dapat dijelaskan melalui sifat-sifat isomorfisma antara grup
bilangan kompleks terhadap operasi penjumlahan dengan grup translasi,
sedangkan untuk sifat-sifat operasi perkalian bilangan kompleks bukan nol dapat
dijelaskan dan divisualisasikan melalui sifat-sifat isomorfisma antara grup
bilangan kompleks bukan nol terhadap operasi perkalian dengan grup
kesebangunan spiral. Melalui sifat-sifat isomorfisma antara grup kelipatan
bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan dengan grup pangkat bilangan bulat
terhadap operasi perkalian dapat dijelaskan suatu alasan yang melatarbelakangi
cara penulisan bilangan dengan pangkat tak sebenarnya. Sifat-sifat logaritma
dapat dijelaskan melalui sifat-sifat isomorfisma antara grup bilangan real positif
terhadap operasi perkalian dengan grup bilangan real terhadap operasi

penjumlahan, dan melalui sifat-sifat isomorfisma antara grup matriks M, ,(R)

terhadap operasi perkalian matriks dengan grup rotasi dapat dijelaskan identitas-
. ‘identitas trigonometri untuk jumlah dua sudut dan sudut negatif.

Vi
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ABSTRACT

Wahyu Widyastuti (2002), Application of Groups in Mathematics Learning in
High School. Mathematics and science Department, Faculty of Teaching and
Education, Sanata Dharma University.

This graduating project is related to the theories in a groups which will be
applied to some subject matters in mathematics in high school. This application
contents of the relation between group characteristics in solution of the equations,
isomorphism- groups and characteristics of number operation and also between

-isomorphism groups and trigonometric. ) !
- The groups characteristic: “ if (G,*), Va,beG, then each of the equations
_axx = b and y*a = b has a unique solution in G. In the first, x = ¢ '*b; in the
second, y = bxa’' <. This group characteristic can be used to fine whether the
solution of the simple equation in whole subjects is just one or not. The
characteristic of multiplication operation of nonzero real number can be explained
and visualized by isomorphism characteristic between the multiplication group of
nonzero real number and group of size transformations. The characteristic of
addition operation of complex number can be explained by isomorphism
characteristic between - the addition group of complex number and group
translations. Therefore the characteristic of multiplication operation of nonzero
complex number can be explained and visualized by isomorphism characteristic
between the multiplication group of nonzero complex number and group of spiral
similarities. Isomorphism characteristic between the addition groups of multiples
- and the multiplicative group of powers can be explained a reason which formed
"to background of writing way that unnatural powers. The characteristics of
logarithm can be explained by isomorphism characteristic between the
multiplicative group of positive real number and the addition group of real
number, and also by isomorphism characteristic between the matrix multiplicative

group of matrix M), (R) ‘and the group of rotations the trigonometric identity for
addition of two angles and negative angle.
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BAB1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Dalam kuliah struktur aljabar mahasiswa-calon guru sekolah menengah
telah mempelajari grup, field, ring dan sebagainya. Ada anggapan bahwa apa
yang telah dipelajari tersebut tidak dibutuhkan dan tidak ada hubungannya
dengan materi . matematika sekolah menengah. Berdasarkan artikel dalam
mathematics teacher (February 1975 dan March 1975) yang berjudul
“Applications of Groups and Isomorphic Groups to Topics in the Standard
Curriculum, Grades 9-11: Part I and Part II 7, mengemukakan beberapa
hubungan antara grup dan beberapa materi matematika sekolah menengah.
Untuk itu perlu dibahas bagaimana penerapan grup pada ‘beberapa materi

matematika sekolah menengah.

B. Perumusan Masalah
Pokok perumusan masalah yang akan ditulis disini adalah :
1. Bagaimana penerapan sifat-sifat grup pada penyelesaian persamaan
sederhana ?
2. Bagaimana penerapan isomorfisma grup pada sifat-sifat operasi bilangan?

3. Bagaimana penerapan isomorfisma grup pada trigonometri ?
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C. Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan dalam skripsi ini adalah mengetahui penerapan grup
pada beberapa materi matematika di sekolah menengah, yang berupa
hubungan antara grup dengan beberapa materi matematika di sekolah

menengah tersebut.

D. Manfaat Penulisan
Dengan mempelajari penerapan sifat-sifat grup pada penyelesaian
persamaan sederhana, penerapan isomorfisma grup pada sifat-sifat operasi
bilangan, dan penerapan isomorfisma grup pada trigonometri, mahasiswa
calon guru sekolah menengah diharapkan dapat dengan jelés mengetahui

hubungan antara grup dengan beberapa materi matematika sekolah

~menengah.

E. Metode Penulisan
Penulisan skripsi mengggunakan metode studi pustaka, yaitu dengan
mempelajari dan membahas artikel dan buku-buku pendukung yang berkaitan

dengan grup dan materi matematika di sekolah menengah.

F. Pembatasan Masalah
Dalam tulisan ini pembahasan teori grup dibatasi pada definisi grup,
subgrup, homomorfisma dan isomorfisma. Sedangkan materi-materi

matematika di sekolah menengah yang mempunyai hubungan dengan grup,
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penulis tidak membahasnya dan pembaca dianggap sudah mengetahui dan

memahami materi-materi matematika di sekolah menengah tersebut.

Sistematika Pembahasan

Dalam bab pertama dibahas tentang latar belakang masalah, perumusan
masalah, tujuan penulisan, manfaat penulisan, metode penulisan, pembatasan
masalah dan juga tentang sistematika pembahasan. Untuk memahami grup
dan isomorfisma grup, perlu dibahas terlebih dahulu mengenai pemetaan dan
operasi biner, seperti yang akan dibahas dalam bab II. Secara khusus sifat-
sifat pemetaan akan banyak digunakan untuk membahas suatu grup tertentu,
yaitu grup transformasi. Kemudian dilanjutkan dalam bab ketiga yang akan
membahas definisi dan teorema-teorema grup, subgrup, homomorfisma dan
isomorfisma grup, yang disertai dengan beberapa contoh yang akan
digunakan dalam bab IV. Penerapan grup pada beberapa topik dalam materi
matematika di sekolah menengah akan dibahas dalam bab IV. Beberapa
penerapan grup pada materi matematika sekolah menengah yang akan
dibahas dalam bab ini adalah : penerapan sifat-sifat grup pada. penyelesaian
persamaan sederhana, penerapan isomorfisma grup pada sifat-sifat operasi
bilangan, dan penerapan isomorfisma grup pada trigonometri. Akhirnya akan

disampaikan beberapa kesimpulan.
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BAB 11

PEMETAAN DAN OPERASI BINER

A. Pemetaan

Sekarang didefinisikan salah satu konsep yang amat penting dalam

matematika, yaitu pemetaan.

Bila f suatu relasi dari S ke 7" dan (x,y)ef maka y adalah kawan dari x di
dalam 7" dan disajikan dengan y =f(x). Himpunan S disebut daerah asal
(domain) relasi f dan himpunan 7" disebut daerah kawan (kodomain). Daerah
hasil (range) dari relasi f adalah himpunan semua ye7 yang mempunyai

kawan di S.

Definisi 1.1
Andaikan S dan 7" dua himpunan yang tidak kosong. Pemetaan (fungsi)
dari himpunan S ke 7" adalah relasi f'yang mementihi :
1. Semua anggota himpunan S mempunyai kawan di 7.
[(V xeS) @ ye) (k)N
2. Kawan setiap anggota S di 7' tunggal.
[(VxeS) ((xyD)ef A (xy2)ef = 1 =y2)].

Untuk selanjutnya pemetaan f dari S ke 7' disajikan dengan notasi : f: S — 7.

Dan suatu pemetaan dapat diberi notasi f,g /4, dan sebagainya.
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Contoh 2.1
1. Misal S= {a,b,c}, T={1,2,3}. Maka f yang didefinisikan dengan
fa)=2,Ab)= 1, flc) = 3, merupakan pemetaan dari S ke 7.
2. Andaikan pemetaan f:R—>R, yang ditentukan sebagai berikut :
(VxeR) (fx) = 3x+2), akan ditunjukkan bahwa f merupakan suatu
peimnetaan,
(1) Ambil sebarangxeR, maka 3xeR, sehingga (3x+2)eR .
Jadi (VxeR) (3 y = 3x+2 €R) (y =fx)).
(2) Andaikan x,v.,xz eR dan x; = x, maka 3x; = 3x,.
Sehingga didapat 3x1+2 =3x,+2, maka f{x;) = f(x2).
Jadi (Vx;,x; €R) (x; = x; = flx;) = fxy)).
Jadi f'suatu pemetaan. |
3. Andaikan g : R — R, yang didefinisikan sebagai berikut :
(VxeR) (g(x) = x¥* +5), akan ditunjukkan bahwa g merupakan suatu
pemetaan,
(1) Andaikan sebarang xeR , maka x* eR, sehingga (x*+5)eR.
Jadi (VxeR) 3y =x*+5 eR) (y = g(x)).
(2) Andaikan x;,x; €R dan x; = x;, maka x? = x; .
Dari sini didapat : x? +5= x; +5, sehingga g(x;) = g(x,).
Jadi (Vx 1,02 €R) (x; = x2 = g(x1) = g(x2)).

Jadi g suatu pemetaan.
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4. Andaikan # : R— R dengan definisi : (VxeR) (h(x) = x°).
Untuk mengetahui apakah # suatu pemetaan bisa dilihat di bawah ini,
(1) Ambil sebarang xeR, maka x’eR.
Jadi (VxeR) By =x’ eR) (v = h(x)).
(2) Andaikan x;,x; €R dan x; = x;.
Maka x;°> =x;°, sehingga h(x;) = h(x;).
Jadi (Vx1,x; €R) (x1 = x3 = h(x;) = h(x3)).
Jadi A suatu pemetaan.
5. Andaikan f: R — R yang didefinisikan dengan, (VxeR) (f{(x) = 27).
Untuk mengetahui apakah f'suatu pemetaan bisa dilihat di bawah ini,
(1) Ambil sebarang xeR, maka 2" eR.
Jadi (VxeR)(3y = 2; €R) (y = f(x)).
(2) Andaikan x;,x; €R dan x; = x;.
Maka 2™ =2 sehingga flx;) = f(x).
Jadi (Vxp,x2 €R) (x; = x2 = flx;) =f(x2))

Jadi f'suatu pemetaan.

Definisi 11.2

Andaikan f: S — T suatu pemetaan. Yang dimaksud dengan invers dari
pemetaan f adalah relasi f~': 7 — S sedemikian sehingga (y.x)e /' bila
dan hanya bila (x,y) € f .

= {0l e 7]
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Definisi I1.3

Suatu pemetaan identitas pada himpunan S adalah suatu pemetaan dari
himpunan S ke himpunan S yang setiap anggota himpunan S itu mempunyai
kawan dirinya sendiri.

Hal ini dinotasikan dengan 7 : S —S dengan definisi i(x) = x, VxeS.

Pada pemetaan /' : S — 7, suatu anggota re7 mungkin menipunyai lebih
dari satu kawan di S. Apabila setiap t€7 tepat mempunyai satu kawan di S
atan sama sekali tidak mempunyai kawan di S maka f disebut pemetaan yang

injektif.

Deﬁnisi 11.4
Pemetaan f dikatakan injektif dari S ke T jika setiap anggota 7T yang
mempunyai kawan di S, kawannya itu tunggal.

Uf: S— Tinjektif & (Vx,x; €S) (Ax)) =£x) = x; = x))].

Contoh 2.2

1. Pemetaan /' : R— R, di mana untuk setiap xeR didefinisikan f{x) = 3x+2
merupakan pemetaan injektif. Karena jika diambil sebarang abeR
sedemikian hingga a # b, maka 3a # 3b, sehingga 3a+2 # 3b+2 atau

Ka)=LRb).

Maka fadalah pemetaan injektif.
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2. Pemetaan g : R — R, di mana untuk setiap xeR didefinisikan g(x) =x*+5
bukan merupakan pemetaan injektif.
Pemetaan g bukan pemetan injektif karena terdapat dua bilangan anggota
R yang tidak sama tetapi mempunyai nilai fungsi yang sama. Misalkan,
ambil x;= 1 dan x» = -1 maka 1 # -1, tetapi g(1) dan g(-1) mempunyai nilai

yang sama yaitu 6.

Demikian juga, pemetaan f : S — 7T mungkin tidak menghabiskan
himpunan 7, yaitu ada 1€ 7 yang tidak mempunyai kawan di S.
Apabila 7 dihabiskan yaitu setiap €7 sekurang-kurangnya mempunyai satu

kawan di S, maka f'dikatakan surjektif.

Definisi I1.5
Pemetaan f :S—7 dikatakan surjektif jika semua anggota " mempunyai

kawan di S.

)

If: S—> Tsurjektif < (¥ yeT) (3 xeS) =)

Contoh 2.3

1. Pemetaan /'R — R dengan A(x) = X, ¥ xeR, merupakan pemetaan
surjektif, karena (V yeR) @x= V») (y=£x)).
2. Pemetaan f: R — R dengan f(x) = 2, V xeR, bukan merupakan pemetaan

surjektif, karena terdapat y = -1 R, sehingga V xeR, 2" #-1.
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Bila suatu pemetaan sekaligus injektif dan surjektif maka pemetaan itu

disebut pemetaan bijektif.

Definisi I1.6

Pemetaan f dikatakan bijektif bila f surjektif dan injektif.
[f: S — T bijektif < finjektif A fsurjektif].
Pemetaan bijektif sering disebut juga dengan korespondensi satu-satu.
Contoh 2.4

Jika i : R — R yang didefinisikan dengan A(x) = 2%, V xeR ;maka
e Pemetaan / injektif , sebab jika x;,x, eR dengan 2™ =27 maka

log2™® =log2™

x;log2=x;log?2

X1 =X3

e Pemetaan tidak surjektif (contoh 2.3.2)

e Karena 4 tidak surjektif maka 4 tidak bijektif .

Contoh 2.5
Jikaf: R — R yang didefinisikan dengan f{x) = 3x+2, V xeR , maka

Pemetaan f injektif (contoh 2.2.1)

Pemetaan fsurjektif, sebab (V yeR)( 3x = (y-2)/3) (3((y-2)/3) +2 = f{x)).

Karena finjektif dan f'surjektif maka / bijektif.
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Dari dua buah pemetaan /- S — 7 dan g : 7 — U, dapat disusun suatu

pemetaan baru.

Definisi IL7
Jikaf: S — T'dan g : T — U, maka komposisi dari f dan g adalah pemetaan

g of:S— U didefinisikan dengan (g of) (x) = g (f (x)), VxeS.

Perhatikan bahwa pada (g o f) (x), yang dikerjakan pertama adalah

pemetaan /* kemudian dilanjutkan dengan pemetaan g.

Contoh 2.6
1. Jika S = {xyz}, T = {1,2,3}, dan U = {a,b,c} didefinisikan @ : S — T
dengan a (x) =2, a () = 1, @ (z) = 3,sedangkan #: T — U dengan
B)=b,B(2)=c, B(3)=a,maka:
(Boo) (x)=p(ax)=p(2)=c
Boayw=pla()=B)=b
Boa)(@)=P(a@)=L3)=a
2. Jika a: R — Rdan f: R — R, yang didefinisikan dengan « (x) = x*+2 dan
B(x)=x-1, VxeR,
maka (a 0 ) (x) = a (B (%)) = a (x-1)= (x-1)*+2 = X*-2x+3

dan (B o)(x)= B(a(x)) = B (x*+2) = x*+1
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Di bawah ini akan diperlihatkan teorema-teorema yang berkaitan dengan
komposisi pemetaan yang sekaligus merupakan sifat-sifat penting dari
komposisi pemetaan tersebut. Bukti dari teorema—teorema di bawah ini dapat

dilihat dalam buku “Teori Himpunan” (Y. Marpaung, 1997).

Teorema IL1.1 (sifat assosiatif komposisi pemetaan)
Jika f:A—>Bdan g:B — C, h:C — D merupakan suatu pemetaan,
maka berlaku :

(hog)of=ho(go))

Teorema I1.2
Andaikan f: A — B dan g : B — C masing-masing injektif. Maka g o f

injektif

Teorema I1.3

Bila pemetaan /: A — B surjektif dan pemetaan g : B — C surjektif, maka

g of surjektif.

Setelah memperhatikan teorema 11.2 dan teorema 1.3 dapat disimpulkan
bahwa jika f: 4 — B dan g : B — C masing-masing bijektif, maka g o f

bijektif,
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Teorema 11.4

Andaikan f pemetaan dari 4 ke B. Relasi /™' merupakan pemetaan dari B ke

A bila dan hanya bila f bijektif.

Berdasarkan teorema IL4 diatas dapat disimpulkan bahwa bila f bijektif ,

maka f akan mempunyai £~ yang juga bijektif.

B. Operasi Biner
Dalam himpunan bilangan bulat, penjumlahan dan perkalian dua anggota
himpunan tersebut akan menghasilkan bilangan bulat. Penjumlahan dan
perkalian di sini dikenal dengan operasi. Untuk pembahasan grup dalam bab
berikutnya diperlukan suatu operasi , yaitu operasi biner yang didefinisikan

berikut ini,

Definisi I11.7

(TR}
&

Diberikan suatu himpunan S # &. Suatu operasi biner pada himpunan

S adalah suatu pemetaan dari SxSke S .

Dari definisi di atas dapat dituliskan sebagai berikut : * : § xS — S.
Karena operasi biner merupakan suatu pemetaan, maka operasi ini harus
memenuhi 2 syarat, yaitu :

1. Semua anggota himpunan S x.S mempunyai kawan di S.

(¥ (a,b)e S xS) (3 ceS) (((a,b),c)ef].
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Syarat pertama ini dikenal dengan istilah ketertutupan, yaitu jika suatu
operasi biner “*” didefinisikan pada S, maka hasil operasinya adalah
anggota S.

2. Kawan setiap anggota S xS di S tunggal.
[(V(a,b)eS xS ) (((ab).c)ef A ((ab).c)ef = c1=cr)].
Syarat kedua ini dikenal dengan istilah ketunggatan.

Jadi operasi biner harus memenuhi sifat ketertutupan dan ketunggalan, dengan

perkataan lain harus well-defined.

Definisi I1.8

Diberikan suatu operasi biner “*” pada himpunan .S, maka:
1. Operasi biner “*” dikatakan bersifat komutatif jika a*b = b*a, Va,beS.
2. Operasi biner “*” dikatakan bersifat asosiatif,
jika (a*b) *c = a* (b*c), Va,b,ceS.
3. Suatu e elemen S disebut elemen identitas terhadap operasi “*”,
jika a*e = e*xa = a, VaeS.
4. Suatu elemen beS disebut invers dari a terhadap operasi “*”,

jika a*b = bxa = e.

Untuk selanjutnya “operasi biner *” hanya akan dituliskan dengan “*”.
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BAB 111

GRUP

Dalam bab ini akan dibahas mengenai definisi-definisi dan teorema-
teorema dari grup, subgrup dan homomorfisma,serta isomorfisma grup,
disertai dengan beberapa contoh yang akan digunakan dalam penerapan grup

pada materi matematika sekolah menengah.

. Grup

Pada subbab pertama ini akan dibahas mengenai definisi grup dan teorema

dasar grup yang akan mendasari subbab berikutnya.

Definisi 111.1
Himpunan G # @ dan dilengkapi dengan operasi “*” disebut grup jika
aksioma-aksioma beﬁkut dipenuhi :
1. Asosiatif, yaitu untuk setiap a,b,c anggota G ,
berlaku (a*b) *c = a* (b*c), [(V a,b,c€G) (a*bh) *c = a* (b*c)].
2. G memuat elemen identitas, yaitu ada elemen ¢ dalam & sedemikian
hiﬁgga untuk setiap a dalam G berlaku exa = a*e = q,
[(eeG) (VY aelG) exa=a*e=al.
3. Setiap elemen G mempunyai invers, yaitu untuk setiap a dalam G dapat
ditemukan @' dalam G, sedemikian hingga o' *a = a*a’ =e,

[(VaeG) (3 a‘[EG) asqg=gra'= el.

14
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Teorema-teorema Dasar Grup (TDG)
Diketahui (G, *) grup, maka :
a. Elemen identitas dari G adalah tunggal.
b. Invers dari suatu elemen anggota G adalah tunggal.
c. Jikaab,c €G dan a*b - a*c, maka b = ¢ (hukum kanselasi kiri).

d. Jikaa,b,c €G dan b*a = c*a, maka b = ¢ (hukum kanselasi kanan).

e. Jika g,b €G, maka masing-masing persamaan a*x = b dan y*a =

mempunyai penyelesaian tunggal di G, yaitu x = a”'*b dany = b*a™.

Bukti :

15

b

a. Untuk memperlihatkan ketunggalan dari identitas, dimisalkan ada dua

elemen e dan e; anggota G. Maka e * x=x * e = x dan

e/* x = x * ¢; = x untuk sebarang x € G. Karena ¢;€G dan ¢ elemen
identitas dalam G maka e * ¢; = ;. Di lain pihak e; elemen identitas
dalam G, dan karena e G, maka e * ¢; = e.

Sehingga didapat ¢; = e * ¢; = e. Jadi terbukti bahwa identitas dari suatu
grup G tunggal.

Misalkan selain ' ada invers lainnya dari @, andaikan 5. Ini berarti bahwa
b*a = e. Karena a”'*a = e maka b*a = a”'*a, dan didapat b=a’".

Jadi invers dari suatu elemen anggota G adalah tunggal.

. Bilaa,b,c e dan a*b = a*c maka a'#(a*h) = g *(a*c) atau

(a'*a)*b = (a *d) *c sehingga didapat e*b = e*xc atau b = c.

. Bilaa,b €G dan b*a = c*a maka (b*a)*a’' = (c*a)*a” atau

b (axa’'y = cx (a*a’') sehingga didapat b*e = c*e atau b = c.
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e. Pertama memperlihatkan bahwa ada sekurang-kurangnya satu
penyelesaian yaitu a’'*b.
Perhatikan a*x = b
a* (a'*b) = (axa’!) *b, (sifat assosiatif )
= exh , (definisi dari a™)
= b , (sifat dari e)
Dengan demikian x = ' b adalah penyelesaian dari axx = b.
Dengan cara yang sama, dapat diperlihatkan y = b*a™ adalah penyelesaian
dari yxa = b.
Untuk memperlihatkan  ketunggalan dani x, andaikan ada dua
penyelesaian, yaitu x; dan x, maka a*x; = b dan a*x;=b.
Sehingga didapat  a*x; = a*x,,
Maka x; =X, ,(menurut TDG (c)).

Ketunggalan dari y ditunjukkan dengan cara yang sama.

Contoh 3.1
Akan ditunjukkan (R,+) merupakan grup, terhadap operasi penjumlahan
biasa. _
¢ Operasi + well-defined
a) Akan ditunjukkan bahwa semua anggota K x/? mempunyai kawan di R.
Ambil sebarang (a,b)e RxR, maka a+ b=meR.

Jadi (V(a,b)e RxR)a+ b=meR
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b)Akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota RxR di R tunggal.

Ambil (a,b)), (azb)eRxR
sedemikian hingga (a;,b;) = (azb3)
maka artby = ayth,
Jadi (V (a,b)), (azb2)eRXR) (as,b;) = (azb>)
=  atb =arth,

e Assosiatif
Ambil sebarang x,y,z €R, maka (x+y)+z = x+(y+z)
Jadi (V x,y,zeR) (x+y)tz = xH(y+z).

e Elemen Identitas
Elemen identitas dari penjumlahan biasa adalah 0, sebab jika diambil
sebarang x € R maka berlaku O0+x =x+0 =x.

s Invers
Jika diambil sebarang xe R, maka invers dari x adalah -x, sebab untuk
x+(x)=(x)+x=0.
Jadi (VW x€R) (3 -xeR) x+ (-x) = (-x)+x =0.

Jadi (R,+) merupakan grup terhadap operasi penjumlahan biasa.
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Contoh 3.2
Akan diperlihatkan (R-{0},x) mémpakan grup, terhadap operasi perkalian
biasa.
e Operasi x well-defined
a) Akan ditunjukan bahWa semua anggota R-{0}x R-{0}mempunyai
kawan di R-{0}
Ambil sebarang (a,b) € R-{0}x R-{0}, maka a x b =ne R-{0}
Jadi (V (a,h)e R-{0}xR-{0}) a x be R-{0}.
b) Akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota R-{0} x R-{0}di
R-{0} tunggal .
Ambil sebarang (x),)1), (x2,)2)€ R-{0} x R-{0}
sedemikian hingga (x1,1) = (x2,)5)
Maka Xy Xy =X Xy
Jadi (V (xx,yl)ra(xz,)c?)e R-{0}x R-{0}) (x1.)1) = (x2.32)
=X X TR Xy:. |
e Assosiatif
Ambil sebarang x,y,z € R-{0}, maka (x xy) xz=x x(y x2)
Jadi (V x,y,z € R-{0}) (x xy) xz=x x(y xz).
¢ Elemen Identitas
Elemen identitas dari R-{0}terhadap perkalian biasa adalah 1,

sebab untuk sebarang xe R-{0} berlaku 1 xx=x x1 =x.
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¢ Invers
Jika diambil sebarang xe R-{0}, maka invers dari x adalah 1/x, sebab
untuk x x 1/x=1/x xx=1.
Jadi (V xe R-{0}) (@ 1/x € R-{0}) x x1/x=1/x xx=1.

Jadi (R-{0} , x ) merupakan grup terhadap operasi perkalian biasa.

Contoh 3.3
Akan diperlihatkan (R*,x) rﬁempakan grup, terhadap operasi perkalian
~ biasa.
e Operasi x well-defined
a) Akan ditunjukkan bahwa semua anggota R* xR* mempunyai kawan
di R
~ Ambil sebarang (x,y) € R"'xR", maka x x y=neR’
Jadi (¥ (x,y)e R*xR") x xy=neR".
b) Akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota R xR" di R tunggal
Ambil sebarang (xl, Y1), (o, y0)e R xR*
sedemikian hingga (x1,y1) = (x2,)2)
‘Maka Xy XY =Xp X
Jadi (¥ (x1,01).(x2.y2)€ R'XR") (x1,1) = (¥2,2)
=X XY TX2 XY,
e Assosiatif

Ambil sebarang x,y,z eR", maka (x ky) xz=x x(y xz)
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Jadi (V x,3,z €R") (x xy) xz=x x(y xz).

e Elemen Identitas
Elemen identitas dari R terhadap perkalian biasa adalah 1, sebab
untuk sebarang xeR" berlaku 1 xx=x x1=x.

s Invers
Jika diambil sebarang xeR" ,maka invers dari x adalah 1/x, sebab
untuk x x1/x=1/x xx=1.
Jadi (VxeR")(3 1/x eR )x x1/x=1/x xx=1.

Jadi (R*, x ) merupakan grup terhadap operasi perkalian biasa.

Contoh 3.4

Akan ditunjukkan bah§va (C,+) merupakan grup terhadap operasi
penjumlahan dalam C, di mana C = { a + 5 i / ab €R i* = -1 } dan
didefinisikan operasi penjumlahan dalam C sebagai berikut : Vzi= a,+b; i dan
zZ=ayt+byi eCdengan z1+z2=(a; +b1i )+ (a2 +b2i)

=(ai+a)+ (bt b)i
e QOperasi + dalam C well —defined
a) Akan ditunjukkan bahwa semua anggota C x C mempunyai kawan
di C.
Ambil sebarang (z),z; )e C x C, dengan z, = a;+b; i dan
=+ byi

Zy+z =(ay +byi)+(ay +byi)
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=(a; +a) +(by + b)i € C
Jadi (V (21,22)e C xC) z; + € C.

b) Akan dibuktikan bahwa kawan setiap-anggota C x C di C tunggal
Ambil sebarang (z1,22), (z3,z:)€ C xC , dengan z1=a + b1 7,
H=aytbyidanzy=a3+b3i, za=as+ bsi.

Sedemikian hingga (z,2,) = (}.3,Z4).
Maka (a1 + @)+ (b1 + b2)i =(as+ ay)+ (bs+by) i
Zytzy =23+ 24

Jadi (V (x1,y1), (x2,¥2) € C xC) (z1,22) = (z3,24)

=>z1t2 =23 +24

Assosiatif

Ambil sebarang z),25,z3 € C,

denganz;=a; + b1 i, z=ay + byi,danzz=a3 + b3 1.

Maka (z1+ z2) +z3=((a1 + b1i)t (@ + by i)+ (a3 + b3i)
=((ai +a) + (b1 +by)i)+(as + b3i)
=(ay+ay+az)t(b)+by+b;)i

at(ntzz)=(@ +bii)+((ar +bri)+(as+bs5i))
=(a +bii)+((ay+az)+ (b v b3)i )
=(ai+ay+az) +(by + by + b3) i

Jadi (V z1,23,23€ C) (21 + 25) + :3= 2, + (22 - 23).

Elemen Identitas

Elemen identitas dari operasi penjumlahan dalam bilangan C adalah

bilangan nol 0 + 0/, sebab jika diambil sebarang ze C,
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dengan z=a+bi,
maka berlaku (0+0i)+(a+bi)=(@+bi)+(0+0i)
=g+bi
e Invers
Jika diambil sebarang ze C, dengan z = a + b i maka invers dari z
adalah -z=-a-bi ,sebabz + (-z)=(a+ bi)+(-a- bi)=0+01
(2)+z=(-a-bi)+(a+bi)=0+0i
Jadi(Vze C) (T ze C)z + (-2)=(2)+z=0+01
Jadi (C,+) merupakan grup terhadap operasi penjumlahan bilangan

kompleks seperti didefinisikan di atas.

Contoh 3.5
Akan diperlihatkan (C-{0+07},x) merupakan grup terhadap perkalian
bilangan kompleks, dimanaC={a+ bi/ab e R, = -1} dan didefinisikan
operasi perkalian dalam bilangan kompleks adalah sebagai berikut :
Vzi=a1+byi danz=a,+ b, i € C-{0+0 7} dengan
oixn=(@+bii )x(ay+byi)=(axay— by x by)+ ((a1xby) + (axby1)) i
e Operasi xdalam C-{0+0/} well- defined
a) Akan ditunjukkan bahwa semua anggota C {0+0i}xC-{0+0+}
mempunyai kawan di C-{0+0 7 }.
Ambil sebarang (z;,z; e C-{0+0/ } x C-{0+0/ } , maka
mtuk zy=m+ bii,z=a,t+ byi

z1xz =(ay b i)yx(a+byi)
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= axay + ayxby i + ayxbyi +(-bixby)
= (a1x ay - bixby) + (a1xby +axxby)i € C-{0+07}
Jadi (V (z1,22) € C-{0+07 }x C-{0+0i }) z; x 2z, € C-{0+0 7 }.
b) Akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota
C-{0+0i} x C-{0+07 } di C-{0+0 i } tunggal.
Ambil sebarang (z1,22),(z3,2z4) € C-{0+0i} x C-{0+07} dengan
zi=a1t byi, z=ay+tbhyi danzs=a; + b3i za=ay+ bai,
sedemikian hingga  (z1,22) = (23,24).
Maka (ay +byi)x(ax+byi)=(as+b3i)x(as+bsi)
X2y = 23X 24
Jadi (V (z1,22), (23,24) € C-{0+0 i} x C-{0+0 i } ) (21,22) = (23,24)
=D Z| X Zy=23 X Z4.
e Assosiatif
Ambil sebarang z;,z5,z3 € C-{0+0 7 }x C-{0+0 / } dengan
zZi=aytbhii,n=a+byi , zz=as+bsyi
@ xz)xzz=((artbii)x(@+byi))x(a3+bsr)
=ayx(axa-byxb)+asx(arxb; +ay;xby)i)
+ b3 x (ayxay - byxby) i H(-b3 x (a; x by + ay x b))
= (a3 xayx ay - az X byxby - bsx a;x by - by x ayx by)
+ (a3 x ayxby + asxaxb+ byxayx a; - byxbxby) i
zlx(zzxz3)=(a1+b1i)><((a2+b2i)><(a3+b3i)j

= (ay+ by i x((ayxas -by xb3)+(az x b3+ by x az) i)

23
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=a;x(@xas-byxb3)tayx(ayxbs+byxas)i
+ bix(apxas -byxbs) i+ ( -by x (az X b3 + by x a3))
=(@mxaxas—a1 x by x b3—by xay x b3
~byxbyxaz)+(ayxayx by +ayxbyxas
+hyxayxaz-byx byx b3)i
(z1 X 22) X 23 =21 X (22X 23)
Jadi (V z1,23,23 € C-{0+0 7 } ) (él X 23) X 23 =21 X (22 X 23).
s Elemen Identitas
Elemen identitas dari operasi perkalian bilangan kompleks adalah
bilangan satuan 1+07, sebab jika diambil sebarang
z € C-{0+0 i }untuk z=a+ b i maka berlaku
(1+0i)x(a;+byi)y=(a;+b;i)yx(1+0i)=a;+bji.
¢ Invers
Ambil sebarang x € C, dan misalkan x "' adalah invers dari x

makax xx'=1

= ¢ — ‘ ji
a’+b? a’+b*

Jadi (Vxe C)@x'e C)x xx' =1.

Jadi (C-{0+0 i },x) merupakan grup terhadap operasi perkalian bilangan

kompleks.
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Contoh 3.6

Akan diperlihatkan (E,+) merupakan grup terhadap operasi penjumlahan
biasa, dimanaE=aZ = {an/neZ}.
Misal : jikaa =3 ;maka3Z= {3n/neZ} ={...,-6,-3,0,3,6,...}.
Dengan Z adalah bilangan bulat dan aeR-{0} .
e Operasi + well-defined
a) Akan ditunjukkan bahwa semua anggota EXE mempunyai kawan
di E.
Ambil sebarang (x1,x2)€ ExE, dengan x1= ap , x; = ar untuk
acR-{0}dan preZ.
x1 +x;=ap +ar
=ap+n
=ah €E
h=p+reZ
Jadi (V (x1,x3)e EXE) X1 +x;€E.
b) Akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota ExE di E tunggal.
Ambil sebarang (x1,x3), (x3,x4)€ ExE dengan x;=ap, x,=ar, x;=ah,
x=aq,
" sedemikian hingga (x,%2) = (x3.%4)
maka ap+ ar = ar+ aq
X1+ x2=x3t x4

Jadi (V(x1,%2), (x3,¥4)€ EXE ) (x1,02) = (x3,04) = Xt 2 = X3t g
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e Assosiatif
Ambil sebarang x,x;,x3 €E, maka x; = ap, x; = ar dan x3= aq untuk
ae R—{O} , hqEZ.
maka (x; + x3) + x3=(ap +ar)+agq
=ap + (ar + aq)
=x1 + (%2 +x3)
Jadi (V x1,x2,x3€E) (x1 + x2) + x3=x1 + (x2 + x3).
¢ Elemen Identitas
Elemen identitas darir E terhadap operasi penjumlahan biasa adalah 0,
sebab jika diambil sebarang x €E untuk x = gp dengan peZ
maka berlaku O +ap = ap + 0 =ap.
e Invers
Jika diambil sebarang x €E, dengan x = ap, untuk aeR-{0} peZ. Maka
invers dari x adalah -x = -gp, dengan aeR -{0}, -peZ,
sebab x + (-x)=ap + (-ap)
(x) +x=(-ap) +ap
Jadi (Vx€E) (3 x=-apeE)x + (-x)=(-x) - x=0.

Jadi (E,+) merupakan grup terhadap operasi penjumlahan biasa.

Contoh 3.7

Akan diselidiki bahwa (F, x) merupakan grup terhadap operasi perkalian
biasa, dimana F=a”={ a"/n €Z}.

Misal : jika @ =2 maka 2%= {2"/n eZ}={...,1/8,1/4,1/2,1 2 4,...},
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Dengan Z adalah bilangan bulat dan a e R-{0}.
e QOperasi x well-defined
a) Operasi Tertutup
Ambil sebarang (x; ,x;)e FxF, dengan x; = &, x; = a" untuk
aeR-{0}, p,reZ.
Makax; xxo=d’ xd’
. = ap+r
=4 h= ptreZ
Jadi (V (x1,x3)€ FxF) x; xx€eF.

b) Akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota FxF di F tunggal.
Ambil sebarang (x1,x2), (x3,x4)€ FxF dengan x,=c, xo=d", x=d",
x4=a’, |
sedemikian -hingga (x;,%2) = (x3,%4)
maka & xd =dxa

X XX =X3 XXy
Jacii (V(x1,%2), (x3,x4)€ FXF ) (x1,%2) = (X3,%4) = X1 X X3 = X3 X X4
e Assosiatif

Ambil sebarang x),x;,x; €F maka x; = ¢, x, = " dan x;3 = a? dengan

aeR-{0},pgreZ

Maka (x| xx3) xx3= (" xa") xa*

= x(d xa?)

= x1 X (x3 X X3)
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Jadi (Vxy,x5,x3 €F) (x 1xx2) xx3 = x1 X (3 xX3).
¢ Elemen Identitas
Elemen identitas dari F terhadap operasi perkalian biasa adalah
a’ =1 dimana a eR-{0}dan 0eZ, sebab jika diambil sebarang
x eF untuk x = @, dengan peZ berlaku 1 xo’ =d’ x1=4".
e Invers |
Jika diambil sebarang x €F, dengan x =4, untuk a € R-{0} , peZ.
Maka invers dari x adalah x'= a? ,a eR-{0}, -peZ,
sebab x xx'= xa¥=d"=1
x'xx =a? xdf =a’=1
Jadi (VxeF) @x'=a? e Fx xx'=x' xx=1.

Jadi (F, ) merupakan grup terhadap opersi perkalian biasa.

Contoh 3.8

Definisi dari

a b
M, (R)= M, ,eM ,,(R)/M,, =( d),‘v’a,b, ¢, d e[-L1],ad —bc#0}
C,

Dan akan dibuktikan bahwa A/, (R) merupakan grup terhadap operasi
perkalian matriks,

e

g

AxA a bY\e [\ (ae+bg af +bh
X = =
e 4 g h) \ce+dg cf +dh)’

o a b f \
dengan definisi VA, = aE Ay- ., e M,,(R)
c
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e Operasi x matriks well-defined
a) Akan ditunjukkan bahwa semua anggota M), (R)xM,,(R)
mempunyai kawan di M,_,(R) .

Ambil sebarang (A}, As)e ML, (R)xM), (R), untuk

_(a b _[e Vf
A]_(c d)’ A2 [g hj.

ae+bg af +bh

AxA; = , de +bg, af+bh, ce+dg,
U (ce+dg cf+dhj ngan aebg, of .,

of+dh e [-1,1] dan
(ae+bg)(cf+dh) — (af+bh)(ce+dg) # 0
Maka AixA; e M, (R)
Jadi (¥ (A1, A)e M, (R)xML, (R)) Al x Aye ML, (R)
b) Akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota M, , (R)xM, , (R)
di M, (R) tunggal.

Ambil sebarang (A1,Az), (As, Ag) € M, , (R)xM ), (R) dengan

| S _[e f PId®, _(m n
S Y P

sedemikian hingga (A;,Az) = (A3, A4)
a be f\ (i j\m n
c d\g h) \k I )o P

ae+bg af +bh) (im+ jo in+ jp
ce+dg cf +dh km+lo kn+lp

Menurut definisi kesamaan matriks a = i, b =, c=k, d=I, e=m,
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f=n, g=o, h=p, maka A;xA; = AsxAy.
Jadi (¥ (A1,Az), (A3 Ag)e M5, (R)X M, (R) )

((A1,A2) = (As,Ag) = A1xAy= A3xAy)

e Agssosiatif

R
Ambil sebarang A, Az,Ase M, ,(R), A= (a j

c d
A= [e fj, A3==(Z J),maka
g h k1

(Alez)xA3=((a b)(e fD(’ Jj

c d)\g h)\k I
ae+bg af +bh\(i |

=[ce+dg cf+dhj(k 1]

_(aei+bgi+afk+bhk aej+bgi+ afl +bhl

3 [cei +dgi+cfk +dhk  cej+dgi+cfl +dhl

Alx(AzxA3)=(a b]((e fj(’ JD
c d)\\g h)\k 1

a b\ (ei+fk e+f]
=(c d)((gi+hk g]‘+hl)j
_ (aei+bgi+afk +bhk aej + bgi + afl +bhl
_(cei+dgi+c]’k+dhk cej +dgi + cfl + dhl

]GM;H ®

jej\/];;d (R)

Jadi (A1xA2)x Az = A1x(AyxAs)
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¢ FElemen identitas

Elemen identitas dari operasi perkalian dalam M, (R) adalah

[(l) (I)JEM 22z (R),sebab jika diambil sebarang

(a b)eM;xz(R)makaberIaku (1 O)(a b):(a b)
c d 0 1jiic d c d
a bY1 0 _[a b
(c d)\0 1) \c d

e Invers

b
A=[a d) €M, (R) maka invers dari A adalah
C

I _ 1 d -b
|ad—bc| -¢c a

s (¢ (S )

ad-bc —ab+ab
_ dc—dc -bc+ad | 1 0
Iad—bcl o 1

ol 4

Jadi (Mz‘z (R),x) merupakan grup terhadap operasi perkalian matriks.

%

Untuk selanjutnya “operasi X hanya akan dituliskan dengan tanda”.”.
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Contoh 3.9

Akan diperlihatkan bahwa (Z7;0) transformasi merupakan grup terhadap

operasi komposisi. Sebelumnya akan dijelaskan sedikit mengenai definisi dari

transformasi 77,

T~ {T:R* > R*|T pemetaan bijektif }

Dan karena diperlihatkan (27;0) merupakan grup terhadap operasi komposisi

maka dalam pembuktiannya dapat menggunakan pendekatan definisi dan

teorema-teorema dalam komposisi,

Sifat tertutup

Berdasarkan teorema I1.2 dan teorema II.3, jika f :4— B dan
g:B—>C masixlg-masing bijektif, maka gof bijektif . Sehingga jika

diambil sebarang 71,7, € & ,maka 71072 = T3dengan T3€ &7~

Asssosiatif

Berdasarkan teorema II.1, jika f:4—>B,g:B—>C.,h:.C>D
merupakan suatu pemetaan maka berlaku (hog)o /= Ao(gof). Sehingga
jika diambil sebarang 73, 75, 73 € 7, maka berlaku

(ThoTy)oTs= T\o(T>0T3).

Elemen identitas

Elemen identitas dari & adalah I € 7, sehingga jika diambil sebarang

Te Z'makalol=Tol=T.
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e Invers
Berdasarkan teorema Il.4 maka dapat disimpulkan bahwa bila f
bijektif maka f'akan mempunyai invers /' yang juga bijektif . Jadi jika
diambil sebarang Tje &~ maka terdapat invers 7 yaitu 7, € 7,
sehingga 10T = T, ol =1

Jadi transformasi (&7, 0) merupakan grup terhadap operasi komposisi.

B. Subgrup
Jika himpunan bagian dari suatu grup membentuk grup terhadap operasi
yang sama dengan grupnya, maka himpunan bagian tersebut merupakan

subgrup menurut definisi di bawali ini,

Definisi I11.2

Andaikan (G, *) grup, H c G dengan H # . H disebut subgrup dari G

jika (H, *) merupakan grup.

Lemma L1
Dimisalkan G adalah grup dengan operasi “*” dan dimisalkan A adalah
subgrup dari G,
a. Jika ey adalah elemen identitas dari A dan eg adalah elemen identitas dari
Gmaka ey = eg.

b. Jika ae H, maka invers a dalam A adalah invers yang sama dalam G.
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Bukti:
(a). Jika ey adalah elemen identitas dari A maka ey * ey = ey, dan ey juga
anggota dari G, maka :
e *ep*ey =ey *ey
(ef *em)* ey =eg
e * ey =eg
eg= eg.
(b). Andaikan aeH, misalkan a' menyatakan invers g dalam G dan
misalkan ¢ ﬁlenyatakan invers g dalam A, maka :
ax*xc=c*a=ey
menurut hasil (a) di atas, a *c=c*a=eg
mengingat TDG.d, invers dari @ dalam G dimisalkan x=a™,
maka a*x=eg...(1)
a*c=e;z...(2)

Dari (1) dan (2) didapat a* c=a* x

Teorema IIL1
Andaikan (G, *) grup, H < G. H adalah subgrup dari & bila dan hanya
bila:

a HxJ
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b. Jikaab e Hmakaa*be H

c. JikageH, ma];a aleH

Bukti :
(=) Diketahui H subgrup dari G maka eg € H (menurut lemma IILI) .
Jadi H # &. Aksioma (b) dan (c) dari grup dipenuhi dalam H, karena
H merupakan grup terhadap operasi “*”.
(<) - Sifat tertutup A dipenuhi dari (b)
- Sifat assosiatif dipenuhi karena =G dan (G, *) grup
- Elemen identitas
Jika diambil sebarang ae H maka menurut () di atas a”' € H
sedemikian sehingga ,
a*a'=a'xa=ecH
Jadi ada elemen identitas untuk setiap elemen dalam H.

- Invers dipenuhi dari (c) di atas, yaitu jikaa € H, makaa™ € H.

Jadi H grup, karena / ¢ G maka # subgrup dari G.

Contoh 3.10

Pada contoh 3.9 telah diketahui definisi dari transformasi (77, dan

(7,0) merupakan grup terhadap operasi komposisi. Dan definisi dari
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T2 ={T:R* > R?
y) \y+ y

T(x]=(x +Z}a,b € R, V(xje R2} karena definisi dari T?

tergantung dari nilai-nilai a,b €R maka anggota-anggota T? akan dituliskan
dengan 7, sesuai dengan a,b dalam definisi translasinya.

Di sini akan diperlihatkan T> merupakan subgrup dari (77,0),

a) terlebih dahulu akan diperlihatkan T’ &~ maka harus dibuktikan bahwa

T?merupakan pemetaan bijektif ,

x+a ,
: eR‘,Va,beR

1
e ambil sebarang (x]eR2 maka (xlj
y y+b

V.

(N6

: X )| X2 2 X [ *2 - -
e andaikan - eR*“dan = yang berarti x; = X,
N\ Y2 N Y

x,+a

: . X +a
»i = ), sehingga didapat =
v, +b

v, +b
G- C)
Ta,b : :Ta,b
Y Y2
Jadi (v(””j,[’”%#) (x‘]=[szz>Tgb[x‘J=7;b(x2)
1 I \ Ya ez \ )2

Jadi T> merupakan suatu pemetaan.

j,a,beR maka

Sekarang akan diperlihatkan bahwa pemetaan T> merupakan pemetaan

bijektif,
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e T? merupakan pemetaan surjektif, karena

(e L)oo )

e dan T? merupakan pemetaan injektif, karena jika diambil

: x| ) (x!
sebarang | | || "1 | e R? schingga
Y1)\

7 | =1 [ "]
- =T, ,Va,be R maka
32 Va

(xl - a)=(x2 + a) didrh! (xljz(xz]
Yi+b) \y,+b ») \»
Jadi T? merupakan suatu pemetaan yang bijektif
Jadi " c 77
Dengan mengggunakan teorema I11.1, akan ditunjukkan béhwa T2 subgrup
dari (770),
b) memperlihatkan T # &

Karena T> merupakan transformasi maka dalam T? terdapat T,, sehingga

X x+0 X x ,
Lol I = , untuk €ER"
) o) ¥

Jadi 1= 7,

Jadi T>#&,sebab3 1= 7,, T
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¢) Sifat tertutup dari T2

Ambil sebarang 2 translasi dalam T T, o8 2 To s, dengan

T 5= a7, | =l T \vaya, b b e R
= = a
al,bz y ))_'_bl > az,bl y y+b2 l’aza 12 2E
Maka oTl, , * =T X+d,
ap.by alb, az by ¥ T Lanh y+b2

_[(x+a)+q x+(a2+al x+a3r,aa,[53 cRY X\ R
(+b)+b, ) \y+(b,+b)) \y+b, y
Jadi (Ta 5,07, ,,2) 5,0 dengan 7, eT

d) Elemen invers

x+a

Jika diambil sebarang 7, € T* dengan 7., (xJ=(
_ ’ “\y) \y+b

)maka invers dari

Tupadalah 7, =7, , ,V—a,—beR,sebab

sl L)
(

('T’—l_rrv )x _7 U7 2 7! X+a _r X+a-a
Lapdap y Ttab| ‘ab y “tapb y+b “tab y+b—b
x ) x A
=t |=Te| (VY| |eRrR
Y Y el

: x x—a
Jadi 7,,07,, =T, ,07,, =T,, dengan 7, =
y) \y=>5

Jadi T? merupakan subgrup dari (7;0).
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Contoh 3.11

Pada contoh 3.9 telah diketahui-definisi dari transformasi (77}, dan

(7, 0) merupakan grup terhadap operasi komposisi. Dan definisi dari

x) [kx X ) g
Dl |= ke R—{0},Vv| |e R*} karena definisi dari
y) by y

D’ tergantung dari nilai-nilai & €R-{0} maka anggota-anggota D* akan

D? = {D:R2 >R?

dituliskan dengan Dy, sesuai dengan & dalam definisi dilatasi.
Di sini akan diperlihatkan D* merupakan subgrup dari (7750),
a) terlebih dahulu akan diperlihatkan D*c &~ maka harus dibuktikan bahwa

D’ merupakan pemetaan bijektif ,

2 g kx x!
Jadi (v{’jaﬂ 3(‘1}( B((‘J:DJ*U
Y A W\ \V)
. X1 )1 %2 2 X X, .
* andaikan ; € R"dan = yang berarti x; = X2,
ylj yz )’1 y2
. ‘ ke (e,
yi = )y» sechingga didapat b = b ke R-{0} maka
1 2

o))
s (GG GG G20

Jadi D* merupakan suatu pemetaan.
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Sekarang akan diperlihatkan bahwa pemetaan D’ merupakan pemetaan
bijektif,

e D’ merupakan pemetaan surjekﬁf, karena

1 x'k
1 1 —.A
v(lee sz[a("j = 1{le « =Dk(x)
y y) kl\y Sk y
k
e _dan D* merupakan pemetaan injektif, karena jika diambil sebarang

1 1
(xll J,[xf J € R? sehingga D, (xl j =D, (xz J, Vke R~{0} maka
y] y2 y] y2

55 o GG
Jadi D* merupakan suatu pemetaan yang bijektif
Jadi D’ c o~
Dengan mengggunakan teorema [11.1, akan ditunjukkan bahwa D? subgrup
dari (770),
b) memperlihatkan D* # &

Karena D* merupakan transformasi maka dalam D? terdapat D, € D

. X 1.x X X k
sehingga D, = = , untuk € R*
y) \ly) Y

JadiI= D,

Jadi D*# @, sebab3 1= D, e D
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¢) Sifat tertutup dari D*

k.
Ambil sebarang 2 dilatasi dalam D*, D,, D, dengan Dk(sz(k Y), dan
y
D,(XJ=(LXJVk,le R-{O},(xje R?
y) \ly y

Jé x [.x
Maka (D,0 D,) =D,| D, — Vi

y y Ly

- (k.(l.x))___[(k.l).x]=(m.x)’k‘l=m < R—{0), V(x)e R?
k(ly) (kD)y m.y ¥
Jadi {D,0D,)=D,, dengan D, €D’

d) Elemen invers

X\ (k2
Jika diambil sebarang D, e D? dengan D,{Y):( Y),v(x)e R*maka
y) \ky) ¥

invers dari Dy adalah D;' =D, ,v% e R—{0}, sebab

o )-ni(ex (o 4(2)
WHCIHEACH-2C)
AREY) )u -D; {Dk @}Df? 1 (/]:j:% (//:v)

(1k
W

i

/x
Jadi Do D;'=D;'oD, =D, dengan D;‘L ):[
: Y

Jadi D* merupakan subgrup dari (70).
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Contoh 3.12

Pada contoh 3.9 telah diketahui definisi dari transformasi (27), dan

(Z,0) merupakan grup terhadap operasi komposisi. Dan definisi dari

P(x){cf’w g ¢)(x),0° < ¢ <360°, V(x]e RZ}
y) (sing cosg )y Yy

karena rotasi ini berpusat pada O(0,0) dan tergantung dari besarnya ¢ maka

p? = {P:RZ > R?

anggota-anggota P* akan dituliskan dengan Ppy sesuai dengan ¢ dalam
definisi rotasinya.

Di sini akan diperlihatkan P* merupakan subgrup dari (77,0),

a) terlebih dahulu akan diperlihatkan P’c &~ maka harus dibuktikan bahwa

P merupakan pemetaan bijektif,

e ambil sebarang (xJeRz maka
Y

= €R*,0°< ¢ <360°
! xsin¢+ycos¢j -¢

i
1 o 1
Jadi | o] ¥ ler? || 3] ¥ |<[Feosé-ysing) ) fx =p,|"
¥ % xsin@+ ycos ¢ y! \y
e andaikan (xl J,(xzjedean [xl]=(xz) yang berarti x; = x3,
Y )\ Va2 i Y2

xl] (xl cos@— y, sin g

Y x, sing+ y, cos¢g

(x’ (xcos¢—ysin¢

y1 =y sehingga didapat £ ¢( ] karena x; - x;

dan y, =y, sehingga didapat

x, cos¢— y, sing [ % Cosg— y, sin¢ _p (xz
X, Sin @ + y, cos ¢ - X, sing+y, cos¢ - M\yz
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s (GG JCHG () )

Jadi P? merupakan suatu pemetaan.
Sekarang akan diperfihatkan bahwa pemetaan P’ merupakan pemetaan
bijektif,

e« P2 merupakan pemetaan surjektif, karena

v %! 1 a(x ~ 1 cosg sing ) x'
¥ y) cos’p+sin’gl-sing cosg | '
_[ cos¢g  sing x!
| -sing cos¢) !

cos¢ sing\ x' ) cosg -—sing _p [*
—sing cosg )\ y \sing cosg ) |,

e dan P’ merupakan pemetaan injektif, karena jika diambil sebarang

1 1 x x
[x‘]J,(xijeRz sehingga Po.¢( ’]:PM( 2j,0°s¢<360°
Y1)\ V2 N Y3

X, X, :
maka £, =Py dan didapat
M S\

(xl cos@ — y, sin ¢j_(x2 cos¢ — v, sin ¢

x, sing+y cosg ) |x,sing+y,cosg
cosg —sing)(x, ) (cosg —sing (-’fz
sing cosg \y ) \sing cosg ] ‘yz)

. . Xy X,
sehingga didapat =
Y Y/

\ ‘ Jadi P? merupakan suatu pemetaan yang bijektif

j sehingga
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Jadi PP c o7

Dengan mengggunakan teorema IIL.1, akan ditunjukkan bahwa P? subgrup
dari (770),

5) memperlihatkan P* # &

Karena P? merupakan transformasi maka dalam P? terdapat P, . sehingga

cos0° —sin0°\(x
B oo ¥ = f)S - = i , untuk A e R?
"y sin0° cos0° J\y y b%
Jadil= P,

Jadi P*# @, sebab3 1= P, . e P*.

¢) Sifat tertutup dari P’

Ambil sebarang 2 rotasi dalam P*, 7, ,,F, , dengan
H -
“\y sing cos¢ )\ y
3 c —sin ; g
PW(Y):( ose A ‘”)(YJ, ‘v’(r]e R?,0° < ¢ < 360°,0° < o < 360°
“Lly) \singp cosep \y y
e ( PP, )( ( j P [ cosgo = ST (o](x]]
sing cose N\ y
_(cosg —sing)((cose —singp
sing cos¢ sin @ cosgo y
_[[cos¢ —sing)(cosp —smgo
- sing cos¢g )\ sing cosqo

_ c?s(¢+¢) —sin(g+ @)\ x _p,,. - x L 0° < < 360°
sin(¢ +@) cos(d+@) Ny @ Y e
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Jadi ( 0¢0P0 ) £, dengan P, e p?

d) Elemen invers

Jika diambil sebarang 7, , € P* dengan

x) (cosg —sing)fx ' . ]
Fog [y)=(sin 5 coss )(yj maka invers dari Py 4 adalah PO’; =P,

2 *) LX) cos(—#) —sin(—¢)\( x
sebab ( P, 40P, “’)[y)_E”“’[P"”’(y]j_%’“’[[siﬁ(— 5 cos(—¢) )(J’D
/ (cosqﬁ —sin @ Y cos(—¢) —sin(—¢)) x} _(cos0° —sian(x

sin cos@ A sin(—¢) qos(-—qﬁ) Y _\sin0° cos 0° y)
)-(5)
v) "\
L] x) . cos¢ —sm¢
consefe el 20
(cos(— ) —sin(- ¢)) cosgp —sing))(x
sin(—gp) cos(—¢) Jising cosg yj

cos0° —sin0°\( x x X X R
) = = Y eR
sin0°® cos0° \y/) \y “\y y

Jadi PO’¢0P'¢— o ¢0P0¢— ., dengan

o (xJ:(cos(—qé) ~sin(—¢)j(x]
“\y) \sin(-p) cos(-¢) )\

Jadi P? merupakan subgrup dari (770).
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Contoh 3.13

Pada contoh 3.9 telah diketahui definisi dari transformasi (&), dan

(Z7,0) merupakan grup terhadap operasi komposisi. Dan definisi dari

[eHows) o)}
Sl Jk>0,0°<p <3600V |eR’
\g) \pt+o ¢

karena definisi dari S’ tergantung dari nilai-nilai k4 dang maka anggota-

s* = {Sk,q,.-Rh»R?

anggota S* akan dituliskan dengan S » sesuai dengan &k dang dalam definisi
kesebangunan spirainya.

Di sini akan diperlihatkan S* merupakan subgrup dari (Z70),

a) terlebih dahulu akan diperlihatkan S’c 2~ maka harus dibuktikan bahwa

S? merupakan pemetaan bijektif ,

e ambil sebarang (;)ERZ maka

rl r.k 2
= eR”,k20,0°< p <360°
¢ P+o

\¢ ¢l ¢+€0 ¢1 -9 ¢
andaikan [l“j erjedean (ﬁj (rzj yang berarti
d > = Lry = r,
i ¢1 ¢2 ¢1 2]

k k
¢ = ¢ sehingga didapat (rl jz( - ),k20,0°£¢<360°

b+o) \P+o
r] v,
maka S, =S,
a5l
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i () e =5 2)-52)

Jadi S? merupakan suatu pemetaan.
Sekarang akan diperlihatkan bahwa pemetaan S? merupakan pemetaan
bijektif,

¢ S? merupakan pemetaan surjektif, karena

e A )

e dan S* merupakan pemetaan injektif, karena jika diambil

rl rl
sebarang| ' || ? |e R schingga
&)\ &

1

J 7 7. rk rk
S, 1)=S. (ZJ,k20,0°S¢<360°. maka[ v ]:( g J
"""(qbl “o\ g, $+o) \b+o

didapat (r‘j—[rzj
P e )7,

Jadi S* merupakan suatu pemetaan yang bijektif
Jadi 8* ¢ 7
Dengan mengggunakan teorema [II.1, akan ditunjukkan bahwa s subgrup
dari (770),
h) memperlihatkan S = &

Karena $? merupakan transformasi maka dalam S® terdapat S, € S

sehingga SIO,(FJ=( i )=[r) , untuk (r]e R?
“\¢) \gr0o) g \#
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JadiI= §,
Jadi $*# &, sebab3I 1= S, €S~

¢) Sifat tertutup dari S2

Ambil sebarang 2 kesebangunan spiral dalam $*,8,..S

s r) r.k d
(g7 o
S

r rl ¥
= Lk, 020,0°<p, <360°,0°< @ <360°,V( ]GR
LM Jmarsn s s

Maka(S gy )[r)zs {S [rD=S (r.l )_[ rlk )
ko000 /| 4 kor| Sl g Lol g+ o, +o,+0,

r.m
= [¢ ),mZ0,0°S;//<360°,

dengan

koYL,

Ty
4 — v 2 -
Jadi (Sk’q,lOS,’% )—.S,w .dengan S, , €S
d) Elemen invers

2 -k . .
Jika diambil sebarang S, , €S” dengan S, w[;)=(¢’ )maka invers dari
. ’ + ¢

Sip adalah  SpL =8, .V 1020.0°<-9+360° <360°%,  sebab

(SkAQOS;LD)(r)=Sk¢[slllco(r))=5k.¢( r.% )
' ¢ ’ ¢ $-p+360°)

- [ r.%.k jz(rjzsl Oa(rj
p—p+360°+p ) \ 4 g

. Y il (7)) ou rk B r.k,%
(LS/‘-.@OS/;@)(¢)_S"'~W(5k~¢’(¢J)_S"'-¢(¢+¢J_[¢+(o—(o+ 3600]
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S

r 1
Jadl' Sk,(poSk_jp =Sk—,:DOSk,.¢ =Sl.-0° dengan Sl:.tp (¢)=[¢_;+/]§600) .

Jadi S* merupakan subgrup dari (Z70).

C. Homomorfisma

Di sini akan didefinisikan pemetaan dari suatu grup ke grup yang lain.

Definisi 1I1.3
Andaikan (G, *) grup dan (K,#) grup. Pemetaan 8 :G —K

disebut homomorfisma , jika @ (a *b)= @(a) # 6 (b), YV abeC.

Definisi 111.4
Andaikan (G, *) grup dan (K#) grup dan pemetaan & : (G, *) — (K#)

homomorfisma ,

a. Jika @merupakan pemétaan surjektif maka @ disebut Epimorfisma.

b. Jika &merupakan pemetaan injektif maka @ disebut Monomorfisma.

c. Jika O sekaligus Epimorfisma dan Monomorfisma maka 67 disebut
Isomorfisma. Apabila ada isomorfisma 6 : (G,*) — (K#) maka G
dikatakan isomorfis dengan K, dan ditulis (G, *) = (K #).

d. Jika @ isomorfisma dari G ke G maka & disebut Automorfisma.
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Teorema I11.2
Diberikan grup (G, *) dan (K #) jika 6 : (G, *) — (K,#) homomorfisma
maka berlaku :
a. f(eg) = ex.
b. 8(a")=(8(a)) ™", V aeG.
c. 0(d)=(0())',V nezZ Vv aeG.
~d. 8(G) subgrup dalam K.
e Jika & pemetaan injektif, maka G = 6 (G).
Bukti:
a. Diketahui (G, *) grup dan eg elemen identitas dalam G,
maka eg * eg = eg, )
sehingga 6 (eg) = € (eg* eg)
= O (ec) # 0 (ec), karenad pemetaan G ke K homorfisma
Padahal 8(eg)ekK dah ex adalah elemen identitas dari K maka,
& (eg) = 0(65) #ex
G(ec)# O(ec)= O (eg) # ek, dengan hukum kanselasi kiri maka
0 (eq) = ex.
b. Ambil sebarang aeG maka (3 a')eG sehingga
axa’ =eG
f(a* a')= 0 (eg), karena 6 pemetaan dari G ke K.

X (a'l) = eg, karena 6 homomorfisma dan menurut (a).
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Perhatikan bahwa 6 (@) €K dan (K#) grup maka (3 (8 (@) "e€K)
sehingga,
O(a)#(0(a) " =ex
(@) # (8(a)) ' = 0(a)# 6(a), dengan hukum kanselasi kiri maka
(9@)"'=6@)
c. Dibuktikan dengan induksi matematis,
e dibuktikan pernyataan benar untuk n =0,
0(a")= 8 (ec)
=ex
= (8((@)"
Jadi pernyataan benar untuk n =0
e dibuktikan pernyataan benar untukn=1,2,3,...
andaikan pernyataan benar untuk n =k , akan dibuktikan untuk n =k+1
permnyataan tersebut benar. |
Andaikan pernyataan benar untuk n = k maka
4 (ak) =4 (a))k, sehingga
6(a*"= 9(a"*a)
=4 (ak) # 0(a)
= (@) # 6(a)
=(G(a)™
e dibuktikan pernyataan benar untuk n =-1,-2.-3.. ..

Andaikan benar untuk —n =k atau n = -k, yaitu
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H(a'k) =0 \(a—1 L I a")}

~~

k suku

= 6((@h"),
Dibuktikan benar untuk —n = k+1 atau n = -(k+1),

B@®My= 0 (a'*xat*..xa™)

~—

(k+1) suku

=6 (a'*a x. xa Y # O(a)

v

k suku
= (0 (@)™ # 6 ()"
= (0(ay™?
Jadi pernyataan benar untuk n = -(k+1) atau —n = k+1
Dari hasil langkah-langkah induksi matematis di atas dapat disimpulkan
O(ad"y=(8(a))",V ne Z.
d. Diketahui (G, *) grupdan 8: G > K
e Dibuktikan &(G) # &
6’(6'): {y € Kl(ﬂa € G)yzé’(a)}
menurut (a) 8 (eg) = ex.
K grup maka ege K, sehingga e 6(G).
Jadi 8(G) = @.
» Dibuktikan 6 (G) tertutup, ambil x,ye 0(G) maka (3 a,6 () sehingga
berlaku x = 8 (a) dan y = € (b).

Sehinggax #y= 6 (a)# 6 (b)
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= @(a*b).
Jadi (3 (a * b)eG) sehingga berlaku x # y = 6 (a *b)
yang berartix #y € 0(G),
Jadi 6(G) tertutup.
e Dalam 6 (G) terdapat invers, jika diambil sebarang xe 6 (G) maka ada
aeG sehingga x = 6 (a).
Karena xeK makax' ek,
x1=9(@) ' =0("), dengan a’'eG
Jadi (3 ¢’ €G) sehingga berlaku x' = 8(a™)
Jadix" € 6(G).
Dari penjelasan di atas terbukti bahwa & (G) subgrup dari G.
e. 6 (G) bayangan (daerah hasil) dari G sehingga pemetaan 6: G — 6 (G)
surjektif.
Karena 6 : G —K injektif dan 8 (G) < K maka pemetaan 8 : G —6 (G)
juga injektif.
Karena 6: G — 6(G) homomorfisma yang injektif dan surjektif,

maka 8: G — 9(G)isomorfisma sehingga G ~ 6 (G).

Contoh 3.14
Pada contoh 3.2 diketahui bahwa (R-{0},x) merupakan grup dan menurut

contoh 3.11 D? juga merupakan grup, maka akan diperlihatkan bahwa
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6 : R-{0}—> D’ dengan definisi @ (k) = Dy, keR-{0}, DyeD’* merupakan
isomorfisma grup.

Akan diperlihatkan dahulu bahwa & merupakan pemetaan, akan ditunjukkan
bahwa semua anggota R-{0} mempunyai kawan di D?, diambil sebarang

! €R-{0} maka D;eD? sedemikian hingga D;= (/).

Jadi (VI e R—-{0})(3D, e D% D, =6(!).

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota R-{0}di D’
tunggal,

diambil sebarang k,/ e R-{0} sedemikian hingga k = / maka D;= Dj sehingga
k)= &1). Jadi (Vk,l € R—{0})(k=1=06(k)=60(])).

Kemudian akan diperlihatkan 8 homomorfisma ,

diambil sebarang k,/eR-{0} maka O(kx1)=D,,, .

Menurut definisi D?,

D(k,;{x)=((k x l).sz(k.(l X x))z__(DkO Dl)[x], V(x) .
v) \(kxD)y) \k(xy) y)

Jadi, O(kx () =D,0D,=0(k)od(l)

Dan akan diperlihatkan bahwa & injektif,

diambil sebarang k,/ eR-{0} sedemikian hingga 8(k)=6(/), atau D, =D,

. X k.x
Menurut definisi, D, ( j:( )
y) \ky

A)Hs)



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

55

| kx) (1
sehingga jika Dy= D; maka ( ”):( xj dan didapat k= /.
ky) \ly o

Selanjutnya akan- diperlihatkan bahwa 8 juga surjektif,
diambil sebarang DyeD” maka ada ke R-{0} sehingga &(k) = Dy
(YD, € DY)|(3k € R~ {0})8(k)=D,)

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa 8: R-{0}— D? isomorfisma.

Contoh 3.15

Pada contoh 3.4 diketahui bahwa (C,+_)merupakan grup dan menurut
contoh 3.10 T? juga merupakan grup, maka akan diperlihatkan bahwa
9:C—T? dengan definisi 8 (a + b i) = T, , Va,b€R merupakan isomorfisma
grup.
Akan diperlihatkan dahulu bahwa & merupakan pemetaan,
akan ditunjukkan bahwa semua anggota C mempunyai kawan di T2,
diambil sebarang z = a + b i €C maka 7,,€T* sedemikian hingga
Top= Bathi).
Jadi (Vz=a+bieC) (AT, e T T,,=0(a+hi).
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota C di T? tunggal,
diambil sebarang z;,z; €C sedemikian hinggaz, = =, ,
maka a,+b; i=ay+by i karena a; = > dan b; = b,

sehingga 7, , =7, , dandidapat & a,+b, i)=& ay+byi).

Jadi (Vz,,z, €C) (z,=2,=0(z,)=0(z,))
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Kemudian akan diperlihatkan & homomorfisma ,

diambil sebarang z;,z,€C, maka

O(z, +z,)=0((a, + bi)+(a, + b,))=0((a, +a,) + (b, +b,)i).
=T | '

(a+az),(b+by)

Menurut definisi T2,
x) (x+(q +a2)) ((x+al)+a2) ' (x)
Ta+a (b + T 1 = ~ Ta OTa >
(a+a)id bz)(y) [y+(b1 +b2) (y+b1)+b2 ( by 2.171) y

‘v’(xj e R,

Jadi, 6(z, xz,) =T, , 0T, , =6(z,)06(z,)
Dan akan diperlihatkan bahwa & injektif,

- diambil sebarang z;,z; € C sedemikian hingga 0(z,)=6(z,), atau 1, , =T, ,

maka a, =a, Ab =b,
sehingga didapat a; +bii = ay + byi
Z1=2>
Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa & juga surjektif,
diambil sebarang 7, ,€T? , maka ada a,b€ R sehingga terdapat z=a + b/ €C
sehingga &a + bi)=T,,

(V7,, € T)|@z=a+bi eC)f(a+bi)=T,,

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa 6: C— T? isomorfisma.
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Contoh 3.16

Padé contoh 3.5 Diketahui bahwa (C-{O+Oi},x)mefupakan‘ grup dan
menurut contoh 3.15 . §? juga merupakan grup, maka akan diperlihatkan
bahwa &: C-{0+0i}— S? dengan definisi 8(k cos @ + ik sin @) =Sigp k20,
Sk o e$% ;0°<p<360° merupakan isomorfisma grup.
Akan diperlihatkan dahulu bahwa 6 merupakan pemetaan,
akan ditunjukkan bahwa semua anggota C-{0+0/} mempunyai kawan di S?
diambil sebarang k>0, dan 0° < ¢ <360° maka S, €S? sedemikian hingga
St = B(kcosgp +iksin @)
Jadi (Vk 2 0,0° <@ < 360°) (3S,, €S%) Sk, = O(kcosg + iksin p)
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota C-{O+Oi}di s?
tunggal,
diambil sebarang £,/20, dan 0°< @ <360° 0°<y <360° sedemikian
hingga k =/ dan o=y maka Sy, = S v
sehingga @(k cosg +iksing) = O(/cosy +ilsiny)
Jadi (Vk,1>0,0° < @ <360°,0° <y <360°)
(k=lnp=y =0(kcosp+iksing)=6(kcosy +iksiny)).
Kemudian akan diperlihatkan #homomorfisma ,
diambil sebarang 4,/20, dan 0° < @ <360° ,0° <y <360° maka

O((kcosp +iksinp)(lcosy +ilsiny)=S

kl(p+y) "
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Menurut definisi 2,

r (k) (rhk "Il " e R?
L(or = = =W @ Sl’V/ ,V
Sy e v/)(¢j Lﬁ +(p+ ‘//)) (((b + @)+ (//J (S ’7 o )[¢J (¢) ER

Jadi, O((kcos@ +iksinp)(/cosy +ilsiny))=
O(kcosp +iksinp)o @(kcosy +iksiny).
Dan akan diperlihatkan bahwa & mjektif,
diambil sebarang k,/20, dan 0°< @ <360° ,0°<y < 360? sedemikian

,IS‘. -
P é é } ;9

r rd r )
M

rk
P+o

4

¥
sehingga jika Sy, ,= S;, maka ( )=(¢r )dan didapat k=/dan ¢ =¢ .
+y

Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa & juga surjektif,

diambil sebarang SM,ES2 maka ada k20, dan 0° < ¢ <360° sehingga
G(kcosp +iksing) =S,
((YS,, € $H|(Fk 20,0° < p <360°) O(k cos +iksin )=S5, )

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa 6: C-{0+0i)— S? isomorfisma.

Contoh 3.17

Pada contoh 3.7 diketahui bahwa (F, x) merupakan grup dan pada
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contoh 3.6 (E,*) juga merupakan grup, maka akan diperlihatkan bahwa
pemetaan ¢ : E — F dengan definisi 8 (am) = a " ,meZ dan aeR-{0},
ameE merupakan isomorfisma grup.
Pertama akan diperlihatkan bahwa & merupakan pemetaan,
akan ditunjukkan bahwa semua anggota E mempunyai kawan di F,
diambil sebarang ameE maka a " €F sedemikian hingga a ™ = 8 (am)
Jadi (Vame€E) (Jda” € F) a" =f0(am).
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa setiap kawan E di F tunggal, diambil
sebarang x;, x, €E dengan x; = am, dan x; = an sedemikian hingga x; = x;
maka d” = d", karena x; = x; sehingga m = n
Dan didapat ¢ = d” atau 6 (x;) = € (x3)
Kemudian akan diperlihatkan 9homoﬁ10rﬁsma,
jika diambil x,y €E, dengan x = am dan-y = an
maka 8(x + y) = 8(am +an) = O (a(m + n)) =a"*"
=q" xd'= 0(am) x 6 (an)
=0(x)x86()
Jadi O(x + )= 6 (x) x O(y), V x,yeE
Kemudian diperlihatkan bahwa finjektif, diambil sebarang x,yeE dengan
x=amdany=an,
sedemikian hingga 8(x) = 9 (y)
maka @ (am)= 6(an)

m’

didapat d' = d',didapat m=n




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

60

sehingga am=an ataux =y

Jadi (Vx,yeE | 6(x)=60(y) =x =y)atau 6 injektif.

Selanjutnya diperlihatkan bahwa & juga surjektif,

diambil sebarang weF dengan w = 4" , untuk meZ dan aeR-{O}éehingga ada
v=am €E sehingga 6 (v)=w.

Jadi (v weF | (3veE) 0(v) =w))

Jadi @ surjektif. ‘

Dari uraian di atas maka terbukti bahwa & : E — F isomorfisma.

Contoh 3.18

Pada contoh 3.1 diketahui bahwa (R +) merupakan grup dan menurut
contoh 3.3 diperlihatkan (R, x ) juga merupakan grup, maka akan
diperlihatkan bahwa
0 : R*— R dengan definisi € (x) = logx,Vx e R* merupakan isomorfisma
grup.

Akan diperlihatkan dahulu bahwa & merupakan pemetaan,

akan ditunjukkan bahwa semua anggota R mempunyai kawan di R ,
diambil sebarang xe R maka'®log x € R sedemikian hingga "°log x =8 (x).
Jadi (Vxe R*) (3"logx e R) "logx = 6(x).

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa kawan setiap anggota 2 di R tunggal,
diambil sebarang x;,x; € R sedemikian hingga x, = x;

maka "“log x,='’log x, sehingga & x|) = & x»).
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Jadi (Vx,,x, € R") (x,=x,=0(x,)=6(x,))

Kemudian akan diperlihatkan- & homomorfisma ,

diambil sebarang x;,x;€ R*, maka

0(x, xx,)="log(x, x }cz )= "logx,+ "“logx, =0(x,)+6(x,)

Dan akan diperlihatkan bahwa & injektif,

diambil sebarang x;,x, € R’ sedemikian hingga &(x,)=6(x,), atau
“logx, = "logx,

maka x, =x,

Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa 6 juga surjektif;,

diambil sebarang "’logx € R ; maka ada x sehingga &x) = “logx.
Jadi ((v*logxe R)|(3x € R*)O(x)="logx) .

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa 8: R*— R isomorfisma.

Contoh 3.19

Pada contoh 3.8 diketahui bahwa (M, (R) x) merupakan grup terhadap
operasi perkalian matriks dan menurut contoh 3.12 P? merupakan subgrup
dari (7,0), sehingga (Pz,o) merupakan grup terhadap operasi komposisi. Maka
di sini akan diperlihatkan bahwa 6: M, (R) — P* dengan definisi
8 (A)=PyysVAc M, (R), Py g€ P? ,0°<$<360° merupakan isomorfisma

grup.

Akan diperlihatkan dahulu bahwa & merupakan peinetaan,
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akan dittnjukkan bahwa semua anggota M, , (R)mempunyai kawan di P,

a b
diambil sebarang A = ( djeM 1 (R), maka P0,¢eP2 sedemikian hingga
c

cos¢ —sing
Pog= (

sing  sing ]= 8(A), 0°< ¢ <360°

Jadi (VA e M,,,(R)(3F,, €P*)(P, ,=0(A))

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ,kawan setiap anggota M, , (R)di P?
tunggal,

b
diambil sebarang A A; € M., (R)dengan A, = [a ) A [e f) ’
c "

. SR a b e [
sedemikian hingga A, = A, maka =
c d g h

Fog = oy,
maka 6 (A1) =0 (A2)
Jadi (VA,,A, e ML, (R)A, =A, = 0(A,)=0(A,)).
Kemudian akan diperlihatkan & homomorfisma ,
diambil sebarang A1 A; € M,,, (R) maka (A, xA,)=F,,0F,, .

Menurut definisi P2 ,

B[ F]=[050 TImONE) X e R2,00< g < 3600
"y sing cosg Ny \y T

)
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X X X X X
S0 SO A SAG BNCRE
Y Y Y Y =\
' X X X
=1)01¢l 1)09¢2 y = 1)()r¢l y })().-¢2 y
Jadi (A, xA,)=F, 05, =60(A)00(A,)
Dan akan diperlihatkan bahwa & injektif,
diambil sebarang A A; € M, , (R) sedemikian hingga 6 (A;)=6 (Az)
atau £y, = F,, makag =¢,,0° < g <360°
x x x x )
karena PM( j - AI( j, P%[ )= Az( ]sehmgga A=A
Y Y B4 Y
Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa & juga surjektif,
., My 2 (cosg, —sing, .
diambil sebarang Py 4seP” maka ada A, =| | eM,,(R)
sing, cosg,

sehingga 6(A,)=F,

Jadi (V£ € P?)

(3 A - (COS‘/’I R ﬂ eML, (mje(AI )=Poy) )

sing, cosg,

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa 8: M), (R)—> P? isomorfisma.
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BAB1V -

PENERAPAN

Dalam bab III telah dibahas tentang grup dan sifat-sifatnya, serta beberapa
grup khusus, maica sesuai dengan tujuan skripsi ini akan diperlihatkan
hubungan antara grup dengan beberapa topik dalam matematika di sekolah

- menengah. |
A. Penerapan pada penyelesaian persamaan sederhana
_ ’Penerapc_zn 1 : Sifat-sifat dari grup dapat digunakan untuk menunjukkan
bahwa persamaan a + x = b mempunyai penyelesaian tunggal , dengan

a,b sebarang anggota himpunan S dan x juga ada’ dalam himpunan S .

Menurut teorema dasar grup (€) , bila sebuah himpunan S yang dilengkapi
dengan operasi “*” dan membentuk suatu grup maka terdapat penyelesaian
tunggal dalam S untuk setiap persamaan a*x =b dan y*a =b, ¥V a,beS, karena
adanya invers untuk setiap elemen a dalam S.

Sehingga bila dihubungkan derigan teorema di atas, jika suatu himpunan
membentuk grup terhadap operasi “+”, maka setiap persamaan a + x = b
mempunyai penyelesaian tunggal. Misalnya dalam himpuﬁan bilangan bulat. Z,
persamaan a + x = b akan selalu mempunyai penyelesaian tunggal dalam Z,

V abeZ , karena diketahui himpunan bilangan bulat Z membentuk grup

terhadap operasi “+”.

64
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Begitu pula dalam himpunan bilangan real R, dan himpunan bilangan
rasional (0, persamaan a + x = b juga akan mempunyai penyelesaian tunggal.
Lain halnya dengan himpunan bilangan irasional, persamaan a + x = b belum
tentu mempunyai penyelesaian tunggal dalam himpunan bilangan irasional,
karena himpunan bilangan irasional tidak membentuk grup terhadap operasi
wpn

Jadi jelaslah bahwa kita bisa melihat dalam suatu himpunan bilangan,
persamaan a + x-= b mempunyai penyelesaian tunggal dalam himpunan
bilangan tersebut bila himpunan bilangan tersebut membentuk grup terhadap

operasi penjumlahan.

Penerapan 2 : Penyelesaian tidak tunggal dari persamaan sederhana perkalian

ax = b dapat diperlihatkan menggunakan grup.

Seperti halnya penerapan 1, dalam himpunan bilangan real bukan nol
R-{0}, persamaan ax = b selalu mempunyai penyelesaian tunggal, karena
himpunan bilangan R-{0} membentuk suatu grup terhadap operasi perkalian.
Sedangkan penyelesaian persamaan ax = b, VYa,heR belum tentu tunggal
karena himpunan bilangan real R tidak membentuk suatu grup terhadap
operasi perkalian.

Hal ini disebabkan tidak semua bilangan real mempunyai invers terhadap
perkalian, yaitu 0. Berikut akan diperlihatkan persamaan sederhana perkalian

ax = b yang penyelesaiannya belum tentu tunggal,
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(1) bilag =0 dan b =0 maka
Ox = 0 , persamaan ini merupakan persamaan yang mempunyai tak
hingga banyak penyelesaian.
(i1 ) bila @ =0 dan b # 0 maka
0x = b, ini merupakan persamaaﬁ yang tidak mempunyai penyelesaian.
(iii) bila a # 0 dan b = 0 maka

ax =0, persamaan akan mempunyai penyelesaian tunggal yaitu 0.

Karena diketahui - bahwa himpunan bilangan real terhadap operasi
perkalian bukan merupakan grup maka persamaan ax = b , V g,beR belum
tentu mempunyai penyelesaian tunggal.

Jadi jika dalam suatu himpunan bilangan membentuk grup terhadap
operasi perkalian, maka persamaan ax = b mempunyai penyelesaian tunggal

dalam himpunan bilangan tersebut.

Penerapan 3 : Dengan menggunakan grup, menyelesaikan sistem persamaan

linear dapat dihubungkan dengan penyelesian dari persamaan sederhana.

Sistem persamaan linear yang umum dijumpai di sekolah menengah

adalah persamaan yang berbentuk ,

ax+by=e
cx+dy=f




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

67

Dalam pengertian matriks, sistem persamaan di atas menjadi,

a b\x _[e
c d\y) \Sf
Dalam hal ini grup yang diperlukan adalah grup matriks invertible 2x2

&

: ; a bY(x =z e g
terhadap operasi perkalian yang berbentuk, = .
c di\y w f h

Persamaan matriks di atas terdiri dari 2 sistem persamaan linear, yaitu

el G
¢ o2)-(5)-

Perhatikan bahwa persamaan (1) di atas berbentuk AX = B, dan
menyelesaitkan persamaan ini sama halnya dengan menyelesaikan persamaan
sederhana perkalian ax = b (pada penerapan 2). Begitu pula dengan
ketunggalan penyelesaiannya, yaitu AX =B mempunyai penyelesaian tunggﬁl
bila dan hanya bila A mempunyai invers. Karena kita bekerja dengan matriks,
dan matriks A mempunyai invers bila determinan matriks A # 0, maka sistem
persamaan linear AX = B mempunyai penyelesaian tunggal bila ad — bc # 0,
dan sistem persamaan linear tersebut belum tentu mempunyai penyelesaian
tunggal,

1) bila determinan A = ad — bc = 0 dan B merupakan matriks nol | maka

persamaan akan mempunyai tak hingga banyak penyelesaian.
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2) bila determinan A = ad — bc = 0 dan B bukan merupakan matriks nol,
maka persamaan - AX = B akan mempunyai dua kemungkinan
penyelesaian,
€)) “bila salah satu persamaan linear - dalam masing-masing sistem .

merupakan kelipatan dari persamaan yang lain, maka persamaan
AX =B akan mempunyai tak hingga banyak penyelesaian.

(ii) bila terdapat sistem dengan salah satu persamaan linearnya bukan
‘merupakan kelipatan dari persamaan yang lain, maka persamaan
AX-=B tidak akan mempunyai penyelesaian.

3) bila determinan A = ad — bc # 0 dan B merupakan matriks nol , maka

persamaan akan mempunyai penyelesaian tunggal yaitu nol.

B. Penerapan pada operasi bilangan
Penerapan 4 : Sifat dalam perkalian bilangan R-{0} dapat dijelaskan dan
divisualisasikan melalui dilatasi, karena grup bilangan real bukan nol

terhadap operasi perkalian isomorfis dengan grup dilatasi

Jika dua grup membentuk isomorfisma grup, maka sifat-sifat dalam grup
yang satu dapat dijelaskan atau diilustrasikan dengan menggunakan sifat-sifat
dalam grup yang lain. Karena telah diketahui bahwa grup bilangan real bukan
nol terhadap operasi perkalian isomorfis dengan grup dilatasi (contoh 3.14),
maka sifat-sifat dari perkalian R-{0} dapat diterangkan dengan menggunakan

pendekatan dilatasi. Misalkan jika kita mengalikan suatu bilangan dengan 2,
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kemudian hasilnya dikalikan dengan 3, maka akan sama dengan mengalikan
bilangan itu dengan 6. Hal ini sama dengan mengerjakan dilatasi dua kali,
pertama bilangan itu didilatasikan dengan koefisien 2, kemudian dilanjutkan
dilatasi kedua dengan koefisien 3, yang hasiinya akan sama dengan
mendilatasikan bilangan itu dengan koefisien 6.

Selain hal di atas sifat dari perkalian yang dapat dijelaskan dengan dilatasi

adalah perkalian dua bilangan negatif akan menghasilkan suatu bilangan yang

positif. Perhatikan bahwa untuk sebarang (xj € R? berlaku,

y
X ~kx X )
D, = ke R-{0},V eR.(1)
y ~-ky . y
(R)ISWOD (Po 130{ } ‘D(),ISO“ eP’keR —{O}av(xj e R?
y

kx coslSO" —sin180°Y k.x
Fosso sm180° cos180° \k.y
(-1 0 Y kx —kx @
Lo -1 k.y ~ky)" )
dari (1) dan (2) dapat disimpulkan bahwa l)_k[sz(ﬁ).lgoeoDk(xJ,
Y Y

X
ke R—{O},V( je R*, sehingga D_, =P, 00D, ke R-{0}. Diketahui
¥

bahwa grup bilangan real bukan nol R-{0} terhadap operasi perkalian dan
grub " dilatasi  membentuk  isomorfisma grup  dengan  definisi

9(k)= D,k e R-{0}, DyeD?, sehingga untuk setiap keR-{0} akan
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dikawankan dengan D,eD’. Berikut akan diperlihatkan bahwa
D_koD_,' =D, ,,—k—~l€R-{0} dengan £ >0,/ >0. |
Karena D_, = F, 40 D, , maka

D oD, = ((PO,ISO"O Dk)o (P(),lso"o D, )) = (((PO,180°0 Dk)o Fo 1500 )0 D,)

= (((Dk 0 Fy 1500 )O B0 )0 Dz) = ((D k O(P(),180° 0 Fy 1500 ))0 Dz)

((D.0P,se0JoD,)= D, 0D, = D,
dengan kata lain jika suatu bilangan negatif —k, dengan 4 >0, dikalikan
dengan bilangan negatif —/, untuk /> 0, maka sama dengan mengerjakan
dilatasi dengan koefisien kx/, yang akan dikawankan dengan kx/eR-{0},
dengan kx/ > 0. Hal ini berarti bahwa jika suatu bilangan negatif dikalikan
dengan bilangan negatif akan menghasilkan bilangan positif.
Sebagai contoh, -3 x -2, karena grup himpunan bilangan real bukan nol
terhadap operasi perkalian isomorfis dengan grup dilatasi, maka -3 x -2
dikawankan dengan D j o0D_,=D,,=D,, di mana D; eD’ akan
dikawankan dengan 6€R-{0}, sehingga -3 x -2 =6.

Jadi jika kita kesulitan dalam memahami sifat-sifat dalam perkah'ap
bilangan R-{0} maka sifat-sifat yang ada dalam dilatasi dapat digunakan untuk

menjelaskan sifat dalam perkalian bilangan R-{0}tersebut.




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

71

Penerapan 5 : Grup bilangan kompleks terhadap operasi penjumlahan
isomorfis dengan grup translasi, sehingga sifat dalam penjumlahan

bilangan kompleks dapat divisualisasikan melalui translasi.

Penjumlahan dari dua vektor translasi yang berasal dari titik pangkal yang

sama akan memenuhi suatu hukum jajaran genjang,

Gambar 1

dimana O4 = BC dan OB = AC sehingga O4 + OB = 04 + AC = OC
Sama halnya dengan penerapan 4, karena grup bilangan kompleks
terhadap operasi penjumlahan isomorfis dengan grup translasi maka aturan
dari penjumlahan dua vektor translasi (hukum jajaran genjang ) dapat
digunakan untuk memperlihatkan hasil penjumlahan 2 bilangan kompleks.
Diketahui bilangan a -+ b / dapat dinyatakan dengan pasangan terurut (¢,b)
dan ini dapat dilukiskan dalam bidang koordinat kartesius serta dapat

dinyatakan sebagai suatu vektor dengan titik pangkal O dan titik ujung (a,b).
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Begitu pula untuk bilangan kompleks ¢ + d i dapat dinyatakan sebagai vektor
dengan titik pangkal O dan- titik ujung (¢d). Karena kedua vektor dari
bilangan kompleks ini berasal dari titik pangkal yang sama , yaitt O maka
penjumlahan dua vektor ini dapat diperlihatkan menggunakan hukum jajaran
genjang, dan titikk wung dari vektor diagonal jajaran genjang tersebut

menyatakan hasil penjumlahan dari bilangan kompleks a +b i dan ¢ + d i,

(a+c,b+d)

Gambar 2

dimanazy=a-+bidanz;=c+di,sehingga z;+z,=(a+bi)+ (c+di)
=r(a+c)+(c+d)i
Jadi jelaslah karena grup bilangan kompleks terhadap operasi
penjumlahan isomorfis dengan grup translasi, maka aturan penjumlahan dua
vektor translasi dapat berlaku pula dalam penjumlahan dua bilangan kompleks

yang dinyatakan dengan suatﬁ vektor.
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Penerapan 6 : Grup bilangan kompleks bukan nol terhadap operasi perkalian
7 isomorfis dengan grup kesebangunan spiral, sehingga sifat dalam perkalian
bilangan kompleks bukan nol dapat dijelaskan melalui kesebangunan

spiral.

Séperti halnya penerapan 4, karena grup bilangan kompleks bukan nol
terhadap operasiperkalian isomorfis dengan grup-kesebangunan spiral maka
sifat-sifat dari perkalian bilangan kompleks bukan nol dapat dijelaskan
dengan menggunakan pendekatan kesebangunan spiral.

Telah diketahui bahwa suatu bilangan kompleks memiliki bentuk polar, yaitu
r (cos ¢t i sin @) di mana r merupakan modulus dari bilangan kompleks
tersebut dan sudut ¢ merupakan argumentnya.

Seperti jika mengalikan bilangan kompleks bukan nol, z; = -2 + 2 i dan
22=3 + i, maka zixzy = (-2 +2 i) (V3 + ) = (:2N3 —2) + (2N3 —2) i di mana
bentuk polarmnya adalah z)xz, = 42 (cos 165° + 7 sin 165°), hal ini sama
dengan mengerjakan kesebangunan spiral dua kali berturut-turut, persamaan
pertama [2V2,135°] yang diambil dari bentuk polar z, dan dilanjutkan
persamaan kedua [2,30°], sehingga [2\/2,135°] 0{2,30°]= [4\/2,165‘°].

Dan karena ini bekerja dalam bentuk polar, maka perkalian dari bilangan

kompleks bukan nol ini dapat digambarkan dalam bidang koordinat polar,
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212 42

Gambar 3

Begitu pula dengan sifat perkalian bilangan kompleks bukan nol, yaitu
i* = -1 dapat diperlihatkan kebenarannya dengan aturan yang ada dalam
kesebangunan spiral. Karena untuk 7 persamaan spiralnya [1,90°] maka untuk .
1> berkorespondensi dengan rotasi 180° yang diidentifikasikan dengan

perkalian oleh bilangan real -1, sehingga i =-1,

\ 1Y

. 0,i]
5 [-1,0°}G>[ 0] X

(0,-1]

y
Gambar 4

Jadi untuk mengerjakan perkalian bilangan kompleks bukan nol dan

menjelaskan suatu sifat dalam perkalian bilangan kompleks bukan nol bisa

menggunakan sifat yang ada dalam kesebangunan spiral.
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Penerapan 7-: Grup kelipatan bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan
isomorfis dengan grup pangkat bilangan bulat terhadap operasi perkalian,

bal ini bisa digunakan untuk menjelaskan cara penulisan x° = 1 dan

x" = % untuk x=0 dan x#1 dalam pangkat bilangan bulat.
X

Pada contoh 3.17 telah terlihat bahwa grup kelipatan bilangan bulat
terhadap Qperasi penjumlahan dan grup pangkat bilangan bulat terhadap
operasi perkalian membentuk isomorfisma grup, dengan definisi &am) = o™,
aeR -{0} ,VmeZ. Karena kedua grup tersebut isomorfis, maka untuk setiap
sifat kelipatan bilangan bulat akan bersesuaian dengan sifat pangkat bilangan
bulat.

Cara penulisan dari pangkat bilangan bulat untuk x20 dan x21 yang
menarik adalah x° = 1 dan x™" =—1n7, dan cara penulisan tersebut dapat
X

dijelaskan melalui sifat-sifat isomorfisma antara grup kelipatan bilangan bulat

terhadap operasi penjumlahan dan grup pangkat bilangan bulat terhadap

- operasi perkalian sebagai berikut,

o Karena grup kelipatan bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan
isomorfis dengan grup pangkat bilangan bulat terhadap operasi perkalian
maka &eg) = er, sehingga &x.0)=x" =1.

o Begitu pula dengan sifat invers dari 6 ,

6(x’1) = (6(x))'l, VxeE sehingga &-mx)=x"..(1)
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@' =@y = L @)

X

m

dan didapat x™ =

m "

Dengan demikian dapat dijelaskan suatu alasan cara penulisan

x*=1dan x™" = L,., , karena grup kelipatan bilangan bulat terhadap operasi
X

penjumlahan isomorfis dengan grup pangkat bilangan bulat terhadap operasi

perkalian.

Penerapan 8 : Sifat-sifat logaritma dapat dijelaskan melalui isomorfisma
antara grup bilangan real positif terhadap operasi perkalian dan grup

bilangan real terhadap operasi penjumlahan.

Menurut contoh.18 grup bilangan real positif terhadap operasi perkalian
isomorfis dengan grup bilangan real terhadap operasi penjumlahan dengan
definisi &x) ="logx, VxeR" Melalui sifat-sifat isomorfisma antara grup
perkalian bilangan real positif terhadap operasi perkalian dengaﬁ grup
bilangan real terhadap operasi penjumlahan didapat sifat-sifat di bawah ini,

a 6 homomorfisma,

maka &x.y) = &x) + Ay), x,yeR" sehingga didapat sifat dari logaritma

bahwa, “logxy=""1ogx+'’logy
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o memenuhi sifat 6(e,. ) = er
sehingga 1) = "log | = 0 dari sini diketahui bahwa log1=0

o begitu juga dengan inversnya, akan memenuhi &) = (&))", VyeR"

maka 9(%} 1°1ogyy 1)

60))" =(“logy)” ="logy .(2)
sehingga didapat 1"lo:g%/ ="log y.
o selain sifat-sifat di atas Ax")=(&(x))", VxeR', n e bilangan real, didapat

O(x")="logx"...(3)

(6(x) Y =("logx ), karena logx maka x =10""%*"
sehingga
( “logx )" = (lologlOm“’g"r = ]og10("osh < 1;’logx
dan diperoleh ( “logx )" =n “logx ...(4).

Dari (3) dan (4) didapat °logx" = n log x

Jadi sifat-sifat dari- logaritma dapat dijelaskan melalui sifat-sifat
isomorfisma antara grup bilangan real positif terhadap operasi perkalian dan

grup bilangan real terhadap operasi penjumlahan.
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C. Penerapan pada trigonometri

Penerapan  9: Identitas cos(¢, + ¢,) =cosg.cosg, —sing,.sing, dan
sin(¢, + ¢,) =sing,.cosg, +cos@,.sing,, -serta cos(—¢) = cos¢g dan

sin(—¢) = —sin¢ dapat dijelaskan melalui sifat-sifat isomorfisma antara

grup matriks M ,(R) terhadap operasi perkalian matriks dan grup rotasi.

Rotasi sebesar ¢ pada transformasi RoR dapat dinyatakan dalam bentuk

matriks C.OS¢ —simg ) x R/ ,x eR?. Dan diketahui bahwa grup matriks
sing cos¢g Ny ¥y

M, ,(R) terhadap operasi perkalian matriks isomorfis dengan grup rotasi
(contoh 3.19), dengan@ : M) _,(R)—> P? yang didefinisikan sebagai berikut,
6(A)=F,,,VA € M,,,(R),0° < ¢ <360° , schingga

@ homomorfisma, dan didapat 8(A, x A,)=6(A,)ob8(A,) = P0,¢,é Fog,

X X 3
LVl |eR",
))

Menurut definisi di P2, &, ¢(XJ = A(
y
maka £, , = A,VA € M;,,(R),0° < ¢ < 360°.

Y

! x.sin @, + y.cos 4,

. R ¥
Dalam Pz,[x j:(x'cow‘ S ¢’j bila diikuti dengan rotasi sebesar ¢,
y :

11

11

. 1
' maka[xl)ditransformasikan ke (x

jdengan rotasi selanjutnya akan didapat,
y
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x'') (cosg, —sing, x!

y') \sing, cosg, ) |y
_({cosg, —sing;) (cosg —sing, x
B (sin ¢, cosg, sing, cosg, ' (y

_ [cos¢2.cos¢1 ~sing,.sing, cosg,.(—sing,)+(—sing, ).cos¢1Jo(xJ

sin @,.cos@, +cosg,.sing,  sing,.(—sing, )+ cos¢g,.cosg, ¥y

11
Jika dengan kata lain, dipandang bahwa (x”j merupakan transformasi dari
Y

(x} pada satu rotasi sebesar (¢1+ @) didapat,
Bg

(x”) g (cos(qﬁ, +4,) —sin(g, + 4, )}(x)
v sin(é, +4,)  cos(d +¢,) ) \y
Sehingga dari transformasi-dua rotasi tersebut didapat identitas
cos (+ ¢,) dan sin(¢+ ¢2), di mana cos(g, +¢,) = cosg.cosg, —sin g,.sing,
dan sin(¢, + ¢,) =sin@,.cos@, +cos¢@,.sing, .
Selain hal di atas, identitas dalam trigonometri cos(-¢) = cos 4, dan

sin(-¢) = -sin ¢ dapat juga dijelaskan di sini. Karena & isomorfisma maka &

akan memenuhi sifat (A™) = (8(A)) ", VA e M} ,(R).

cosg —sing) " z(cosqﬁ sin ¢
sing cosg k—sinqﬁ cos ¢

o cosg —sing -1‘ cos ¢ -—sin¢ -]__ cos{—¢) —sfn(—¢) )
sing cos¢ “|sing cosg ) \sin(—g) cos(—g) |

co§¢ —sing _ cos(—¢) —sin(—¢)

sing cos¢ sin(—¢) cos(—@)

Sehingga «9(( ) ..(1)dan

Maka dari (1) dan(2) didapat (



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

80

sehingga diperoleh cos(—¢) = cos¢ dan sin(—¢) =—sin ¢

Jadi karena grup matriks A ,(R) terhadap operasi perkalian matriks -
isomorfis dengan grup rotasi, maka dari sini-dapat dijelaskan identitas-
identitas  dalam trigonometri, cos(¢, +@,) = cos$.cosg, —sin g .sin g, ,
sin(@, + §,) =sing,.cosP, +cosg,.sing,, dan  cos(~p)=cosg, serta

sin(—¢) = —sing.



X
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BAB V

KESIMPULAN

Sangat besar manfaat grup dalam mempelajari materi matematika di

sekolah menengah. Hal ini dapat terlihat dalam penerapannya.

1. Sifat-sifat grup dapat digunakan untuk mengetahui apakah suatu persamaan

sederthana mempunyai penyelesaian tunggal atau tidak dalam semesta

pembicaraannya.

2. Sifat-sifat operasi perkalian pada bilangan real tak nol dapat dijelaskan dan
divisualisasikan dengan menggunakan isomorfisma antara grup bilangan real
tak nol terhadép operasi perkalian dengan grup dilatasi, seperti sifat perkalian
dua bilangan negatif dapat dijelaskan dan divisualisasikan melalui dilatasi.
Dengan menggunakan isomorfisma antara grup bilangan kompleks terhadap
operasi penjumlahan dengan grup translasi, sifat-sifat operasi penjumlahan

bilangan kompleks dapat divisualisasikan melalui translasi. Begitu juga

dengan memakai isomorfisma antara grup bilangan kompleks bukan nol

terhadap operasi perkalian dengan grup kesebangunan spiral, sifat-sifat

perkalian bilangan kompleks bukan nol dapat divisualisasikan dan dijelaskan

melalui kesebangunan spiral.

3. Cara penulisan bilangan dengan pangkat tak sebenarnya, x° = 1 dan

XM= 1 untuk x # 0 dan x = 1 dapat dijelaskan dengan menggunakan

m

isomorfisma antara grup kelipatan bilangan bulat terhadap operasi

penjumlahan dengan grup pangkat bilangan bulat terhadap operasi perkalian.
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Begitu juga sifat-sifat logaritma dapat dijelaskan dengan memakai
isomorfisma antara grup bilangan real positif terhadap operasi perkalian
dengan grup bilangan real terhadap operasi penjumlahan. |

Dengan menggunakan  isomorfisma antara grup matriks M, ,(R)

terhadap operasi perkalian matriks dan grup rotasi dapat dijelaskan

identitas-identitas  trigonometri untuk jumlah dua sudut, seperti
cos(¢, +¢,) =cosg.cosg, —sing,.sing,,
sin(¢, + ¢,) = sing,.cos@, +cosg,.sing,, serta identitas-identitas trigono-

metri untuk sudut negatif, yaitu cos(—@) =cos¢ ,dan sin(—g)=-sing.
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