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ABSTRAK

Dengan konsep matriks transisi keadaan, sistem waktu diskret linear homogen
x(k + 1) = A(k)x(k) mempunyai penyelesaian x(k) = ®(£,0)x(0), £ >0 dengan syarat
awal x(0) atau x(k)=®(k,/)x(/), k=! dengan syarat awal x(/). Dengan
menggunakan konsep matriks fundamental, sistem waktu diskret linear homogen
mempunyai penyelesaian x(k) = X(K)XOY'x(0), k>0 dengan syarat awal x(0) atau
x(k) = X(b)X(/y'x(/), k >1 dengan syarat awal x(/).

Hubungan antara penyelesaian matriks fundamental X(k) dari sistem waktu
diskret linear homogen x(k + 1) = A(k)x(k) dan matriks transisi keadaan adalah
ok, ) =X©XD!, k=1.

Sistem waktu diskret linear homogen digunakan untuk membahas keadaan

sistem sosial masyarakat berkaitan dengan jumlah populasinya.
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ABSTRACT

With ‘state transition matrix’s concept, the homogeneous linear discrete-
time system x(k + 1) = A(k)x(k) has a solution x(k) = ®(k,0)x(0), k£ >0; where x(0)
is aninitial state or x(k)=®(k,!)x(!), k=1, where x(/) is aninitial state. With the
concept of fundamental matrix, that homogeneous linear discrete-time system has a
solution x(k) = X(A)X(0)'x(0), & >Owhen the initial state is x(0), or x(k) =
X)X (D) 'x(), k =1 when the initial state is x(/).

The relation of fundamental matrix of solution X(k) from homogeneous
linear discrete-time system x(k4 + 1) = A(k)x(k) and state transition matrix of
homogeneous linear discrete-time system are ®(k,/) = X(HX()!, k>1.

Homogeneous linear discrete time-system be need to interpretate the

behaviour of societies system corresponding with them total population.

Vi
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BABI1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

5 -

Dalam kehidupan sehari-hari banyak kejadian yang keadaannya berubah
terhadap waktu, dalam arti bahwa keadaannya berubah dari waktu yang satu ke waktu
yang lain. Misalnya pada suatu pertumbuban populasi penduduk suatu daerah. Pada
umumnya kejadian-kejadian tersebut dapat dimodelkan secara matematis dengan
persamaan diferensi apabila cara pengamatannya menggunakan waktu diskret. Jika
waktunya diskret berarti pengamatannya tertentu seperti harian, bulanan, atau tahunan.
Kejadian-kejadian tersebut bisa melibatkan satu atau banyak variabel. Apabila kejadian
itu melibatkan beberapa persamaan dengan banyak variabel, maka kejadian tersebut
akan menjadi suatu sistem persamaan.

Sistem ini dapat ditunjukkan pada model populasi kelompok ( Cohort
Population Model ) yang dibagi dalam beberapa kelompok umur dengan rentang umur
yang sama yaitu 5 tahun. Itu berarti kelompok umur ke-1 terdiri dari semua anggota
populasi yang berumur antara O tahun sampai 5 tahun, kelompok umur ke-2 terdiri
semua anggota populasi yang berumur antara 5 tahun antara 10 tahun, kelompok umur
ke-3 terdiri dari semua anggota populasi yang berumur antara 10 tahun sampai 15 tahun
dan seterusnya. Model populasi kelompok tersebut merupakan sistem waktu diskret
dengan lama 1 periode berkaitan dengan rentang kelompok. Dengan asumsi bahwa
distribusi populasi laki-laki dan perempuan sama, maka cukup dibentuk model

matematika untuk menemukan populasi perempuan saja.
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Andaikan x{k) menyatakan jumlah anggota populasi perempuan kelompok umur
ke-i pada periode k , i dari O sampai #, dengan kelompok 0 menunjukkan kelompok
umur terendah dan kelompok » kelompok umur tertinggi. Sifat-sifat sistem ini dapat
dilihat dengan memperhatikan perubahan jumlah anggota populasi selama satu periode.
Terlepas dari kemungkinan kematian pada suatu waktu, dapat ditentukan perubahan
jumlah anggota populasi kelompok umur ke-(i + 1) setelah diketahui jumlah anggota
populasi kelompok umur ke- i. Proses tersebut dapat digambarkan dengan persamaan
berikut:

xi+1(k + 1) = Bixi(k), i=0,1,...,n1
di mana f; merupakan laju kelangsungan hidup kelompok umur ke-i selama satu
periode.
Bila diuraikan, misal 7 = 0 (berarti kelompok umur ke-0) menjadi
xo+1(k+ 1) = foxo (k)
Jika i = 1 (kelompok umur ke-1) menjadi
xk+1)= fix (k)
Jika i = 2 (kelompok umur ke-2 ) menjadi
x3(k+ 1) = fxy (),
demikian seterusnya.

Sistem di atas dapat dinyatakan dengan notasi matriks berikut:

x(k+D] [B 0 - 0T x,(k)
XU+ 10 B 0l x (k)

x,(k+D} |0 - B, 0]x,(k)
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Sistem di atas merupakan contoh sistem waktu diskret homogen, seperti yang

menjadi topik skripsi ini.

B. Rumusan Masalah

Dari latar belakang tersebut, muncul permasalahan yang akan diangkat oleh
penulis dalam skripsi, yaitu:
1. Apa yang dimaksud dengan sistem waktu diskret linear homogen?

2. Bagaimana penyelesaian sistem waktu diskret linear homogen ?

- 3. Bagaimana penerapan sistem waktu diskret linear homogen ?

C. Batasan Masalah

Sistem waktu diskret linear dibagi menjadi 2 macam berdasarkan ada tidaknya

input dalam sistem yaitu sistem waktu diskret linear homogen dan non homogen. Sistem

waktu diskret linear homogen dibedakan menjadi dua menurut koefisiennya yaitu sistem
waktu diskret linear homogen dengan koefisien konstan daﬁ sistem waktu diskret linear
hoi‘nogen dengan koefisien tidak konstan. Penulisan skripsi ini dibatasi pada sistem
waktu diskret linear homogen dengan koefisien konstan. Sedangkan untuk sistem waktu
diskret linear homogen dengan koefisien tidak konstan hanya diberikan sebatas

pengertian yang disertai contoh saja.

D. Tujuan Penulisan
Ada beberapa tujuan penulisan yang ingin dicapai dalam skripsi ini, yaitu:

1. Memahami pengertian sistem waktu diskret linear homogen.
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2. Mampu menyelesaikan sistem waktu diskret linear homogen.

3. Memberikan beberapa penerapan sistem waktu diskret linear homogen.

E. Sistematika Penulisan

Penulisan skripsi ini terbagi dalam lima bab, Bab I merupakan pendahuluan
yang berisi latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan
penulisan, sistematika penulisan, dan metode penulisan.

Dalam Bab 11, akan dibahas materi-materi prasyarat, yang digunakan dalam
pembahasan bab-bab selanjutnya. Pada subbab pertama, akan dibicarakan matrﬂ(s dan
vektor. Pada subbab kedua , dibahas tentang persamaan diferensi.

Pada Bab 111, akan dibahas sistem waktu diskret linear homogen, yang meliputi
pengertian sistem waktu diskret linear homogen, dan penyelesaian sistem waktu diskret
linear homogen.

Bab III di atas dilanjutkan dengan Bab IV yang berisi tentang penerapan Sistem
waktu diskret linear homogen, yaitu masalah struktur sosial masyarakat dan masalah
pertumbuhan populasi penduduk.

Bab terakhir, yaitu Bab V, berisi kesimpulan dan saran.

F. Metode Penulisan

Metode penulisan yang digunakan penulis adalah metode studi pustaka, yaitu
dengan mempelajari buku-buku yang relevan, kemudian hasiinya dijabarkan dan
disusun kembali menjadi suatu karya tulis. Jenis-jenis sumber pustaka yang digunakan

penulis tercantum dalam dafiar pustaka.
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BAB 11

LLANDASAN TEORI

Dalam bab II ini akan dibahas materi-materi prasyarat yang mendasari
topik utama. Pada subbab pertama akan dibahas tentang matriks dan vektor yang
meliputi definisi, beberapa operasi yang berlaku pada matriks dan vektor, serta
sistem persamaan linear. Pada subbab kedua akan dibahas persamaan diferensi
yang meliputi definisi, beserta contoh-contoh yang mendukung pemahaman

persamaan diferensi.

A. Matriks dan Vekior

1. Konsep Dasar Matriks

Definisi 2.1 (Matriks)
Matriks didefinisikan sebagai jajaran elemen berbentuk segi empat yang terdiri
dari baris dan kolom. Matriks biasanya dinotasikan dengan huruf kapital tebal,

misal A. Bentuk umum matriks yaitu

a;;  dp ai,
a a'21 Gy a?n
aml am2 amn
ferdiri dari elemen a; (i = 1, 2, ..., m menyatakan elemen baris ke-i; j=1, 2,

..., h menyatakan kolom ke-y). Bentuk matriks di atas biasa ditulis A = (a{, ) dan

A disebut matriks bervukuran m x n.
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Definisi 2.2 (Matriks bujur sangkar)
Matriks bujur sangkar yaitu matriks yang memiliki jumlah baris sama dengan
Jumlah kolom. Andaikan jumlah baris dan kolom adalah n, matriks itu disebut

matriks bujur sangkar berukuran n X n, yang ditulis:

n G 4y

a, a, - a
21 22 2n

A= . .
anl an2 e ann

Elemen dari matriks bisa berupa bilangan real, nilai fungsi real, juga
variabel. Matriks yang mempunyai satu baris saja disebut matriks baris dan
matriks yang mempunyai satu kolom saja disebut mairiks kolom, atau disebut juga

vekior. Notasi untuk vektor biasanya huruf kecil dengan cetakan tebal, misalkan

vektor x dengan bentuk:
X1
42
X={:
x

Elemen suatu vektor sering disebut dengan istilah komponen.

Contoh 2.1
1 3 6 2
i -2 0 4 -5 2 )
1.Matriks A = — g adalah matriks bujur sangkar 4 x 4
4 -1 3 -6

yang elemennya berupa bilangan real.




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI ’

2. Matriks ® yang didefinisikan oleh

o+l 5
)=t 1 3¢ |, adalah matriks bujur sangkar 3 x 3 yang berupa
1 0 2-1

nilai fungsi real yang terdifinisi untuk semua bilangan real 7.

Contoh 2. 2

1. Matriks kolom

3 1
1
¢=1{ 2 |, adalah matriks kolom 5 x 1 dengan komponen bilangan real.
5
-2

2. Matriks kolom

X , adalah matriks kolom 4 x 1 dengan komponen empat variabel

X1, X2, X3, X4,

Definisi 2.3 (Kesamaan dua matriks)
Dua matriks A = (a,.j) dan B = (b,j) yang masing-masing berukuran m X n

dikatakan sama jika ay = by untuk setiap i dan j. Dalam hal ini ditulis A = B.
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Contoh 2. 3

6 5 6 5
A= [ ’ 7} dan B= { { 7:}, merupakan matriks yang sama karena

ukurannya sama dan elemen yang seletak sama.

Definisi 2. 5 (Jumlah dua matriks)

Misalkan A = (a,j) dan B = (b.j) merupakan dua matriks berukuran sama m < n.

Jumlah matriks A dan B ditulis A + B adalah matriks berukuran m x n dengan
elemennya merupakan jumlah elemen yang seletak dari kedua matriks.
Dalam hal ini ditulis

A+B=(a, +b,)
Notasi ini mempertegas bahwa elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j dari
‘matriks A + B adalah a;; + by; yang diperoleh sebagai jumlah elemen seletak dari

masing-masing matriks.

Contoh 2.4
R 2
Diketahui A = : dan B = - 2 .
Lk Yy 1 2 3
Hasil jumlah matriks A dan B adalah

3 21 2.2 2 543
A+B= + = .
4 5 6 1 _2=8 5709
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Definisi 2. 6 (Perkalian matriks dengan bilangan/ perkalian skalar matriks)
Diketahui matriks A dan ¢ merupakan bilangan. Matriks cA adalah matriks yang

diperoleh dengan mengalikan setiap elemen dari matriks A dengan c. Dalam hal

ini ditulis
cA = (cay).
Contoh 2. 5
Diketahui matriks
2 -3 6
A=i-7 4 -1},
0 glsy
2 =3 6 6 -9 18
maka matriks3A=3|-7 4 -1;=|-21 12 -3
0 M 2 (' WG N
Definisi 2.7 (Perkalian Matriks)

Andaikan A = (a,].) matriks berukuran m x n dan B = (b,].) matriks berukuran

n x p. Hasil perkalion matriks A dan B didefinisikan C = (cy) matriks berukuran

m X p, di mana
ip ;y

n
¢y =apb tapb,, +---+a,b =Za,.kb,q., (Vi,j),i=1,2, e,
k=1

7=1,2,..., p. Ditulis C= AB.
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Conioh 2. 6

Diketahui matriks
a0 dm sl Tmmans|t T3
= = : maka AB = = .
00 V7|2 2f 0o 02 2/ 1o o

Suatu matriks bujur sangkar » x » dengan bilangan 1 terletak pada

diagonal utama sedangkan bilangan 0 terletak di luar diagonal utama, seperti

1
10
, |0
01
0

dinamakan matriks satuan (identity matrix) dan dinyatakan dengan I. Misalkan A

, dan lain sebagainya

O =~ O
—-— o O

adalah matriks kuadrat » x n dan 1 matriks satuan, dengan definisi perkalian

matriks diperoleh Al = IA = A yaitu matriks itu sendiri.

Definisi 2.8 (Matriks yang mempunyai invers)
Matriks bujur sangkar A berukuran n x n mempunyai invers jika ada matriks B

sehingga AB = BA = 1. Matriks B disebut mairiks invers dari A.

Contoh 2.7

(3 5 2 -5
Matriks B = 1 2} adalah invers dari A= [ :I

-1 3
2 =513 5] [1 O
karena AB = = =1
-1 3j1 2] |01 _

3 52 -5 [1 0
dan BA = = =1
N M S
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Teorema 2.1 ( Ketunggalan invers )

Jika B dan C keduanya adalah invers matriks A, maka B = C.

Bukii:

Karena B adalah invers A, maka BA=1.

Dengan mengalikan kedua ruas dart sebelah kanan dengan C maka akan
memberikan :

(BA) C=1IC=C tetapi (BA)C = B(AC)=BI=B;

sehingga B=C. o

Jadi matriks yang mempunyai invers, invers matriks tersebut adalah

tunggal. Invers matriks A biasanya ditulis A",

Definisi 2.9 (Matriks singular)

Suatu matriks n ¥ n dikatakan singular jika tidak memiliki invers perkalian.

Definisi 2.10 (Transpos dari suatu matriks)
Transpos dari suatu matriks A berorde m x n adalah matriks B berorde n x m
yang didefinisikan oleh:

h. =aqa,

Ji if

untukj=1, ... ,ndani=1, ..., m. Transpos dari A dz‘nydtakan oleh A”.
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Conioh 2.3

. . ] 1 2 3
Diketahui matriks A = [ ] .
0 4 5

Transpos dari A ditulis A”, yaitu

1 0

1 2 37
— o
0 4 5

35

2. Matriks dan Sistem Persamaan Linear

Andaikan
a, Ay a, Xy
a a a X
_1%n 22 2 2
A= : "1 dan x=| .
anl anl ann xn

A matriks bujur sangkar » x n dan x vektor » x 1. Hasil kali Ax dengan A matriks
n x n dan x vektor # x 1 adalah vektorn x 1

apX, +appXx, +---+a;,x,

_ | GnX FapX, oty x,

aq X, +a.,X, +--+a,x,

Ax adalah vektor, jika dinyatakan dengan y ditulis

y = Ax (2.1)
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541

Ya
di mana y=|:

Yn
maka diperoleh

1n"n

W :aux1+aux2+==-+a X

by =0y Xy + X, +ooo 0, X
:)’2 217 22772 2n"n (2‘2)

Y, =a, x +4a,x, +ta, X,

nn

Bentuk persamaan di atas bisa diringkas menjadi:

n
Yi=ayx, +a,x, +--+a,x, = Zaijxj
/=

Bentuk ( 2.2) disebut sistem persamaan linear n x n. Sistem persamaan linear

(2.2) ekuivalen dengan bentuk (2.1).

Contoh 2.9
Diketahui
2 -4 7 X,
A=|5 3 -8 dan x=|x,
— 340 X
Hasil kali Ax yaitu

2x, —4x, +7x,
y =Ax=|5x, +3x, —8x,
—3x;, +6x, +x,
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Definisi 2.11 ( Sistem persamaan linear homogen )
Sistem persamaan linear disebut homogen jika y, s, ...,y i (2. 2) sama dengan

nol. Oleh karena itu, sistem persamaan linear homogen mempunyai bentuk umum;

O=a,x, +a,x,++a,x,
.0: anXy "ta22x2 +'“+‘a2nxn 2. 3).
O=a,x +a,x,+-+a,x,

Penyelesaian dari suatu sistem persamaan linear adalah sederetan »
bilangan sy, 52, ..., s, sedemikian sehingga setiap persamaan dalam sistem tersebut
terpenuhi jika disubstitusikan x1= s1, X2 = 82, ..., Xp = Sa.

Setiap sistem persamaan linear homogen selalu mempunyai penyelesaian

trivial, yaitu x, =0, x, =0,---,x, =0. Jika ada penyelesaian yang lain maka

penyelesaiannya disebut penyelesaian non trivial.

Teorema 2.2

Andaikan A matriks n x n. Maka persamaan homogen Ax = 0, mempunyai
penyelesaian non trivial jika dan hanya jika A mairiks singular.

Bukti: lihat ( Luenberger, 1979: 68). Bukti menggunakan konsep determinan.

3. Vektor di Bidang (R%) dan di Ruang (R

Definisi 2. 12 (vektor di bidang)

Vektor (aljabar) v di bidang R adalah pasangan terurut (a, b) dengan a dan b
merupakan bilangan real, ditulis v = (a, b); nilai a dan b disebut komponen atau

koordinat dari vekior.
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Vektor bisa disajikan secara geometris sebagai ruas garis berarah atau
panah dalam ruang berdimensi-2 dan ruang berdimensi-3; arah panah menentukan
arah vektor, dan panjang panah menentukan besarnya. Ekor dari panah tersebut
disebut titik pangkal vektor, dan ujung panah disebut #itik wjung. Ketika
mendiskusikan vektor akan disebut bilangan sebagai skalar. Semua skalar itu
adalah bilangan real dan dinyatakan dengan huruf kécﬂ miring ( misalnya k).

Jika sebagaimana pada gambar (a), titik pangkal suatu vektor v adalah 4

>
dan B titik ujungnya, maka ditulis v= 4B .

()
Untuk menyesuaikan dengan istilah yang akan dipakai, vektor (aljabar) juga

ditulis sebagai :
a
v={(a, b)atauv= [b}

Dalam pemakaian selanjutnya tidak akan dibedakan antara vektor geometri dan
vektor aljabar. Keduanya secara singkat disebut sebagai vektor. Secara aljabar dua
vektor vy = (a1, az) dan v, = (b1, by) disebut sama jika dan hanya jika a, = b7 dan

a» = by. Hal in1 juga sama dengan kesamaan dua matriks.

Definisi 2.13 (Penjumlahan dua vektor)
Jumlah w + v dari dua vektor w= (u,,u,) dan v = v,,v,) adalah vektor

u+ v=_(u +v,u,+v,)
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Contoh 2. 10
Jumlah vektor u = (3, -4) dan vektor v = (-5, 12) yaitu:

utrv=03,-4)+(-5,12)=(-2,8)
EHEN
= + = IE
_4 12 8

Definisi 2.14 (Perkalian vektor dengan skalar)
Perkalian skalar davi vektor w = ( u,,u,) dengan skalar (bilangan real) s, ditulis
su adalah vektor
su = ( su,su,).
Contoh 2. 11
Misalkan u = (3, -4). Perkalian skalar u dengan bilangan s = 2A adalah vektor

su=2(3,-4)=(6,-8).

Vektor nol § = (0, 0) memegang peranan seperti bilangan nol dalam
penjumiahan bilangan real, artinya untuk setiap vektor u berlaku
ut+d=u
Karena vektor merupakan matriks yang khusus, maka sifat-sifat yang berlaku

pada matriks juga berlaku pada vektor.

Teorema 2.3 (Sifat penjumlahan vektor dan perkalian skalar)
Misalkan diketahui vektor w, v dan w di bidang(Rz) dan r, s merupakan dua

bilangn real. Maka berlaku sifat berikut :
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(a) utv=v+tu (Sifat Komutatif)
(b) ut(v+tw)=(ut+v)+w (Sifat Assosiatif)

() utld=u (Unsur Identitas)
(d) ut(-)u=0 (Elemen Iﬁvers)

(e) rlutv)y=ra+rv (Distributif)

® (rt+s)u=ru+su

(® riu)=(rs)u
h lw=u

Sifat vektor di bidang tersebut sesuai dengan sifat penjumlahan dan
perkalian skalar pada matriks. ‘Un‘tuk selanjutnya himpunan yang dilengkapi
dengan operasi tambah dan perkalian skalar serta mempunyai sifat seperti teorema
di atas dikenal dengan ruang vektor V.

Seperti pada bidang, semua titik di ruang dapat disajikan sebagai tiga
bilangan terurut (x, y, z) dan sebaliknya tiga bilangan terurut dapat disajikan
sebagai suatu titik di ruang.

Operasi penjumlahan dua vektor dan perkalian vektor dengan skalar di
ruang didefinisikan seperti pada bidang.

Misalkan a = (a,,a,,a,)dan b = (b,,b,,b,). Jumlah kedua vektora + b
adalah vektora+ b= (a, +b,a, +b,,a, +b;).

Misalkan s merupakan  bilangan real.  Perkalian skalar  vektor

a= (a,,4q,,a,)dengan skalar s , ditulis sa = (sq,,sa,,sa,).
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Vektor di ruang dengan operasi penjum!ahan dan perkalian skalar tersebut

membentuk ruang vektor, artinya sifat berikut dipenuhi:

Teorema 2. 4 ( R’ sebagai ruang vektor)

Misalkan w, v dan w merupakan tiga vektor di R® dan r, s dua bilangan real,

maka berlaku:

(@ utv=v+tu (Sifat Komutatif)
(b) ut+t(v+w)=(ut+v)+w (Sifat Assosiatif)
(c) utd=u (Unsur Identitas)
@ u+(-Hu=0 (Elemen Invers)
(e) rlut+v)=ru+rv (Distributif)

® (r+s)u=ru+su

(g riw=(rs)u
(h) l(u)=u

Definisi 2,15 ( Ruang —» Euclidis/ R")

Ruang R' adalah himpunan dari semua kumpulan terurut (x,,x,,-+-,%,).

Misalkan » bilangan ashi. Kumpulan terurut terdiri dari » bilangan yang
ditulis sebagai (x, ,X,,--,X, ). Sebagai contoh, kumpulan terurut yang terdiri dari
4 bilangan adalah (1, -2, 3, 4).

Elemen dari R" disebut #itik atau vektor. Vektor biasanya ditulis dengan

huraf  kecil dicetak tebal. Komponen ke-i dari x = (x,,x,,---,x,) disebut
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koordinat ke-i dari vektor x. Sesuai dengan notasi matriks, vektor juga ditulis

sebagai :

X = (X, 2,0, %,) =

X

Untuk # = 2 titik atau vektor tersebut terletak pada bidang, sedangkan
untuk n = 3 terletak pada pada ruang. Untuk » > 3 vektor tersebut tidak dapat
digambarkan. Tetapi karena operasi yang akan didefinisikan untuk sebarang R’
merupakan perluasan dari R? dan R’, bidang dan ruang dapat digunakan sebagai
model.

; Misalkan u = (u,,u,,---,u,) dan v = (v,,v,,---,v,) merupakan dua vektor
di K", jumlah dari kedua vektor tersebut ditulis u + v adalah vektor

utv=_(u+v,u, +v,,- U, +V, ). (D)

Jadi, penjumlahan dua vektor di R”dilakukan per komponen seperti pada R> dan
R.

Perkalian skalar vektor dari w = (u,,u,,---,u,) dengan bilangan real s
ditulis su adalah vektor

SU = (52, 8U,, -, 5U, ). 2)

Penjumlahan dan perkalian skalar untuk vektor-vektor dalam R” tak lain
adalah penjumiahan dan perkalian skalar yang biasa dari matriks. Lebih umum,
misalkan R ™ * ” menyatakan himpunan semua matriks m x n dengan elemen-
elemen bilangan real. Misalkan A = (ay) dan B = (b;), jumlah A + B didefinisikan

sebagai matriks C = (¢;) yang berukuran m x n, di mana ¢;= ay; + by,
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Misalkan diberikan skalar «, akan didefinisikan o A sebagai matriks m x n
dimana elemen ke-ij adalah «a;. Operasi-operasi penjumlahan dan perkalian
skalar pada R ™ *" mengikuti aturan-aturan ilmu hitung tertentu. Aturan-aturan ini
membentuk aksioma-aksioma yang digunakan untuk mendefinisikan konsep

ruang vektor di bawah ini.

Definisi 2.16 (Ruang vektor)

Misalkan V adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi jumlah
dan perkaliaﬁ skalar dengan bilangan real. Artinya, diberikan dua elemen x dany
di dalam V dan bilangan real s , kemudian jumlah x +y dan perkalian skalar sx
didefinisikan dan terletak di V juga. V dengan dua operasi ini disebut ruang
vektor jika kedua operasi tersebut memenuhi sifat berikut: |

Untuk setiap x,y,z € Vdanr, se R dipenuhi

@x+y=y+x (Sifat komutatif)
b x+(y+tz)=(x+y)+z (Sifat asosiatif)
(¢) ada elemen @ di V sehinggax +0=x (Unsur identitas)
(d) ada elemen —x € V sehinggax +(-x) =0 (Elemen invers)
e rxty)=rx+ry (Distributif)

@ (r+s)x=rx+sx

(8) r(sx ) =(rs)x
(h) 1(x) =x
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Jika u merupakan unsur di V, adanya elemen invers untuk u dijamin oleh
aksioma di bagian (d). Operasi (1) dan (2) yang didefinisikan pada R" memenuhi
semua sifat dari ruang vektor. Selain R" masth terdapat contoh-contoh lain, seperti

berikut ini.

Contoh 2. 11
Misalkan Y merupakan kumpulan dari semua fungsi bemilai real yang
didefinisikan pada seluruh bilangan real R, dengan f dan g elemen dari Y. Hasil
penjumiahan dua elemen tersebut ditulis f + g yang didefinisikan sebagai:

(F+ g)(k) = (k) + g(k) .
Hasil perkalian skalar elemen f dengan bilangan real s, ditulis sf, didefinisikan
sebagai:

(sf)(k) = sf (k).
Kedua operasti tersebut memenuhi sifat roang vektor.
Sebagai vbukti:

(s(f+g)(h)=s(f +glk) (definisi perkalian skalar)
= s{f(k)+g(k)}  (definisi penjumlahan)

= sf (k) + sg(k) (sifat distributif dari bilangan real)

= (sf +sg)(k).
Dengan demikian sifat (€) dari aksioma ruang vektor dipenuhi. Sifat lainnya dapat
dibuktikan secara analog, sehingga disimpulkan babwa Y dengan dua operasi di

atas merupakan ruang vektor.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 22

4. Kombinasi Linear dan Bebas Linear di Ruang Vektor
Definisi 2.17 ( kombinasi linear)
Jika w,u,,---,u, adalah vektor-vektor dalam rung vektor V, dan ci, ¢z, ..., Cm
adalah skalar-skalar, maka jumlah berbentuk
cuwptomt ... T6y Uy

disebut kombinasi linear dari vektor—vektor u,,u,,---,u, .

Contoh 2.12

Diketahui tiga vektor berukuran 3 x 1

2 3 1

X1 = -1 R Xy = 2 5 X3 = -3

3 1 -2
dan tiga bilangan real 2, 4, 5, dan -3 maka
2 3 1
2x)+4x, +5x3=2 [ -1({+4 (2| +5/-3
3 1 -2

4 12 5 21

=1-2]+| 8| +|-15| = | -9, adalah kombinasi linear dari
6 4 -10 0

vektor-vektor x;, Xp, X3.

Definisi 2. 18 ( vektor bebas linear di V')

Himpunan vektor {ul,-n,uk} di ruang V disebut bebas linear jika persamaan

sy 450, =0




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 23

hanya dipenuhi oleh bilangan s, =---= s, = 0. Jika tidak demikian, maka disebut

bergantung linear.

Confoh 2. 14

1
Vektor-vektor E} dan L} adalah bebas linear karena

¢ +c, =0

1.1)+6(1,2)=(0,0) <
a (LD +6(1,2)=(©0,0) {“202:0

dari sistem persamaan linear tersebut, dengan eliminasi akan didapat satu-satunya

penyelesaian yaitu ¢, =c¢, =0.

Contoh 2. 15
2 1 7

Tiga vektor v, =/3| v,=|-1] . v;=|3] adalah bergantung linear karena
1 2 8

ada bilangan nol 2, 3, dan -1 sedemikian sehingga

2vi +3va + (-1)vs = 9.

B. Persamaan Diferensi
Definisi 2.19 (Persamaan Diferensi Linear berorde-r)

Persamaan diferensi linear berorde-n adalah pepsamaan yang berbentuk

a,(k)y(k+n)+a,,()y(k+n=1D+..+a (k) ylk+ D+ ay()y(k) = g(k) (2.4)
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untuk fungsi g(k) dan a;(k) yang diketahui, dengan i =0,1,2, ..., n, k=01,
2,..n. Koefisien a;(k)di dalam persamaan ini disebut koefisien persamaan

diferensi linear.

Jika koefisien ini tidak bergantung terhadap waktu 4, persamaan diferensi
dikatakan memiliki koefisien konstan (time invariant). Jika koefisien ini
tergantung pada waktu &, maka persamaan diferensi dikatakan memiliki koefisien
tidak konstan (time-varying).

Diperhatikan persamaan diferensi linear orde-1 berikut:

Persamaan diferensi linear orde-1 mempunyai bentuk
ar(k)y(k + 1) + ag(k)y(k) = g(k) (2.5).

Karena a1(k)= 0, kedua ruas dapat dibagi a;(k) diperoleh:

A ey 20 8(k)
| al(k)y( + )+¢1(k)y( ) a1 (8)
_ 9k g(k)

Syt 1) ) y(k)+a1(k) .

Bila ag(k), ai(k), g(k) konstan maka bisa ditulis:

et D)=ayll) +b, (2.6),

ag(®) o 80)

dengan a =—
a, (k) a; (k)

koefisien konstan; a,be R, k=01, 2,---.

Bentuk (2.6) disebut bentuk baku persamaan diferensi linear Orde-1 dengan

koefisien konstan.
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Persamaan diferensi y(k+ 1) = 2y(k) + 3 adalah persamaan diferensi linear orde—1

dengan a = 2 dan b = 3 merupakan koefisien konstan.

Definisi 2.17 (Penyeclesaian Persamaan Diferensi)
Suatu fungsi y(k) disebut sebagai penyelesaian persamaan diferensi, apabila

fungsi tersebut mereduksi persamaan diferensi menjadi suatu identitas.

Contoh 2.17
Fungsi w(k) = 2 k=0, 1,2, ...merupakan penyelesaian persamaan diferensi
yk+1)-2k)=0,k=0,1,2, ...
karena p(k+ 1) - 2p(k) = 2" *1- 2.0

— gkt T okt

=,
Andaikan setiap fungsi yang nilainya pada bilangan bulat positif £ + {O}diberikan
dengan

W) =32" yk)=4.2% Wy=1R.2F,

ternyata semua fungsi ini juga penyelesaian dari persamaan 'diferensi tersebut,
sehinggd fungsi y(k) = C I T =) T 0 " 3 el dengan C konstanta sembarang
juga penyelesaian karena bila fungsi (k) = C 2* disubstitusikan ke persamaan
diferensi y(k+ 1) - 20() =0, k=0, 1,2, ...,
maka diperoleh:

Wk+1) -2y =C2*" 12

aadonte
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— CEF kY
=0.
Penyelesaian yang diberikan oleh fungsi y(k) = 2%, dan fungsi-fungsi yang
didefinisikan (k) = 3.2%, (k) =4.2% k) = 1/2 2* disebut penyelesaian khusus
dari persamaan diferensi y(k + 1) 7 2y(k) = 0 sedangkan penyelesaian yang
diberikan oleh fungsi y(k) = C 2* disebut penyelesaian umum persamaan diferensi
Wk+ 1) - 20(k)=0.

Dari contoh soal di atas, tampak bahwa suatu persamaan diferensi dapat
mempunyai penyelesaian yang banyaknya tak hingga. Sekarang bagaimana
penyelesaian persamaan diferensi y(k + 1) - 2(k) = 0 jika diberikan 3(0) = 1. Hal
ini disebut syarat awal. Jika dimasukkan & = 0 ke dalam persamaan y(k) = C 2*
diperoleh y(0) = C 2° & C =1 sehingga persamaan (k) = C 2* menjadi (k) =
2 ini merupakan penyelesaian khusus dari persamaan diferensi wk+1) -
2y(k) = 0 yang memenuhi syarat awal (0) = 1.

Berikut akan dibuktikan teorema dasar yang menjamin eksistensi dan
vketunggalan penyelesaian dari persamaan diferensi yang memenuhi syarat awal

yang diberikan.

Teorema 2.5 (Teorema eksistensi dan ketunggalan)

Andaikan diketahui persamaan diferensi linear orde-n

Wk+n)+fik+n-Duk+n-2), ..., k), kK] =0 2.7)
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di mana f adalah fungsi yang terdefinisi untuk k= ky ko+ 1, ko+2, ...; k=0, 1,
2, ..., n, maka persamaan ini punya satu dan hanya satu penyelesaian k),

W+ 1), ..., y(ko+n-1).

Bukti:

Andaikan nilai y(k,), y(ko + 1), ..., Wk, + 1 - 1) ditentukan. Persamaan diferensi
(2.7) dengan k = k, dapat diselesaikan tunggal untuk y(k, + n) secara sederhana
dengan mereduksi fungsi. Dengan demikian jika (kg + n) dﬂcetahui, maka
persamaan diferensi (2.7) dengan £ = & + 1 dapat diselesaikan untuk y(ko + 1 + 1) |

dan begitu seterusnya untuk semua nilai £ 0

Contoh 2.18
Diketahui persamaan diferensi y(k+ 1) - 2(k) = 0.
Penyelesaian umum persamaan diferensi y(k + 1) - 2)(k) = 0 adalah y(k) = 2k
(1) Misalkan diberikan syarat awal y(0) = 7.
Dengan mensubstitusikan k& = 0, dihasilkan 3(0) = C 2’ &7 = C Jadi
penyelesaian tunggal untuk persamaan diferensi y(k + 1) - 2 (k) = 0 dengan
syarat awal 3{(0) =7 adalah y(k) = 257,
(if) Misalkan diberikan syarat awal y(2) = 4.
Dengan mensubstitusikan & = 2 ke persamaan y(k) = C 2%,
diperoleh:
W2)=C2? <4=C2*

< C=1.
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Jadi penyelesaian tunggal persamaan diferensi y(k + 1) - 2y(k) = 0 dengan

syarat awal (2) = 4 adalah y(k) = 2* .

Selanjutnya akan ditunjukkan bagaimana mencari penyelesaian
persamaan diferensi orde-1 dengan koefisien konstan.
Andaikan diketahui persamaan diferensi linear orde —1 dengan koefisien konstan
Wk+D=apk)+ b, IO O3 .
Dengan mensubstitusikan £=0, 1, 2, 3, ... ke dalam persamaan diperoleh:
WD) =ay(0) + 5
H2)=ay(Q)+b
=a(a0)+b)+b
=a*y(0) +ab+b
=a0) + b (1+a)
y3)=ap2)+b
=a (@ y0) +b(1+a) +b
=@ W0)+ab+ ab+b
=a’y(0) +b(1 +a+a),
demikian seterusnya, secara umuimn ditulis
W =dw0)+b(l+a+d +...+ak2+a* D
Jumlahan yang terletak di dalam kurung merupakan suatu deret geometri dengan
suku pertama 1 dan rasionya a.

Oleh karena itu

1-a* ..
k-l o 174 ,jika a #1 atau

l+a+d +.. +a
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l+a+d +... +a*' =k jikaa=1.

Jadi diperoleh penyelesaian umum persamaan diferensi orde-1 dengan koefisien

konstan yaitu:

(i) Penyelesaian y(k + 1) =ay(k) + b, untuk a =1

y(k)=ad" y0)+b(1+a* +a® +..+a"? +a"")
=1*p(0)+b(A+1+1+1+..+1+1)
= 1(0) + bk

karena y(0) berupa konstanta maka bisa ditulis y(k) =C + bk.
(i) Penyelesaian y(k + 1) = ay(k) + b, untuk a # 1

wk) =a*yO)+b(+a+a* +a* +.. +a"* +a*™)
k

1-a

=a" y(0)+b

k

:aky(0)+bi~b
l-a 1-a

b b |
¥ 1——';+ () —1—_;)41

:L+Da",
1-a

. b
di mana D = y(@)afib—**— berupa suatu konstanta.
a

Jadi persamaan diferensi linear orde-1 y(k + 1) = ay(k) + b, dengan a, b koefisien

konstan , k=0, 1,2, 3, ... mempunyai penyelesaian umum:

Wk)=C+bk, jkaa=1 (2.8)

Mw..ﬂhzié—+ﬂmkﬂwa¢1. 2.9)
—d
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Conton 2.19

1.

Diketahui persamaan diferensi y(k+ 1) = (k) + 5.

Dari persamaan itu dapat dipéroleh a = 1, b = 5 maka menurut persamaan

(2.8) diperoleh penyelesaian umum persamaan diferensi y(k + 1) = y(k) + 5

yaitu y(k) = C+ bk.

Misalkan diberikan syarat awal 3{0)=1.

Dengan mensubstitusikan £ =0 ke persamaan diperoleh
¥W0)=C+50=<C=1.

Jadi diperoleh penyelesaian tunggal y(k) = 1 + 5k yang memenuhi persamaan

diferensi y(k + 1) = y(k) + 5 dengan syarat awal (0) = 1.

Diketahui persamaan diferensi y(k+ 1) - 0,5y(k) = 2.
Dari persamaan diferensi y(k+ 1) -0,5y(k) =2 < y(k+1)=0,5y(k) + 2,
diperoleh a = 0,5 ; b = 2 maka menurut persamaan (2.9) diperoleh

penyelesaian umum:

y(k) = +Da*

1—a

o ylk) = + D(0,5)*

1-0,5

H

& y(k) =4+ D(0,5)".
Misalkan diberikan syarat awal y(2) = 12. Untuk mencari penyelesaian
tunggalnya, disubstitusikan £ = 2 ke persamaan y(k) =4 + D(0,5)*, diperoleh:
W2) =4+ D(0,5)

< 12=4+D.0,25
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12-4
0,25

S D=

& D=32.
Jadi (k) = 4 + 32(0,5)° adalah penyelesaian tunggal untuk persamaan

diferensi y(k + 1) = 0,5y(k) + 2dengan syarat awal »(2) =12 .

Persamaan diferensi linear orde-n dikatakan homogen bila g(k) = 0 dalam
persamaan(2.4) untuk semua & dalam himpunan di mana persamaan tersebut
didefinisikan. Bila ditulis secara lengkap, persamaan diferensi linear orde-n
homogen yaitu:
a,(R)yk+n)+a, (H)yk+n-D+..+a(k)y(k+D)+ayg(k)y(k)=0 (2.10)
Persamaan diferensi linear orde-1 y(k + 1) = ay(k) + b dengan a dan b koefisien
konstan dikatakan homogen bila b =0 ,
ata ditulis:

Wk + 1) = ay(k)

< Yk+1)-ayk)=0. (2.11)
Untuk mencari penyelesaiannya digunakan proses rekursif sebagai berikut:

Wk +1) = ay(k)
k=0=> y(1) = ay(0)

k=12 y(2) = ay(l) = a(ay(0)) = a*»(0)
k=22 y(3) = ay(2) = aa*y(0) = a*(0),

demikian seterusnya, sehingga diperoleh penyelesaian umum persamaan diferensi
linear orde-1 homogen Wk + 1) - ay(k) = 0 yaitu:

w(k)=dC, (2.12)
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di mana C konstanta sembarang,.

Contoh 2.20
Diketahui persamaan diferensi y(k + 1) - 3y(k) = 0.
Dari persamaan diferensi y(k + 1) - 3y(k)=0 diperoleh g = 3;
jadi diperoleh penyelesaian umum: y(k) = 3*C, dengan C konstanta sembarang,
(i) Misalkan diberikan syarat awal y(0) = 7.
Dengan mensubstitusikan k& = 0 ke y(k) = 3*C diperoleh:
w0y=3°C
o C=1,
sehingga (k) = 3"(7);
adalah penyelesaian tunggal persamaan diferensi y(k + 1) - 3y(k) = 0 dengan -
syarat awal y(0) =7. :
(i) Misalkan diberikan syarat awal y(1) = -5.
Untuk mencari penyelesaian khusus yang tunggal, harus dihitung konstanta
C terlebih dahulu dari y(k) = 3"C.
Dengan mensubstitusikan & = 1 ke y(k) = 3*C diperoleh
1) =3'c
& -5=3C
& C= -5/3.
Jadi y(k) = 3"(-5/ 3) adalah penyelesaian tunggal persamaan diferensi

Wk + 1) - 3y(k) = 0 dengan syarat awal y(1) = -5.
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Di bawah ini akan ditunjukkan suatu teorema yang menjamin bahwa
kombinasi linear penyelesaian persamaan diferensi linear homogen juga

merupakan penyelesaian persamaan diferensi linear homogen.

Teorema 2.6

Jika yi(k), ya(k), ..., yu(k) adalah semua penyelesaian untuk persamaan homogen

(2-10), maka kombinasi linear m penyelesaian
y(k)y=cy,(k)+c,y,(k)+..+c,y, (k)

di mana cj,c;,, . e konstanta, juga penyelesaian dari persamaan (2.10).

Bukti:

Akan dibuktikan untuk m = 2. Untuk m > 2 dapat dibuktikan dengan jalan yang

sama. Jika y(k)=c,y, (k) +c,y,(k) disubstitusikan ke dalam ruas kiri persamaan

(2.10) diperoleh:

a, (e y (k+n)+c,y,(k+m]+a, ,(Oe,y,(k+n-1)+c,y,(k +n—1)]
+ . a, (e, () +e,y,®)],

ini dapat ditulis sebagai

cfa, Ry (k+n)+a, (K)y,(k+n—1)+... +a,(k)a(k)}+
e {a, )y, (k+n)+a,  (K)y,(k+n—1)+..+a,(k)y,(k)}=0

karena masing-masing pernyataan dalam kurung sama dengan nol. o

Contoh 2.21
Diketahui persamaan diferensi linear homogen y(k + 1) — 3y(k) = 0.
Fungsi y, yang didefinisikan oleh y(k) = 3k merupakan penyelesaian persamaan

di atas karena:
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yilk+1) =3k =3""133
= 3k+1 B 3k+ 1
=0.
Fungsi y, yang didefinisikan oleh yx(k) = 2 -3F juga penyelesaian persamaan
diferensi karena
(k1) =3 pa(k)=2- 351323
_ 2_3k+1_2_3k+1
==},
Akan ditunjukkan bahwa kombinasi linear ciyi(k) + (k) , dengan yy(k) = 3",
(k) = 2-3¥ dan ¢1, ¢, sembarang konstanta juga penyelesaian persamaan diferensi
linear homogen y( k+ 1) —3y(k) = 0.
Dengan mensubstitusikan cjyi(k) + cya(k) ke persamaan diferensi  linear
homogen y(k+ 1) — 3y(k) = 0 diperoleh:

[e, (B +1) + ¢y, (k +1)]=3]e,y, (k) + ¢, (k)]
= o[ (k+1)=3y, ()] + ¢, [y, (k +1) =3y, (k)]
s T o | eminuiial
ZCI[ng __31:+1]+ 02[2_3k+1‘=2-3k+1]
=¢,(0)+¢,(0)

=0

Berarti benar bahwa kombinasi linear c¢yy;(k) + cyy2(k) merupakan penyelesaian

persamaan diferensi hnear homogen tersebut.

Andaikan diketahui persamaan diferensi linear homogen:

a,()ytk+nm+a, (yk+n-D+. . +a()y(k+)+a,(k)y(k)=0
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Karena a,(k)#0, maka persamaan homogen itu dapat dibagi dengan a, (k)
menjadi:
yk+n)+a, (K)yk+n-1)+..+a(k)ylk+1)+a,(k)yk)=0 (2.13)
=0,1,2,....
Andaikan ada himpunan » penyelesaian yang berbeda

v, (k), y,(k), ---, ¥,(k). y,(k) didefinisikan sebagai penyelesaian dengan
syarat awal y,(0)=Ly,()=0,y,(2)=0,..,y,(n-1)=0. Dan  secara
umum, y, (k) dihubungkan dengan syarat awal yang semuanya bernilai nol kecuali
y,(k)=1 untuk k= i-1. Himpunan » penyelesaian yang berbeda ini disebut
himpunan dasar penyelesaian (fundamental set of solution ).Anggota himpunan

dasar penyelesaian disebut penyelesaian dasar.

Teorema 2.7
Andaikan fungsi y(k) suatu penyelesaian persamaan diferensi linear homogen
(2.13), fungsi y(k) dapat dinyatakan sebagai n penyelesaian dasar dalam bentuk:

vk)y=cy, (k)+ce,y,(k)+...+c,y,(k)dimana ¢, ¢, ..., ¢, konstanta .

Bukii:

Andaikan y(k) penyelesaian persamaan diferensi linear homogen (2.13), dengan
syarat awalnya didefinisikan ¢, = y(i-1), i=1,2, .., n

Penyelesaian juga dipenuhi z(%) yang didefinisikan sebagai :

z(l)=cy (k) + e, (k) +..+c,y,(k),
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yang mempunyai » syarat awal yang sama dengan penyelesaian (k) dan dengan

teorema eksistensi dan ketunggalan diperoleh z(k)= y(k).

Contoh 2.22

Andaikan diberikan persamaan diferensi linear homogen
Yk+2)-2pk+1)+wk)=0.

Akan ditentukan himpunan dasar penyelesaiannya. Karena berorde- 2 berarti ada

2 syarat awal tertentu atau ada 2 himpunan dasar ditemukan.

Dengan pemeriksaan diperoleh bahwa fungsi yi(k) = 1 dan y,(k) = & keduanya

merupakan penyelesaian.

Ada 2 penyelesaian dasar yang dapat diperoleh:

fungsi y,(k)=1-k dan fungsi y,(k)=F% .

Oleh karena itu penyelesaian mempunyai bentuk
yk)y=cy,(k)+c,y,(k)y=c,(1=-k)+c,(k)=c, +(c, —¢))k

atau karena ci, ¢; suatu konstanta maka biéa ditulis (k) = ¢ + dk, di mana ¢ dan d

dapat ditentukan.

Himpunan dasar penyelesaian y,(k),7,(k),...,y,(k)yang memenuhi
persamaan diferensi homogen (2-13) adalah himpunan yang bebas linear di dalam
ruang V, karena y,(k) hanya mempunyai satu yang nilainya tidak nol yaitu untuk
k=i-1, maka hanya ada satu cara untuk memperoleh:

ey (k) +e,y,(k)+...+c,y,(k)=0 untuk k= i-1, yaitu untuk ¢; = 0.
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Perluasan dari teorema (2-5) yaitu bahwa suatu himpunan » penyelesaian bebas
linear dari persamaan homogen penting dalam menentukan penyelesaian dasar.

Pembuktian tidak diberikan di sini karena diperlukan konsep lebih lanjut.

Teorema 2.8
Andaikan y,(k),y,(k),..., y,(k) adalah himpunan fungsi yang bebas linear untuk
penyelesaian persamaan homogen (2-13). Setiap penyelesaian y(k) untuk
persamaan homogen (2-13) dapat dinyatakan sebagai kombinasi linear

(k) =y, (k) + &y, (B) + ...+ ¢, v, (k)

uniuk suatu konstanta c;c, ... ,Cy,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB 1

SISTEM WAKTU DISKRET LINEAR HOMOGEN

Dalam bab ini, akan dibahas masalah penyelesaian sistem waktu diskret.
Konsep untuk waktu diskret, yang direpresentasikan dengan persamaan diferensi
akan ~ digabungkan dengan aljabar matriks dan vektor. Untuk masalah variabel
tunggal cukup dengan persamaan diferensi tetapi untuk menyelesaikan masalah
multivariabel dibutuhkan sistem persamaan diferensi. Dasar pendekatan sistem

waktu diskret ini adalah sistem persamaan diferensi orde-1.

A. Sistem Waktu Diskret Linear dengan Input

Definisi 3.1 (Sistem persamaan diferensi orde- 1)
Sistem n persamaan diferensi orde -1 dalam variabel-variabel x((k), xx(k), ...,
x,(k) yang masing-masing merupakan  fungsi dari indeks k yang menunjulkan
fungsi terhadap waktu k, memiliki bentuk umum berikut:

xi(k+1) = f1(ak), xa(k), ... , xu(k), k)

xp(k+1) = fo (k) x2(k), ., xalk), K)

3.1
Xn (k1) = £, (1(k), x2(k), ... , xu(k), k)

38
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di mana fungsi- fungsi f;,1=1,2, ... , n mendefinisikan sistem. Variabel x{k), i=
1, 2, ... , n disebut variabel keadaan (state variable) dan nilainya belum
diketahui.

Fungsi-fungsi f; ini bisa dalam bentuk sederhana atau komplek tergantung
sistem nyata yang dimodelkan. Jika sistem terdefinisi untuk k=0, 1, 2, ... , maka
nilai- nilai x1(0), x2(0), ... , X,,(O) disebut syara't awal. Jika syarat awal diketahui
maka dengan mensubstitusikan ke persamaan (3.1) akan diperoleh nilai- nilai dari
x1(1), x2(1), ... , xo(1). Hasil selanjutnya disubstitusikan lagi diperoleh x1(2), x»(2),

., %u(2). Proses rekursif ini dapat dilanjutkan untuk mencari penyelesaian
tunggal dengan syarat awal yang sudah diketahui. Pada setiap waktu & dalam
proses rekursif, himpunan variabel-variabel xi(k), x2(k), ... , x,(k) memberikan

syarat awal untuk tahap berikutnya.

Definisi 3. 2 (Sistem waktu diskret linear dengan input)
Sistem waktu diskret linear dengan input adalah sistem yang memiliki bentuk
umum:

Xy (k +1) = ay (k)% (K) + @y (K)xy (k) + .+ @y, (K)x ) (6) + by y (g (k) + .+ by (Rt ()
3 (k +1) =y (0)% (k) + oy (k) (6) + ..+ gy ()X, (K) + by (K1t (K) + .ot by (D2 (K)

}cn (e +1) =, (), (k) + @, (e () + ..+ @y, (), (k) + b g Ky (R) + ..+ b, (s, (k)

di mana xi(k), x(k), ... , x.(k) merupakan variabel keadaan dari sistem dan
bernilai real. Nilai- nilai a; (k),i=1,2,3, ... , n disebut parameter / koefisien

sistem, variabel-variabel u (k),u,(k),...,u, (k) adalah variabel input sistem.
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Jika parameter ini tidak bergantung pada waktu k, maka sistem dikatakan
mempunyai koefisien konstan, berarti waktunya tetap (time- invariant).

Bila sistem tersebut dinyatakan dengan notasi matriks menjadi :

xl(k+1) a l(k) alz(k) aln(k) xl(k) bll(k) blz(k) blm(k) ul(k)
.xz(k+1) — a21_(k) azz(k) azn(k) _xz(k) 4 b21.(k) bgg(k) bzm(k) ?‘Z(k)

;Cn (k+1) anl.(k) 773 k) - ann(k) ;Cn (k) bnl.(k ) an k) - bnm(k) um (k)

Sistem waktu diskret linear dengan input tersebut dapat dituliskan secara ringkas
sebagai : |
x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k),

dengan A(k) matriks » x n yang terdiri dari koefisien aj; (), matriks B(k) matriks
n x m yang terdiri dari koefisien b;; (k). Matriks B(k) disebut matriks distribusi
karena mendistribusikan input ke dalam sistem. Dalam masalah khusus, misal
m = 1 maka matriks B(k) menjadi vektor dimensi-», yang dinotasikan dengan
b(k).

Berikut di bawah ini akan diberikan contoh sistem waktu diskret linear

dengan input:

Contoh 3.1

Andaikan di suatu negara terdapat pengelolaan terhadap kebutuhan rumah-
tangga, misalnya mesin cuci. Diasumsikan bahwa pembelian mesin cuci itu baru
dan digunakan sampai rusak. Pada suatu waktu misalkan ada distribusi berbagai
umur mesin cuci seluruh negara itu. Akan diberikan sistem persamaan yang

dipakai dalam pendistribusian ini.
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Andaikan digunakan formulasi waktu diskret dengan periode satu tahun.
Asumsi dasar yang dipakai untuk mengembangkan model ini yaitu bahwa peluang
untuk mesin cuci berumur / masth bisa dipakai paling sedikit 1 tahun sebesar f3,.
Peluang ini relatif tinggi untuk mesin yang masih baru dan rendah untuk mesin
yang sudah tua. Diasumsikan bahwa tidak ada mesin yang masih bisa dipakai
untuk umur » + 1 tahun.

Dengan asumsi ini mesin cuci dapat dibagi ke dalam kelompok-
kelompok umur. Andaikan x, (%) menyatakan jumlah mesin cuci umur 7 tahun
selama periode &, maka keadaan itu bisa dinyatakan dalam bentuk persamaan

x; 1 (k+1)= B,x,(k), i=0,1,2,...,n-1
Jumlah mesin cuci yang berumur kurang dari 1 tahun sama dengan jumlah
pembelian %(k) tahun tersebut yaitux, (k+1) =u(k).

Sistem persamaan ini bisa dinyatakan dalam bentuk matriks menjadi:

0 0 0 x,(k
bt
:xl(k‘l‘l) =10 B 0 xy (k) |+ 0 ju(k)
o] (5 gy i) b

Bila dinyatakan dengan bentuk umum menjadi:
x(k+1) = Ax(k) + bu(k)

Dalam hal ini bu(k) merupakan input sistem dimana b merupakan vektor.

Definisi 3. 3 (vektor keadaan)

Andaikan diketahui suatu sistem waktu diskret linear dengan input,
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x(k + 1) = AOx(®) + B(ku(k)

X (k)
maka x(k) = :xz (%) disebut vektor keadaan (state vector) dari sistem.
X, ()
Vektor keadaan mendiskripsikan secara lengkap bagaimana keadaan sistem pada

waktu k.

Definisi 3. 4 (ruang keadaan)
Ruang keadaan (state space) adalah ruang vektor dimensi- n di mana vektor

keadaan sistem terdefinisi.

Contoh 3. 2
Andaikan diketahui suatu sistem waktu diskret linear dengan input
x(k + 1) = A(k)x(k) + bu(k)

dengan matriks A(k) terdiri dari koefisien a;; (k) yang didefinisikan sebagai
A= [% :%} dan vektor b = [ﬂ

Bila sistem dituliskan secara lengkap menjadi:

qkE+D | 2 —1x®E | o
[xlz (k+ 1)} =[5 - B}LL (/c)J | F o

x (k)

Dalam hal ini vektor keadaan x(k) = L‘ ®)
2

} dengan ruang keadaannya ruang

Euclides R%.
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Selanjutnya akan dibahas bagaimana persamaan diferensi yang sudah
dibicarakan di bab II dapat dibawa ke bentuk sistem waktu diskret linear .
Diketahui persamaan diferensi linear orde- »
yk+m+a, (B)ytk+n-D+. . +a,(b)y(k)=ulk), k=0,1,2,. ..
Akan dibangun sistem yang sesuai. Untuk itu perlu didefinisikan variabel-
variabel keadaan yang menunjukkan nilai y(£).

xy (k)= y(k)
xy(k) =y(k+1)

x, (k) = y(k +n~1)

Sehingga dapat diperoleh bahwa :

X (k+1)=x,(k)
?cz(k +1) = x5 (k)

X, 1(k+1)=x,(k)
Definisi vektor keadaan x(k) yang memiliki komponen x;(k), x5(k), ...,

x,(k) seperti di atas, menghasilkan sistem waktu diskret linear dengan input:

0 i 0 0 0 0
0 0 s S 0 0 0

x(k+1) = ; y : ; : x(k) + (E)u(k)
—ayg(k) —ay(k) —ay(k) - -—a, ,(k) -a, (k) 1

dengan y(k)=x,(k), k=0,1,2,...
Matriks dengan elemen seperti di atas sering disebut matriks kompanion

(companion matrices) dalam sistem waktu diskret.
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Contoh 3.3
Diketahui persamaan diferensi orde-2 yaitu y(k + 2) + 2y(k + 1) + 3y(k) = u(k)
Persamaan ini akan diubah ke bentuk vektor keadaan Untuk itu didefinisikan
dahulu variabel-variabel keadaan sebagai berikut :

x(ky=y(k)  x,(k)=y(k+1).
Dari definisi itu diperoleh bahwa x; (k+ 1) =y (k+2)
Bentuk persamaan diferensi y(k + 2) + 2y(k + 1) + 3y(k) = u(k) di atas ekivalen
dengan W(k+2)=-20(k+1 )3y k) +u(k).
Dengan variabel-variabel keadaan x;(k), x»(k) sistem dapat dituliskan sebagai:

x,(k+1) = x, (k)
1, (e +1) = —2x, (k) — 3, (k) + u(k)

atau dinyatakan dengan bentuk matriks:
{xl(kntl)]:{ 0 1][%(1(,)} [o]u(k)_
x,(k+1) » B TS 1

B. Sistem Waktu Diskret Linear Homogen

Definisi 3.5 ( Sistem waktu diskret linear homogen )

Sistem waktu diskret linear x(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) disebut homogen jika
B(ku(k) = 0. Jika dituliskan dengan vektor keadaan maka sistem waktu diskret
linear homogen ditulis sebagai

x(k+1 )= ADx(). (3.2)
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Bila dituliskan secara lengkap menjadi:

x (k+1) ap (k)  app (k) - ap, k) x, (k)
xp(k+D)|_|ay (k) ap(h) - an (k) | 5(8)
;rn (k+1D) anl‘(k) ) (k) - ay, (k) 'xn (k)

Matriks A(k) terdiri dari koefisien ay; (k). Jika nilai-nilai a;; (k) ini tidak bergantung
pada waktu %, maka sistem disebut sistem waktu diskret linear homogen dengan

koefisien konstan (#ime-invariant system) yang dinyatakan dengan notasi:

x(k+ 1) = Ax(k) | (32a)
al 1 a12 'R aln

dengan A = 921 922 “2n
90 92 - 9y

Jika nilai-nilai a;; (k) bergantung pada waktu £ maka sistem disebut sistem
waktu diskret linear homogen dengan koefisien tidak konstan (fime-varying

system), yang dinyatakan dengan notasi:

X+ D=A@x®) L (32b)
ap (k) ap k) - @, (R)

dengan A = a21-(k) A (B) - g, (k) .
) ap) a0

1. Péhyelesaian Sistem Wakitu Diskret Linear ﬁomogen

Sistem homogen x(k+1) = A(k)x(k), dapat disclesaikan secara rekursif
jika syarat awal ditentukan .
Dengan perulangan substitusi diperoleh

x(1) = A0)x(0)
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x(2) = A(1)x(1) = A(1)A(0)x(0)

x(k) = A(k-1)AK-2) ... A(0)x(0)
Bentuk di atas bisa dinyatakan dalam bentuk matriks menjadi
B(k,0)=Ak-DA(k-2)..A0) (3.3)
Matriks seperti ini akan disebut sebagai matriks transisi keadaan (state tranSitz‘on

matrix) sepetti dalam definisi berikut .

Definisi 3. 5 (Matriks transisi keadaan)
Matriks transisi keadaan davi sistem homogen x(k+1) = A(k)x(k) adalah matriks -

(k1) = Alk DAk =2)..A()
@k, k) =1 k> (3.4)

Bentuk ini ekuivalen dengan

®(k+1,1) = A(k +1- DAk +1-2)--A(l)

= A()AK —1)--A(])

~ A(D)D(, 1) k>l (3.5)
®(,7) =1

Definisi umum di atas konsisten untuk menentukan nilai x(k) jika x(/)
diketahui (£ > /).
Dengan penerapan proses rekursif’ pada sistem homogen x(k + 1) = A(k)x(k)
diperoleh

x(k) = ®(k,Dx(l) .



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 47

Contoh 3.4
Diberikan sistem linear homogen x(k + 1) = Ax(k)
Matriks A tidak bergantung terhadap waktu k Akan ditentukan matriks transisi
keadaan :
®(k,0)=Ak-DA(Kk-2)---A0) k=0
=AA---A
=AK
dengan demikian bentuk tersebut ekivalen dengan:

Ok, )=A" k=l

2. Himpunan Dasar Penyelesaian

Matriks transisi keadaan tersebut di atas didefinisikan sebagai perkalian
matriks karena dapat ditunjukkan bahwa bentuk tersebut menghasilkan
penyelesaian untuk persamaan diferensi. Konsep matriks transisi keadaan dapat
dibentuk dengan cara lain. Pendekatan itu  berdasarkan himpunan dasar
penyelesaian. Diasumsikan bahwa sistem matriks A(k) non-singular untuk Vk .

Diberikan penyelesaian—penyelesaian untuk persamaan homogen (3.2),
misalnya penyelesaian-penyelesaian itu adalah xl(k),xz(k),...,x” (k). Setiap

penyelesaian x' (k) adalah fungsi vektor dimensi-n terhadap k& , yang berarti bahwa

setiap penyelesaian tersebut berupa barisan vektor yang memenuhi persamaan

x(k + 1) = A(k)x(k). Masing-masing penyelesaian dimulai dengan vektor awal
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sebagai syarat awal dan bentuk umumnya diperoleh dengan proses rekursif.

Penyelesaian-penyelesaian ini saling bebas linear di dalam ruang V.

Andaikan x' (k),x2 (k),..,x" (k)adalah himpunan penyelesaian bebas
linear untuk persamaan x(k + 1) = A(k)x(k), maka setiap X' k), i=1,2,...,n
memenuhi X’ (k+1)= A(k)xi (k) yang disebut himpunan dasar penyelesaian.

Akan ditunjukkan bahwa setiap penyelesaian x(k+1) = A(k)x(k) dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linear. Untuk itu, vektor-vektor penyelesaian
x k), x%(k),...,x" (k) akan dinyatakan dalam » kolom matriks # x n yang
dinotasikan dengan X(k):

X(0) = x> x" )] (3.6)
Penyelesaian itu disebut penyelesaian matriks fundamental. Penyelesaian matriks
fundamental ini memenuhi sistem homogen

X(k+1) = A(H)X(k) (3.7)

karena masing-masing kolom X(k) adalah penyelesaian.

" Teorema 3.1

Penyelesaian matriks fundamental X(k) non-singular untuk setiap nilai k.

Bﬁkti:

Pemikiran di bawah ini berdasarkan pada penyelesaian yang bebas linear dan A(k)
non-singular.

Andaikan X(ko) singular untuk X(%), £ = ky maka menurut teorema 2.2

X(k,) o =0,
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untuk zn-vektor ayang bukan nol.
Ada dua persamaan yang diketahui:
X(ko+ 1) = A(ko)X (ko) a)
X(ky Yo =0 b)
Jika persamaan b) dikalikan dengan A(ko) diperoleh
A(ko) X (ky)a =0 | )
Dari persamaan a) dan &) diperoleh:
X(ko + 1) o= A(ko)X(ko) @
© Untuk & = k- 1, persamaan @) dan b) menjadi
X (ko) = Ako-1)X (ko-1) a")
X(k-1)a =0 . v’)
Jika persamaan ') dikalikan dengan A(ko-1)" e diperoleh
X(ko) 0 Ako-1)" = Alko-1) Alko-1) X (ko-1) @

=1 X(ko-1) @

=X(ko-1) @ a*)
Dari a*) dan b") di peroleh bahwa
X(ky1) @ = X(ko)a Ako-1)" =0

Bila dilanjutkan terus akan diperoleh X(%)a = 0untuk Vi sehingga diperoleh
ax (k) + ax? (k) +..+a,x" (k) =0

Pernyataan di atas  kontradiksi dengan asumsi bahwa himpunan dasar

penyelesaian adalah bebas linear. Jadi X(ko) non-singular. o
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Teorema 3.2

Diberikan sistem homogen A(k + 1) = A(k)x(k). Andaikan X(k) penyelesaian
matriks fundamental yang memenuhi sistem tersebut,, matriks transisi keadaan

diberikan oleh pernyataan

®Kk, D) =XEXO)"  untukk > 1.

Bulkti:

Dengan teorema (3.1) bahwa penyelesaian matriks fundamental X (k) non singular
untuk setiap nilai £ dapat diperoleh matriks transisi keadaan.

Andaikan diketahui penyelesaian x(k) untuk x(k + 1) = A(k)x(k) dengan syarat

awal x(0). Barisan vekior x(k) didefinisikan dengan syarat awal x(0);

x(k) = X(k)X(0)"'x(0)

)
Pernyataan benar bahwa x(0) = x(0) .
Juga jika vektor adidefinisikan dengan:
o = X(0) " x(0) (ii)

dari (7) dan (i7) diperoleh x(k) = X(k)w.

Dari pernyataan di atas maka x(k) merupakan kombinasi linear
penyelesaian. Bagaimanapun juga, karena mempunyai syarat awal x(0), dua
penyelesaian x(k) dan x(k) harus identik (dengan teorema eksistensi dan
ketunggalan penyelesaian) berarti x(£) = x(k).

Penyelesaian x(k) dapat dinyatakan sebagai:
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x(k)= X(k) X(0) "' X(0)

Prosedur ini dapat untuk menyatakan x(k) dengan x(1), maka x(k) dapat

dinyatakan sebagai:

x(k) = X(k) XD " x(1) ' *)
Sebelumnya sudah diketahui

x(k) = ®(k,Hx(0) | (*¥)

Jadi dari persamaan (*) dan (**) diperoleh

ok, =XXO™" . o

Dari Pernyataan di atas diperoleh: ®(£,0) = X(k)X(O)“l. Karena X(k)
adalah penyelesaian matriks fundamental maka X(k)X(0)™ juga' merupakan
penyelesaian matriks fundamental dengan ®(0,0) =1

Bila dinyatakan dalam istilah # kolom, penyelesaian matriks fundamental
terdiri dari » penyelesaian betbeda x'(k),x2(k),..,x" (k)dengan syarat awal

tertentu

x (0)=|1 i 2R I

0]
dengan 1 pada posisi koordmnat ke-7. Himpunan dasar penyelesaian ini dapat

digunakan untuk membentuk penyelesaian dengan syarat awal x(0). Penyelesaian
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ini dinyatakan sebagai kombinasi linear dari penyelesaian fundamental yaitu

x(k)=®(k,0)x(0).

Contoh 3.5 (time-varying sistem/sistem nonconstant)

Diberikan sistem linear homogen x(k + 1) = A(k)x(k) sebagai berikut:

xk+D) | M1 k+1] 0
[xl(k+1)}_[0 1 ]Lclz(k)} el

Himpunan dasar penyelesaian dapat ditentukan dengan memberikan 2 syarat awal

yang bebas linear yaitu
x! ) =[(1J berupa matriks satuan substitusikan ke persamaan untuk £ = 0

diperoleh

o-[§ 1o

o i)

substitusikan untuk &£ = 1 diperoleh:

*@=[§ 1o

£ 1

jika proses rekursif ini dilanjutkan terus akan diperoleh:
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(k) = m V>0

Penyelesaian yang lain dapat dicari dari syarat awal x2 0= [iﬂ

Substitusi untuk £ = 0 diperoleh:

x2(1)=[(1) ﬂxz(O)
skl
f

untuk £ =1 diperoleh:

ORI

{0 1]

untuk £ = 2 diperoleh:

SOB P

o 1]
1]

untuk £ = 3 diperoleh:




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI s4

C@=l) 1h*e
{5 17
]

Demikian seterusnya, untuk £ =0, 1,2, 3, ..., x2(k) adalah barisan

RIS

x’(k) di atas bisa dinyatakan sebagai
xz(k)z[k(k“;l)/z} k=0, 1, 20

Dua penyelesaian yang berbentuk himpunan dasar penyelesaian itu bila
dinyatakan dalam penyelesaian matriks fundamental:
X(k):lxl(k) xz(k)J yaitu:

X(k)z[(l) k(szl)/Z]

Jika diberikan sembarang vektor sebagai syarat awal, misal x(0) = [Zl :I’
2

maka penyelesatannya:
x(k) = X(£)X(0) ' x(0).

Karena X(0) identitas, maka penyelesaian umumnya bisa ditulis:

k(k+1)/2
x(k):{(l) k(kﬂzl)ﬂ][al}:[“l“mzai +1/ :l

)
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BAB IV
BEBERAPA PENERAPAN SISTEM WAKTU DISKRET

LINEAR HOMOGEN

Sistem waktu diskret linear yang sudah dibahas di bab III akan diterapkan

dalam kehidupan sehari-hari seperti yang akan diberikan berikut.

A. Struktur Sosial Natchez Indian

Dalam suatu masyarakat secara eksplisit maupun implisit terdapat dalam
segmen-segmen kelas. Kelas tertinggi merupakan pengontrol kemampuan dan
pendistribusi  bagi lingkungan tempat tmmggalnya. Anggota-anggota kelas
ditentukan oleh ketwrunan dan sering kelas tertinggi mempraktekkan endogami
(perkawinan interklas).

Di seberang sungai 'Mississippi terdapat suku Natchez Indians. Untuk
menciptakan struktur kelas terbuka dimana kekuatan dapat ditularkan antar atau
dengan famili untuk mengabadikan kelas sosial dalam masyarakat, suku ini
menganut sistem perkawinan yang sederhana dengan aturan-aturan tertentu.
Masyarakat dibagi menjadi 2 kelas utama yaitu kelas Rulers (kaum penguasa) dan
kelas Commoners {(masyarakat biasa). Kelas Commoners disebut Stinkard. Kelas
Rulers dibagi menjadi 3 subklas: Suns, Nobles, dan Honored. Anggota kelas
Rulers dapat menikah hanya dengan Commoners, sedangkan kelas Commoner

dapat menikah dengan kelas Ru/ers maupun kelas Commoner sendiri.

55
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Keturunan perkawinan antara perempuan kelas Rulers dan laki-laki kelas
Commoners memperoleh status kelas dari ibu, sedangkan keturunan dari
perkawinan antara laki-laki kelas Rulers dengan perempuan kelas Commoner
maka status kelasnya satu peringkat menjadi kelas di bawahnya. Dengan demikian
anak dari laki-laki kelas Sun menjadi Noble dan seterusnya. Aturan perkawinan
kelas Rulers dan Commoner ditunjukkan dengan tabel “aturan perkawinan

Natchez “berikut:

ayah
Sun Noble Honored Stinkard
Sun Sun
= Noble Noble
=
Honored Honored
Stinkard Noble Honored Stinkard Stinkard
Akan ditentukan:

1. bagaimana penyebaran distribusi kelas dari sistem ini ( perilaku sistem ).
2. jumlah total penduduk masing-masing kelas pada generasi ke- & .

Masalah di atas akan dimodelkan secara matematis ke dalam sistem waktu
diskret linear homogen. Untuk tujuan ini akan dibangun suatu sistem dengan
variabel-variabel keadaan sistem. Diasumsikan bahwa populasi dapat dibagi ke
dalam generasi-generasi yang berbeda, dan dibutuhkan tiga asumsi yaitu:

(a) Masing-masing kelas memiliki jumlah laki-laki dan perempuan sama dalam

tiap generasi.
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(b) Masing-masing individu menikah sekali dan hanya sekali dan menikah dengan
seorang pada generasi yang sama.

(c) Setiap pasang suami istri tepat mempunyai seorang anak laki-laki dan
perempuan.

Untuk mencari jumlah anggota populasi masing-masing kelas untuk
generasi ke- k cukup dengan mencari populasi laki-laki saja karena jumliah laki-
laki dan perempuan sama dalam masing-masing kelas.

Andaikan x;(k) menyatakan jumlah laki-laki kelas i pada generasi ke-k,
dengani=1, 2,3, 4 dan:

Kelas-1 menyatakan kelas Sun
Kelas-2 menyatakan kelas Noble
Kelas-3 menyatakan kelas Honored
Kelas-4 menyatakan kelas Stinkard

Dengan memperhatikan tabel “aturan perkawinan Natchez” diketahui
bahwa:

(a) anak laki-laki kelas Sum diturunkan hanya dari setiap ibu kelas Sun, dan
karena jumlah ibu kelas Sun sama dengan jumlah ayah kelas Sun, maka :

xi(k + 1) = x1(k); x1(k + 1) menyatakan jumiah laki-laki kelas Sun pada

generasi-4+1
(b) Anak laki- laki kelas Noble diturunkan dari ayah kelas Surm atau ibu kelas
Noble, maka:

sk + 1) = x1(k) + x2(k)
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(c) Demikian juga anak laki- laki kelas Honored diturunkan dart setiap ayah kelas
Noble atau ibu kelas Honored maka:
x3(k+ 1) = xp(k) + x3(k)
(d) Akhirnya anak laki- laki kelas Stinkard sama dengan jumlah total ayah kelas
Stinkard dikurangi jumlah ayah kelas Stinkard yang menikah dengan ibu kelas
Sun atau ibu kelas Noble , maka:

X4(k + 1) 3 -xl(k) = XQ(]C) + X4(k).

Keempat persamaan di atas dapat dinyatakan dalam bentuk:

x(k+ 1) = Ax(k) yaitu:

x,(k+1) 1 0 0 0}fx(k)
k+1 1 1 00 k
2y T *2(k) dengan matriks A adalah matriks berukuran
x,(k+1) 0 1 1 0}fx,(k)
x,(k+1) -1 -1 0 1}x,(k)

4 x 4 dengan koefisien konstan sehingga sistem ini merupakan sisteni waktu
diskret linear homogen dengan koefisien konstan (time-invariant system).

Sudah diketahui pada bab IIT bahwa matriks transisi keadaan untuk sistem
waktu diskret linear homogen yaitu: |

@(k,0)=A" k20.

Matriks A bisa dinyatakan secara ekivalen dengan bentuk A =1+ B, di mana

0O 0 0 0
" ) _ 0 0 0

T adalah matriks identitas dan B = e karena benar bahwa;
-1 -1 0 0
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1 0 0010000 0 00
1 1 00/ 10100/ [1 0 00
0o 1 10/ Joo10/7lo 1 00
~1 =101 {000 1] |-1 -10 0
1 0 00
11 1 00
1o 1 0 of
AP=T 0 1

Dengan menggunakan ekspansi binomial, maka bisa dituliskan

k k k
A =T+B) =T"+ [l )I"‘IB + (ZJIHB2 +---+ B, di mana ( ,)menyatakan

1

koefisien binomial 4!/ (k - 7)!(i!). Ekspansi binomial ini valid karena I dan B

komutatif , § B=B I, dengan bukti sebagai berikut:

1 00040 0 00 0 0 0 0
_ 01001 0 0O A0 0RO |
IB= = =B dan tentu saja
001 0jJ0 1 0O 0 1 00 )
0 0 0 14j-1 -1 0 O -1 -1 0 0

B I = B karena suatu matriks bila dikalikan dengan matriks identitas hasilnya
matriks itu sendiri.

Bentuk A* di atas dapat disederhanakan, dengan alasan bahwa

1 0 0 0jf1 0 0O 0 000
, | TSl O OTNEalacSiy (U 0 0 00
B*= =
0 1 000 1 0O 1 000
-1 -1 0 14j-1 -1 0 1 {-1 0 0 O
0 0001 O OO0}10 0 O0O0
.3 5 0 0001 1 00 (0 00O
tetapi B'=B"B = =
1 0 0 0(}j0 1 0 0|0 O0O0O0
-1 0 0 0}jf-1 -1 0 1} ({0 O O O
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sehingga :

, ) menyatakan
1

k k k
A¥=I+B) =I* +(1 ]I"“BJr(z)IHBZ +-+B, di mana (

koefisien binomial 4!/ (k - 7)!(31) menjadi :

Af=(I+Bf=I1+kB+ Zc(k—z_l—)—B2 atau secara eksplisit:
1 000 1 0 0 O] 0 0 0 O
01 0 O 1 1 0 0 = 0 0 0 O
AF= vk o T
0 010 0 1 00 2 1 0 0 0
0 0 01 =1 1 O §i] -1 0 0O
1 0 0 0 0 0 0 0] [ 0 0 00
(0100 . k 0 0 O 0 0 00
0010 0 £ 00 k(k-=1)/2 0 0 0
000 1] |-k %k 0 0] |—ktk=1)/2 0 0 0
i 0 0 0 0 0 00
e 1 00 0 - 00 0
ko1 ol | kk=n/2 0 0 0
&k —k 0 1| |~kk=1)2 0 0 0
- 0 00
1k 1 00
KE-Dy2 . & 1 0|
k(D2 —% 0 1

Vektor keadaan x(k) dapat ditentukan dengan menggunakan matriks
transisi keadaan x(k) = ®(4,0)x(0) di mana x(0) merupakan syarat awal, maka

diperoleh:
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[ %,(0)
kx, (0) +x,(0)

x(k) = %k(k —1)x,(0) + kx, (0) + x,(0)

_% k(e +1)x, (0)  kx, (0) + x,(0)

Dari penyelesaian tersebut dapat ditentukan perilaku sistem. Pertama, ini
dapat membuktikan secara langsung bahwa populasi total masyarakat adalah
konstan dari generasi ke generasi.

Jiké baik kelas Sun atau kelas Noble berkembang secara pesat maka
jumlah stinkard akan menurun terhadap waktu, sehingga suatu saat Stinkard tidak

akan cukup menikahi semua anggota kelas Rulers.

Selanjutnya masih menggunakan asumsi seperti dalam Natchez Indian di
atas tetapi dengan menggunakan aturan perkawinan yang berbeda berikut:

Diketahui 2 kelas sosial yaitu kelas-A dan Kelas-B. Kelas-A terbagi ke
dalam 3 sub kelas yaitu kelas-1, kelas-2, dan kelas-3. Kelas-B disebut kelas-4.
Aturan perkawinannya yaitu: kelas-A hanya boleh menikah dengan kelas-B,
sedang kelas-B boleh menikah dengan kelas-A maupun kelas-B. Jika perempuan
kelas-A menikah dengan laki-laki kelas-B maka status anak mengikuti status ibu,
sedangkan jika laki-laki kelas-A menikah dengan perempuan kelas-B maka status
anak juga mengikuti status ibu. Aturan perkawinan itu digambarkan dalam tabel

berikut:
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ibu

1 4
= 2 4
&

3 4

Asumisi (a), (b), dan (c) dari contoh Natchez Indian dipenuhi.
Masalah yang akan diselesaikan sama dengan masalah sebelumnya.
Andaikan x(k) menyatakan jumlah laki-laki kelas-i pada generasi ke-k

dengani=1,2,3,4;jadi .

x1(k) menyatakan jumlah laki-laki kelas-1 pada generasi ke-k

x2 (k) menyatakan jumlah laki-laki kelas-1 pada generasi ke-k

x3 (k) menyatakan jumlah laki-laki kelas-1 pada generasi ke-k

x4 (k) menyatakan jumlah laki-laki kelas-1 pada generasi ke-k.
Maka diperoleh sistem persamaan yang menunjukkan keadaan sistem yaitu:

x, (k +1) = x, (k)
X, (k +1) = x, (k)
xy(k +1) = x; (k)
X, (k +1) = x, (k) =, (k) = x, (k) — x, (k)

Bila dinyatakan dalam bentuk matriks menjadi:

nk+D] 1 0 0 0 x®)
Rk+D| |0 1 0 0x®)
Hk+D| |0 0 1 0fx®)
x| -1 =1 =1 1]x,®
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Seperti sebelumnya, diketahui bahwa
@(k,0)= A* k20

Demikian pula A=1+ B,

1 0 0 0]t 00070 0 0 0
e | O 1 0 O o1 00] o 0 00
0o 0 1 0//00 10/ |0 0 0 0
1 -1 <1 1|0 0 0 1] |-1 =1 =1 0©
A"=(I+B)"=I+kB+k(k2—DB2
1000 0 0 0 0 0O 0 0 0
010 0 0 0 0 0] k(k=D|O 0 0 0
{0010}koooo+2 0 0 0 0
000 1| |[-1 -1 -10 1 -1 -1 0
10000 0 0 0
[0100}{0000
0010/ |0 0 0 0
000 1| |~k ~k ~k 0

Dari x(k) = ®(k,0)x(0) diperoleh penyelesaian persamaan keadaan sistem
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1 0 0 0fx()

0 1 0 0]x©0)

0= 0 1 0] %0

—k —k —k 1]x,0
I x,(0)
x,(0)
) x,(0)

| — o6, (0) + (—k)x,(0) ~ Ax; (0) + x,(0)

Dari penyelesaian tersebut dapat diketahui babwa populasi total masyarakat adlah
konstan dari generasi ke generasi. Jumlah populasi kelas-4 lama-lama tidak cukup
menikahi kelas-1, kelas-2, kelas-3 jika terjadi pertumbuhan penduduk yang begitu

pesat.

B. Masalah Pertumbuhan Populasi Penduduk

Andaikan negara A mempunyai populasi 100 juta penduduk pada tahun
2000. Populasi kota B yang menetap di negara A pada tahun 2000 berjumlah 10
juta. Andaikan setiap tahun 4 % populasi tahun sebelumnya dari kota B
meninggalkan kotanya dan 2 % populasi tahun sebelumnya di luar kota B pindah
ke kota B. Diasumsikan bahwa kenaikan populasi 1 % per tahun.

Akan ditentukan jumlah populasi kota B pada tahun 2000 + £ ( setelah
tahun 2000 ).

Tahun 2000 dianggap sebagai tahun ke- 0 (syarat awal x,(0), x»(0) ).
Andatkan populasi tabun ke- £ kota B adalah xi(k) dan populasi tahun ke- £
negara A di luar kota B yang masuk kota B adalah x,(k). Keadaan sistem tersebut

dimodelkan dengan persamaan di bawah ini:
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x,(k +1) =1,01](1-0,04)x, (k) + 0,02x, (k)]

x, (k +1) = 1,01[0,04x, (k) + (1 - 0,02)x, (k)]
dengan syarat awal:

x,(0)=10x10° , x,(0)=90x10°.

Bila ditulis menggunakan notasi mattiks x(k + 1) = A x(k), menjadi:
%+ [Q01X1-004) (L01X0,02) [x (k) (1)
x,(k+1) | [(1,01Y0,04)  (1,01{1-0,02)]| x, (k)
dengan

_[@01)1-0,04) (1,01)0,02)
as| )

(1,01Y0,04)  (1,01(1-0,02
Penyelesaian sistem waktu diskret linear homogen (b-1) diberikan oleh:
x(k) = ®(k,0)x(0)
di mana ®(4,0) matriks transisi keadaan sistem waktu diskret linear homogen
x(k+ 1) = A x(k) sehingga
®(k,0)= A" k>0
Matriks A bisa dinyatakan secara ekivalen dengan

bentuk A = I+ B, di mana I adalah matriks identitas

[1 Ojl [0,9696 0,0202}
dengan B = -

0 1 0,0404 0,9898

[ 0,0304 0,0202
~0,0404 0,0102]
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k k
Dengan demikian A* = (I+B) =1* +(1 }I’Z“IB+(2]I]“’}";2 +--+B di mana

N

i

k
( ]menyatakan koefisien binomial £/ (k - 7)!(i!).
Sudah diketahui x(k) = ®(%,0)x(0); jadi jumlah populasi kota B setelah tahun

2000 dapat diperoieh dari x(k) = A*x(0) .

Misalkan akan dihitung populasi tahun 2002 maka diketahui % =2.

Ak=1+kB+ﬁl-€2‘—l)B’

A?=1+2B+B?
_[1 0], [ 00304 00202] 1,0808x10™  82012x10™*
o 1 —0,0404 0,0102| |-1,60424x10 —7.1204x10™*

| 1,06090808 0,04122012
1-0,08240424 1,01968796

Sudah diketahui x(k) = ®(k,0)x(0)
< x(k) = A*x(0) sehingga

Al { 1,06090808 0,04122012}[10 x 106}
~0,08240424 1,01968796 | 90x10°
1060980,8-+ 37098108
L {— 0,0824042,4 + 91771916,4jl

_[47707188,8
~191771916,32

Maka diperoleh penyelesaian

x(2)] [ 477071888
x,(2)| 9177191632

]. Jadi jumlah populasi kota B pada tahun 2002 (k = 2)

yaitu 47.707.188 penduduk.
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BABV

PENUTUP

A. Kesimpuian

Dari pembahasan pada bab sebelumnya dapat diperoleh beberapa kesimpulan

verikut;

1.

)

Penyelesaian sistem waktu diskret linear homogen dengan koefisien konstan

x(k + 1) = Ax(k) adalah

(i) x(k) = ®(k,0)x(0) dengan matriks transisi keadaan ®(k,0)=A* k>0
dan syarat awal x(0), atau

(i) x(k)=®(k,/)x(!) dengan ®(k,I)=A*"" k> dan syarat awal x(/).

Penyelesaian sistem waktu diskret linear homogen dengan koefisien non

konstan x(k+1) = A(k)x(k):

(1) syarat awal x(0) adalah x(k) = ®(%,0)x(0), dengan
D(k,0)=A(k-1DA(k-2)..A0) , k=0

(i) syarat awal x(/) adalah x(k) = ®(k,/)x(]),

dengan ®(k,H=A(k-DAk-2)---A(), k=I

Sistem waktu diskret linear homogen x(k+1)= A(k)x(k) juga dapat
diselesaikan dengan matriks fundamental X(k) = [x‘(k) x*(k) - x" (k)]

yaitu:

(i) syarat awalnya x(0) maka x(k) = X(k)X(0)*x(0)

67
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(ii) syarat awalnya x(/), maka x(k) = X(®)X () 'x(?).
Penyelesaian matriks fundamental X(k) non singular untuk setiap nilai £.

4. Jika X(k) penyelesaian matriks fundamental dari sistem waktu diskret linear
homogen A(k+1) = A(k) x(k), maka matriks transisi keadaannya adalah

®(k, 1) = X(K)X()" untuk k>1.

5. Pembahasan sistem waktu diskret linear homogen dapat diterapkan untuk

mengetahui keadaan suatu sistem sosial masyarakat, misalnya menentukan

keadaan populasi suatu kelas pada generasi ke-k dalam Natchez Indian.

6. Pada masalah pertumbuhan populasi penduduk suatu kota yang dipengaruhi

faktor migrasi (perpindahan penduduk), sistem waktu diskret linear homogen

tahun tertentu yang sudah diketahwi, tanpa memperhatikan faktor kematian

dan kelahiran.

B. Saran

Berikut diberikan beberapa saran yang dapat dijadikan permasalahan lebih |

lanjut:

1. Masalah sisiem wakiu diskret linear homogen non konstan (time-

vatying) dan penerapannya.
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2. Menyelesaikan sistem waktu diskret linear homogen dengan

menggunakan metode lain, misalnya metode z-transform.
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