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ABSTRAK

Himpunan semua titik z e ¢ yang orbitnya terhadap suatu fungst f
adalah ferbatas disebut himponan Julia penuh dari /. Datas dari himpunan Julia
penuh dari fangsi J disebut himpunan Julia dari fingsi . Algoritma untuk
menggambar pendekatan himpunan Julia penub adalah sebagar benkut:

Kita tentokan suatu bilangan bulat positift M, dan suatu

daerali I di bidang kompleks. Untuk setiap titik ze D,

terasikan N+ 1 tiik-fitik yang pertama dari orbit-

nya. Bila diperoieh

if“{z)I::- mzd{t‘;{]c;,?,}

untuk suatu n < &, iterasi dihentikan dan titik z itu diberi

warna pufih. Bila diperoleh

1f" (z)[ﬁ maks{]ci,z}
unfuk semua = N, maka ifik z ifu diberi wama hitam.
Titik-titik berwarna hitam itu menggambarkan suaty

pendekatan dari himpunan Juliz penuh dari 1.

Vi
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BABI

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Dinamika fungsi-fungsi peubah kompleks sebenarnya sudsh banyak
diteliti oleh para matematikawan. Visualisasinys secara mendetail ternyata sangat
mentakjubkan, fetapi visualisasi tersebut baru dapat ditampilkan sesudah berkem-
bangnya teknologi komputer. Salah safu hasilnye adalali himpunan Julia penuh,

vang dahulu hanya dapat dipikirkan secara teoretis saja.

Dengan menggunakan komputer, seorang mafematikawan dari Uni-
versitas Yale, vaifu Benoit Mandelbrof, berbasil melihat betapa indah dan me-
ngagumkan himpunan Julia penuh itu. Oleh karena keindshan himpunan Julia
penuh {fersebut, penulis tertarik untuk mendalaminya dan mengambiinya sebagai

topik skripsi.

1.2 Perumusan Masalah

Masalah-masalah yang berkaitan dengan himpunan Julia penuh vang
akan dibahas dalam skripsi ini adalah :
1. Apakah yang dimaksud himpunan Julia penuh dan himpunan Julia itu ?
2. Definisi~definisi dan teorema-teorema apa sajakah yang mendasari algo-

ritma untuk menggambar hunpunan Julia penub ?
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3. Bagaimanakah algoritma untuk menggambar himpunan Julia penuh dari

suaty pemetaan J 7

1.3 Tujuan Pembahasan

1. Memahami apakeh yang dimaksud himpunan Julia pennh dan himpunan
Julia i,

2. Memahami definisi—definisi dan teorema-~tfecrema yang mendasart algo-
ritma untuk menggambar himpunan Julia penih.

3. Memahami algoritma unfuk menggambar himpunan Juliz penuh  dari

suatu pemetaan [ .

1.4 Ruang Lingkup Pembahasan

Dalam skripsi ini, pembahasan himpunan Julia penuh dibatasi hanya
untuk fingsi f, 1 C - € dengan £, (2) = z° + ¢ di mana ¢ adalah suatu parameter

kompleks. Selain iy, algoritma uniuk menggambar himpunan Julia tidak dibshas

dalam skripsi ini.
1.5 Metode Penulisan

Penulisan skripsi int dilaksanakan dengan metode studi pustaka.
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1.6 Sistematika Penmsbahasan

Dalam bab I akan dibahas mengenal fungsi kompleks dan pada bab
JH akan dibahas mengenai ierasi dan orbif. Kemudian dalam bab 1V dibahas
pengertian himpunan Julia pesuh dan himpunan Julia. Bab V membdbas algo-
ritna antuk menggambar himpunan Julia penuh, Sedangkan bab VI berisi kesim-

pulan,
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BAB 11

FUNGSIKOMPLEKS

Dalam bab II im dibahas mesgenal pengertian-pengertian bilangan

kompleks, fingsi kompleks, dan barisan tak hingga.

2.1 Bilangan Kompleks

Definisi 1. Bilangan kompleks adalah bilangan yang dapat dinyatakan sebagai
z=a+bi
di mana @ dan b adalah bilangan-bilangan real, serta ;/° = ~1, Dalam hal ini ¢ dan

bi berturut-turut disebut hagian real dan bagian imajiner dari z tersebut,

Contoh 1. 242/ i, dan 3 =3 + 0/ merupszkan bilangan- bilangan kompleks.

Operasi-operasi penjumlahan dan perkalian bilangan kompleks  dide-

finisikan sebagai berikut.

Definisi 2. Jikaz =¢ + b dan w =¢ + i , maka
ztw=(a+c) +{(b+d)i

2w ={ac-bd)+(ad + bec)i,
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Contoh 2, Jika z=2+2i dan w=0+ 3/ maka
2Hw={2+0)Y+(2+3)j=2+5

z2ew=(2:0~23)+(2:3+0.2)7 =-6+6.

Definisi 3. Diberikan z = ¢ + bi . Modulus dari z, ditulis sebagai [2] adalah

|z|= va* xS
Contoh 3. Modulus dari z=4 43/ adalah |z]= V4 +3" = Vi6+9 = 25 = 5.

Teorema 1. Untuk sembarang bilangan-bilangan kompleks 2z = ¢ + & dan

w=c +di, berlaku ;

) [=f =|7|

i) {z- wi={z| | w]

i) |2+ w] <|z]+]w]

ivlz|-{wigiz-w|.

Bulei:
1) ]Z|2 =(\ia2 +b2)2== & + b
= J@® +6° ) =Va* +24%7 +5°

=Ja*-2a%% 15 v 4a% = J(cez -2 ) +(2abY
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= | (a® - b2 )+ (ad)i |

= l (a+br’)2l = le ‘

i) {zw| = | (a+bi){c+di)]

= {{ac~bd )+ (ad +bc)i |

= \/((mw bd ¥ +{ad +bc )

= “fa"’c2 —2abed + b2d? + a?d? + 2abed + bEc?

- @) = @) )

= |z} |l.

i) (ad -bc ) 20
&> a’d=2abed +b%* =20
< a’d? +b%c* 2 2abed
>t +dPdt 1D+ 247 v 2abed + b0

< (a2 + b )(02 +d2)2(ac+bd )5

<> (\/c;z +b2 et +d? )2 2 (ac+bd ¥

e 2 (VT o rd? )22 (ac+0d)

S a4 b+ N+ et wd et d 2ot +2ac et b 4 2bd +d°

<:>(Jc§2 +8% + Vet +d? )2 Z(J(cw-c}; +{b+d ¥ ]z
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2

e (fabil+lerdi|) =[{a+hi )+ (c+adi)]
<:>([2'+[wl)2 2]z+w|2

c:,|z{+[w{2:[z+xv|2.

\/(ac + bd )2 i {ad - be )2 2 \f(ar: +bhd Y = |m:‘ + bd [ 2 ~{ac + bd )

< x/(ac +bd Y +{ad ~ bef w-(ac+bd)

covatct v atdt + bt 102 = ~{ac + bd )

a? +b3 Vet +d? 2 ~{uc+bd)

<y -tat wh et +de yelac+hd
(\ﬁ T rd? e )

@(\faz +b7 e +d )E sase) w{b+d)
e {ferbil-le+a@ll) <l{ete)+@+a)f
< (el slesof

< [z} v < 2 + v

Sifat 1) dan sifat v) di atas dikenal dengan nama ketaksamaan

segitiga,
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Bilangan kompleks z = a + b dapat dinyatakan sebagai pasangan
terurut (a,b), sehingga z dapat direpresentasikan sebagal titik di bidang koordinat
Kartesius. Akibamya, |z| = Ja? + b7 menyatakan panjang ruas garis QOF dari

titik asal koordinat O{0,0) ke titik £(e, ). Lihat Gambar 1.

Y &
b e T8
r =[?// |
/ ’
e’ —
o @

Gambar 1

Seringkali itk Pgb) dipandang sebagai bilangan kompleks
Z=a+bi ifu sendiri. Absis ¢ dan ordinat b pada Gambar 1, masing-masing di-
pandang sebagal bagian real dan bagian imajiner dari z. Sumbu-x dan sumbu-y
masing-masing dinamakan sumbu real dan sumbu imajiner. Di samping  itu,

bidang koordinat di atas disebut bidang kompleks. Lihat Gambar 2.

qu
bi a+t bi
o) = - X

Gambar 2.

Jika sudut antara sumbu-x positif dan OP sebesar ¢ dan |OP|=r,

maka berlaku
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a=recosd dand=rsing,
Akibatnya bilangan kompleks z = a +4i dapal ditulis sebagat :

= reosf i rsin g (cos{)—i—f'sin (—?).

Deret Mactanrin bagi fingsi-fungst €, cos £, dan sin r berturut-turut

sebagai berikut:
2 3 k
PO ¢ O S
2! 3! k1
2 4 8 BRI
cogt =1 - —+ ! _(nl)mj__
P40 ¢l (24
) !.3 FS I,? (wl)k‘kad-l
BHLE = f = o e e e e S ST
3t st 7! {2k + 1)

dengan re R. Jika pada deret Maclanrin bagi & di atas, 1 diganii dengan i@,

dengan & & R , maka diperoleh:

2 ;3 FAN2E g2kl
Sf=1rif 4 _(.f_?_),_ ol ({.{Q_, L ( b)) ok ..({ U)

(((((

31 (2F) 2k +1)!
::(1 + .'_:ig_)i A5 gg).j a4 Q)ji EEp ] -
21 41 (2k)

2 . 3 . B : 2rat
PP L0 N L0 S L) M
31 5 (2 +1)!

_ ( 62 . ﬁ-‘i 6,6 e (-«1)kﬁ2k W'“\J‘t

»i- r—— [ —
20 41 6l (2!

i LA g s SN .
31 57 2k + i
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= ¢osf +ising.
Dengan demikian bilangan kompieks z dapat pula ditulis sebagai

z=re".

Teorema 2. Jika z=re®, maka untuk setiap bilangan bulat positif » =2 ber-
laku

3“ - rn e:'nﬂ .

Bukti: Jikarn = 2, maka berlaku
z% = (re“')z :rz(e" X )E
= r*(cos @+ isin B
= p? (cc:‘s:3 f-sin® @+ i Zsinﬁcost’i)
=2 (cos 26 +isin 20) =% 70,

Jadi teorema benar untuk 7 = 2, Andaikan teorema benar untuk » = £, yaitu;
¥ ¥ kg

' =re

Akan diperlihatkan bahwa teorema juga benar unfuk » = & +1. Perhatikan:

itH - ko K _tkd }'t?.”) - },m E?t'icﬁ ‘H}

¢
= r* (coskf +isin k6 }{cosf +isin Q)
= "™ (coskd cosd — sin kBsin 8+ cos kB sin &+ sin k¢ cos )

= pb ( 008(1{,9 + 4 :)-H' 8in (:1’9‘1‘ g 3 }
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- rk+1(cols(k6+.9)+i Sln(k9+9))
= 7 (cos{k+1)8 +isin{¥ +1¥ )

- rl:-r! e(()c-i-t) [ B

2.2 Pungsi Kompleks

Definisi 4. Misalkan C himpunan semua bilangan kompleks dan D¢ . Fungsi

7/ D~ Cdisebut fungsi kompleks .

Contoh 4. Jika Dc C, makafungsi /1D — C dengan f{z) =z* adalah fungsi

kompleks.

Definisi 5. Pandang fungsi-fungsi kompleks f:D — Cdan g :# — C, dengan
g(BYg D €, maka koulxposisi fungsi /o adalah fungs: dari Z ke C dengan

Tamus

(rog Ya)=rlglz) ,vzes.

Contoh 5. Misalkan C, = {a+bi la,be Razo } Diketahui fungsi-fungsi kom-
pleks 7:C, — Cdan g:C, — C denganruns f{z) =2 dan g(z) =z +1.
Perhatikan bahwa Vaz=a+bie

g(D=z+1=(a+bi JENEE (a+l)+b;’,
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sehingea bagian real dari g(z) adalah « +1, yang lebih besar atan sama dengan 1.
Jadi
g{c_') g C1-'

Komposisi f o g adalah fungsi dengan rumus

(fog)e)=rel)=r(z+1)=(z+1).

Dalam skripsi ini nanti digunakan notasi /" dengan » bilangan bulat
taknegatif, Untuk » = 0, f° didefinisikan sebaga fungsi identitas P (2)=z.
Untuk # = 1, f° didefinisikan sebagai fungsi f/ itu sendiri. Sedangkan untuk

722, f* didefinisikan sebagai komposisi fungsi o /™7t

Contoh 6. Pandang fungsi f(z) =z°, Akan dicari /*(z).
fE@)=2
@)=+ @)= 17@)= 1(22) = (2] ==*
@)= ¥e)= riri@)= r(z")=(=") = 2
1'@)= e £ )e)= A @)= 1(z*)= (=) = =*.

2.3 Barisan Tak Hingga

Definisi 6. Misatkan WV himpunan semua bilangan bulat positif dan B suatu him-

punan bilangan. Fungsi o : N -> B disebut barisan tak hingga. Jika B = £, maka
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b disebut barisan real, sedangkan jika B = C, maka b disebut barisan Kompleks.

Barisan tak hingga biasanya ditulis dalam bentuk
B(1),5(2},6(3),...,0(n), ...
Untuk n =1, 2, 3, SEITIN b{n) disebuf suku barisan Ke-n. Seringkali barisan tak

hingga b ditulis dengan notasi (b, ).

Contoh 7. 3,4, 5, 6,7, ... merupgkan barisan real, yang berkaitan dengan fungsi

b:N —» R denganrumus b{n)=n-+2, VnelN,

Contoh 8. Misatkan ¢ € C dan f:C - C suatu fungsi kompleks. Maka

7@ @, 2@,
merupakan barisan kompleks yang berkaitan dengan fungsi b: N — € dengan

s

b(r)= /" {a).

Definisi 7. Barisan real (b_‘) dikatakan divergen, yang dinotasikan dengan
limd, =,

Jika Va>0,IMeN> untuk 2 =M berlaku b, >

Contoh 9. Pandang fungsi f:C — C dengan f{z)= 2z. Dengan induksi mate-

matika diperlihatkan bahwa untuk setiap # € N berlaku
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iy=2%. |
Uniuk 7 = 1, tampak bahwa 7* (i y= f(i)= 2/ = 2'1. Jadi rumus tersebut beriaky
unfuk # = 1, Andaikan rumus ity berlaku untuk »# = £, yaitu

i iy=2%.
Maka

FE =S S5y £
= f(2X1)=2.21=2""

vang memperlikatkan bahwa rumug di atas juga berlaku untuk n =4k +1. Jadi
rumus itu beriaku unfuk setiap ne N
Alkibatuya,

fiml 7 (7)) 0,

LErer

karena untuk sembarang o >0 ferdapat Me N dengan M >1+ ‘log o,

sedemikian sehingga untuk- » 2 M berlaku

pas (f)[: 2% 5 2" 9% o DY lain
pthak, barisan lfo(()l,{fl(()x,lfz(O)f,]f(@},.-.. tidak divergen, karena unfuk

setiap ne N,

SHo)=0.
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BAB I

ITERASI DAN ORBIT

Dalam Bab III ini akan dibahas beberapa pengertian dasar yang perly

diketahui untuk mempelajari bab- bab selanjutnya, yaitu iterasi dan orbit,

3.1 terasi

Definisi 8. Diberikan sebuah fungsi f dan misatkan a € D4, . Iterasi tingkat

ke-n dart f untukx =q adalah f"(¢), dimana n=1,2,3,4,..

Contgh 10. Diberikan fingsi ()= x* +1. Akan dicari /*(1). Dilakukan proses
perhitungan sebagai berikut:

=12 +1=2

Q=7 A)N=/@)=2%+1=5

Q=7 @) = f(5)=5"+1=126
=)= 7(26)=26% +1= 677
PO = LL1Q) = F(677) = 677 % +1 = 458330

Contoh_11. Pandang fungsi kompieks f(z)=2z—-i,ze C. Iterasi tingkat ke-20
dari f{z) untuk z =/ adalah /?(2), yaitu:

F)=0
70 = (0= 0"~ =~

15
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= S0 = (- —im= =i
R OENICA0 ) EXCI By
L= 0 =0 —im -1
PO =S = (1) i =i
OERICA D EN T RS
SO0 = (=10 =i =]

SO = R =R i = -1
FR0) = 0= (-1=1) =i =i

Karena ferjadi perulangan, milai komposisi fungsi /" {)untuk » = 4, nuka nilai

fimgsi @) =1

3.2 Orbit

Konsep orbi erat hubungannya dengan konsep iterasi. Definisi orbit

adalah sebagai berikut.

Definisi 9. Pandang fingsi /'dan a € DA, . Orbit dari ¢ terhadap fangsi / adalah

barisan tak hingga : ¢, (@), f7(a), (&), £ (@), L (@),.... " (@),...

Contoh 12, Diketahui fingsi j{z)= 2’ +2/. Akan dicari orbit dari z=/

terhadap fungsi /. Dilakukan proses iterast sebagai berikut:
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S =i +2=~142

FAEO) = (14 2Y 42 =1~ 4i — 442 = -3~

FPly= (=2 =3Y +2 =4+ 121+ 9+ 2 = S+ 14;

TGy = (54140 + 21 = 254140/ =196+ 2 =171+ 14%

Jadi orbit dari z =1 terhadap F{z) = z° + 2/ ndalah

Q=14 2i, =32 54147, 1714142, .. ..

Definisi 10, Orbit dari ¢ terhadap fangs: [ dikatakan terbatas bila terdapat

bilangan positif’ b sedemikian sehingga [f" (a)l <b,VneN.

Contoh 13. Diberikan f(z)= 2" +1. Akan diselidiki apakah orbit dari z =1
terhadap fungst / fersebuf terbatas atau tidak. Dilakukan proses iterasi sebagal
berikut;

Y= +1~¢
JH) =0 +1=1
Sy=1r+1=2
=2 +1=S5
Py =5+1=26
7iG) = 267 +1 =677

Sehingga orbit dari z =7 terhadap f(2)= 2z° +1 adalah 1, 0, 2, 5, 26, 677, .....

Karena tidak dapat ditemukan bilangan positif’ b sedemikian sehingga

S0 <b

unfak V' » € N, maka orbit dari z=/ terhadap fingsi 7 tersebut tidak terbatas.
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Contoh 14. Pandang f(z) = z°. Akan diselidiki apakah orbit dari z = terhadap

fungsi 7 tersebut terbatas ataun tidak. Dilakukan proses iterasi sebagal berikut:

F) =1 =1
=1 =1
SH=r=1
Ffoy=1r=1

Mfh=1r=1

Sehingga orbit dari z =/ terhadap f{(z)=z° adalah 1, 1, 1, 1, I, ... Orbit

tersebut terbatas, karena ada b =2 sedemikian sehingga | /(i )[< 2 ,Vn e V.
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BAB IV

HIMPUNAN JULIA PENUH

Pada bab IV ini, akan dibahas mengenal hmpunan Julia penuh dan
himpunan Julia. Akan diberikan definisi-definisi dan dibuktikan teorema-teorema
yang diperlukan unfuk memahami himpunan Julia penuh dan himpunan Julia
serla algoritmanya. Pembahasan ini dibatasi pada fungsi [, : C~» C dengan

filzy=2z"+¢,

di mana ¢ adalah snatu parameter kompleks.

Misalnya S suafu himpunan pada bidang kompleks. Titik z,¢ C di-
sebut titik batas dart S jika setiap kitaran dari z, memuat anggota S dan anggota

S°. Himpunan semua fitik batas dari S itu dinamakan batas dari §.

Definisi 11. Himpunan semua fitik z & C yang orbitnya terhadap f, adalah ter-
batas disebut himpunan Julia penuls dari /.. Batas dari himpunan Julia pench

dari f, disebut himpunan Julia dar1 f].

Nama “Julig” dalam himpupan Julia penuh dan himpunmn Julia
berasal dari nama Gaston Julia (1893-1978), seorang perwira tentara Prancis yang
teriuka akibat perang melawan Jerman, pada Perang Dunia yang pertama di

Eropa. Pada wakiu itu Gaston Julia terluka kemudian diangkut ke rumah sakit dan

i9
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akhirnya menjalani amputasi pada hidungnya Sejak saat itu ia selalu memakai
penutup hidung pada wajahnya. Selama berbaring dirumah sakit ituiah Jula
melakukan penelitian matematik, khususnya yang berkaitan dengan dinamika

fungsi-fungsi kompleks yang analitik,

Pada waktu yang bersemaan, maiemaiikawan Prancis lainnya, yaitu
Piere Fatou (1878-1929), juga melakukan penelitian dalam bidang tersebut.
Penelitian mereka sebeparnya menghasilkan temwvan-temuan yang penting dan
mengagumkan, tetapt pada masa itu kurang mendapat perhatianl dan cepat
difupakan orang. Baru kurang lebih enam pulub fahun kemwudian, karya-karya
Julia dan Fatou itu seakan dibangkitkan kembali oleh Benoit Mandelbrot, seorang
matematikawan Amerika vang sejak tahun 1977 banyak melakukan penelitian

dalam bidang analisis kompleks.

Contoh 15, Diberikan fangsi kuadrat f{z) = 2*. Akan diselidiki himpunan Julia
penuh dan himpunan Julia dart £, Ambil sembarang z bilangan kompleks yaitu
z=re® . Orbit dari z terhadap fungsi £, adalah

re'® (&Y (re ) (Y, (et Y (e Y

sehingga

(:‘e”’)zn

2

x .
- zeraz" = p

?

o2 } = 1" Joos® (27 0)+uin? 2" 0) = r7"

- a . .} .
Jika r<1, maka % <1.Jika »> 1, maka #° - @ untuk 2 ~» oo Jadi untuk

» <1 orbit dari z terbatag , sedang untuk » > 1 orbit dart z tak ferbatas, Dengan
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demikian himpunan Julia penul dars  f, adalah {z [ lz <1 }, yaltu daerah ling-
karan satuan. Batas daerah ini adalah lingkaran safuan {z Hz| =] } Jadi him-

punan Julia dari f; adalzh {z 2] =1 }
Teorema3. Bila |z]>maks {c).2} maka ,!,’f,&lfﬂ (z)l:co.

Bukii: Andaikan|z| > maks {[ cl.2 }. Kita cukup membuktikan bahwa

@A+ |
untuk soatn A >0 dan setiap brlangan bulat positif #, dengan induksi mate-

matika. Untuk 2 =1, dengan menggunakan ketaksamaan segitiga bilangan kom-

pleks diperoleh:
£ @]=|e w2 |2 Jef= j2 [ - e}
Karena
lz| >maks{|c}, 2} z|cl, maka =|o] > ~|z],
sehingga

7. @) 212f - el ]2 -|z]= [z} - 1)} =]
Dilain pihak, karena |z|>maks {|c],2}, maka [2/=2 + 1 untuk suatu

% >0, sehingga |z|~ 1=1+ 4. Dengan demikian

Jo(2)]> (14 ) [z]. Jodi

teorema benar untuk # = 1. Selanjutnya, andaikan teorema benar untuk » =),
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yaitu
F(2)]> (14 Y |z]

Akan dibuktikan bahwa teorema benar untuk » = & + 1, Dengan ketaksamaan

segitiga bilangan kompleks diperoleh:

|5 ()| =

LU @) =UF @) el 2| (2)]7 -fel.

Karena | z| > maks {le], 2} 2]c], maka ~ ¢} > - |z sehingga

@l @l -8 @f -2k

Dilain pihal
@) > A+AYz] >z,
sehingga ~|z| > -{f:‘ (z){ , yang mengakibatken

@] -2 @) - )]

Jadi

|5 (2)] >('f:‘ @[ - Fellfol-1) 2]

Perhatikan bahwa

f¥(z) > |z]= 2 + A, sehingga | /¥ (2)|~1>1+4. Jadi

@) > E@ I @)-1) >+ A e+ a)= (1+2) 7. &

Contoh 16. Diberikan fungs: £ |, dengan ¢ = 247 . Akan diselidiki bagaimana-

kah perilaku orbitdart z=2/ -3 dan z = {, wtuk » — . Perhatikan babwa

maks{[c [, 2} = maks {‘fi_ 2} = 5.
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- !""""" . ) = I
Untuk z = 2;-3, maka [z[ = V13 > /5. Jadi berdasar Teorema 3,

i | £ (2037 [ =w,
AR

R TPy
A

Untuk z = |, maka lz|=1< J5 sehingea berdasar Teorema 3 tidak dapat disim-

pulkan apa-apa tentang i o (f)] usifuk 72 -3 oo

Teorema 4. Jika lj:"(z)l:» maks {[c|, 2} vatuk suatu bilangan takuegatif & |
1naka

lim | 7 (2)] = .
Buk{i: Misalkan ] ff (z)! > maks {\c ], 2} dan  wo= f:‘ {z). Berdasar Teorema

3, dapat disimpulkan bahwa

e U;P (w)] s i | [ (j:k (z))! = Hm j;pﬂ- (z)[: [
Prrc pesu Frim
Tadi

].in]]j:“(z)lzxd‘). 8

Contol 17, Pada Contoh 16 telah kifa Lihat bahwa iimifz’fﬂ, (2;‘-—3)I: @0 .

Sedang untuk z =/ tidak dapat disimpulkan apa- apa mengenal Lm
BB 2=m)

L)),
Pada contoly ini, hal itu akan diselidik dengan memakai Teorema 4. Telah

diketahut pada Contoh 16 bahwa maks {| 24,2 }: NE
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Unituk z =1,

S Y=t 4 248y = =14 24 =i + 1,

FEO = A+ Qi) =1+ 2+ 14241 =3 + 2.

Karena

b (f)l = |3;' +2] = 13 > 5, Il'lak_a

121;{]2"‘1{ (:‘)l = 0,

Teorema 5. Jika [¢|>2, maka lim
A

5L )=

Bukti: Misalkan |c|>2 . Karena £, (0) = ¢ , maka

72O =] +e| =c(e+1)|=]c]le+1}
Karenafc+1| 2{cf-1 dan [¢]> 2, maka

FHO)=lcllevi>2{]c]-1) = |e|+|el-2>c|+ 2~ 2

=le|=maks {|c|,2}.

Jadi menurut Teorema 4,

tm | /7 (z)l =, H

b ee]

Contol 18. Dari Contoh 16, diketahui bahwa ¢ = 2 +/, sehingga |c|= JSW > 2,
maka dengan Teorema 5 diperoleh

lim | £, (0)] = .
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BAB V

ALGORITMA UNTUK MENGGAMBAR HIMPUNAN JULIA PENUR

Pada bab ini akan dibahas mengenal algontma unhit menggambar
himpunan Julia penuh beserta contoh-contoli penerapansya. Dengan algoritma i
kita dapat menggambarkan pendekatan bagi himpunan Julia penuh pada svatu
daerah di bidang kompleks yang ditentukan, dan menampilkannya ¢i layar

monitor kompufer,

Teorema 4 merupakan dasar bagi penyusunan algoritma tersebut. Jika
ij;“ (z)‘ smaks Hc],z} unfuke suafu bilangan bulat taknegatif », maka orbi
dari z terhadap 7 adalah tidak terbafas, sehingga z bukan anggota himpunan Julia
penuh.

Algoritma untnk menggambar pendekaian himpunan Julia  penulr  dari
fungsi 7, adalah sebagai berikut

Kita tentukan svafu bilangan bulat possif N, dan suatu

daerah D di bidang kompleks. Untuk setiap titik z¢ D

iterasikan NV 41 titik-titik yang perfama dari orbitnya.

Bila diperoleh

‘f;h (2)f>maks H,;],z}

uyntule suata 7oV, derast dibentikan dan ik z il

diberi warna putih. Bila diperoleh

28]
[ ]
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tfc“ (2} !é maks é fei ,2}
untuk semua » <N, maka titik z itu diberi warna hitam,
Titik-tititk  berwarna hitam itc menggambarkan suatu

pendekatan dari himpunan Julia penuh dari 7, .

Algoritma untuk menggambar himpunan Julia penuh dari £, tersebut

dapat disajikan dengan diagram ahr berikuf ini,

————

Wim p

Hitung maks {|¢ 1, Z}J

v
Tentukan z € D yang akan diselidiki

/’km ~~—-———-—---w_h,___' g

‘>mﬁk3 tc 2 } ) dibg:t:l}:ma )

TIDAK _
. 1
z diberr warna
9»

tf‘(z)! > maks {]cl 2 putih

\W
z diber) warna
putih

_,.//

e,
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Dalam prakteknya algoritma ini hanya hanya menghasilkan gambar
pendekatan saja, karena komputer hanya dapat menyelidiki orbil dari berhingga
banyak titik-titik pada suatu daerah di bidang kompleks. Di samping itIU, kom-
puter juga hanya dapat melakukan iferasi sebanyak berbingga kali untuk menen-

tukan sifat orbit dari titik yang diselidiki,

Conteh 19. Pandang fimgsi fy(2) = z°. Penerapan algoritma bimpunan Julia

penub disajikan untuk beberapa titik sebagal berikut. Misalnya ditentukan &V = 3

dan
D={x+yie C!x =ghm,y=fn, maeZ, =20 <m,n$20 4.

Perhatikan bahwa maksi lela2 }: 2. Diambil z=0. Komputer mulai menghi-
tung, f0° (0) yang hasilnya ¢. Karena

| 520 <2
maka iterasi di terugkan yaitn menghitung fol (C) yang hasilnya 0. Karena

| A0y <2
maka iterasi berikutnya dihitong. Demikian seterusnya dilakukan sampal dengan
tterasi tingkat ke-5. Ternyata

jf;‘ (0)1.:2 Vg,

sehingga titik z =0 diberi warna hitam. Kemudian kita tentukan titik pada daersh
D yang fain, misaloya 2z = 8¢ . Komputer melakukan iterasi dari titik itu ter-

hadap 7. Karena
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"Ii .
A i) =2082,
maka iterasi dibentikan dan titik z =1 diberi warna putih, Demikian seterusnya

dilakukan langkah-langkah di atas sampal semua titik-titik dalam daeraly D telab

seiesal diselidiki.

Contoh 20, Ilustrast penerapan algoritma himpunan Julia penuh  dani
Foa(2)=2"~2 untuk beberapa titik adalah sebagai berikut Andaikan ditentukan

N=10 dan diambil daerah
D={x+yie C;x mtom, y=den, moneZ, <300 $mon £300].

Karena ¢ = -2 maka maks] =21 2}=2. Diambil z =/ pada dasrah D . Kom-
puter mulai menghifung iterasi f,' (/) yang hasilnya adalah -3, Karena

|22 0 |=]-31>2
maka iteras) dihentkan dan titik 2 dibert wama putih. Kemudian kita ambil titik
lain pada daerah D, misalnya z=0 . Komputer mulai melakukan iterasi dari titik
tersebut terhadap 7., . Karena

|7 @ |=]-2]52,
maka iterasi diteruskan, yaitn menghitung £,°(0) vang hasilnya adalah 2.
Karena

FAQN S

maka iferasi berikutnya dihitung Demikian seterusnya dilakukan iferasi sampai

dengan tingkat ke-10. Ternyata
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| 2" (0] <2, vn<to,

sehingga titik z=0 diberi warna hitam. Demikian seterusnya sanpai semua titsk

di daerah D telah selesal dikerjakan,

Perhatikan bahwa penentuan nilai N, yaifu maksimum dan banyaknya
iterasi yang akan di kerjakan oleh komputer, sangat berpengaruh pada hasil al-
goritma. Hal ini disebabkan karena kemungkinan ada titik 2z sedemikian ge-
hingga

lf:(z)lg maks Hc|2}
unituk gemua # € N, tetapl
[ ff(z)bmaks {lel, 2}
untuk suatn k> N . Seharusnys titik z tersebut diberi warna putib, tetapi karena N

merupakan maksimum tterasi, maka z menurut algoritma di atas diber! wama

hitam.

Gambar-gambar pada halaman berikut ini merupakan visualisasi

himpunan Julia penuh untuk berbagai nilai parameter c.



