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ABSTRAK '

Optimisasi fungsi lebih dari dua variabel, yaitu fungsi /' : R" — R sangat
sukar diselesaikan secara analitis . Kendati demikian, tidak berarti bahwa masalah
tersebut tidak dapat diselesaikan. Metode numeris dapat mengatasi permasalahan
tersebut, yakni dengan menggunakan metode Steepest Descent. Dalam metode
Steepest descent ini, penyelesaian masalah optimisasi fungsi multivariabel dibawa ke
fungsi satu variabel, yaitu fungsi alpha (f{a)). Perhitungan oy pada metode tersebut
bertujuan untuk memilih pencapaian jumlah maksimum berkurangnya nilai fungsi
obyektif, yakni o= min Ax® - o VAX®)), o > 0. Perhitungan dalam menyelesaikan
masalah tersebut akan menjadi lebih efektif dan efisien apabila dilakukan dengan
menggunékan alat bantu komputer, yaitu program MATLAB untuk metode Steepest
Descent. Pemanggilan program dan penyelesaiannya dikerjakan dalam Command
Windows. Dalam skripsi ini, penerapan metode Steepest Descent digunakan untuk
menentukan kuantitas suatu jenis TV Warna yang harus diproduksi oleh suatu

perusahaan agar laba yang diperoleh maksimum.

vi
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ABSTRACT

The optimization function more than two variables, the function : R" — R is
very difficult to solved by analysis. But, it doesn’t mean that the problem couldn’t
solved. The numerical methods could solve the problem, using Steepest Descent
method. The solution of optimization problem for multivariables function change
into the one variable function in method, that is alpha function (f{a)). On the step size
oy in the method to choose the achieve of maximum amount of the objective
function decrease, that is oy = min f(x(k) - O Vf(x(k))), a = 0. Calculation the solving
problem will effective and efficient if using the computer, the MATLAB program to
Steepest Descent method. Starting and finishing work into the Command Windows.
Applicaﬁon into the script of Steepest Descent method used to decide of the colour

TV quantity that have to produced by company to get maximum profit.
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Salah satu masalah optimisasi dalam matematika adalah masalah mencari
nilai ekstrim suatu fungsi, yakni mencari nilai maksimum atau minimum suatu
fungsi. Optimisasi fungsi satu variabel atau dua vaﬁabel merupakan masalah
optimisasi yang masih sederhana dan relatif mudah diselesaikan secara analitis,
sedahgkan masalah optimisasi fungsi lebih dari dua variabel, yakni fungsi
[ R" > N lebih kompleks dan sulit diselesaikan secara analitis. Untuk itu telah
dikembangkan snatu metode numeris yang dapat mengatasi permasalahan terse‘but, :
meskipun hasil yang diperoleh hanya pendekatannya saja.

Perhitungan secara numeris memang kurang praktis dan tidak efisien apabila
dilakukan secara manﬁal, karena perhitungannya panjang dan berulang-ulang. Untuk
itu komputer dapat digunakan sebagai alat bantu untuk melakukan perhitungan secara
cepat. Oleh karena itulah dalam skripsi ini selain membahas metode Steepest Descent
dan penerapannya, juga akan dibahas program MATLAB untuk metode Steepest

Descent.

B. Perumusan Masalah

Pokok perumusan masalah yang akan dibahas di sini adalah :
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. Apakah metode Steepest Descent itu dan bagaimana metode Steepest Descent
tersebut digunakan untuk menyelesaikan masalah optimisasi fungsi
multivariabel tanpa kendala?

. Bagaimanakah program MATLAB untuk metode Steepest Descent

. Bagaimana penerapan metode Steepest Descent dalam kehidupan sehari-hari?

C. Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk mengetéhui tentang :

. Metode Steepest Descent dén penggunaan metode Steepest Descent tersebut
dalam menyelesaikan masalah optimisasi fungsi multivariabel tanpa kendala

! Bagaimana program MATLAB dan penggunaan metode Steepest Descent

' ‘Bagaimana penerapan metode Steepest Descent dalam kehidupan sehari-hari

D. Manfaat Penulisan

Dengan pembahasan dan penulisan skripsi tentang Metode Steepest Descent

Untuk Menyelesaikan Masalah Optimisasi Fungsi Multivariabel Tanpa Kendala ini

diharapkan bermanfaat bagi beberapa pihak terutama :

1. Bagi Universitas Sanata Dharma

Diharapkan dapat menambah referensi kepustakaan dan dapat digunakan sebagai

bahan acuan bagi pihak-pihak yang membutuhkan

2. Bagi Penulis
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Penulis memperoleh pengetahuan dan pengalaman berharga serta wawasan yang luas
tentang metode Steepest Descent dan bagaimana cara pemrogramannya dengan

menggunakan MATLAB.

E. Metode Penulisan
Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah metode studi
pustaka, yaitu dengan mempelajari buku-buku pendukung yang berkaitan dengan

metode Steepest Descent dan menuliskan programnya dengan program MATLAB.

F. Sistematika Pembahasan

Pembahasan skripsi Aim' terbagi dalam lima bab, Bab I merupakan
pendahuluan yang berisi latar belakang masalah, perumusan masalah, manfaat
penulisan, metode penulisan, sistematika pembahasan dan materi prasyarat.

Dalam Bab 1II, dibahas tentang materi-materi prasyarat yang akan mendasari
pembahaéan—pembahasan selanjutnya. Pada sub bab pertama akan dibaﬁas tentang
ruang FEuclides berdimensi-n (R" ). Pada sub bab kedua akan dibahasb tentang
kalkulus diferensial yang meliputi: keterdiferensialan, vektor gradien, matriks
Hessian, aturan rantai dan deret 7aylor. Akhirnya pada sub bab ketiga akan dibahas
tentang optimisasi fungsi tanpa kendala

Dalam Bab III dibahas tentang metode Steepest Descent yang merupakan

materi pokok. Sebelum pembahasan tentang materi pokok tersebut, terlebih dahulu
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pada sub bab pertama dan kedua berturut-turut akan dibahas tentang metode Newron
dan metode Secant, untuk selanjutnya dibahas tentang metode Steepest Descent.

Pembahasan Bab III di atas dilanjutkan dengan Bab IV yang berisi tentang
cqntoh penerapan metode Steepest Descent. Pemecahannya dilakukan dengan
bantuan komputer, yakni program MATLAB untuk metode Steepest Descent.

Bab terakhir, yakni Bab V, berisi tentang beberapa kesimpulan dan saran.

G. Materi Prasyarat
Dalam skripsi ini diasumsikan pembaca telah mengenal konsep-konsep dasar

aljabar linear dan kalkulus.
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"BAB IT

LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas tentaﬁg . ruang Euclides berdimensi-n,
keterdifernsialan fungsi, vektor gradien, matriks Hessian, aturan rantai, deret Taylor,
optimisasi fungsi tanpa kendala, pembuat minimum lékal dan global, arah layak,
syarat perlu tingkat pertama dan kedua, dan syarat cukup tingkat kedua, yang
merupakan materi prasyarat untuk pembahasan bab-bab selanjutnya. Definisi,

teorema serta konsep-konsep mengacu pada daftar pustaka.

A. Ruang Euclides Berdimensi-n (R")
Definisi 2.1
Ruang Euclides berdimensi-n dinotasikan dengan 9" adalah himpunan semua

matriks berorde nxl dengan elemen-elemen bilangan real.

Matriks berorde nx1 dapat juga dinyatakan sebagai franspose dari matriks berorde

nx1, yakni matriks berorde 1x n. Anggota dari R" disebut vektor.




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Definisi 2.2
Vektor u= :2 dan vektor v = :2 " dalam 9" dikatakan sama jika u; = v; , untuk

setiap 1.

Selanjutnya penjurmlahan dua vektor u dan v dinyatakan dengan u + v didefinisikan

oleh :
Y k¢!
u V2 T
utv=1| .| + | .| =lyy+tvyu+tv, .., u +v,].
un vll
Definisi 2.3

Suatu vektor dalam 9" yang elemennya sama dengan nol disebut vektor nol dan
0

dinyatakan dengan : 0= . | atau 0=10 0 .., O]T.
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7
Definisi 2.4
Y
) U . . T
Andaikan vektor u = | . | atau dinyatakan juga dengan w =[u;, u, ..., u,]" sebarang
u"
vektor dalam ' maka vektor -u =[-uj, -uy, ..., —u,,]T disebut invers terhadap operasi

penjumiahan dari u .

Selanjutnya operasi pengurangan dalam R" didefinisikan sebagai :

u-v=u-+ (-V) = [ul_vl, Uz vy, ..., un_vn]T,

untuk setiap u =[uy, uy, ..., Uyl Tdanv= [vi, v, ..., v,,]T.

Definisi 2.5

Dua vektor u dan v dikatakan saling ortogonal jika w . v = 0, dan dilambangkan
denganu Lv.
Sifat-sifat operasi penjumlahan dan perkalian skalar vektor pada R" dinyatakan

dalam teorema berikut :

Teorema 2.1
Jikauw={(u; u,, ..., u, )T, v=(v,Vy ..., W )T dan w = ( wl; W, ..., Wy )T
adalah vektor-vektor pada 9¢' dan k serta | adalah skalar dalam %, maka berlaku :

a u+rv=v+u
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b. u+(v+w)=(u+v)+w
c. u+r0=0+u=u

d u+(-u)=0,yaituu-u=0
e. k(lu)=(kl)u

f k(utv)=ku+kv

g (k+l)u=ku+lu

h. lu=u

Bukti ;
aut+v=_u, Auz, un)T + (v, Vo, ..., Vn)T
=(uy+v,Utvy...,u+ A
=(vitu,vytuy,..,v,+ u)’
= (V1, Vay ooy Vo) (U, U2, oo, )
=v+ W
bou+ (vVH W)= (U, U, s Un) ' + (V1 Vi, s Vi) F (W, W, o, W)
=(u, Uy, ..., un)T + (ViF Wi, Vot Wy, o, Vit W)
= (urt (vit Wi, upt (VHWa), o it (Vo + W)
= (Vi) + W), (Ut va) + W), ..., (Ut Vi) + W)
= ((urt v), (Ut v2), ..o, (gt V) + (Wi, Wa, ooy We)')
= ((ug, Uy, ..., Up) + (V1, Vo, ..., vl + (Wi, wa, ..., wo)h)

=(u+v)+.w.
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cut+0=(guy,...,uy) Tt ©,0, ..., O)T
=(u+0,u,+ 0, , u, + O)T
= (ug, Uy, ..., un)T
= u.
d ou+(-u)=(u, uy, ..., up) + (-up- g, ., -uy)
= (u-up Uz,- Uy, ..., un-un)T
= (0,0, ...,0)'=0.
e.k(lw)=k((u,u, ..., u)')
=k uy,luy, ..., luy)’
= (k (Luy), (k Luy), ..., (k L up))”
=(((KD) uy), (k1) up), -..( (KI) up))"
= (kD) (up, u, ..., up)")
= (kD) u.
fk(u+tv)=k((u,uy, ..., u) )+ (v, vy, ..., Vo)
=k((u+v,ut+vy, ... u, + Vn)T)
=(k (u +vy), k (uy + vo), ..., k (up + v))"

=(kut kv, ku+kv,, ..., ku, + k)"

=(ku, kuy, ..., ku) T+ (kvi, kvg, ..., kv)"
=k (ula Uy, .oy uﬂ)T+ k,(vla Vo, .y Vn)T
=ku+ kv.

g (k) u=HH) G, w, .o, u)
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10
= ((k+1) uy, (kHDuy, ..., (HD) uy)"
= (kuy+luy kuy+lu,, ..., kuHuy)'
= (kuy, kuy, ..., ku) ™+ (luy, Ty, ..., Tuy)"
= (k(up, Uy ..o, U + 1(ug, g, .., up)Y)
= ku+tlu.
h. Tu=1(0, Uy, ..., U)"
=(lu, Luy, ..., Luy,)
= (u;, Uy e uy)’
=u.u
Definisi 2.6
Jika w = (uy, uy ..., w) danv = (v, vy .., v,)' adalah sebarang vektor pada '

maka hasil kali dalam Euclides vektor u dan v didefinisikan sebagai : u.v=u"v.

Contoh 1

Bilau=(1,3,2,6,-1 )T danv=(0,0,2,4,1 )T, hasil kali dalam Euclides dari u dan

v adalah :

<
Il
NN W =

[0 0 2 4 1] =1(0)+3(0)+2(2)+ 6(4) + (-1)(1) = 27.
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Sifat-sifat hasil kali dalam Euclides dinyatakan dalam teorema berikut :

Teorema 2.2
Jika w, v, dan w adalah vektor dalam #H' dan k adalah sebarang skaiar, maka
berlaku :

a u.v=v.u

b. (u+v). w=u.wt+v.w

[g]

. (ku).v=k(u.v)

d. v.v2>0.danv.v=0 biladan hanyabilav=0.
Bukti :

au.v=_(u,u, ..., un)T. (V, Vo, ... ,vn)T

=(u.vy, U Vo, ..., Lin . vn)T

=(Vy. U, Ve Uy, ..., V. un)T

= (v, Va, ... ,vn)? ) (ul, .., un)T

=v.u
b.(u#v).w=(u1+v1, Uy + vy, ... ,un+vn)T'. (W1, Wy, ... ,wn)T
={(u+v). wi+ (mp+ v) . wp t (U, + )}
=(u;.Wy, Up. Wy, ..., Up. W) Ty (Vi.Wy, V2. Wo, ..., vn.wn)T
=u.wt v.w

c. (ku).v=(kuy, ku,, ..., ku) . (vi, Vo, ..., Vo)

= k ((u]’ u2, 9 uﬂ)T . (Vla VZ’ e VH)T)
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T
=k (up.vy, Up. Vo, ..., Uy . Vp)
=k(u.v)

2 2

d. Di perhatikan v . v. = v; “+ v, “+ ... + v, 2 > 0, karena v > 0 V.,

Selanjutnya kesamaan tersebut benar jika dan hanya jika vi=v, = ... = v, =

0,yakniv=0.m

Definisi 2.7

Norma Euclides vektor w = (uy, uy, ..., u, ) dalam %' didefinisikan sebagai :

Jull=(u.u)?= i+ +. 2

Contoh 2 :

Andaikan v = (-1, 1, 1, 3, 6 ) maka norma Euclides dari vektor v adalah :

fu] = V-P+P+12+3* +6°

la| =vT+1+1+9 + 36

- J&E

Definisi 2.8
Jika w=(uy, uy, .., u, ) danv=_(v, vy .., v, ), jarak antara w dan v pada 97"

didefinisikan oleh :

v d(wv)=fu-v = \/(ul —v)2 Uy —vo) o+ (uy — vy)?
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B. Kalkulus Diferensial
1. Keterdiferensialan

Suatu fungsi real dalam satu variabel dikatakan kontinu pada x =a Jika:

e A =

a. f{x) didefinisikan, yakniadax=a

b. M  Ax)ada,dan

c. Im  Ax)=Aa).
Selanjutnya suatu fungsi dikatakan diferensiabel pada suatu titik jika derivatif pada
titik tersebut ada.

- Kalkulus diferensial didasarkan pada gagasan aproksimasi suatu fungsi yang

berubah-ubah oleh suatu fungsi affine . Suatu fungsi#: "> R™ dikatakan affine
jika terdapat suatu fungsi linear £:R"— R™ dan suatu vektor yeR™ sedemikian
sehingga

A&) = £(x) + y untuk setiap x €R"
Untuk menemukan suatu fungsi affine yang aproksimasi f nya dekat xo terlebih

dahulu ditentukan suatu kondisi awal +£{X,) = f{X,)

A&) = £(x) + y
Hhxo) = £(x0) +y
S(xo) =£(xp) Ty

Y =/(%o) - £(x0)
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- £(x) + y = £(x) + fxo) - £(x0)
= £(x) - £(x0) + f(x0)
=£(x - Xo) + f(xo)

sohx) = £ (X - x0) + f(Xo)

Selanjutnya <#x) menghampiri f{x) lebih cepat dari pada x menghampiri x,

- | _,

yaitu lim T—————~=0. Kondisi tersebut menjamin bahwa &
X2X0eQ Jx=xo |

menghampiri / dekat x, dalam arti bahwa kesalahan dalam éproksimasi pada suatu
titik adalah ‘kecil’ dibandingkan dengan jarak titik dari x.

Secara ringkas, dalam fungsi /: Q— R™, Q < R" dikatakan diferensiabel
pada x0€Q jika terdapat suatu fungsi affine yang menghampiri / dekat x,, yaitu

terdapat suatu fungsi linear £:R"—> R™ sedemikian sehingga

2 [7020) = £x = x0 )+ f(x0)] _

B T

Fungsi linear £ di atas ditentukan oleh f dan x,, dan dinamakan derivatif /
terhadap x, .Suatu fungsi f dikatakan diferensiabel pada Q jika f diferensiabel di
setiap titik dari domain Q.

Dalam R, suatu fungsi affine mempunyai bentuk ax + b, di mana a,beR.
Oleh karena itu suatu fungsi f{x) bernilai real dari variabel real x yaitu, diferensiabel

pada x, dapat diaproksimasikan dekat x, oleh suatu fungsi
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S (x)=ax+b.
Karena f{xg) = &/ (X¢) = axo + b, maka:
H(x)=ax+b
ol (X0) =axot b
S(xo) =axo+b
b =f{x0) - axp
oA (x) = ax + f(xo) - axg
= ax - aXo+ f{Xo)
= a(x - o )+ f(xo)
o A(x) =ax+b=a(x - x )+ f(Xo)
Bagian linear dari «#(x), lebih mudah dinyatakan oleh £(x), hanya dalam kasus ax.

Bentuk dari suatu bilangan real yaitu nilai mutlak , juga mendefinisikan

— (% )y
keterdiferensialan menjadi lim lf(x) (atx=xg )+ /i (xO)| -

0
x—0 ix—- xol

0= fiwa)|

yang ckuivalen dengan [im =a. Bilangan a biasanya dinyatakan

x—0 IX'* XOI
dengan f(x) dan dinamakan derivatif f terhadap xo. Oleh karena itu fungsi affine

diberikan oleh : #(x) = f{Xg) + f(X0) (X-X0).
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2. Vektor Gradien

Definisi 2.9
Diberikan suatu fungsi - %' — 92 Gradien dari f pada x = (x;, x; .., x0)"

dinyatakan dengan VAx) didefinisikan sebagai :

VAx) = (gf—(x), g—j—(-—(x), s g—f—(x) ). Atau dinyatakan dengan vektor kolom
2] 2

xll

4 -
0
a_x,(x)
of
sebagai : Vf(x)= Eg(x)

07 1

| Ox, i

Contoh 4 :

Diberikan suatu fungsi f{x) = (x; - 1)2 + (X, -1)2 dan vektor x = (1.8, 1.6).
Vektor gradien dari f{x) pada vektor (1.8, 1.6) dihitung sebagai berikut:
Nilai fungsi fpada x yang diberikan adalah:

7(1.8,1.6)=(1.8—1)*+ (1.6 1)

=0.64 +0.76
=1.40
ox
X (18,16)=2(x- 1) IX oy s UK )
ox1 f’)’z o ’ ; .
- 7/’& [\{7*1)
=2(1.8-1)
5]\(7 - l“ﬁ /]7
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=16

Ox

2 (1.8,1.6)=2 (x,-1

axz( )=2(x2-1)
=2(1.6-1)
=12

. 1.6
Jadi Vf(x) = [l 2}

3. Matriks Hessian

Definisi 2.10

Diberikan suatu fungsi > 9" — 9. Matriks Hessian dari f merupakan suatu matriks
yang diperoleh dari derivatif parsial kedua untuk fungsi f (x).

Matriks Hessian tersebut dinyatakan sebagai:

[ &  &f *f
axt  Oxox, a_xla_x:
orf o o f
D’f= ox,0x,  Ox) 0x,0x,,
ofr  df 3f
| ox,0x,  Ox,0x, o>

Contoh S:
Diberikan suatu fungsi £(x) = x;* +x,° +2x.°+ 3%,° — XXy +2X;+ 4x, dan vektor (1, 2).
Vektor gradien dan matriks Hessian dari fungsi tersebut dihitung sebagai berikut:

Derivatif parsial pertama dari fungsi adalah :
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of =3x > +4x, - X + 2
8x1
if— =3X22+6X2—X1+4
6x2

Disubstitusikan x; = 1, x, =2, diperoleh:
or =3(1)Y2 +4(1)-2+2
6x1
=3+4=7
o7 =302)+6(2)-1+4
6x2

=12+12+3

=27
: . i ; 7
Jadi vektor gradien dari fungsi tersebut adalah: V/'(1,2) = {27}

Derivatif parsial kedua dari fungsi adalah:

o2 f
2

—6x, +4=6(1)+4=10
8x1
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o2 f
2=6x2+6=6(2)+6=18.

6x2

Oleh karena itu, matriks Hessian pada vektor (1,2) yang diberikan adalah:

Gy [10 1
S T

4. Aturan Rantai
Sunatu fungsi /: Q - R ™, Q <« R", dikatakan diferensiabel kontinu pada Q
jika fungsi tersebut diferensiabel pada Q, dan Df Q — R ™ * " kontinu, yakni

komponen dari f mempunyai detivatif parsial kontinu.

Teorema 2.3

Andaikan g : ¥ — K diferensiabel kontiﬁu pada suatu himpunan terbuka ¥ - 97",
dan andaikan f': (a,b) - ¥ diferensiabel pada (a,b). Fungsi komposit F : (a,b) —
yang diberikan oyleh F () =g (f (1) diferensiabel pada (a,b) dan

5@

F'()=Dg(f(1) DF()=Vg(f) " |
1)

Buktt :

Dengan definisi: F'() = lim il (”hl) —FO tim 8(f (f+h)l)—g(f )
- n —0 1
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jika lintitnya ada.

Karena f kontinu dan diferensiabel, dengan menerapkan Teorema Nilai Rata-rata
untuk g diperoleh : g (y) — g (x) = Dg (xo) (y-x), di mana x, adalah beberapa titik pada
segmen x dan y. Misalnya x = f(t) dan y =/ (t+h) maka :

F+h)-F@) _Dglx)f+hm)-f()
h h

Oleh kekontinuan dari Dg, Dg (xo) = Dg (£ (t)) seperti h — 0.

Jadi F(t) =

", Deixo) L D270 - pyifomso. =

h

5. Deret Taylor
Teorema 2.4
Andaikan suatu fungsi f : R —> 9 terdeferensial ke-m dan kontiny, yakni f € o "

© pada interval [a,b], maka

(b___a)m—l f('" )

fb) =fa) + p—

f(a)+ S (@) +

bh—
09 @+,

(b-ay’
pil

dan Ry = =0 " oo = O o v

di mana 6,0’ (0,1).
Bukti: Perhatikan bahwa

(b a) (b-a)? a)- (b a)™!

5 T L Dy,

Ry =Aa)Ab) - ———=f"(a) -
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Andaikan Ry, = g, () dengan x menggantikan a, maka :

_ (-0

00100/ =D ) - O A
)= /0) ) L0 ) LD iy %}l—f@'”()
gn () =0

@ = M) - LD 1) - O oy O ﬁ)l, 2D ot (g) =g,

Dengan menerapkan Nilai Rata-rata, maka terdapat paling sedikit satu bilangan ¢

dalam (a,b) di mana %ﬁﬁl 7(c) maka diperoleh:

M* 2’ m (at+6(b-a)) di mana 6e(a,b). Yang ekuivalen dengan
SR 088000 a)™D

b-a ey —— e S

~(b-a)"ta-6)""
(m-1)!

Ry = f (a+6(b-2))

(b-a)y"1-6)""
(m-1)!

Jadi R,= " (at+6(b-a)) m
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C. Optimisasi Fungsi Tanpa Kendala

Optimisasi merupakan suatu proses penentuan penyelesaién yang terbaik dari
suatu masalah. Dalam masalah optimisasi fungsi, tujuannya a_dalah mengoptimumkan
(memaksimumkan / meminimumkan) nilai suatu fungsi. Optimisasi fungsi tanpa
kendala berarti mencari nilai x untuk mengoptimalkan fungsi tujuan ‘atau fungsi
obyektif tanpa adanya pembatas yang membatasi pencapaian nilai optimal dari fungsi
itu. Menentukan Penyelesaian ma_lsalah optimisasi tanpa kendala untuk bentuk.
maksimum fungsi, ekuivalen dengan menentukan minimum dari negatif /' (-f) fungsi.
Oleh karena itu, pada pembahasan sélanjutnya akan selalu dianggap masalah
optimisasi sebagai masalah mim'rﬁisasi. Fungsi yang akan diminimumkan disebut
fungsi tujuan atau fungéi obyektif, yakni fungsi /: R" — R dengan nilai fungsi suatu
bilangan real. Perumusan masalah optimisasinya adalah sebagai berikut :

Optimumkan 7 (x) -

di mana xe€.
Dalam hal ini, vektor x adalah suatu vektof berdimensi-n' dari variabel-variabel
bebas, yaitu x =[xy, X, ..., x,,]T dengan x,, X,, Xs, ..., X, merupakan variabel-variabel
keputusan. Himpunan Q merupakan subset darj R" yang disebut himpunan kendala -
(feasible set), Masalah optimisasi di atas dapat dipandang sebagai suatu masalah
keputusan' yang meliputi penemuan vektor x ‘tefbaik’ dari semua variabel yang

mungkin dalam Q. Vektor ‘terbaik “ dimaksudkan sebagai suatu vektor yang
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membuat nilai fungsi obyektifnya optimum. Vektor demikian dinamakan pembuat

minimum dari fungsi /.

Definisi 2.11 Pembuat minimum lokal
Andaikan f:Q—>HR dengan QcH' adalah suatu fungsi dengan nilai real yang
didefinisikan pada suatu himpunan Q2 c %' .vektor x* € £ adalah pembuat minimum

lokal f atas .Q jika terdapat £ >0 sedemikian sehingga f(x) 2 f (x*) untuk setiap

xeQ\ {i*}dan u x-x*“ <€

Definisi 2.12 Pembuat minimum global
Suatu vektor x* € 2 adalah pembuat minimum global f atas 2 Jika f (x) 2 f (x#)

untuk setiap x €2\ {x*}.

Untuk mendapatkan suatu vektor x* pembuat minimum lokal digunakan

derivatif fungsi /- R" — R. Derivatif pertama dari f dinyatakan oleh :

Df<x>=[-§i . L o . il )}
X 2

X oxy,
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dan derivatif kedua dari fadalah :

[ &f &f . &f ]
oxl  oxox, . Ox,0x,,
_ *f &f  &f
D* f(x)= Kaxl o2 . 0x,0x,
o’f of o’ f
| Ox,0x; Ox,0x, ox? |

Selanjutnya untuk menentukan bahwa suatu pembuat minimum fungsi terletak di

sekitar Q, diperlukan definisi berikut :

Definisi 2.13 Arah layak ( Feasible direction )

Suatu vektor deR", d#0, adalah arah layak pada xe€Q jika terdapat ay>0 sedemikian

sehingga x + adeQ untuk setiap o.€ [0, o).

Beberapa teorema yang penting untuk kondisi minimum lokal, diberikan oleh

teorema berikut :

Teorema 2.5 Syarat Perlu Tingkat Pertama (SI"TP)
Andaikan Q2 < 9" dan fc @' suatu fungsi bernilai real pada £2. Jika x* merupakan
pembuat minimum lokal f atas €2 maka ada arah layak d pada x* sedemikian

sehingga dTVf (x*)=0.
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Bukti :
Perhatikan bahwa x (o) = x* + ad {2 (Definisi).
Untuk o = 0, maka x (a) = x* + 0d = x*,
Kemudian dibuat suétu fungsi ¢(a) = fx(a)). Dengan menggunakan
teorema deret Taylor diperoleh :
SO +ad) - £(x¥) = ¢ () - ¢ (0) = ¢ (0) &+ 0 (o) = aud "V (x(0)) + 0 (cv),

dimana a > 0. Jadi jika ¢ (o) > 0 , maka d'V/(x*) >0. m

Corollary 2.1 Masalah Interior
Andaikan Q ¢ 9" dan fc ' suatu fungsi bernilai real pada 2. Jika x* merupakan

pembuat minimum lokal f atas $2dan jika x* adalah suatu titik interior pada €2 maka

Vi (x*)=0.

Bukti :
Andaikan / mempunyai pembuat minimum lokal x* yang merupakan titik
interior pada Q. Karena x* titik interior pada Q, himpunan arah layak
pada x* adalah seluruh R" Jadi terdapat deR” d'Vf (x*)=0 dan - d"V/ (x*)>

0. SehinggaV/(x*)=0. m
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Teorema 2.6 Syarat Perlu Tingkat Kedua (SPTK) Masalah Interior

Andaikan Qe9', fe &’ suatu fungsi pada 2 x* adalah pembudt minimum lokal

pada f atas €2 dan d suatu arah layak pada x*. Jika d"Vf(x*) =0, maka

Bukti:

d"F (x*) d 2 0, dimana F adalah suatu matriks Hessian pada f.

Andaikan terdapat suatu arah layak d pada x* sedemikian sehingga
d"V/(x*)=0dand"F (x*) d <O0.
Diketahui x (a) = x* + ad dan ¢ (a) =f(x* + ad) = f (x(c). Dengan bentuk
Taylor diperoleh :

(X,z 2 . T
¢ (o) =0 (0) + ¢" (0)7 + 0 (o), dengan asumsi bahwa ¢" (0) = d Vf
(x*)=0,dan ¢"(0)=d"F (x*) d < 0. Untuk nilai yang cukup kecil a,

a2

¢ (0)-¢(0)= ¢ (0)7 +0 (&) <0, f'aituf (x* + ad) <f(x*), terjadi

kontradiksi dengan asumsi bahwa x* adalah pembuat minimum lokal. Jadi

0" (0)=d"F (x*)d>0. m
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Corollary 2.2 Masalah Interior
Andaikan x* adalah suatu titik interior pada 2 < $H', jika x* adalah pembuat
minimum lokal dari [: Q% f € &° maka Vf (x*) = 0 dan F(x*) > 0, yakni untuk

setigp deR", d" F(x*) d > 0.

Bukti:
Jika x* adalah suatu titik interior, maka menurut corollary 2.1 dan teorema

2.6 semua merupakan arah layak. m

Teorema 2.7 Syarat Cukup Tingkat Kedua (SCTK) Masalah Interior
Andaikan fe @° didefinisikan pada daerah dalam x* yang merupakan titik interior.
Andaikan bahwa Vf (x* ) = 0; dan [ (x*) > 0. Maka x* adalah pembuat minimum

lokal dari f.

Bukti :
Karena g2, F(x*) = F'(x¥*). Dengan rhenggunakan asumsi f (x*) > 0 dan
menurut ketaksamaan Rayleigh (Chong & Zak, 1996 : 36) bahwa jika d # 0,
maka 0 < Amin (Fx*)[[d|? < d' F(x*)d. Dari teorema deret Taylor

diperoleh :

1 A A F(x* |
fx*+d)-f(x¥) = — d' Fx®)d + 0|l 2 ——(#2 lal*+ oclal?.
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sehingga dengan asumsi di atas Vf (x* ) = 0. Untuk semua d sedemikian

sehingga ||d| adalah cukup kecil, /(x* +d) > £(x*). =
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BAB III

METODE STEEPEST DESCENT

Pada bab ini sebelum pembahasan tentang metode Steepest Descent, terlebih

dahulu akan dibahas tentang metode Newtorn dan metode Secant.

A. Metode Newton

Metode Newton merupakan suatu metode yang didasarkan pada pendekatan
fungsi f(x) dengan fungsi yang lebih sederhana. Fungsi tersebut dicari minimumnya,
kemudian minimum dari fungsi tersébut digunakan sebagai pendekatan dari
minimum f{x). Fungsi paling sederhana yang dapat dipakai pendekatan f{x) adalah
fungsi kuadrat, karena fungsi kuadrat mempunyai minimum. Fungsi kuadrat
mempunyai bentuk:  g(x) =Ax®) + " x®) xx®) + 1% " x®) (x-x®)2
Maka sebagai pengganti dari minimum f, diminimumkan aproksimasi g. Dengan
menggunakan syarat perlu tingkat pertama (SPTP) untuk suatu minimum dari ¢
menghasilkan :

0=qg¢x)=f' (x(k>) + £ (x(k)) (x—x(k)). Ambil x = (x(kﬂ)) maka:

0=g'(*D)= f"xO)+ 17 (x®) G*xY).

& £ 6O+ £1x®) xEDx®) =g

/1 6®) ) = 1 (1)

29
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x&FD_y ®) 1”(’6_(]‘)_)
ra®)

g0 L6
re®)

Andaikan x® adalah pendekatan x*, maka ekspansi deret Taylor fungsi 7 di sekitar
x® adalah: x®+ (x-x®) = x®) + 7" G® xx®) + 4% £ (x®) xxP)? + ...
Minimum fungsi / dapat didekati dengan ekspansi deret Zaylor tersebut, sehingga

diperoleh:

Ax*) = min f{x)
X

= min Ax®+ (xx®)
X-X(k)

=min [x®+ £ x® xx®)+ % 7 x®) xx®72+ ]
&)
X=X

~min []‘(x(k)+ v 3 &® xx®) + 14 77 (x®) (x-x(k))z]
®
X-X

Karena f{x) didekati oleh fungsi kuadrat dalam (x-x®) maka suku-suku berorde lebih
tinggi dapat diabaikan. Untuk meminimumkan fx®+ £ (x® (x-x®) + 11 /")

(x-x®)? diturunkan terhadap (x-x®) diperoleh: &™)+ " xY) xx®) =0 atau

(k)) - —f(x(k))
7«

(x-x
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&)

(x-x®) adalah langkah pendekatan yang akan membawa x* menuju x* sehingga x*

= x® + (x-x®). Metode Newton menggunakan pendekatan ini sebagai rumus iteratif,

: (k)
sehingga diperoleh rumus iteratif : xX**D = x® + (x-x®) = x® - S67)

red®)
Pada metode Newton, untuk menjamin bahwa hasil yang diperoleh adalah

minimum maka f”(x) > 0 untuk semua x (lihat gambar 1 bagian atas). Namun jika
/" (x) £ 0 metode Newton gagal menemukan pembuat minimum, sebab jika /" (x) <

0 maka hasil yang diperoleh adalah maksimum (lihat gambar 1 bagian bawah),

sedangkan jika f"(x) = 0 berarti f mempunyai ekstrim lebih dari satu.

Lay
Q{xy

F{x)

1
1

- ———

x(k) x{K+13

!,q‘

fex}

[}
[}
i
1
[}
]
[l
1
1
]
{
1
1

O R LD

C E—

Gambar 1
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Contoh :

Akan digunakan metode Newron untuk memperbaiki suatu aproksimasi pertama x©-

= 12, akar dari persamaan g(x) = x’ — 12.2x* + 7.45x + 42 = 0.
2'(x) = 3x* — 24.4x +7.45.
Dengan melakukan dua iterasi diperoleh:

(D gy 1026

12 - "33
146.65

14.73

xP=1133- =11.21
116.11

B. Metode Secant
Dari Pembahasan metode Newfon di atas, dapat diketahui bahwa penentuan

minimisasi fungsi / membutuhkan derivatif kedua dari fungsi ftersebut, yakni :

L o L (=)

f oo ( x(k)) :
Jika derivatif kedua dari fungsi tersebut tidak ada, maka dapat diusahakan dengan

menghampiri  f” (x(k)) menggunakan derivatif pertama dari fungsi tersebut. Jadi

(x(")) _ f’(x“"”)

diusahakan 7" (x®) dihampiri dengan © " sehingga diperoleh:
x - x

()

A B o D)
x¥0=x®- ! (xx(Z) _{C(Si) )
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ORI

f’(x(k)) _ f,(x(k—l))

XD — (0 7' (x®). Rumus inilah yang dinamakan

rumus metode Secant.
Algoritma metode Secant membutuhkan dua titik awal untuk memulai
melakukan iterasi, yang dinyatakan dengan xY dan x©. Metode Secant disajikan

dalam bentuk yang ekuivalen, yakni:

&+ f'(JC(k))x(k—l) _ f,(x(k—l))x(k)
X =

f’(x(k)) _ f’(x(k"))
Sebagaimana metode Newfon, metode Secant tidak langsung memasukkan nilai-nilai
dari f (x%). Sebagai pengganti diusahakan mengendalikan /' (x®). Cara pengeijaan
menggunakan metode Newzon tidak berbeda dengan cara pengerjaan menggunakan
metode Secant dalam hal metode Secant diintepretasikan sebagai suatu algoritma
untuk menyelesaikan persamaan yang berbentuk g(x) = 0. Dengan spesifikasi bahwa

algoritma metode Secant untuk menemukan suatu akar persamaan g(x) = 0

D) — 0 _ & —a)’"(l—é’fﬂ
(m—1)!

. g(x(k))x(k—l) l g(x(k—l))x(k)
X© = ,

g(x(")) S g(x(k"”)

Metode Newton menggunakan kemiringan (s/ope) dari g untuk menentukan

mempunyai bentuk : x 2(x®), atau ekuivalen dengan :

titik berikutnya, sedangkan metode Secant menggunakan titik ‘Secant’ di antara titik

ke-(k-1) dan titik ke-k untuk menentukan titik ke-(k+1) .
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C. Metode Steepest Descent

Metode Steepest Descent merupakan suatu algoritma gradien dimana setiap
langkah bertujuan untuk memilih pencapaian jumlah maksimum berkurangnya nilai
fungsi obyektif. Metode tersebut digunakan untuk mencari minimum suatu fungsi,
yakni dengan menggunakan nilai negatif dari gradien fungsi di suatu titik. Secara
singkat, proses pencarian minimum fungsi 7 atau x* adalah sebagai berikut: mula-

OcR™ maka dicari og yang meminimumkan fungsi

mula diberikan titik awal x
AxQ-0,VAX®). Setelah itu dicari xX® dengan rumus xV =x@-0,VAXx®). Dari x" ini
kembali dicari o yang memirﬁmumkan fungsi fx"-o; VAx")) dan dicari x® dengan
rumus x(2)=x(1)-a1Vj;(x(1)). B emmilsian seterusnya sehingga secara umum diperoleh
rumus untuk x® sebagai berikut: x&D = x(k-aka(x(k)) dengan oy > 0 dan memenuhi
Ax®-00-VAx®)) = min AxP-o, VAX®)) . Proses pencarian minimum fungsi f ini
berhenti jika || VAx®) ||< € untuk suatu ¢ bilangan positif yang kecil. Algoritma

metode Steepest Descent adalah sebagai berikut:

i.  Tentukan titik awal x®, & dan ambil k = 0

ii.  Dihitung gradien dari f{x) pada titik x® ,yaitu VAx®). Kemudian dihitung
| v/ix®) ||. Jikal] vAx®) || < €, maka iterasi dihentikan dan dengan
demikian x* = x® sebagai titik minimum. Jika sebaliknya, maka
dilanjutkan ke langkah iii.

iii.  Dimisalkan arah pencarian pada titik x® adalah d® =-VAx®).
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iv. Dihitung‘ oy untuk meminimumkan £ x® + o, d®).

v. Dihitung x* dimana x*V = x® +0,d® kemudian dilanjutkan ke
langkah ii dan seterusnya hingga suatu pembuat minimum x& D

ditemukan.

Suatu tipe urutan hasil dari metode Steepest Descent diilustrasikan dalam gambar 2

di bawah 1ni:

, f= 03
s
) xm f=cz
> f C‘l
X{?} f= €
x(O] ~< Co> C‘I:"CZ:"CS

Gambar 2

Dari gambar di atas nampak bahwa metode Steepest Descent bergerak dalam

langkah-langkah orthogonal sebagaimana dinyatakan dalam proposisi di bawah ini.
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Proposisi 1

e}

Jika {x(")} adalah suatu urutan Steepest Descent dari fungsi [ R"—>R yang

k=0
diberikan, maka untuk setiap k dari vektor x**V - x® adalah ortogonal ke vektor
x&2 _ x&
Bukti :
Dari formula iteratif metode Steepest Descent, diketahui bahwa:
D L x® xED L xE D= o (VF(x®), v x® D) | Untuk melengkapi
bukti tersebut cukup ditunjukkan bahwa (Vf ( x® ), vf D), = 0.

Perhatikanlah bahwa oy adalah suatu skalar tak negatif yang meminimumkan

A
O () =f (x(k) - aVf (x(k))). Sehingga dengan menggunakan SPTP dan aturan -
rantai, diperoleh:
0= (o)

d;

T E(ak)

=Vf (x¥ - o4 V£ (x®)) -V (x®))

= (VA(x*), vf(x®). m

Proposisi di atas mengimplikasikan bahwa V[ (x® ) sejajar ke bidang

singgung untuk level himpunan {f (x) = £ x**P)} pada x*V. Pada saat titik yang baru
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diteruskan oleh algoritma Steepest Descent, nilai korespondensi dalam fungsi

berkurang sebagaimana dinyatakan dalam proposisi berikut.

Proposisi 2

o0

Jika {x(" ) } 1o adalah suatu urutan Steepest Descent dari fungsi f : R">N dan jika

V™) % 0 maka (f x* )< £ (x®).

Bukti:
Ingat kembali bahwa & = x® ou VS (x(k)), dimana ay > 0 adalah pembuat
minimum dari ¢(e0) = f (x* - aVf (x*)) untuk semua o > 0. Untuk o > 0
maka d(oy) < di(a). Dengan aturan rantai diperoleh:

) = 2 0) = v/ &® - ovr )y () = -Ivr 6®) [ <o,

karena diasumsikan bahwa V/(x®) 0 .

Kemudian @ (0) < 0, dan ini mengimplikasikan bahwa terdapat suatua >0

sedemikian sehingga @ (0) >P, (o) untuk semua ae(0, ] sehingga

FE*D) = b)) < D@ ) < P(0) =/ (x®). ™

]

Dalam proposisi di atas, digunakan asumsi V/ (x*) # 0 guna membuktikan proses

algoritma dari satu sifat descent, yaitu f (x(k+l))< f (x(k) ) jika Vf (x(k)) # 0. Jika untuk
beberapa k, diperoleh Vf (x®) = 0, maka titik x* memenuhi SPTP. Dalam kasus ini

x® = x®*D dapat digunakan sebagai kriteria penghentian dari algoritma.
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Kondisi V£ (x**?) = 0 kerap kali tidak dengan tepat dapat dipenuhi karena
perhitungan secara numeris dari gradien akan jarang tepat sama dengan nol. Dalam
kasus demikian maka sebagai kriteria penghentian adalah dengan mengecek norma

gradien, yakni jika norma " Vf(x(k)) " dari gradien adalah tidak lebih besar dari suatu

toleransi yang diberikan maka iterasi dihentikan. Sebagai alternatif dapat juga
dilakukan dengan menghitung perbedaan nilai mutlak l f(x(kﬂ)) - f(x(k)ldi antara
nilai fungsi obyektif untuk setiap dua iterasi berturut-turut, jika perbedaannya tidak
lebih besar dari toleransi yang diberikan maka perhitungan dihentikan. Sebagai

alternatif lain adalah dengan menghitung norma ” (x*x®) "dari perbedaan - di

antara 2 iterasi berturut-turut dan perhitungan dihentikan jika norma lebih kecil dari

toleransi yang diberikan.

Contoh 1:

Diberikan suatu fungsi £ (x) =x;> + x> — 2x,x, dengan titik awal [0 1] ". Dengan
menggunakan metode Steepest Descent akan dicari pembuat minimum dari fungsi
tersebut.

Penyelesaian:

Untuk menyelesaikan masalah di atas, kita ikuti langkah-langkah dari. algoritma
Steepést Descent.

i xX@=0 171"
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ii. VAD) = [2x1-2x5, 2 %, 2 x1]"

= [2(0) - 2(1), 2(1) - 2(0)]

=[-2,2]"

IVAx©) [|= (=2)% + 22

=8
=22 %0
i, d9=v®) =2, 2" =2, -2
iv. Dihitung oy untuk meminimumkan £ (x @ + 0;0 d®) di mana :
x P+ aed® =10, 11"+ ao[2, 21"
= [0, 1]"+ [2ap, -20] *
=[200,1-200 1"
SO+ 09 dP) =200)" + (1-2010)" = 2(2000)(1-20t0)
= 4o’ + 1-4ag + 4oy’ — 4oy + 8oy
=160y’ - 8ap+ 1= f (o) |

Disyaratkan bahwa Vf{o,) =0, sehingga :

df (&) _ e

3209 =8

o = 0,25,
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2
d_(az(ﬁ: 32 > 0. Oleh karena itu kondisi cukup untuk minimum

doy;
dipenuhi.
V. Dihitung kembali (x @ + 0o d®), diperoleh:
xP=0+025(@2) =05
%P =1+0.25(2)=0.5
~x®P=105, 051"
VAXY) = [2%1-2x,, 2%, 2x]°
=[2(0.5) - 2(0.5), 2(0.5) - 2(0.5)]
=[1-1,1-11"
=[0,01"
vAx®) =[0, 0]" sudah memenuhi krit¢ria penghentian dan dengan
demikian x* ={0.5, 0.5] T merupakan pembuat minimum dari

fungsi yang diberikan.

Contoh 2:

Diberikan suatu fungsi /(x) = (x;-4)" + (x-3)” +4(x3+5)*. Dengan titik awal

[4, 2, -1]". Dengan menggunakan metode Steepest Descent akan dicari pembuat
Iﬁinimum dari fungsi tersebut.

Penyelesaian:

Iterasi pertama:
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ix9=4,2-11"
i, VAX®) = [4(x,-4)", 2(x2-3), 16(x5+5)*]"
=[4(4 - 4)*, 2(2-3), 16(-1+5)’]"

=0, -2, 1024]"

IVAX®) l= {07 + (<2)? +10242

= /1048580 = 1024.001953 # 0
iii. d9 = -VAx®) =10, 2, -1024]"
iv. Dihitung ot untuk meminimumkan £ (x @ + og d”) di mana :
x @+ 0, d =[4, 2, -1]T+ a [0, 2, -1024]
=[4,2,-11"+ [0, 200, -10240t] "
=[4, 2+204 , -1-102400]
Fx O+ apd®) = (@4-4)* + (2+2a0-3)" + 4(-1-1024010+5)"
= (0+(2+20 —3)* + 4(-1-1024aty +5)*
= (2201 —3)2 + 4(-1-102405 +5)* = F(0to)

Disyaratkan bahwa Vf{o,) = 0, sehingga :

%z 0 2(2+200-3)2 + 16(-1-1024a+5) 1024 =0
ao 5 S }

8+80p—12 - 16384 — 167772160, + 81920=0
65532 - 167772080, =0

65532 = 167772080,

41
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65532
% T16777208

ap =3, 906. 10

2
d—«‘i"l= 8- 16777216 = -16777208 <O.
day

v. Dihitung kembali (x @ + 0o d®), diperoleh:
xV =4 +3.906.107(0) = 4‘
% =2 +3.906.10%(2) = 2.008
%M =1+ 3.906.10°(-1024) = -4.999
-xP=[4,2.008, -4.999]
Tterasi kedua:
i. x"=[4,2.008,-4.9991"
ii. VAX) = [4(4-4), 2(2.008-3), 16(-4.999+5)]"

= [0, -1,984, 0,000000016]"

[v/x®) [|= /0% + (~1.984)2 + 0.0000000162

= /3.936256 = 1.984 % 0
iii. dV = -vAxY) = [0, 1.984, -0.000000016]"
iv. Dihitung ct; untuk meminimumkan /(x  + o, d”) di mana :
x D+ o, dV =[4, 2.008, -4.9991 "+ o, [0, 1.984, -0.000000016]"
= [4,2.008, -4.999] " + [0, 1.9840;, -0.0000000160:,]"

= {4, 2.008+1.984q,, , -4.999-0.000000016] Tzﬂal)

42
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Disyaratkan bahwa Vf{a,;) = 0, Sehingga :

df ()

d(a;)

> 2(2.008+1.9840,-3)1.984 + 16(-4.999-0.000000016; +5)
(-0.000000016) = 0 |
7.967744 + 7.8725120,, — 11.904 +1.279744.10° +
4.096.10 %o, -1.28.10°=0
7.8725120; —3.936256 =0
7.8725120 =3.936256

o) = 0.5

2
A1) e
Q

v. Dihitung kembali (x " + o; dV), diperoleh:
P =4+05(0)=4
5(2@) =2.008 + 0.5(1.984) = 3
%3 =-4.999 + 0.5(-0.000000016) = -4.999
~xP=1[4,3,-4.999] "
Iterasi ketiga: '
i.x?=1[4,3,-4999"
ii. VAX?) = [4(4-4)°, 2(3-3), 16(-4.999+5)*]"

=[0, 0, 0.000000016]"
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[vAx®) |= Y02 + 02 +0.0000000162

= \/0.0000000 162 = 0.000000016

iii. d® = -VAx®) =0, 0, -0.000000016]"

iv, Dihitung o, untuk meminimumkan f(x @ + 0, d9) di mana :

x @+ a,d® =14, 3,-4.999] "+ o, [0, 0, -0.000000016]"
=4, 3,-4.999] "+ [0, 0, -0.0000000160,]"
= [4, 3,-4.999-0.0000000160, 1 "= flow)

Disyaratkan bahwa Vf{a,) = 0, sehingga :

df(a;)
d(e,)

<> 16(-4.999-0.0000000160,+5) (-0.000000016) =0
1.279744.10° + 4.096.10 ", -1.28.10°=0
2.56.10"°+4.096.10 P, =0
4.096.10 %0, =2.56.107°

o, =6.25.107%

2
ij—(‘?—) ~4.096.10"° >0
a,

v. Dihitung kembali (x @ + o, d?), diperoleh:
%P =4+625.10%%0) =4

P =3+6.25.10%0)=3

44
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x3P = -4.999 + 6.25.102°(-0.000000016) = -4.999
x®=14,3,-4999]"
Ternyata setelah melakukan tiga iterasi diperoleh:
x? = x® =14, 3, -4.999] " dan VAXx®) = VAX®) =0, 0, 0.000000016]"
~ [0,0,0]". Hal ini memenuhi kriteria penghentian dan dengan
demikian x®=[4, 3, 4.999] © merupakan pembuat minimum dari fungsi yang

diberikan.

D. Program MATLAB Untuk Metode Steepest Descent

Program'merupakan sekumpulan perintah yang disusun untuk suatu tujuan
tertentu. Dalam skripsi ini penyusunan program bertujuan untuk membantu
melakukan perhitungan dalam menemukan pembuat minimum fungsi dengan
menggunakan metode Steepest Descent sehingga perhitungan menjadi lebih efektif
dan efisien. Penulisan program MATLAB dapat dilakukan pada Command Windows
atau pada windows lain pada MATLAB vyang disebut dengan Windows M-file
(MATLAB Editor / debugger). Program—program yang sederhana atau beberapa
fungsi yang sudah disediakan oleh MATLAB akan lebih mudah diselesaikan pada
Command Windows. Sedangkan program yang cukup panjang atau melibatkan
beberapa sub program akan lebih mudah diselesaikan pada Windows M-File.
Prograﬁ dalam MATLAR sering dinamakan Séript file atau M-File dan mempunyai

eksistensi - M. Berikut ini diberikan program MATLAB untuk metode Steepest
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Descent, program ditulis dan disimpan pada Windows M-File. Pemanggilan program
dilakukan pada Command Windows.

%$Program Utama Untuk Metode Steepest Descent:
function res=mincg(f,derf, ftau,x,tol)
global pl dl
n=size(x);noiter=0;
$Menghitung gradien awal
df=feval (derf, x);
%Lup utama
while norm(df)>tol
noiter=noiter+l;
df=feval (derf, x) ;dl=df;
$Lup bagian dalam.
for inner=l:n
pl=x;
tau=fmin(ftau,-2,2,[0.001]);
g2Menghitung x baru
x1l=x-tau*dl;
$Menyimpan gradien sebelumnya
dfp=df:; ~
$¢Menghitung gradien bkaru
df=feval (derf,x1):
%$x dan d terbaru
d=dl; x=x1;
$Metode Steepest Descent
beta=(df'*df)/ (dfp'*dfp);
dl=-df+beta*d;
end;
end;
res=x1;
disp('Solusi x="');
disp('Gradien:"');disp(df);
disp ('Banyak iterasi :');disp(noiter);

Perhatikan kembali contoh soal di atas untuk contoh 1, jika soal tersebut diselesaikan

~dengan program MATLAB, maka pemanggilan program dilakukan dalam Command

Windows dengan masukan sebagai berikut:

- x0=[0 1]
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Toleransi = 0.000005

function fv=fcthl (x);
fv=x (1) 24x(2)"2-2*x (1) *x(2):

function pd=fcthlpd(x):;
pd=zeros(size(x));
pd(1)=2*x(1)-2*x(2);
pd(2)=2*x(2)-2*x(1) ¢

function ftauv=ftaulZcg(tau):
global pl dil

gl=pl-tau*dl;

ftauv=feval ('fcthl',ql):;

Setelah program tersebut dikerjakan diperoleh hasil :

» global p1 d1
» x0=[0 17]’;
» x1=mincg('fcth1','fcth1pd', ftau2cg’,x0,0.000005)

Solusi x =
0.5000
0.5000

Gradien:
0
0

Banyak iterasi :
1

Sedangkan untuk contoh 2, masukannya adalah sebagai berikut:

x0=[4 2 -1]'
Toleransi = 0.000005

function fv=fcth2(x):;
fu=(x(1)~4) M+ (x(2)-3)"24+4* (x(3)+5)"4;

function pd=fcth2pd(x):;

47
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pd=zeros(size(x)):
pd(1)=4*(x(1)-4)"3;
pd(2)=2*%(x(2)-3);
pd (3)=16*(x(3)+5)"3;

function ftauv=ftau2cg(tau);
global pl dl

gql=pl-tau*dl;

ftauv=feval ('fcth2',ql);

Setelah program tersebut dikerjakan diperoleh hasil :
» global p1 d1
» x0=[4 2 -1];
» x1=mincg('fcth2' 'fcth2pd','ftau2cg',x0,0.000005)
Solusi x =
4.0000

3.0000
-5.0067

Gradien:
1.0e-005 *

0
0.1095
-0.4858

Banyak iterasi :
343
Dengan memperhatikan hasil perhitungan menggunakan kedua cara di atas, yaitu
perhitungan secara manual dan perhitungan menggunakan program MATLAB untuk

metode Steepest Descent, nampak bahwa hasil yang diperoleh adalah sama atau

mendekati.
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BAB IV
PENERAPAN METODE STEEPEST DESCENT DALAM MASALAH

PRODUKSI

Pada bab ini akan dibahas tentang contoh penerapan metode Steepest Descent
dalam kehidupan sehari-hari, yaitu dalam masalah produksi. Perhitungan akan

dilakukan dengan menggunakan program MATLAB untuk metode Steepest Descent.

Masalah Produksi TV Warna
The ACE Manufacturing Company memproduksi 3 jenis TV warna, masing —

masing stereo 24 inch, stereo 23 inch, dan stereo 21 'inchA .Diketahui biaya total
produksi diberikan oleh rumus C = x> + 2x22 + X%~ 2X1X; + 2%, — X3+ 10
Dimana : x, = jumlah TV stereo 24 inch

X, =jumlah TV stereo 23 inch

x3 = jumlah TV stereo 21 inch.
Diketahui juga harga jual TV stereo 24 inch, TV stereo 23 inch, TV stereo 21 inch
berturut-turut adalah p)= $ 300; p, = $§ 150; dan p; = $ 75 yang merupakan
pendapatan -(omzet) dari penjualan. Masalah produksi yang dihadapi adalah
menentukan banyaknya jenis TV stereo 24 inch , TV stereo 23 inch, TV stereo 21

inch yang harus diproduksi, agar perusahaan tersebut memperoleh laba maksimal.
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AW

Persoalan optimisasi laba tersebut di atas secara matematis dapat dirumuskan sebagai
berikut:

Mencar x,, X, dan x;

Agar memaksimalkan L=R-C
Dimana :

L = Laba

R=pi.xi + p2.Xo + p3.X3

= 300x; + 150x, + 75x3 (pendapatan dari penjualan dengan asumsi
bahwa semua barang yang diproduksi terjual).

C= x12 - 2x22 + x32— 2X1X, + 2%, — %3+ 10 (fungsi ongkos)

Dengan demikian laba dari perusahaan adalah:

L=R-C

I

300x; + 150, + 75%3 — ( X;* + 2%,° + X" — 2X1X; + 2%, — X3 + 10)

300x, + 150x, + 75x; — X;>— 2%,° — x32 +2X;X; — 2X,+ X3~ 10

Masalah optimisasi tersebut di atas merupakan masalah memaksimumkan
nilai fungsi. Menyelesaikan masalah maksimum fungsi di atas ekuivalen dengan
menentukan minimum dari negatif fungsi — L = —300x;-150x, — 75x3 + x> + 2x,° +
X3t — 2X1Xp + 2%, — X3 + 10. Selanjutnya masalah tersebut akan diselesaikan
menggunakan program MATLAB untuk metode Sreepest Descent dengan masukan
terdiri dari :

x0=[12 3]'
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Toleransi = 0,000005

- function fv=fsoal(x):;
fv = -300*x(1)-150%x%(2)=-75*%(3)+x (1) "2+2*x(2)"2+x(3) "2~

2%x (1) *x(2)+2*x(2)-x(3)+10

function pd=fsoalpd(x):
pd=zeros(size(x));

pd (1)=-300+2*x(1)-2*x(2);
pd (2)=-150+4*x(2)-2*x(1)+2;
pd (3)=-715+2*x(3)~1;

function ftauv=ftau2cg (tau);
global pl dl

gl=pl~tau*dl;

frtauv=feval ('fsoal',ql):

Setelah program tersebut dipanggil dan dikerjakan pada Command Windows
diperoleh hasil sebagai berikut:

» global p1 di
» x0=]1 2 3]}
» x1=mincg('fsoal','fsoalpd','ftau2cg',x0,0.000005)

Solusi x =
374.0000
224.0000

38.0000

Gradien:
1.0e-005 *

-0.4421
0.0776
0.1421

Banyak iterasi :
10
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Dari perhitungan diperoleh nilai-nilai:

X1 =374
X, =224
X3 = 38

Dengan demikian kuantita§ masing-masing jenis TV warna stereo yang harus
diproduksi oleh The ACE Manufacturing Company agar memperoleh laba maksimal:
TV stereo 24 inch = 374 unit
TV stereo 23 inch = 224 unit
TV stereo 21 inch = 38 unit

Dengan demikian laba maksimal : $ 74110
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BABYV

PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab-bab sebelumnya, maka dapat ditarik

beberapa kesimpulan berikut:

1.

Optimisasi fungsi multivariabel dapat diselesaikan dengan menggunakan

metode Steepest Descent yaitu suatu algoritma gradien di mana langkah ke oy

adalah memilih pencapaian jumlah maksimum berkurangnya nilai fungsi

obyektif , yakni oy = min Ax® - aVAx®), a > 0.

Setiap langkah dari metode Steepest Descent dimulai dari titik x®, untuk
k =0, 1, 2, 3, .... Kemudian dihitung gradien dari f{x) pada titik tersebut.
Setelah itu dihitung norma dari gradien tersebut. Jika ”Vf(x(k)) H < g, maka

x® merupakan titik optimum

iterasi dihentikan dan dengan demikian x* =
Jika sebaliknya, maka dilanjutkan ke iterasi berikutnya dengan arah pencarian
pada titik x® adalah d® = - Vf(x(k)) . Kemudian dihitung oy untuk
meminimumkan f(x® + oy d® ). Selanjutnya dilakukan iterasi berikutnya
sesuai dengan langkah-langkah pada iterasi sebelumnya hingga suatu pembuat
minimum x**? ditemukan.

Keistimewaan dari metode Steepest Descent adalah bahwa dalam masalah

optimasi fungsi multivariabel penyelesaiannya dibawa ke fungsi satu variabel
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sehingga penyelesaiannya lebih mudah dilakukan. Penyelesaian akan menjadi
lebih efektif dan efisien jika perhitungannya tidak dilakukan secara manual,
tetapi dengan menggunakan komputer sebagai alat bantu, yakni dengan

menggunakan prbgram MATLAB untuk metode Steepest Descent.

B. Saran

Berikut diberikan beberapa saran yang dapat dijadikan permasalahan yang
dapat dibahas lebih lanjut berkenaan dengan metode Sreepest Descent:

1. Analisis kekonvergenan metode Steepest Descent.

2. Metode Steepest Descent untuk menyelesaikan sistem persamaan non

linear
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