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ABSTRAK

Monoid adalah himpunan Af yang tidak kosong bersama operasi diner
yang bersifat tertutup dan asosiatif di M, dan memuat elemen identitas. Setiap
grup adalah monoid, selain itu ada berbagai jenis monoid yang lain, yakni
submonoid, monoid komutatif, rhonoid transformasi-transformasi, monoid siklis,
monoid bebas, dan monoid faktor.

Otomata status berhingga (S,/,m) terdini atas himpunan status S = {s,, s,
..., 81}, himpunan mput 7 = {4y, 7, ..., 7,}, dan fungsi transisi m: / x S-S yang
menyatakan bagaimana input mengubah status. Setiap input menetapkan fungsi
dari himpunan status ke dirinya sendiri. Bayangan dari himpunan status
membentuk himpunan bagian dari himpunan status, yang dihasilkan dari input
yang diberikan. Sehingga diperoleh fungsi m™ IS di mana S° = {f. S>3}, dan
m’(i). S-S didefinisikan oleh (m’(i))(s) = m(i,s), dengan ief dan seS. Untuk
setiap ie/, fungsi m (i) menyatakan efek yang diakibatkan oleh input 7 terhadap
himpunan status dari otomata. Jika input yang diberikan berupa rangkaian input
maka efek dari rangkaian input dinyatakan oleh homomorfisma monoid #:
FM(D—S®, yakni h(iji,... i) = m’(i)) o m(i3) o ... o m*(i,), izi... ;e FM{(I). Dengan
membentuk suatu relasi kongruensi: aRp jika A(a) = A(B), Va,BeFM(I), maka
diperoleh monoid faktor FA(/)yR, yang disebut monoid dari otomata. Monoid ini
menyatakan kemampuan otomata dalam menanggapi rangkaian input yang

diberikan, berkaitan dengan banyaknya efek yang dimilikinya.
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ABSTRACT

A monoid (M,#) i1s a nonempty set M together with an operation “#” that
closed and associatived in A, and there exists an identity element. Every grup is a
monoid, beside that there are many kinds of monoid, 1.e. a submonoid, a
commutative monoid, a monoid of transformations, a cyclic monoid, a free
monoid, and a quotient monoid.

A finite-state automata (S,/,m) consists of a set of states S = {s1, 52, ..., 5¢},
a set of mputs / = {iy, &, ..., ir}, and a transition function m: 1 x S—S which
describes how each input changes the states. Each input defines a function from
the set of states to 1tseif. The image from the set of state construct a subset of the
set of states which 1s produced by the given mput. Hence we have a function m*
I->S® where S = {f: S8}, and m’(i): S—S is defined by (m(i))(s) = m(i,s), with
iel and seS. For every i€/, a function m (i) implies the effect that resuit by the
input / to the set of states in automata. If the given input is an input sequence then
the effect of an input sequence is defined by a monoid homomorphism #:
FM(Iy->S°, that is A(iziz..i,) = m'(i;) o m'(iz) o ... o m'(iy), ijiz... i,€FM(I). By
defines a congruence relation: aRf if A(a) = A(B), Vo,BeFM(), we get the
quotient monoid FAM(/YR, which is called the monoid of the automata. This
monoid teflects the capability of the automata to respond to the given input

sequence, which related to the number of 1ts effects.
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BABI

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Dalam perkuliahan, kita sudah mengenal suatu struktur aljabar dengan satu
operasi, yang dinamakan grup. Grup itu sendiri merupakan suatu himpunan yang
tidak kosong bersama sebuah operasi pada himpunan tersebut yang memenuhi
beberapa aksioma tertentu. Selain itu ada struktur aljabar dengan satu operasi, di
mana aksioma-aksioma yang disyaratkan lebih sedikit daripada aksioma-aksioma
yang disyaratkan pada grup, yakni tidak disyaratkan keberadaan elemen invers
seperti hainya yang disyaratkan pada grup. Dan struktur aijabar tersebut
dinamakan monoid. Dengan demikian monoid merupakan suatu struktur aljabar
yang lebih umum daripada grup.

Kita mengenal aufomata/otomata atau mesin dalam kehidupan sehari-hari
dalam berbagar bentuk, seperti lift, mesin hitung, komputer, dan ilain-lain.
Ternyata, monoid memiliki penerapan dalam bidang otomata tersebut.

Hal-hal tersebut di atas mendasart keinginan penulis untuk meneliti

mengenal monoid dan penerapannya pada otomata.

B. Perumusan Masalah

Sesuai dengan apa yang telah dikemukakan dalam latar belakang
permasalahan, maka masalah-masalah yang akan diteliti adalah:

1. Apa yang dimaksud dengan monoid, dan gagasan apa saja yang ada di

dalamnya?
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2. Hubungan apa saja yang ada antara monoid dengan grup?

3. Penerapan yang bagaimana yang disumbangkan monoid pada otomata?

C. Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah:
1. Memperkenalkan suatu struktur aljabar yang lebih umum daripada grup,
yakni monoid dan gagasan-gagasan yang ada di dalamnya, serta
menunjukkan hubungan yang ada di antara keduanya.

2. Memperlihatkan penerapan monoid pada otomata.

D. Metode Penelitian
Penelitian yang dilakukan menggunakan metode studi pustaka, dengan
mempelajan buku-buku yang memuat materi-materi yang dibahas dalam laporan

penelitian 1n1, seperti yang telah disebutkan dalam daftar pustaka.

E. Ruang Lingkup Pembahasan

Laporan penelitian ini membahas mengenai relasi, fungsi, semigrup, grup,
monoid, otomata, dan penerapan monoid pada otomata tersebut. Sedangkan
otomata yang akan diteliti dibatasi untuk jenis otomata dengan status berhingga.
Untuk dapat memahami topik-topik yang dibahas dalam laporan penelitian ini,
diharapkan pembaca telah menguasai beberapa topik pendukung yang tidak

dibahas di sini. Topik pendukung tersebut antara lain himpunan dan operasi.
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(V8]

F. Sistematika Pembahasan

Bab II membahas mengenai relasi, fungsi, dan semigrup serta gagasan-
gagasan lain yang ada di dalamnya. Pada bab III dibahas mengenai monoid,
beberapa macam monoid, dan gagasan-gagasan yang ada pada monoid. Kemudian
dibahas juga grup, beberapa macam grup, dan gagasan-gagasan yang ada pada
grup. Selain itu, juga dibahas mengenai hubungan yang ada antara monoid dan
grup.

Bab IV membahas mengenai otomata status berhingga dan penerapan
monoid pada otomata status berhingga tersebut, kemudian pada bab terakhir,

yakmi bab V, disajikan kesimpulan mengenai keseluruhan hasil pembahasan.
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BABII

LANDASAN TEORI

Pada bagian im akan dibahas beberapa konsep pendukung yaitu relasi,

fungsi, semigrup dan subsemigrup, serta gagasan-gagasan yang ada di dalamnya

yang akan digunakan untuk membahas materi pada bab-bab selanjutnya.

A. Relasi dan Fungsi
1. Relasi
Definisi 2.1 Suatu relasi R dari himpunan 4 ke himpunan B adalah
himpunan bagian dari 4 x B. Suatu elemen a disebut berelasi dengan elemen
b, bila pasangan (a,b) merupakan anggota dan R, dan ditulis sebagai (¢,b)eR

atau aRb.

Definisi 2.2 Bila A = B maka relasi R dart himpunan A ke himpunan B
disebut relasi pada A. Dengan kata lain relasi pada 4 adalah relasi dari 4 ke

dirinya sendiri.

Definisi 2.3 Suatu relasi R pada himpunan A disebut relasi ekuivalensi,

bila memenuhi sifat-sifat berikut:
(1) Sifat refleksif, yakni aRa, VaeA.
(11) Sifat simetris, yakmni bila aRb maka dRa, Va,beA.

(i) Sifat transitif, yakni bila aRb dan bRc, maka aRc, Va,b,ceA.
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Bila R suatu relasi ekuivalensi pada 4 dan a€A4, maka [a] = {xeAd: xRa}

disebut kelas ekuivalensi dari a.

Contoh 2.1 Andaikan n adalah bilangan bulat positif, dan a,beZ. Maka
aRb menyatakan a kongruen dengan b modulo n, bila n membagi habis a — b,
yang dinyatakan oleh a = » mod n. Tunjukkan bahwa relasi kongruen modulo
n adalah suatu relasi ekuivalensi pada Z!

Penyelesaian.

Andaikan “n|m” berarti “n membagi habis m”, yang artinya ada suatu
bilangan bulat £ sedemikian hingga m = nk. Jadi a = » mod n bila dan hanya
bila n|(a - b).

(i) Ambil sebarang aeZ, maka (a — a) = n.0. Sehingga nl(a — a), yang
berarti a = a mod ». Jadi relasi tersebut refleksif.

(11) Ambil sebarang a,beZ. Andaikan ¢ = b mod n, maka (a — b) = nk,
dengan keZ. Karena -keZ, maka —(a — b) = n(-k) yang artinya n | (b-a)
atau b = a mod n. Jadi relasi tersebut simetris.

(111) Ambil sebarang a,b,ceZ. Andaikan a = » mod »n dan b = ¢ mod n, maka
(a — b) = nk dan (b — ¢) = nl, dengan k,/eZ. Sehingga (a - b) + (b -c) =
nk + nl &(a — ¢) = n(k + I), dengan (k + [)eZ. Dengan demikian a = ¢
mod 7. Jadi relasi tersebut transitif.

Jadi kongruen modulo » adalah suatu relasi ekuivalensi pada Z.
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Contoh 2.2 Di dalam relasi kongruen modulo 3, kita mempunyai kela-
kelas ekuivalensi berikut:

{01=¢...,-3,0,3,6,9, ...} 21=4{....,-1,2,5,8,11, ...}

11=¢....-2,1,4,7,10, ...} 31={-..,0,3,6,9,12, ...} ={0].
Suatu kelas ekuivalensi pada bilangan bulat modulo 3 haruslah satu di antara

[0], [1], atau [2].

Teorema 2.1 Bila R relasi ekuivalensi pada himpunan 4 dan ¢eA, maka
aelal.
Bukti:

Andaikan R relasi ekuivalensi pada A, maka R refleksif, simetns dan

transitif. Karena R refleksif maka aRa, sehingga ae{a]. il

Teorema di atas mengimplikasikan bahwa untuk setiap aeA, kelas

ekuivalensi [a] tidak pernah kosong.

Teorema 2.2 Bila R relasi ekuivalensi pada himpunan 4 dan be[a], maka
(6] = [al.
Bukti:

Andaikan R relasi ekuivalensi pada himpunan 4 dan bela], maka bRa.
Karena R relasi ekuivalensi maka R simetris, sehingga aRb. Akan dibuktikan

bahwa [b]c[a] dan {a]c[b].
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(i) Ambil sebarang xe{b], maka xRb. Karena R transitif dan #Ra, maka
xRa. Ini berarti xe{a]. Jadi {p]c]d].

(1) Ambil sebarang ye{a], maka yRa. Karena R transitif dan aRb, maka
yRb. Ini berarti ye{b]. Jadi [a]c]?].

Kesimpulan dari (i) dan (ii) adalah [#] = [a]. &

2. Fungsi atau Pemetaan
Fungsi atau pemetaan merupakan suatu relasi yang khusus, artinya bahwa

fungsi adalah suatu relasi, akan tetapi suatu relasi belum tentu merupakan

suatu fungsi.

Definisi 2.4 Andaikan 4 dan B dua himpunan yang tidak kosong. Relasi /°
dari himpunan 4 ke himpunan B, dinotasikan dengan . A—B, disebut fungsi
bila dipenuhi:

(1) Setiap elemen himpunan 4 memiliki kawan di B.
(Vxed)3yeB) (xy)ef.
(11) Kawannya setiap anggota 4 di B itu tunggal.
(Vxed) (xy)ef A (xy2)ef = y1 = n.
Untuk selanjutnya (x,y)ef dapat ditulis dengan y = f{x). Himpunan 4 disebut
daerah asal atau domain, dan himpunan B disebut daerah kawan atau

kodomain. Elemen f(x) disebut dayangan x oleh pemetaan 1~ Dengan demikian,

kedua syarat fungsi di atas dapat ditulis:

(1) (Vxed)TyeB)y=fAx).
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(1) (Vx;,xed) x1=x, = fix)) = flxy).

Definisi 2.5 Andaikan f suatu fungsi dari himpunan 4 ke himpunan B.
Yang dimaksud dengan daerah hasil (range) dari fungsi f adalah himpunan
semua elemen y di B yang merupakan bayangan elemen-elemen di 4 oleh

pemetaan f, dan dinotasikan oleh f{4) = {{x). xeA4}.

Definisi 2.6 Andaikan /. A—B suatu fungsi dari himpunan 4 ke himpunan

B, maka:

(1) Fungsi f disebut fungsi surjektif bila setiap elemen di B memiliki kawan
di 4 atau (f: A—B surjektif < (VyeB)(dxed) y = fix)).

(1) Fungsi f disebut fungsi injektif bila setiap elemen di B yang memiliki
kawan di 4, kawannya itu tunggal atau (. A—B injektif: < (Vx;,x,€4)
fix) =flxz) = x1=x3).

(1i1) Fungsi fdisebut fungsi bijektif bila f sekaligus merupakan fungsi surjektif

dan mjektif.

Definisi 2.7 Dua fungsi f dan g dari himpunan A4 ke himpunan B dikatakan

sama bila dan hanya bila f{x) = g(x), VxeA.

Definisi 2.8 Fungsi f 4—4 disebut fungsi identitas, bila untuk setiap xe A4

berlaku f{x) = x. Fungsi ini dinotasikan dengan /'; A—A4.
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Definisi 2.9 Jika £ A—>B dan g: B—C, maka untuk setiap xeA
didefinisikan fo g: A—C yang disebut komposisi fungsi f dan g, dan (f o g)}(x)
= Alg(x)) dan flg(x))eC. Definisi ini mengimplikasikan bahwa syarat yang
harus dipenuhi agar fungsi-fungsi ' dan g dapat dikomposisikan adalah daerah

hasil fungsi f harus sama dengan domain fungsi g atau daerah hasil fungsi g

harus sama dengan domain fungsi f.

Contoh 2.3 Andaikan f dan g fungsi-fungsi dari R ke R, masing-masing
didefinisikan oleh fx) = 2x dan g(x) = x°, VxeR. Maka (f o 2)(5) = Ag(5)) =
f{25) = 50, dan (g o f)X5) = g(f(5)) = g(10) = 100. Secara umum (¥ o g)}(x) =

Agx) =Ax") = 2x*, dan (g o )(x) = g(f(x)) = g(2x) = (2x)" = 4x,VxeR.

Teorema 2.3 Bila f 4—B, g: B—>C, dan & C—D maka berlaku:
((ho g) 0 f)(x)=(ho(gof))x), VxeA.
Bukti:
(1) hog B—>Dsehingga(hog)of A—>D.
Dan g o f: A—>C sehingga s 0 (g o f): A—>D.
Jadi (A 0 g) o fdan £ o (g o f) memiliki domain yang sama, yakni 4 dan
kodomain yang sama, yakni D.
(11) Ambil sebarang xeA, maka: ((4 o g) o f)(x) = (h o g2)f(x)) = A(g(f(x))) dan
(h 0 (g 0 N))(x) = h((g 0 )x)) = h(g(Ax))).

Jadi terbukti bahwa ((h 0 g) 0 f}(x) = (h o (g 0 ))(x), VxeA. &
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10°

Teorema 2.4 Bila £ A—4 maka fof=foi'=f
Bukti:

(i) Jelaslah bahwa fungsi-fungsi /' o f, fo A, dan f memiliki daerah asal

yang sama, yakni 4 dan daerah kawan yang sama, yakni 4.
(ii) Ambil sebarang xeA4, maka (! o f)(x) = A(fix)) = fix), kemudian:
(fo I")(x) =Ar'(x)) = Ax).

Jadi terbukti bahwa bila £ A—>4 maka ' o f=foi'=f W

Definisi 2.10 Andaikan f A—B suatu fungsi. Yang dimaksud dengan
invers suatu fungsi 1 adalah relasi f/: B—>4 sedemikian hingga (y.x)ef” bila

dan hanya bila (x,y)ef. Jadi ' = {(,x): (xy)ef}.

Andaikan fungsi £ R—R yang didefinisikan oleh fx) = x*, VxeR.
Perhatikan bahwa f(1) = f{-1) = 1, sehingga f[(l) = 1 dan f’(l) = -1. Im
menunjukkan bahwa (1) # £(1). Dengan demikian invers dari suatu fungsi
belum tentu merupakan fungsi. Dari sini timbul pertanyaan, fungsi yang

bagaimanakah yang inversnya juga merupakan fungsi? -

Teorema 2.5 Bila f A—B maka f fungsi dari B ke 4 bila dan hanya bila
fungsi fbyjektif.
Bukti:
(<) Andaikan f fungsi byjektif dari 4 ke B. Maka f surjektif, yakni

(VyeB)(3xeAd) y = flx). Berarti (VyeB)3xeA) (x,y)ef- Dan ini berarti pula
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(VyeB)3xeA) (yx)ef’. Karena fjuga injektif maka (Vx;,x,€4) flx)) = fxy)
= x1 = x3. Berarti (Vx;,0€4) (i y)eEf A (2,02)Ef A Y1 = Y2 = X3 = x. Ini
sama artinya dengan (Vy,,y,€B) (yl,xl)efl A (yz,xz)efJ = x; = x,. Jadi £
B—A merupakan fungsi.

(=) Andaikan f fungsi dari 4 ke B dan f” fungsi. Maka (VyeB)(3xeA)
(vx)ef’. Berarti (VyeB)3xed) (xy)ef atau y = fix). Jadi f furjektif.
Kemudian (Vy,,y,€B) (yl,xl)efl A (yz,xz)efl A Y1 = y2 = x; = x;. Karena f
surjektif maka berarti pula (Vx;,x2€4) (1 1)ef A (xp,02)Ef A VI =Y DX =x;

atau (Vx; xaed) fix)) = fx;) = x1 = xp. Jadi f injektif. Dengan demikian f

bijektif. W

Dani teorema di atas diperoleh kesimpulan bahwa setiap fungsi yang

bijektif, inversnya juga merupakan fungsi.

B. Semigrup dan Subsemigrup
Definisi 2.11 Semigrup (S,#) adalah suatu himpunan S yang tidak kosong
bersama dengan operasi “#”, yang memenuhi:
(1) Operasi “#” di S bersifat tertutup.

(Va,beS) a# beSs.
(11) Operast “#” di S bersifat asosiatif.

(VabceSya# (b#c)=(a# b)#c.
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Untuk selanjutnya semigrup (S,#) dapat ditulis sebagai semigrup § saja,
dengan S sebagai himpunan dasarnya. Meskipun demikian tetap harus diingat
bahwa semigrup merupakan suatu pasangan antara suatu himpunan dengan
operasi jang didefinisikan pada himpunan itu. Selain itu agar efisien, penulisan
hasil operasi antar elemen di semigrup, misalnya “a # b” yang menyatakan hasil

operasi “#” antara elemen a dan b, cukup dituiis dengan “ab” saja.

Definisi 2.12 Semigrup (S,#) disebut semigrup komutatif bila dan hanya bila

operasi “#” di § bersifat komutatif, yakni a # b = b # a, Va,beS.

Definisi 2.13 Orde suatu semigrup S 1alah banyaknya elemen dari himpunan
S, dan dinotasikan dengan |S|. Suatu semigrup S disebut semigrup berhingga

bila ordenya berhingga, dan disebut semigrup tak hingga bila ordenya tak

berhingga.

Contoh 2.4

1. (Z,+) adalah suatu semigrup, karena Z jelas merupakan himpunan yang tidak
kosong, operasi penjumlahan pada himpunan bilangan bulat bersifat tertutup
dan asosiatif. Selain itu operasi penjumlahan pada himpunan bilangan bulat
juga bersifat komutatif, maka (Z,+) disebut juga semigrup komutatif.

2. (Z,-) bukanlah semigrup karena operasi pengurangan pada himpunan
bilangan bulat tidak bersifat asosiatif. Misalnya (2 — 5)- 4 = -3 — 4 = -7, tetapi

2-(5-4)=2-1=3.
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Andaikan M,.,(R) adalah himpunan semua matriks berordo n» x n dengan
elemen bilangan real. Karena M,.,(R) jelas tidak kosong, kemudian operasi
perkalian pada matriks tersebut bersifat tertutup dan asosiatif, maka
(Mun(R),.) adalah semigryp. Tetapi semigrup ini bukanlah semigrup

komutatif, karena operasi perkalian pada matriks tidak bersifat komutatif.

Definisi 2.14 Jika (S, .) adalah semigrup dan x€S, maka pangkar dari elemen

dalam S didefinisikan sebagai:
G x'=x

(i) ¥"'=x"x,dimanan=1,2,3,4, ....

Teorema 2.6 Andaikan (S,.) semigrup, maka Vm,neN dan VxeS berlaku:
1) X" x'=x"".
(i) @™)'=x""
Bukti:
Teorema ini akan dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika.
(1) Ambil sebarang meN.

& Akan dibuktikan ¥ X" = X" benar untuk 7= 1.

Jadi pernyataan x” x” = ™" benar untuk n = 1.
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+ Andaikan pernyataan X" X" = X" benar untuk n = k, maka x” x* = X%,
Akan dibuktikan bahwa x” x” = x""” juga benar untuk n =k + 1.
Y = P xk+1
— (xm xk)xl

— x(m+k)+1
il xm+(k+l)

_ Jmin
= X

Jadi pemyataan x™ x" = X" benar untuk n =k + 1.
Dengan demikian terbukti bahwa x” x” = X" benar untuk setiap neN. Secara
analog dapat dibuktikan pula bahwa x” x" = x™" benar untuk setiap meN.
(i1) Ambil sebarang meN.
¢+ Akan dibuktikan (x"Y' = x"” benar untuk n = 1.
@Y= G

_
=X

= ym!
= X"
Jadi peryataan (x)" = x™ benar untuk n = 1.
# Andaikan pernyataan (x™)" = X benar untuk z = k, maka (x*")* = ™. Akan
dibuktikan bahwa x” x” = x™” juga benar untuk =k + 1.

(xm )n — (xm )k+l

— (xm )k X"
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Jadi pernyataan (x™)" = x™ benar untuk n =k +1.
Dengan demikian terbukti bahwa (x”)” = ™ benar untuk setiap neN. Secara

analog dapat dibuktikan pula bahwa (x”)” = x™ benar untuk setiap meN. i

Perhatikan bahwa definisi 2.14 berlaku untuk semigrup dengan operasi
perkalian. Untuk semigrup S dengan operasi penjumlahan, definisi yang
berpadanan dengan “x™ adalah “nx” (n dikalikan dengan x), sedemikian rupa
sehingga 1x = x, dan (n + 1)x = nx + x, VnelN dan xeS. Oleh karena itu yang
berlaku pada semigrup (S,+) adalah mx + nx = (m + n)x dan n(mx) = (mn)x,

Vm,nelN dan xeS§.

Definisi 2.15 Dalam semigrup (S,#), suatu elemen e dalam S disebut elemen

identitas bila dan hanya bila (VxeS)e# x=x#e=x.

Definisi tersebut mengimplikasikan bahwa suatu semigrup mungkin
memiliki elemen identitas, mungkin tidak. Misalnya pada semigrup (Z,.), elemen
1 adalah elemen identitas, karena 1 . x = x . 1 = x, VxeS. Akan tetapi semigrup

(E,.) dengan E adalah himpunan bilangan bulat yang genap, tidak memiliki
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elemen identitas. Teorema berikut ini akan menjelaskan keunikan dari elemen

identitas .

Teorema 2.7 Jika semigrup (S,#) memiliki elemen identitas, maka elemen
identitas tersebut pasti tunggal.
Bukti:

Andaikan e dan f, keduanya merupakan elemen identitas di S. Maka akan
diperoleh: e=e # f  (karena fadalah elemen identitas)

=f (karena e adalah elemen identitas). @l

Definisi 2.16 Andaikan (Sj#) semigrup dengan elemen identitas e, dan

andaikan pula xeS. Suatu elemen yeS disebut invers dari x (dan sebaliknya) bila

danhanyabillax#y=y#x=e.

Jika semigrup (S,#) memiliki elemen identitas e, berdasarkan definisi di atas,
e adalah invers dari dirinya sendiri, karena e # e = e. Akan tetapi harus diingat
bahwa tidak semua elemen di S memiliki invers. Sebagai contoh, misalnya pada
semigrup (Z,.), yang memiliki elemen identitas yakni 1. Elemen 1 dan —1 dari Z,
masing-masing memiliki invers yakni dirinya sendiri, akan tetapi elemen lain di Z
tidak memiliki invers.

Seperti halnya elemen identitas, elemen 1nvers juga memiliki keunikan, yang

akan dijelaskan pada teorema berikut ini.
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Teorema 2.8 Andaikan (S,#) adalah semigrup dengan elemen identitas e,
dan andaikan pula xeS. Jika x memiliki invers, maka pastilah inversnya tersebut
adalah tunggal.

Bukti:

Andaikan y dan z, masing-masing adalah invers dan x. Maka akan diperoleh:

y =yte (karena e adalah elemen identitas)
=y#(x#2) (karena z adalah invers dari x)
= (y#x)#z (sifat asosiatif)
=e#z (karena y adaiah invers dari x)
=z N

Dalam suatu semigrup dengan operasi perkalian, di mana elemen
identitasnya adalah 1, notasi untuk elemen invers dari x (jika ada) adalah x, yang
memenuhi: xx' =x"'x=1.

Sedangkan dalam semigrup dengan operasi penjumlahan, di mana elemen

identitasnya adalah 0, notasi untuk elemen invers dan x (jika ada) adalah -x, yang

memenuhi: x + (-x) = (-x) + x = 0.

Definisi 2.17 Andaikan 7 himpunan bagian yang tidak kosong dari S, dan
(S#) adalah semigrup. Maka T adalah subsemigrup dan S bila dan hanya bila

operasi “#” pada T bersifat tertutup.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

18

Dari definisi tersebut diatas dapat diturunkan pernyataan, bahwa untuk setiap

semigrup S, S adalah subsemigrup dari dirinya sendin.

Contoh 2.5 Dalam semigrup (Z,.), N adalah subsemigrup dari Z, karena N
adalah himpunan bagian yang tidak kosong dari Z dan operasi perkalian di N

bersifat tertutup. Selain itu Z adalah subsemigrup dari Z itu sendiri.

Teorema berikut akan memberikan suatu alternatif lain untuk menentukan
apakah suatu himpunan bagian yang tidak kosong, yang telah diketahui, dari

himpunan dasar suatu semigrup adalah subsemigrup.

Teorema 2.9 Andaikan (S,#) adalah semigrup dan 7"adalah himpunan bagian
dan S (7cS). Maka T adalah subsemigrup dari S bila dan hanya bila (7#) adalah

semigrup.

Bukti:

(=) Diketahui T" adalah subsemigrup dan S, maka operasi “#” di T bersifat
tertutup. (S,#) semigrup maka operasi “#” di S bersifat asosiatif. Karena 7" adalah
himpunan bagian dari S, maka setiap elemen di 7 adalah elemen di S. Sehingga
operasi “#” di T juga bersifat asosiatif. Jadi (T,#) semigrup.

(<) Diketahui (T°#) semigrup. Maka operasi “#” di T bersifat tertutup dan
1#J. Karena T adalah himpunan bagian dari S, maka dari definisi subsemigrup

disimpulkan bahwa (7’#) adalah subsemigrup dari (S;#). #
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Contoh 2.6 Diketahui (M>,o(R),.) adalah semigrup. Andaikan diketahui 7=

x 0
{B Ojl IXE R}, buktikan bahwa 7" adalah subsemigrup dan M,»(R) tersebut!

Penyelesaian.
7T adalah himpunan bagian dan Ma(R), karena 7" adalah himpunan matriks
berordo 2 x 2, dan x,0eR. Kemudian 7' # & jelas.

0

Ambil sebarang A=|"
0 0

0
}, B= B 0] dalam 7, maka x,yeR. Kemudian

0
AB= [xgz 0} juga dalam 7, karena xyeR. Oleh karena itu operasi perkalian

bersifat tertutup di 7. Dengan demikian terbukti bahwa 7 adalah subsemigrup dari

Ma(R).

Perhatikan contoh 2.6. Semigrup M2«»(R) memiliki elemen identitas yakni

1 0
1 :[O 1]. Meskipun /¢7, subsemigrup 7" memiliki elemen identitas, yakni

1 0
matriks [0 0} Hal ini jelas karena:

ol 4 o G een

Sehingga dalam suatu semigrup S yang memiliki elemen identitas, elemen
identitas (jika ada) dari suatu subsemigrupnya tidak selalu sama dengan yang ada

pada S.
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BAB I

MONOID DAN HUBUNGANNYA DENGAN GRUP

Bab ini membahas mengenai monoid dan berbagai macam monoid, seperti
monoid komutatif, monoid traﬁsformasi, monoid siklis, monoid bebas, dan
monotid faktor, serta homomorfisma dalam monoid. Kemudian juga dibahas grup
dan beberapa macam grup, seperti grup siklis, subgrup normal dan grup faktor,
grup bebas, serta homomorfisma dalam grup. Selain juga dibahas mengenai

hubungan yang ada antara monoid dan grup.

A. Monoid
1. Monoid dan Submonoid
Berikut ini akan dibahas suatu struktur aljabar yang lebih khusus daripada
semigrup. Struktur aljabar ini lebih khusus karena dua dari tiga aksioma yang
disyaratkan pasti dipenuhi oleh semigrup. Untuk lebih jelasnya kita mulai

dengan definisi berikut.

Definisi 3.1 Monoid (M #) adalah suatu himpunan M yang tidak kosong
bersama dengan operasi “#”, yang memenuhi aksioma-aksioma berikut ini:
(1) Operasi “#” di M bersifat tertutup.
(Va,beM)att beM.
(i1) Operasi “#” di M bersifat asosiatif.

(Va,bceM)ya# (b#c)y=(a# b)#c.

20
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(i) M memuat elemen identitas e.

(FeeM)VaeM)e#ta=a# e=a.

Dengan demikian dapat juga dikatakan bahwa monoid adalah suatu
semigrup yang memiliki elemen identités, sehingga setiap monoid adalah
semigrup. Oleh karena itu apa yang berlaku pada semigrup juga berlaku pada

monoid.
Karena monoid memuat elemen identitas, maka berdasarkan teorema 2.7

disimpulkan bahwa elemen identitas di monoid tersebut juga tunggal.

Definisi 3.2 Andaikan (M#) monoid dengan xeM. Elemen x disebut

idempoten dalam M bila x # x = x.

Contoh 3.1

1. (No,+) adalah monoid karena operasi penjumlahan pada himpunan
bilangan bulat bersifat tertutup dan asosiatif, dan elemen identitasnya
adalah O sebab 0 + m = m + 0 = m, VmeN,. Hanya elemen 0 yang
memiliki invers, karena 0 + 0 = 0. Untuk selanjutnya N, menyatakan
himpunan bilangan cacah.

2. (Z,+)adalah monoid karena berdasarkan contoh 2.4 telah dijelaskan bahwa
(Z,+) adalah semigrup, dan elemen identitasnya adalah 0 karena 0 + x = x

+0=x, Vxel.
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3. (Z,) adalah monoid dengan elemen identitas 1. Elemen dalam Z yang
memiliki invers adalah 1 dan —1, kemudian idempotennya adalah O dan 1.
4. (Q,.) juga monoid dengan 1 sebagai elemen identitasnya dan setiap

elemen di Q memiliki invers kecuali 0. Idempotennya adalah 0 dan 1.

Definisi 3.3 Jika (M#) monoid maka Gy = {xeM: x memiliki invers}

disebut grup kernel dari (M#).

Definisi 3.4 Monoid (M#) disebut monoid komutatif, jika operasi “#”
dalam M bersifat komutatif, yaitu: a # 5 = b # a, Va,beM. Oleh karena itu,

jika M monoid komutatif maka M juga semigrup komutatif.

Contoh 3.2 Buktikan béh@a (Z,w) adalah suatu monoid komutatif, dimana
xWy=6-2x—2y+xy, Vx,yel!
Penyelesaian.
(1) Z tertutup terhadap operasi “#7, karena operasi-operasi penjumlahan,
pengurangan, dan perkalian bersifat tertutup di Z.
(i) Ambil sebarang x,yeZ ,maka x¥y=6—-2x—2y+xy=6 -2y 2x+yx=
ywx, sehingga ¥ adalah operasi biner yang komutatif pada Z.
(11) Ambil sebarang x,y,-€Z maka:

xe(ywz) = xv(6—-2y—-2z+yz)

6 —2x+ (2+x)(6—-2y—2z+yz)
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= -6 +4(x+y+z)—2xy + xz+yz) + xyz.
(xey)wz = (6 —2x -2y + xy)ez
=6+ (-2+z)(6—-2x—-2y+xy)—2z
= -6+4(x+y+z)—2(xy+xz+yz)+xyz
= xv(ywz).
Jadi operasi “#” juga asosiatif dalam Z.
(iv) Andaikan elemen identitas itu adalah e maka ewx = x, VxeZ. Sehingga:

6—2¢e—2x+tex=x6-2¢e—-3x+ex =0

(x-2)e-3) = 0.

Jadi ewx = x, VxeZ bila dan hanya bila e = 3.
Oleh karena itu terbukti bahwa (Z,¥) adalah suatu monoid komutatif dengan 3

sebagai elemen identitasnya.

Definisi 3.5 Andaikan (M,#) monoid dengan elemen identitas e dan T
adalah himpunan bagian yang tidak kosong dari M. Maka T disebut

submonoid dari M, bila T tertutup terhadap operasi “#” dan ee 7.

Teorema 3.1 Andaikan (M#) monoid dan NcA/L Maka N adalah
submonoid dan (M,#) bila dan hanya bila (V,#) adalah monoid.
Bukti:

(«<=) Diketahui (N#) monoid. Maka N=(J, operasi “#” bersifat tertutup di

N, dan N memuat elemen identitas. Jadi & adalah submonoid.
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(=>) Diketahui N submonoid dari M. Maka N tertutup terhadap operasi “#”
dan eeN. Karena N himpunan bagian dari M dan A/ monoid, maka operasi “#”

bersifat asosiatif di N. Jadi N monoid. &

Sehingga jika (M #) adalah monoid, maka (M#) adalah submonoid dani

dirinya sendiri. Dan jika N = {e} maka (V,#) juga submonoid dari (M #).

Teorema 3.2 Andaikan X adalah suatu himpunan yang tak kosong dan X*
= {f X—>X} adalah himpunan semua fungsi dari X ke X sendiri. Maka (X* ,’0)
adalah suatu monoid.

Bukti:

Jelaslah bahwa suatu fungsi identitas /*: X—>.X dalam X*. Ini menunjukkan

bahwa X" tidak kosong.

Ambil sebarang j;geXX = (fo g)eX"', Vj;geXX. Komposisi dari fungsi-
fungsi selalu asosiatif, karena Vf,g,heXX berlaku f o (g o h)(x) = flg(h(x)))
kemudian (f o g) o A(x) = flg(h(x))). Fungsi identitas /*: X—X yang
didefinisikan oleh /*(x) = x adalah identitas untuk komposisi fungsi. Jadi

terbukti bahwa (X" 0) adalah monoid. W

Definisi 3.6 Monoid (X*,0) disebut monoid dari transformasi-transformasi

dalam X_

Contoh 3.3 Andaikan X = {0,1}. Buatiah tabel komposisi fungsi untuk

monoid transformasi (X”Y,o)!
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Penyelesaian.
X* mempunyai empat elemen e, f, g, dan 4 yang didefinisikan sebagai
berikut:
e(0)=0, f0)=0, g(0)=1, h(0)=1
e(Hy=1, A1)=0, g(1)=0, h(1)=1
Dengan demikian elemen identitasnya adalah fungsi e.

Kemudian e o e(0) = e{e(0)) = ¢(0) = 0 dan e 0 e(1) = e(e(1)) = e(1) = 1,
sehingga e o e = e. Kemudian g o f{0) = g(/(0)) = g(0) = 1 dan g 0 1) = g(A1))
= g(0) = 1, sehingga g o f = h. Komposisi-komposisi fungsi lainnya dapat
dihitung dengan cara serupa sehingga didapatkan tabel hasil operasi komposisi
fungsi dari elemen-elemen monoid transformasi dalam {0,1}, seperti pada

tabel 3.1 berikut.

0o e f g h
e e f g . h
f A .
gle r e f
h h h h h

Tabel 3.1 Hasil komposisi fungsi-fungsi dalam monoid transformasi dalam {0,13}.

Jelaslah bahwa grup kemel dari monoid (X*,0) adalah fungsi-fungsi dalam
X yang memiliki invers. Dengan demikian grup kernel dari monoid (X*,0)

adalah fungsi-fungsi yang bijektif dalam X"

Teorema 3.3 Bila himpunan X memuat n elemen, maka banyaknya

elemen dari X* adalah ",
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Bukti:

Banyaknya elemen dari X* adalah banyaknya fungsi yang dapat dibentuk

dari {1,2,3, ...,n} ke dirinya sendiri.

Pandang beberapa fungsi yang dapat dibentuk, yang ditulis berdasarkan

pemetaan tiap elemen di domain, misalnya:

11 12 151 11
21 2—-1 2—>2 2—1
n—o1 n—o1 n—1 n—o?2

Jika kita lihat range dan fungsi-fungsi tersebut dan menyusunnya dalam suatu
urutan, misainya {1,1, ...,1} yang berarti setiap elemen dan {1,2, ...,n}
dipetakan ke 1, {2,1, ...,1} yang artinya 1 dipetakan ke 2 sedangkan elemen
lainnya dipetakan ke 1, maka banyaknya elemen dari X adalah banyaknya
susunan n unsur dalam suatu urutan, yang dapat dibentuk dan » unsur berbeda

dan tiap unsur boleh ditulis berulang.

Dengan menggunakan diagram pohon kita dapatkan hasil berikut ini.

R unsur
A

N
N
[ SV

n

n X n X n X e X

=

n?t\z(ktor
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Jadi banyaknya elemen dari X" adalah »". W

2. Moenoid Siklis

Karena setiap monoid adglah semigrup, maka gagasan-gagasan yang ada
pada semigrup juga berlaku untuk monoid. Sehingga suatu monoid disebut
berhingga bila ordenya berhingga, bila ordenya tak berhingga disebut monoid
tak hingga.

Seperti halnya pada semigrup, pada monoid juga didefinisikan

perpangkatan elemen-elemen dalam monoid.

Definisi 3.7 Dalam suatu monoid (A4,.) dengan elemen identitas e,
perpangkatan suatu elemen xe M didefinisikan sebagai:
(1) =e

(i) x™'=x"x dengann=0,1,2,3, ... .

Teorema 3.4 Andaikan (M,.) monoid, maka VxeM dan VmnelN,,
berlaku:
(i) x"x"=x"".
() "y =x"".
Bukti:
Karena monoid adalah semigrup, maka teorema 2.6 juga berlaku untuk

monoid, dengan demikian cukup dibuktikan bahwa x™x” = x™"” dan (x)" = x™

benar untuk setiap melNy, n =0 dan untuk setiap neNy, m = 0.
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(i) Ambil sebarang meNp.

Akan dibuktikan bahwa x”x” = " benar untuk n=0.

xm xn — xm xO

— x”l e
m+0
x
m+n
= x
Jadi xX"x" = ™ benar untuk n =0 danVmeNj,.
Secara analog dapat dibuktikan pula bahwa X"x” = X" benar untuk setiap
neNy, dengan m = 0.
(i1) Ambil sebarang meNj.
Akan dibuktikan bahwa (x”Y" = X benar untuk n= 0.
(xm)n N (xm)O
= ¢

_ .m0
= X

= X"

Jadi terbukti bahwa (x™)” = x™ benar untuk » = 0 danvVmeNj.

Secara analog dapat dibuktikan bahwa (x”)’ = ¥ benar untuk setiap

neNy, denganm=0. il

Definisi 3.8 Suatu monoid (M#) disebut dibangun oleh A di mana AcCM

dan 4 # O, bila setiap elemen dari M dapat dinyatakan sebagai kombinasi
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terhingga dari perpangkatan elemen-elemen dalam A, yaitu VmeAf dapat

ditulis sebagai:

m= aI"1 #aznZ #a3"3 # .. #a"n" ) dengan a,,a;,... a,cA dan nyn,,... n,eNj.

Contoh 3.4

1. Monoid (Z',.) dibangun oleh {P}dengan P adalah himpunan semua
bilangan prima, karena setiap bilangan bulat positif dapat dinyatakan
sebagai perkalian terhingga dan perpangkatan bilangan prima.

2. Monoid (Np,+) dibangun oleh {1} karena setiap bilangan cacah dapat

ditulis sebagai jumlahan dan 1 sebanyak ¢, dengan ceNy.

Definisi 3.9 Suatu monoid M yang disebut monoid siklis, bila ada 4 yang

membangun M dan 4 hanya memuat satu elemen.

Dengan demikian monoid (Z",.) bukan monoid siklis karena ada lebih dari

satu bilangan prima sebagai pembangunnya. Sedangkan monoid (No,+) adalah

monoid siklis.

3. Monoid Bebas
Andaikan 4 suatu himpunan. Andaikan pula 4", neN, adalah himpunan

dari n-tupel elemen-elemen dalam 4. Dalam hal ini n-rupe/ adalah rangkaian

berhingga n elemen-elemen dalam A tanpa simbol apapun di antara elemen-

elemen tersebut.
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Definisi 3.10 Elemen-elemen dari 4" disebut pesan dengan panjang n

dalam A, di mana neNj.

Definisi 3.11 Pesan dengan panjang 0 adalah pesan kosong, dan

dilambangkan dengan A.

Contoh 3.5 Bila 4 = {a, b} maka baabbabac A®, A° = {A} dan,

A= {aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb}.

Definisi 3.12 Andaikan A4 suatu himpunan dan andaikan pula

FM(A)=4VAVA> L. = UA” . Didefinisikan operasi rangkaian “*”

n=0
dalam FM(A) yaitu: a*B = af}, untuk setiap a,BeFM(4). Sedangkan off
adalah suatu pesan yang diperoleh dengan meletakkan pesan 3 di sebelah

kanan pesan a, tanpa simbol apapun di antara keduanya.

Dengan demikian FAfA4) adalah himpunan dari semua rangkaian
berhingga dari elemen-elemen dalam A4, atau FA(A4) beranggotakan semua
pesan yang dapat dibentuk dari elemen-elemen dalam A. Perhatikan bahwa
jika A = &, maka FM(A) = {A}.

Andaikan o,feFM(4) di mana o = a1a;...a, dan B = ay’a;’...a,” maka
didefinisikan bahwa o = 3 bila dan hanya bila » = m dan @; = a;’, untuk setiap

ie{l, 2, ..., n}. Khususnya, bila o = A maka o = f3 bila dan hanya bila = A.
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Definisi 3.13 Jika 4 suatu himpunan dan ag;e4, maka untuk elemen
a;ieFM(A), ieN, berlaku:
(i) a’=A.

.
(i) a"a”=a"", VYmneNy.

Contoh 3.6 Jika o = aaabbaac dan B = abbbccaba, maka axf =

aaabbaacabbbcecaba.

Teorema 3.5 Jika a,Be FM(A4) di mana o adalah pesan dengan panjang m
dan B adalah pesan dengan panjang n, maka a*{3 adalah pesan dengan
panjang m + n, ¥Ym,neNp.

Bukti:

Teorema ini akan dibuktikan dengan memperhatikan empat kemungkinan,
yakni:

(i) Jika m=0dan n =0, maka oo = 3 = A sehingga a* 3 = A% A = A. Ingat
bahwa A merupakan pesan dengan panjang O danm + n=0.

Jadi terbukti bahwa a*f3 merupakan pesan yang panjangnya m + n,

untuk m=n=0.
(1) Jikam=0dann==k, dengan kN, maka a*x3 =A% =f.

Jadi terbukti bahwa o % 3 merupakan pesan dengan panjang m + n= k.
(1i) Jika m =j dan n =0, di mana jeN, maka Q*B =akA=a.

Jadi terbukti bahwa o * f§ merupakan pesan dengan panjang m+ n=.
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(iv) Jika m = j dan n = k, di mana j,keN. Andaikan a = aja;...q; dan B =

aay...ax, dengan g;eN. Maka a* 3 = a1a;... gjma;... a, merupakan pesan

dengan panjang j + k.

Jadi terbukti jika o adalah pesan dengan panjang m dan 3 adalah pesan dengan

panjang n, maka a3 adalah pesan dengan panjang m + n, Vm,neNy. |

Teorema 3.6 (FAM(A),%) di mana * adalah operasi rangkaian, adalah

suatu monoid.

Bukti:

(1) Akan dibuktikan bahwa operasi rangkaian “*” terdefinisi dengan baik.

Ambil sebarang o,f,0°,8° € FM(A) dimana a = o’ dan = 3°. Maka o % B

= =P =oxp.

Jadi operasi “*” terdefinisi dengan baik di FM(A).

(i) Ambil sebarang a,feFM(A) di mana o adalah pesan dengan panjang m

dan P adalah pesan dengan panjang n, maka o adalah pesan dengan

panjang m + n, VmnelNy. Karena (m + n)eNo maka a* Be FA{A).

Jadi operasi “** bersifat tertutup di FAM(A).

(iii) Ambil sebarang a,B,ye FM(A) maka ax (B Xxy)=a*By=afy=af *xy=

(akx B)*y.

Jadi operasi “*” bersifat asosiatif di FAHA).

I

(iv) Elemen identitas di FM(A) adalah A, karena A%xa = axA
YaeFMA).

Jadi terbukti bahwa FA{A4) adalah monoid. W
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Definisi 3.14 Monoid (FM(A),*) yang diperoleh dari teorema 3.6 disebut

monoid bebas yang dibangun oleh A, dengan A4 sebagai basis dari FA(A).

Jika kita bentuk FS(4) = FM(A) — {A}, maka akan kita peroleh semigrup

(FS(A),*) yang disebut semigrup bebas yang dibangun oleh 4.

Contoh 3.7 Andaikan 4 = {a} maka (FM(A),*) adalah monoid dengan
FM(A)={A,a,aa,aaaq, ...} ={A,a, az, a3, ... }. Jelaslah bahwa monoid bebas

ini adalah monoid siklis yang komutatif.

Jika elemen dari 4 lebih dari 1, maka FA/(A) tidak komutatif, karena untuk
a,beA, di mana a # b, kita dapatkan a* b = ab # ba = b*a. Kemudian FAM(A4)

adalah monoid tak berhingga untuk setiap himpunan 4 yang tidak kosong.

4. Homomorfisma dalam Menoid
Definisi 3.15 Bila (M,#) dan (#,0) adalah monoid-monoid dengan elemen
identitas masing-masing adalah e)s dan ey, maka pemetaan ¢: M—N disebut
homomorfisma monoid dan (M#) ke (N,0), bila memenuhi:
(1) o(x#y)=d(x) 0 0(), VxyeM.
(1) d(er) = en.

Telah diketahui bahwa ada beberapa macam jenis fungsi, misalnya fungsi

injektif, fungsi surjektif, dan fungsi bijektif. Oleh karena homomorfisma monoid
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berkaitan dengan fungsi, maka didefinisikan beberapa macam homomorfisma

monoid berkaitan dengan jenis fungsinya.

Definisi 3.16 Andaikan (A#) dan (V,0) adalah monoid-monoid dengan ¢:
M->N homomorfisma monoid.
(1) Jika ¢ merupakan fungsi surjektif, maka ¢ disebut epimorfisma monoid.
(i) Jika ¢ merupakan fungsi injektif, maka ¢ disebut monomorfisma
monoid.
(111) Jika ¢ merupakan fungsi bijektif, maka ¢ disebut isomorfisma monoid.
Bila ada isomorfisma monoid dari M ke N maka dikatakan M isomorfis

dengan N, yang dinyatakan oleh (M#) = (N,0).

Contoh 3.8 Andaikan ¢: (No,+)—>(N.,.) yang didefinisikan oleh ¢(n) =27,
VneNy. Maka ¢ adalah homomorfisma monoid karena:
(i) on+m)=2""=2".2" = p(n).o(m), Vn,meNp.
(i) @(0) =2° =1, di mana 0 adalah elemen identitas di Ny dan 1 adalah
elemen identitas di N.
Sebaliknya, o: (No,+)—>(No,+) yang didefinisikan oleh o(x) = x°, VxeN,,
bukan homomorfisma monoid. Karena o(x + y) = (x + y)2 # o(x) + o(y) = x*

+ %, misalnya o(1 + 1) = 4, sedangkan o(1) + o(1) = 2.

Teorema 3.7 Andaikan fungsi f (M, #)—>(N,0) suatu homomorfisma

monoid, maka range dan fyaitu A1) = {f{x). xe A} adalah submonoid dan V.
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Bukti:

Jelaslah bahwa f{M)cN.

(i) Ambil sebarang f{x;) f(x:)efAM), maka x;,x,eM. Kemudian f{x;) o f{x;) =
fx1 # x,). Karena M monoid maka x; # x,eM, sehingga fx; # x;)efAM).
Jadi operasi “o” bersifat tertutup di AM).

(1)) Karena fhomomorfisma monoid maka f{exs) = e, schingga eye{M).

Tebukti bahwa f{Af) sumonoid dari N. B

Teorema 3.8 Suatu monoid bebas dengan basis {a} isomorfis dengan
monoid (No,1).

Bukti:

Andaikan k: FM({a})—>N, suatu fungsi yang memetakan setiap pesan di

FM({a}) ke suatu bilangan yang menyatakan panjang pesan tersebut.

(1) Akan dibuktikan bahwa xk terdefinisi dengan baik. Ambil sebarang
a” d"e FM({a}) sedemikian hingga @” = &”". Sehingga m,neNy dan m = n.
Oleh karena itu x(a™) = x(d").

Jadi x terdefinisi dengan baik.

(1)) Akan dibuktikan bahwa x adalah suatu homomorfisma monoid. Ambil
sebarang o,BefM({a}) di mana o mempunyai panjang m dan [
mempunyai panjang n, dengan m,neN,. Maka berdasarkan teorema 3.5
x(a* ) =x(af)=m+ n=x(a) + x(B). Jelaslah bahwa x(A) = 0, dan 0

adalah elemen identitas di Ny.
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Jadi terbukti bahwa x adalah suatu homomorfisma monoid.

(i) Ambil sebarang neNy, maka pastilah ada ae FM({a}) dengan panjang n,
yaitu o = a@”, sehingga n = (o).

Jadi x adalah fungsi surjektif.

(iv) Ambil sebarang o,feFM({a}) di mana oo mempunyai panjang m dan f3
mempunyai panjang n, dimana m,neNo, sedemikian hingga k(o) = k().
Maka m = n. Karena A = {a} maka A" hanya memiliki elemen yang
tunggal, padahal o.,BeA4”. Maka haruslah o = 3.

Jadi k adalah fungsi mjektif.

Dengan demikian terbukti bahwa suatu monoid bebas (FAM({a}),* ) isomorfis

dengan monoid (No,+). B

Teorema 3.9 Andaikan (F#M(A), %) suatu monoid bebas yang dibangun
oleh A dan andaikan i: A—>FM(A) adalah fungsi yang memetakan tiap elemen
dari 4 ke pesan dengan panjang 1, sehingga i(a) = a, VaeA4. Bila g: A>M
suatu fungsi dan A ke dalam himpunan dasar dari monoid (M,#), maka ada
homomorfisma monoid yang tunggal A (FM(A4),%)>(M#) sedemikian
hingga hoi=g.

Bukti:

Bila 7 memenuhi # o i = g, maka A haruslah terdefinisi pada pesan dengan
panjang 1 oleh A(a) = g(a), VaeA. Andaikan o suatu pesan dengan panjang
n>2 dalam FM(A). Jika a diganti dengan %y dimana {§ pesan yang

panjangnya n-1 dan y pesan yang panjangnya 1, maka A(a) = A(B*v) = h(B) #
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h(y) = h(B) # g(). Dengan cara yang sama, kita lakukan pula pada pesan 8 dan
seterusnya sampai pesan tersebut panjangnya adalah 1. Sehingga # dapat
ditentukan dengan cara induksi pada panjang pesan, yakni bila o = aia;... a,
dengan g;eA4 dan 1 <7 < n, maka (o) = g(a)) # g(az) # ... # g(a,), dan A(A)
adalah identitas dari M.

Andaikan f homomorfisma monoid dari FAA) ke M, dan memenuhi fo i
= g. Oleh karenanya f harus terdefinisikan pada pesan dengan panjang 1, yakni
fa) = g(a) = h(a), VacA. Dan f{A) = h(A), sehingga f= A. Jadi hanya ada satu

homomorfisma dari FM(A) ke M yang memenuhi hoi=g. @

5. Monoid Faktor
Definisi 3.17 Relasi ekuivalensi R pada himpunan A disebut refasi
kongruensi pada monoid (M,e) jika aRb menyatakan (aec)R(bec) dan

(cea)R(ceb), VceM. Kelas kongruensi dan aeM adalah {a] = {xeM: xRa}.

Definisi di atas mengimplikasikan bahwa setiap relasi ekuivalensi pada M
belum tentu merupakan relasi kongruensi pada monoid (M,e). Artinya ada
relasi ekwivalenst pada M yang bukan merupakan relasi kongruensi pada

monoid (M,e). Untuk lebih jelasnya perhatikan dua contoh berikut ini.

Contoh 3.9 Jika relasi R didefinisikan sebagai aRb bila 10ja — b,

Va,beNy, tunjukkan bahwa R adalah relasi kongruensi pada monoid (N, +)!

Penyelesaian.
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Pada contoh 2.1 telah ditunjukkan bahwa relasi R ini adalah suatu relasi
ekuivalensi. Dengan demikian cukup ditunjukkan bahwa aRb menyatakan
(atc)R(b+c) dan (cta)R(ctb), VceNo.

Ambil sebarang a,beNy. Jika a — b = 10p, peZ, maka(a+c)—(b+¢c) =
10p dan (¢ + a) — (¢ + b) = 10p, VceNy. Jadi aRb menyatakan (a+c)R(b+c)

dan (cta)R(ctb), YceNy. Jadi R relasi kongruensi pada monoid (No,+).

Contoh 3.10 Andaikan R adalah suatu relasi pada Ny yang didefinisikan
sebagai: aRb bila dan hanya bila @ = 2'h, untuk suatu reZ. Apakah R

merupakan relasi kongruensi pada monoid (Ny,+)?

Penyelesaian.
Akan ditunjukkan dahulu bahwa R adalah relasi ekuivalensi pada No.

(i) Ambil sebarang aeN,. Maka a = 2%.a dan 0€Z, sehingga aRa. Jadi R
g

refleksif.

(i) Ambil sebarang a,beNy. Andaikan aRb maka a =2"b, reZ. Sehingga b =
27a dan -reZ. Dengan demikian hRa. Jadi R simetris.

(i11) Ambil sebarang a,b,ceNy. Andaikan aRb dan bRc. Maka a = 2'b, reZ
dan b = 2°c, peZ. Sehingga a = 22°c = 2"Pc dan r+peZ. Dengan
demikian aRc. Jadi R transitif.

(iv) Karena 12 = 2°.3, maka (12,3)eR. Tetapi 12 + 2 = 14 dan 2*(3+2) = 20,

sehingga (12+2,3+2)#R. Ini menunjukkan bahwa ada a,beNj, di mana
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(a,p)eR dan (atc,bt+c)gR, untuk suatu ceNj. Jadi R bukan relasi
kongruensi pada monoid (No,*).
Contoh ini menunjukkan suatu relasi ekuivalensi pada N, yang bukan

merupakan relasi kongruensi pada monoid (N, +).

Teorema 3.10 Jika R adalah relasi kongruensi pada monoid (Afe),
himpunan faktor M/R = {[a]: acM} adalah monoid dengan operasi yang
didefinisikan sebagai [a]o[b] = [a®b], YVa,be M.

Bukti:

(1) Akan dibuktikan bahwa operasi tersebut terdefinisi dengan baik pada
kelas-kelas kongruensi. Ambil sebarang [a],{b],[a’],[p’]e M/R sedemikian
hingga [¢] = [¢’] dan {b] = {b’]. Andaikan xe{a] maka xRa, sehingga aRx
karena R simetris. Tetapi xRa’ karena [a] = [a’], maka aRa’ karena R
transitif. Dengan cara yang sama diperoleh 6Rb’. Sehingga (aeb)R(aeb’)
dan (aeb’)R(a’eb’). Karena R transitif, (aeb)R(a’eb’) dan [aeb] = [a’#b’].
Ini menunjukkan bahwa operasi pada A/R terdefinisi dengan baik.

(1) Sifat asosiatif dalam AM/R diturunkan dan sifat asosiatif dalam A Ambil
sebarang [a],[6].[c]e M/R, maka:

[alo([b]oc]) = [alo([bec]) = [abec] = ([asb])o[c] = ([a]o[6])o[c].
Jadi operasi pada MR bersifat asosiatif.

(i11) Jika e elemen identitas di M, maka {e] adalah elemen identitas di AM/R,

karena {a]o[e] = [a®e] = [a] dan [e]o[a] = [e®a] = {a], V{a]eM/R.

Jadi terbukti bahwa A#/R adalah monoid. I
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Definisi 3.18 Monoid yang diperoleh dan teorema 3.10 disebut monoid

faktor dari M oleh R, dinotasikan AZ/R.

Contoh 3.11 Jika kita perhatikan contoh 3.9 sebelumnya, monoid faktor
(No/R,0) beranggotakan kelas-kelas kongruensi [1], {2], {3], ..., dan {10].
Karena {10] o [1] =10 + 1] = [11] dan {11] = {1, 11, 21, ... } =[1], maka
[10] o [1] = {1]. Hasil operasi untuk kelas-kelas kongruensi dalam monoid
faktor (N¢/R,0) lainnya dapat dicari dengan cara serupa, yang hasilnya

disajikan pada tabel 3.2 berikut ini.

o |11 [21 Bl 4 [B1 6] 71 [8 [91 [10]
121 B © Bl 6l 71 81 B (0] (1]
211 B1 4 61 (6] (71 (8 (91 [10] (1] (2]
B1 114 [Is5] (61 [71 (8 (91 (10] [1] [2] (3]
(4] 1 151 fe1 (71 (81 [91 (101 [i] [2] (3] [4]
(51 ) tel (7 (8 01 (101 (1 [2] (3] [4] [5]
el 71 81 51 [} 11 (21 (B3] [41 [5) [6]
(71 1 (81 (91 [101 [1} [2] [31 [ [51 [61 [7]
(81 | 51 [(10) [ [2} [31 [41 [51 (6] [71 (8]
91 | (101 17 2] [31 [41 (51 [61 [71 (81 9]
(o 21 (31 [ (51 [61 (71 (81 [91 [10]

Tabel 3.2 Hasil operasi antar elemen-elemen dalam monoid faktor (Ny/R,0).

Teorema 3.11 Andaikan ¢: (M,*)>(N#) epimorfisma monoid dan R

adalah relasi kongruensi pada (A4,») yang didefinisikan sebagai aRb jika dan
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hanya jika ¢(a) = ¢(b), Va,beM, maka monoid faktor (M/R,0) isomorfis

dengan (N #).

Bukti:

Andaikan ¢@: (M/R,0)—>(N#) suatu fungsi yang didefinisikan sebagai

o([a]) = &(a), V[a]eMR.

(1) Akan ditunjukkan bahwa @ terdefinisi dengan baik. Ambil sebarang
[al,[pleM/R sedemikian hingga [a] = [b], maka aRb. Sehingga ¢(a) =
$(b), dan akibatnya o([a]) = o({5]).

Jadi ¢ terdefinisi dengan baik.

(i) Ambil sebarang [a],[6]e M/R. Maka:

o(falofb]) = o({asd])

o(aed)

o(a) # 6(b)

offa]) # o([B]).
Kemudian, andaikan e elemen identitas di A, maka {e] adalah elemen
identitas di AMZR. Dan ¢([e]) = ¢(e), di mana ¢(e) elemen identitas di V.
Jadi ¢ suatu homomorfisma monoid.

(iii) Ambil sebarang yeN. Karena ¢ epimorfisma monoid dari M ke &, maka
ada xeM sedemikian sehingga y = ¢(x). Karena xeM maka {x]e M/R,
oleh karenanya y = ¢§(x) = o([x]).

Jadi terbukti bahwa o surjektif.
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(iv) Ambil sebarang {a],[p]eM/R. Andaikan o¢({a]) = ¢({b]), maka ¢(a) =
o(b). Sehingga aRb. Karena R relasi ekuvalensi maka ae{b]. Berdasarkan
teorema 2.2 disimpulkan {a¢] = {5].

Jadi terbukti bahwa ¢ injektif.

Dengan demikian terbukti bahwa (M/R,0) isomorfis dengan (N #). il

Pada teorema 3.11 tersebut jika ¢ tidak surjektif, yakni ¢ hanyalah
merupakan homomorfisma monoid dan M ke N saja, maka akan diperoleh

isomorfisma yang lain, yang disajikan dalam teorema berikut ini.

Teorema 3.12 Andaikan 1. (M,®)—>(N.#) homomorfisma monoid dan R
adalah relasi kongruensi pada (M,e) yang didefinisikan sebagai aRb jika dan
hanya jika fla) = Ab), Va,be M, maka monoid faktor (A/R,0) isomorfis dengan
submonoid dari (V,#), yakni f{M), dan isomorfisma monoid yang dimaksud
adalah ¢: M/R—>AM) yang didefinisikan oleh ¢({x]) = Ax), Vixje M/R.

Bukti:

Pada teorema 3.11 telah dibuktikan bahwa ¢ terdefinisi dengan baik dan ¢
merupakan homomorfisma monoid sekaligus injektif, sehingga cukup
dibuktikan bahwa ¢ surjektif.

Ambil sebarang yef(M). Karena f{M) merupakan range dari / maka ada
xeM sedemikian hingga y = f{x). Karena xeM maka {x]eM/R, sehingga y =

Ax) = o([x]). Jadi terbukti bahwa ¢ surjektif. Terbukti bahwa M/R ~ {M).
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B. Grup
1. Grup dan Subgrup
Sekarang akan. dibahas struktur aljabar yang lebih khusus daripada
monoid. Struktur aljabar im lebih khusus karena tiga dari empat aksioma yang

disyaratkan pasti dipenuhi oleh monoid.

Definisi 3.19 Suatu grup (G#) adalah suatu himpunan G yang tidak
kosong bersama operasi “#”, yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:

(1) Operasi “#” di G bersifat tertutup.

(VabeG)a# beG.
(11) Operasi “#” di G bersifat asosiatif.

(VabceG)a#(b#c)=(a# b)#c.
(i) G memuat elemen identitas e.

(BecG)YVueG)e#u=a# e=a.
(iv) Setiap elemen di G memiliki elemen invers.

(VaeG)Aa'eG)atta'l=a' #a=c.

Dengan kata lain grup adalah monoid yang setiap elemennya memiliki
invers, sehingga setiap grup adalah monoid. Karena setiap monoid adalah
semigrup maka setiap grup juga merupakan semigrup. Dengan demikian hal-
hal yang berlaku pada semigrup maupun monoid, juga berlaku pada grup.

Berdasarkan teorema 2.7 dan teorema 2.8, diperoleh kesimpulan bahwa
setiap grup hanya memiliki satu elemen identitas, dan setiap elemen dalam

grup memuiliki invers yang tunggal.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

44

Teorema 3.13 Andaikan (G,#) grup, maka:
(1) JikaaeGdana#fa=amakaa=e.
(11) (Va,b,ceG)a# b=a# c = b= c (hukum kanselasi kiri), dan
(Va,b,ceG) b# a=c#.a= b= c (hukum kanselasi kanan).
(iii) (VaeG) (@')y'=a.
(iv) (Ya,beG)(a# by ' =b'#a’.
(v) (Va,beG) ax = b dan ya = b, masing-masing memiliki penyelesaian
tunggal di G, yaknix=a" #bdany=b#a".
Bukti:
(1) a#arza:> at #(a#a)= a'#a
(@' #ayta=a' #a
e#ta = e
a=e
(11) Ambil sebarang a,b,ceG.
Diketahuia# b=a#c=>a' #(a# b) = a' #(a#c)
(@' #Ha)#b = (@' #Ha)tc
e#b = e#c
b=c
Bukti bagian yang kedua analog.
(iii) Invers dari elemen @' adalah elemen unik x sedemikian hingga o' # x =
e. Tetapi a”' # a = e, sehingga invers dari " haruslah a.

Dengan demikian (o) = a.
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(iv) Invers dari (a # b) adalah elemen unik x sedemikian hingga (a # 5) # x =
eDan(a#t ) # (b #a)=att (bt b Y#a' =attetta =ata' =e
Kemudian (5" # aY# (a#t b)=b"#(a ' #a)#tb=b"#e# b=b"#b=
e. Sehingga invers dari (a # b) haruslah (b™ # a™).

Jadi(@# b)'=b"#a’. |

(v) Ambil sebarang a,beG. Diketahui a # x = b, makaa # (a#t x)=a' # b.
Kemudian (@' # a) # x = a'#b makae#x=a'#bsehinggax=a'#b.
Jadi penyelesaian persamaan a # x = b adalahx=a' # b.

Andaikan x = x;dan x = x, masing-masing adalah penyelesaian dari a # x
= b, maka a # x; = b dan a # x, = b, sehingga a # x; = a # x,. Menurut

hukum kanselasi kiri diperoleh x; = x,. Jadi penyelesatan persamaan a # x

= b adalah tunggal.

Untuk masalah yang kedua, pembuktiannya analog. il

Definisi 3.20 Andaikan (G#) grup. Jika operasi “#” di G bersifat

komutatif maka (G.#) disebut grup Abel.

Dengan demikian jelaslah bahwa setiap grup Abel adalah monoid
komutatif. Namun setiap monoid komutatif belum tentu merupakan grup

Abel, atau secara umum tidak benar bahwa setiap monoid adalah grup.

Contoh 3.12
1. Himpunan dari semua bilangan bulat membentuk grup Abel (Z,+) terhadap

operasi penjumlahan. Hal im dikarenakan (Z,+) monoid dengan elemen
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identitas 0, dan invers dan setiap elemennya adalah negatif dani elemen

tersebut.
2. (R-{0},.) adalah grup, karena jelas semigrup, kemudian elemen
identitasnya adalah 1. Dan untuk setiap xe R-{0}, elemen inversnya adalah

1/x. Karena operasi perkalian pada R-{0}juga bersifat komutatif, maka (R-
{0}..) adalah grup Abel juga.

3. Tunjukkan bahwa himpunan bilangan bulat yang genap adalah grup
terhadap operasi penjumlahan.

Penyelesaian.
Diketahui E = {2n : neZ}. Akan ditunjukkan (E,+) adalah grup.
(1) Ambil sebarang x,yeE maka x =2n dan y = 2 m, dimana nmeZ.
x+ty=2n+2m=2(n+m)=2s,dimana s =n+ meZ.
Jadi operasi penjumlahan pada E bersifat tertutup.
(1) Ambil sebarang x,y,zeE maka x = 2n, y = 2m, = = 2k, dimana n.m ke Z.
(x ty)+z=02n+2m)+2k=2n+(2m+2k)=x+(y + z).
Jadi operasi penjumlahan pada E bersifat asosiatif.
(iii) Ambil sebarang xeE maka x = 2n, dimana neZ.
0+2n=2n+ 0=2n,dan OcE karena0 =2.0, OcZ.
Jadi elemen 1dentitasnya adalah 0.
(iv) Ambil sebarang xeE maka x = 2n, dimana neZ. Andaikan y adalah
invers dan x, maka x + y=y + x =0. Sehingga

2n+y=y+2n=0oy=-2n=2n),-nel.
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Jadi (Vx =2neE)(Jy=2(-n)eE)x+y=y+x=0.

Dengan demikian telah ditunjukkan bahwa (E,+) adalah grup.

Definisi 3.21 Andaikan (G #) grup dan H adalah himpunan bagian yang
tidak kosong dari G, maka (H.#) disebut subgrup dari G bila:
() (VabeH)a# beH (operasi “#” di H bersifat tertutup).

(i) (VaeHya'eH (H memuat invers dari setiap elemennya).

Teorema 3.14 Andaikan (G #) grup dan HcG. Maka H subgrup dari (G #)
bila dan hanya bila (H #) adalah grup.

Bukti:

(=) Andaikan A subgrup dan (G.#). Maka operasi “#” bersifat tertutup di
H. Bila a,b,ce H maka (a # b) # ¢ = a # (b # ¢) dalam G adalah juga dalam #,
karena H himpunan bagian dari G. Karena H # <, maka H memuat paling
sedikit satu elemen, misalnya A. Dari definisi, #'€H sehingga » # k' adalah
elemen identitas di /. Dan dan definisi subgrup sendini dapat disimpulkan
bahwa (A #) memuat elemen invers dari setiap elemennya. Dengan demikian
(H #) adalah grup.

(«=) Andaikan (H#) adalah grup. Maka H # O, operasi “#” di H bersifat
tertutup, dan A/ memuat invers dan setiap elemennya. Karena HcG maka

(H #) adalah subgrup dan (G #). R
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Contoh 3.13 Diketahui (G = {1, -1, 1, -1},.) adalah grup. Buktikan bahwa T’
= {1,-1} membentuk subgrup terhadap perkalian!

Penyelesaian.

7cG dan 7#J jelas. 7 tertutup terhadap perkalian dapat dilihat pada tabel

berikut:
1 -1
1 1 -1
-1 -1 1
Tabel 3.3

Elemen identitasnya adalah 1, dan invers dari setiap elemennya adalah dirinya

sendini. Dengan demikian terbukti bahwa 7" subgrup dan G.

Definisi 3.22 Bila (G,.) grup, aeG dan neZ”, maka pangkat dari elemen

dalam grup didefinisikan sebagai: a” = (a’')".

Ingat bahwa hal-hal yang berlaku pada monoid juga berlaku pada grup,
sehingga untuk grup (G,.) dan Vae G berlaku: a® =edand™' = d"a, neN,.
Teorema 3.15 Jika (G,.) grup dan aeG, maka untuk setiap mneZ
berlaku:
i) d"d"=d"".
(i) @y’ =a".

Bukti:
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Karena setiap grup adalah monoid, maka teorema 3.4 juga berlaku untuk
setiap elemen dalam grup. Dengan demikian cukup dibuktikan bahwa o”a” =
d"" dan (a™)" = d"" benar VmeZ, VneZ dan Vnel, VmeZl.

(i) Ambil sebarang meZ.
Akan dibuktikan bahwa a”d” = "™ benar untuk setiap neZ’. Andaikan
neZ, maka ada bilangan positif peZ’ sedemikian hingga n = -p.
Andaikan pula ¢"d" = d"*" benar untuk p = k, maka a"a* = &"*. Akan

ditunjukkan bahwa a”a" = """ benar untuk p = k +1.

aman F. am a—p — am a—(k+l)

= d"((a'"
am(( a-l)k(a-l))
= d"(a*a)

= (d"ad")
= d™Pg!
= R
E am*{ﬂk-l)
= D
=d"
Jadi a”a" = a” ™ benar untuk setiap neZ dan untuk setiap meZ.
Secara analog dapat pula dibuktikan bahwa a™4" = o™ benar, YneZ dan

VYmeZ .

(1) Ambil sebarang meZ.
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Akan dibuktikan bahwa (d”)’ = ¢ benar untuk setiap neZ’. Andaikan
neZ’, maka ada bilangan positif peZ" sedemikian hingga n = -p.
(@Y = (@")*
= (@'Y
- @y
= (@'Y
= (a-l)n'p
— g™
= P
= "
Jadi (¢™)" = &™" benar untuk neZ” dan untuk setiap meZ.

Secara analog dapat pula dibuktikan bahwa (a™)* = & benar, VneZ dan

vmeZ . 11

Definisi 3.23 Jika G adalah grup dan aeG, maka bilangan bulat positif
terkecil n sedemikian hingga d" = e disebut orde dari a, ditulis |a | ._J ika tidak

ada bilangan seperti n tersebut maka | a| tak berhingga.

2. Grup Siklis
Ada suatu grup yang setiap elemennya dapat ditulis sebagai perpangkatan

(positif atau negatif) dan suatu elemen tetap dan grup tersebut. Grup macam

ini akan diperoleh setelah pembuktian teorema berikut.
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Teorema 3.16 Jika G grup dan aeG maka <a> = {xeG: x = &, neZ}

merupakan subgrup dari G.

Bukti:

(i) <a># O, karenaa=a' e<a>.

(ii) Ambil sebarang x,ye<a> maka x = d”, meZ dan y = 4", neZ. Sehingga
xy = a"d" = a@"". Karena mneZ maka rﬁ+neZ. Dengan demikian
xye<a>.

(iii) Ambil sebarang xe<a> maka x = d", neZ. Kemudian x* = (@' = a”.
Karena neZ maka -neZ. Sehingga disimpulkan x' e <a>.

Jadi terbukti bahwa <a> merupakan subgrup dan G. B

Definisi 3.24 Jika G grup dan aeG, maka <a> = {xeG: x = d", nel}

disebut subgrup siklis yang dibangun oleh a.

Definisi 3.25 Suatu elemen a dalam grup G dikatakan membangun G, bila

<a>= G. Suatu grup G disebut grup siklis jika ada ae G yang membangun G.

Teorema 3.17 Setiap grup siklis pasti abelian.

Bukti:
Andaikan G adalah grup siklis, maka G = <a>, untuk suatu aeG. Ambil
sebarang x,yeG. Karena G = <g>, maka x = 4" dan y = 4", dengan mneZ.

Sehingga xy = @"d" = d"" = "™ = d"d" = yx. Dengan demikian terbukti
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bahwa untuk setiap x,yeG berlaku xy = yx, dengan kata lain G adalah grup

abelian. R

Teorema 3.18 Setiap subgrup dari grup siklis adaiah siklis.

Bukti:

Andaikan G grup siklis yang dibangun oleh a dan H subgrup dari G = <a>.
(1) Jika H= {e} maka H adalah grup siklis yang dibangun oleh e.
(1) H # {e}. Andaikan m adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian

hingga a” e H. Akan ditunjukkan H = <a™>.

Ambil sebarang xe / maka xe G, sehingga ada peZ sedemikian hingga x 1) o
Menurut algoritma pembagian pada Z, ada g,reZ sedemikian hingga p = mq +
r,dimana 0 <r<m.
Kemudian didapat: x = & = @™ = a4 = (a™)%d’. Sehingga " = (a").
Ingat bahwa m adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian hingga d"eH,
padahal r < m dan a’€H, maka haruslah r = 0, sehingga ¢’ = (a”)".
Karena untuk sebarang xeH ada geZ sedemikian hingga x = (d”)?, maka

terbukti bahwa subgrup A dan G adalah siklis. &

Teorema 3.19 Andaikan (G,.) grup siklis yang dibangun oleh a.
(1) Jika orde dari a berhingga dengan lal=k, (keN), maka:
a. Jika bilangan bulat n dibagi ¥ mempunyai sisa r, maka d” =d’.

b. (VreZ)d'=e<k|n.
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c. ea,d, a, ..., a*" adalah elemen-elemen yang berbeda dalam <a>.
d |<a>l=k (orde dari grup siklis yang dibangun oleh a sama dengan
orde dari elemen a).
(i) Jika orde dari a tak berhingga berlaku: (VmneZ)ym=n—=a" 2 4d".
Bukti:
(1) Diketahui orde dari a berhingga dengan lal= k, (keN).

a. Andaikan neZ dan n dibagi £ memiliki sisa , maka n = gk + r, untuk
suatu geZ. Sehingga a" = a®™" = d""" = (d"Yld = td = ea" = d.
Jadid'=d.

b. Andaikan neZ.

(=) Andaikan a” = e. Andaikan pula r adalah sisa dari pembagian
n oleh k. Dari teorema 3.19 (a) diperoleh @’ = ¢” = e. Akan tetapi 0 < r
< k-1, dan k adalah orde dari a, sehingga @’ # e jikalau 1 < s < k-1.
Dengan demikian haruslah r = 0, yang mengakibatkan & |n. Jadi o" =
e=kin.

(<) k| n maka n = jk, untuk suatu jeZ. Sehingga o' = ¢* = o =
@Y= =e Jadikln=d =e.

c. Berdasarkan teorema 3.19 (a) dan (b), maka disimpulkan bahwa
setiap pangkat dari a sama dengan salah satu dari e, a, &, a, ..., a"
Karena jika neZ adalah sebarang pangkat dari a, maka d" = ',

dimana r adalah sisa dari pembagian »n oleh k. Jadi jika sisanya 0
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maka " = e, jika sisanya 1 maka &’ = a, dan seterusnya. Sehingga e,

2 3

a,d*,d, ...,d" " adalah elemen-elemen berbeda dari <a>.

2

d. Dari teorema 3.19 (c), dapat langsung disimpulkan |<a>|= k, karena
<a> memuat £ elemen yang berbeda.

(i) Andaikan orde dari a tak berhingga dan (3mneZ) m # n dan a" = "

Andaikan m > n, maka " a” = d"" = a° = e. Sehingga @™ = e. Ini berarti

ada peN sedemikian hingga & = e. Oleh karena itu orde dari a

berhingga. Terjadi kontradiksi. Dengan demikian bila |a| tak berhingga

maka (VmneZ)ym#n=>d"#ad". 1

Sehingga dar teorema 3.19 diperoleh dua hal yang berbeda, yakni:
1. Jika G = <a> tak berhingga, maka elemen-elemen dari G adalah e = d°, &*

1 a:tZa:tS a:tn

P Py 9 veen 9 s o

2. Jika G = <a@> berhingga, misalnya dengan orde m, maka elemen-clemen
yang berbeda di G adalah e = a’o, a, az, a Y s a*t, Grup siklis berorde m

dinotasikan dengan C,,.

Teorema 3.20 Jika G adalah grup siklis dengan pembangun a, maka a™
Juga merupakan pembangun dari G.
Bukti:

Ambil sebarang xeG, maka ada suatu peZ sedemikian hingga x = o’
Kemudian x = (x)' = (&))" = (@?) = a®" = P = (¢')?. Karena peZ

maka —p juga dalam Z. Jadi setiap elemen di G dapat dinyatakan sebagai
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perpangkatan bilangan bulat dar a’'. Dengan demikian "' juga merupakan

pembangun dari G. @

Dengan demikian setiap grup siklis memiliki paling sedikat sebuah elemen
sebagai pembangunnya, bisa juga memiliki lebih dari sebuah elemen
pembangun. Akan tetapi tidak harus semua elemen di G yang dapat menjadi

pembangun G.

Contoh 3.14

1. Grup ({1, -1, i, -i},.) adalah grup siklis berorde 4 dengan pembangun 7,

karena:

1 P i4n

__ dn+l

i=i

T ined dengan n=0, 1, 2, 3, ...
—-1=;"

Sehingga |1|= i, |i|= 4, |-1 |= 2, dani-i‘= 4. Oleh karena itu, grup
tersebut dapat ditulis sebagai ({1, i', i*, i°},.), dengan 4 sebagai orde
grupnya.

2. Untuk grup dengan operasi penjumiahan, grup (G,+) adalah siklis bila G =
{ng: nel}, untuk suatu geG. Sehingga grup (Z,+) adalah grup siklis
berorde tak hingga. Pembangun grup ini adalah 1 dan -1, karena:
Z={.,(3),2)1,(-D1,0.1,1.1,2.1,3.1, ...}

= {.-., 3¢-1), 2(-1), 1(-1), 0C-1), (-1)-1), (:2)(-1), (-3)(-1), ...}
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Elemen identitas 0 memiliki orde 1, sedangkan elemen-elemen lainnya

berorde tak hingga, karena (VaeZ,a #0)( VneN) na # 0.

3. Subgrup Normal dan Grup Faktor

Relasi kongruen modulo » dalam himpunan bilangan bulat Z pada contoh
2.1, dapat didefinisikan oleh a =  mod » bila dan hanya bila (a — b)enZ, di
mana nZ adalah subgrup dani Z yang memuat semua bilangan bulat yang
merupakan kelipatan dan n. Sekarang konsep tersebut akan digeneralisasikan,

dengan kekongruensian dideﬁnisikan di dalam suatu grup dengan modulonya

adalah salah satu dari subgrupnya.

Definisi 3.26 Andaikan (G,.) grup dan A suatu subgrup dan G. Untuk
setiap a,be(G, dikatakan bahwa a kongruen dengan b modulo H, dan ditulis a

= b mod H, bila dan hanya bila ab™ eH.

Teorema 3.21 Relasi @ = b mod H dari definisi 3.26 adalah suatu relasi
ekuivalensi pada G.
Bukti:
(i) Untuk setiap aeG, aa™ = ec H, jadi relasi tersebut refleksif.
(ii) Untuk setiap a,b€G, bila a = b mod H maka ab™ eH. Kemudian (ab')* =

ba' eH, yang berarti b = a mod H. Jadi relasi tersebut simetris.
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(iii) Untuk setiap a,b,ceG, bila @ = b mod H dan b = ¢ mod H maka ab'eH
dan bc'eH, sehingga (abXbc') = ac'eH, yaitu a = ¢ mod H. Jadi
relasi tersebut transitif.

Terbukti bahwa relasi a = b mod H adalah relasi ekuivalensi. |

Definisi 3.27 Andaikan (G,.) grup dan # suatu subgrup dari G, dana = b
mod H bila ab’eH, Va,beG. Kelas ekuivalensi dari aeG disebut koset kanan
dan H dalam G, ditulis dengan Ha dan didefinisikan sebagai:

{xeG:x=amod H} = {xeG: xal= heH}

= {xeG.x= ha, he H}

= {ha: heH}.

Contoh 3.15 Carilah koset-koset kanan dari H = {e, g', g} dalam grup
siklis (C)2,.) yang dibangun oleh elemen ge (5!
Penyelesaian.

H sendiri adalah suatu koset. Koset lainnya adalah Hg = {g, ¢, 2°}. Kedua
koset tersebut tidak memuat semua elemen dari C;,, misalnya g2 tidak
termasuk dalam H atau Hg. Sedangkan koset yang ketiga adalah Hg” = { g2 , g5 ,

2'%} dan koset keempat adalah Hg’ = {g°, g’ gy

Teorema 3.22 Jika A subgrup dari grup (G,.) dan a,beG, maka
pernyataan-pernyataan berikut ini ekuivalen.

(i) ab'eH.
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(i1) a= hb, untuk suatu heH.
(1) aeHb.
(iv) Ha=Hb.
Bukti:
a. (1) = (ii).
Karena ab e H maka ab™ = h, untuk suatu heH.

Kemudian: ab' = h

(ab™)b = hb
a(b’'b) = hb
ae = hb
a = hb.

Jadi: ab” €H = a = hb, untuk suatu he H.

b. (11) = (1i1).
Diketahui a = Ab. Karena Hb = {hb: he H} maka acHb.
Jadi: a = hb = aeHb.

c. (11) = (1v).
Diketahui ae b, akan ditunjukkan Ha = Hb, yaitu HacHb dan HbcHa.
Ambil sebarang xeHa, maka x = ma, untuk suatu 7 eH. Karena acHb
maka a = hb, untuk suatu A, H. Sehingga x = m(Mb) = (hhy))b = hsb,
dimana h; = hihyeH. Jadi xe Hb, sehingga Hac Hb.
Ambil sebarang ye Hb, maka y = hsb, untuk suatu a,eH. Karena aeHb

maka a = hsb, untuk suatu hse H. Sehingga b = hs'a, dimana hs'eH.
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Dengan demikian y = hq(hs'a) = (hshs)a = hea, dimana hg = hyhs' € H. Jadi
yeHa, sehingga HbcHa.
Oleh karena itu: ae Hb = Ha = Hb.

d. (iv) = (1).
Diketahui Ha = Hb. Karena a = ea, untuk suatu e // maka aeHa, sehingga
aeHb. Dengan demikian a = hb, untuk suatu A€ H. Kemudian: ab™ = (hb)b
'= p(bb™") = he = h. Oleh karena itu ab' e H.

Jadi: Ha=Hb = ab'cH.

Definisi 3.28 Andaikan G grup dan H subgrup dari G, maka kita juga
dapat mendefinisikan relasi L dalam G, yaitu aLb bila dan hanya bila baeH,
Va,beG. Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa relasi L adalah

suatu relasi ekuivalensi, dan kelas ekuivalensi dari a disebut koset kiri, yakni

aH = {ah. heH}.

Definisi 3.29 Andaikan (G.#) grup dan A subgrup dari G. Maka N disebut

subgrup normal dari G, ditulis N]G, bila g # n # g'eN, VneN dan VgeG.

Definisi tersebut bukaniah satu-satunya cara untuk menentukan subgrup

normal. Cara {ain untuk menentukan subgrup normal dibahas dalam teorema

bertkut ini.
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Teorema 3.23 Jika N subgrup dari (G,.) maka NG, bila dan hanya bila

Ng=gN, VgeG.

Bukti:

(=) Diketahui N4G. Akan dibuktikan NgcgN dan gNcNg.
Ambil sebarang xe Ng maka x = ng, untuk suatu neN. Kemudian:
x = eng = (gg’)ng = g(g'ng) = gn, untuk suatu n, = g'ngeN. Sehingga
gmegh. Jadi Ngcgh.
Ambil sebarang ye gN maka y = gn,, untuk suatu n,eN. Kemudian:
y=(gm)e= (gnz)g'1 g= (gnyg'l)g = nsg, untuk suatu n; = gmg eN. Sehingga
mgeNg. Jadi gNcNg.

(<) Diketalmi Ng = gN. Maka untuk suatu elemen ned, ngeNg = gN.
Oleh karena itu ng = gn, untuk suatu 7, eN. Kemudian: g (ng) = g7 (gm)

g'ng =(g'gm
= en,

=meN.

Jadi N adalah subgrup normal dari G.

Teorema 3.24 Jika (G #) grup Abel dan & subgrup dart G, maka NdG.

Bukti:

Ambil sebarang neN dan geG, maka: g#nitg' = gh(n#g')

= g#(g' #n)

= (ghg)#n
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Karena ne N maka g # n# g eN. Jadi terbukti N<G. B

Jika diberikan grup G dan N<G, maka dapat dibentuk suatu grup yang
disebut grup faktor, dimana elemen-elemennya berupa koset-koset. Ingat
bahwa dalam subgrup normal berlaku koset kiri sama dengan koset kanan,

sehingga dalam hal ini hanya akan digunakan koset kanan.

Teorethd 3.25 Andaikan (G..) grup. Jika N<IG dan G/N menyatakan
himpunan semua koset kanan N dari G, maka G/N merupakan grup terhadap
operasi (Na)(Nb) = Mab), YVNa,NbeG/N.

Bukti:

(1) Akan dibuktikan bahwa operasi pada G/V terdefinisi dengan baik, yakni
jika Na, = Na, dan Nb, = Nb,, maka akan diperoleh N(a,b;) = N(a,b,).
Jika Na, = Na, maka a) = mja,, untuk suatu m e/, dan jika Nb, = Nb,
maka b, = mb,, untuk suatu 7, N. Dengan demikian:
arby = (may)(n2by)

= m(axm)b;

= m(axme)bs

= m(ayma;r’ax)bs

= my(ns;ay)b,, dengan n; = aznzaz'l eN,

= (mn3)(azb,)
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= n4(axb,), dengan ny = mnzeN.
Jadi terbukti Ma61) = Maxb,).
(1)) Operasi pada G/N adalah tertutup, karena VNa,NbeG/N, dengan a,beG
berlaku: (Na)(Nb) = Mab) = Nc, dengan ¢ = abeG.
(i) Operasi pada G/N bersifat asosiatif, karena VNa,Nb,Nce G/N dengan

a,b,ceG berlaku: (Na)(Nb))(Nc) = (Mab)XNc)

M(ab)c)

= Ma(bc))

(Na)(N(bc))
= (Na)((Nb)(Nc)).
(iv) Elemen identitas dalam G/N adalah Ne = N, karena VY NaeG/N dengan
aeG, berlaku: (Na)(Ve) = N(ae) = Na dan (Ne)(Na) = N(ea) = Na.
(v) Untuk setiap Nae G/N, inversnya adalah Na™' e G/N, karena:
(Na)(Na'") = N(aa*)= Ne = N dan (Na*Y(Na) = Ma'a)=Ne=N.

Jadi terbukti bahwa G/N adalah grup.

Definisi 3.30 Grup seperti yang disebutkan pada teorema 3.25 disebut

grup faktor dari G oleh N, dinotasikan G/N.

4. Homomorfisma dalam Grup

Definisi 3.31 Jika (G,#) dan (H,0) grup, maka pemetaan 6: G—>H disebut

homomorfisma grup bila memenuhi: 8(a # b) = 0(a) o 0(b), Va,beG.
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Seperti halnya pada homomorfisma monoid, pada homomorfisma grup
juga didefinisikan beberapa macam homomorfisma grup berkartan dengan

jenis fungsinya.

Definisi 3.32 Andaikan (G,#) dan (#,0) grup dengan homomorfisma grup
0: G—H.
(1) Jika 6 merupakan fungsi surjektif, maka 0 disebut epimorfisma grup.
(i) Jika ® merupakan fungsi injektif, maka 9 disebut monomorfisma grup.
(ii1) Jika 6 merupakan fungsi bijektif, maka 0 disebut isomorfisma grup. Jika
ada isomorfisma dan G ke H maka dikatakan G isomorfis dengan H,

dan dinotasikan oleh (G #) = (H,0).

Contoh 3.16 Pemetaan 0 dari himpunan bilangan bulat ke himpunan
bilangan bulat yang genap yang didefinisikan oleh 8(n) = 2n, VneZ, adalah
homomorfisma grup. Karena himpunan bilangan bulat dan himpunan
bilangan bulat yang genap, masing-masing adalah grup dengan operasi

penjumiahan, dan 8(n + m) =2(n + m)=2n + 2Zm = 6(n) + 0(m), Vn,meZ.

Teorema 3.26 Jika 0: (G,#)—(H,0) homomorfisma grup dengan e; dan ey
secara berturut-turut adalah elemen indentitas di G dan di A, maka berlakulah:
(1) O(eg) =en.

(i) 6(a!)=(8(a))’, VaeG.
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(iii) 8(d") = (8(a))', VaeG dan VkeZ.
(iv) 6(G) subgrup dari A.
(v) Jika 0 injektif maka G = 6(G).

Bukrti:

(1) Karena (G#) grup dan e; elemen identitas di G, maka eg # eg = eg.
Dengan demikian 6(eg # eg) = 0(eg). Kemudian 0: (G#)—(H,0)
homomorfisma grup maka diperoleh 0(eg # eg) = 0(ec) o 8(eg) = 8(eg).
Oleh karena 6(eg) dan ey di H maka 0(eg) o ey = 8(eg). Sehingga 6(eg) o
08(e) = 8(eg) o ey. Berdasarkan hukum kanselasi kin disimpulkan 68(eg) =
eq.

(i) Ambil sebarang aeG. Karena G grupmaka a'eGdana#a'=a' #a=
ec. Karena 6 homomorfisma grup maka ey = 8(eg) = 0(a # a'l) =0(a) o
8(a). H grup, sehingga untuk 6(a)e H ada (8(a))' e H sedemikian hingga
8(a) o (8(a))"' = ey. Maka 6(a) o (8(a))’ = 8(a) 0 6(a’"). Menurut hukum
kanselasi kiri disimpulkan O(a'l). = (8(a))".

(ili) Ambil sebarang aeG. Akan dibuktikan 8(d") = (6(2))* benar untuk setiap
kel.

* Untuk k=0.
0(d) = 0(d)
= 8(ec)

= ey

(8(a))"
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= (8(a))"
Jadi 0(a*) = (6(a))" benar untuk k = 0.
4+ Untuk £ > 0.
Untuk & = 1 maka 8(a") =0(a') = 0(a) = (6(a))' = (6(a))". Jadi 0(d") =
(6(a))* benar untuk k= 1.
Andaikan 8(a") = (8(a))* benar untuk k = n maka 6(a") = (8(a))".
Akan ditunjukkan bahwa 08(a") = (8(a))* benar untuk k=n + 1.
8(d") = 6(d™")
= 8(d"# a)
= 0(a”) 0 6(a)
= (8(a))" 0 (8(a))’
= (6(a))""
= (8(@))".
Jadi 8(d") = (8(a))" benar untuk k > 0.
+ Untuk k£ <0.
Andaikan keZ , maka ada meZ" sedemikian hingga k = -m. Andaikan
8(a") = (6(a))* benar untuk m = n, maka 6(a™) = (8(a))™. Akan
ditunjukkan bahwa ﬁ(ak' )= (6(a))* benar untuk m=n+ 1.
6(d) = 8(a""")
= 8(a™Y)

= 0(@"#ah)

0(a™ 0 8(a’)

(8(a))” o (8(a))"
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= (8(a))™
= (8(a) "
= (8(a))f
Jadi 0(a®) = (8(a))* benar untuk k <O0.
Dengan demikian terbukti bahwa 0(d) = (B(a))k benar, VaeG dan
VkeZ.
(iv) 0(G) = {yeH: (@xeG)y=0(x)}.
* 0(G) # O, karena ada ey di H dimana ey = 9(es), dengan egeG.
Dengan demikian ey 8(G).
+ Ambil sebarang y3,3,€8(G) maka yiyneH, dan ada x;.xeG
sedemikian hingga y; = 0(x;) dan y, = 0(x3).

yioy: = 0(x1) o 0(x3)

0(x; # x2).
Karena x; x,eG, y,y,€H, dan G maupun A grup maka x; # x,e€G dan
y1 0 y,€ . Dilain pihak 6(x; # x2) = y; 0 y», maka y; 0 y,€6(G).
Jadi 6(G) tertutup terhadap operast “o”.
+ Ambil sebarang ye6(G) maka yef{, dan ada xe G sedemikian hingga
y= 8(x). Kemudian:
y=0x=y" = (0()
= o(x"h).
Karena G dan A grup maka x'eG dan y'eH. Sehingga ada x'eG

sedemikian hingga y'l = 0(x’"). Oleh karena itu y' €6(G).
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Jadi (Vyeb(G)) y"' eb(G).
Dan karena jelas 6(G)cH, maka terbukti bahwa 6(G) subgrup dari A.
(v) Diketahui 8: G>H injektif.
Ambil sebarang ye6(G) maka ada xe G sedemikian hingga y = 6(x). Jadi
0: G—0(G) surjektif. Karena 0: G—>H homomorfisma grup dan injektif,

maka demikian juga 9: G—>0(G), sehingga G ~ 0(G). &

Definisi 3.33 Jika 0: (G #)—(H,0) homomorfisma grup maka kernel dari 6,
atau Ker 6 adalah himpunan semua elemen di G yang kawannya adalah

elemen 1dentitas di /. Dengan demikian Ker § = {xeG: 0(x) = ey}.

Teorema 3.27 Jika 0: (G,#) —> (H,0) homomorfisma grup, maka:
(1) Ker 0 subgrup dari G.
(1) Ker 6 = {ec} bila dan hanya bila 0 injektif.
(i1) Ker 6<4G.
Bukti:
(1) Ker 0cG jelas.
¢ Ker 0 # (J karena ada ege G dimana 9(e;) = ey. Sehingga eceKer 6.
¢ Ambil sebarang x,yeKer 0, maka 6(x) = 0(y) = ey.
Ox#y)=0(x)o(y)=eyoen=en.
Jadi x # yeKer 0, sehingga (Vx,ye Ker 0) x # ye Ker 0.

¢ Ambil sebarang xeKer 6, maka 0(x) = ey.
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0() = (0()" =en’ = en.
Jadi x' eKer 0, sehingga (VxeKer 6) x'eKer 6.
Dengan demikian terbukti bahwa Ker 6 subgrup dan G.
(1) (=) Ambil sebarang x,yeG sedemikian hingga 6(x) = 6(y). Karena G
grup maka y'eG dan x # y' € G. Kemudian:
8(x) = 6(y) < 0(x) 0 8/ = 0() 0 6(™)
8(x) 0 60/") = 8(») 0 (B())"
O(x#y') = ep.
Jadi x # y'eKer 0. Diketahui Ker 0 = {eg}, maka x # y'e{eg}.
Sehingga: x#y' = eg

(x#y#y=eghy

x#H( Hy) =y
x#eG =Yy
X = y.

Jadi (Vx,yeG) 0(x) = 0(y) = x =y, atau 0 injektif.
(¢<=) Diketahui 0 injektif. Ker 6 = {xeG: 0(x) = ey}
= {xeG: 0(x) = 8(es)}
= {xeG:x=eg}
= {eg}.
Jadi terbukti bahwa: 6 injektif = Ker 6 = {eg}.
(iii) Ambil sebarang xeG dan yeKer 0, maka 0(y) = ey.
O(x#y#x") = 8(x)00()o00(x")

= 8(x) o ey o O(x)
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= 0(x)o B(x'l)

Il

o(x#x)
= 0(eq)
= éy.

Jadi x # y # x"'eKer 0, sehingga Ker 0<G. H

Teorema 3.28 Andaikan 8: (G,#)—>{(H,0) epimorfisma grup dengan Ker 6
= K. Jika u: G/K—H yang didefinisikan sebagai u(Kx) = 0(x), VKxeG/K,

maka p merupakan isomorfisma grup dani G/K ke H. Sehingga G/'K = H.

Bukti:
(1) Akan ditunjukkan bahwa p terdefinisi dengan baik.
Ambil sebarang Ka,KbeG/K sedemikian hingga Ka = Kb. Menurut
teorema 3.22 diperoleh a = £ # b, untuk suatu ke K. Sehingga:
8(a) = 0(k # b) < 8(a) = 8(k) o 6(b)
8(a) = ey o 06(b)
0(a) = 0(b)
wKa) = p(Kb).
Jadi p terdefinisi dengan baik.

(1) Ambil sebarang Ka, KbeG/K.

w(Ka)(Kb)) = u(K(a# b))

0(a # b)

= 0(a) o 0(b)

n(Ka) o p(Kb).
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Jadi u homomorfisma grup.

(iii) Ambil sebarang ye A. Karena 6: G—A homomorfisma grup dan surjektif
maka ada xe G sedemikian hingga y = 6(x). Karena xeG maka Kxe G/K,
sehingga y = 8(x) = n(Kx).

Jadi terbukti bahwa p surjektif.
(iv) Ambil sebarang Ka,KbeG/K. Andaikan w(Ka) = w(Kb) maka 6(a) = 9(d).
B(a) = 8(b) < B(a) 0 (B(B)Y" = 8(b) 0 (B(H))"
8(a) 0 B(b") = 8(b) o (6(b))"
Ba# by = ey
Dengan demikian a # b”’eK, sehingga menurut teorema 3.22 Ka = Kb.
Jadt terbukti bahwa p injektif.
Jadi terbukti bahwa w: G’K—H homomorfisma grup dan p bijektif. Oleh

karenanya G’K ~ H. i

5. Grup Bebas
Andaikan 4 adalah suatu himpunan dan a;ed, ieN. Kadang-kadang A

disebut Aimpunan abjad dengan a; sebagai Auruf dalam himpunan abjad

tersebut.

Definisi 3.34 Andaikan A adalah suatu himpunan. Suatu simbol berbentuk
ai’, dengan a;eA, neZ, ieN, disebut suku kata dalam A, kemudian rangkaian

berhingga dari suku kata yang ditulis tanpa simbol apapun diantaranya disebut

kata dalam A.
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Definisi 3.35 Suatu kata kosong adalah kata tanpa suku kata apapun,

dinotasikan dengan A.

. 4 . R
Contoh 3.17 Andaikan 4 = {a), a, a3} maka aas™*a)’as, ar’ay ' asai’ay”,

dan a32 adalah kata-kata dalam A.

Ada dua macam perubahan dan suatu kata yang diketahui, yang disebut

singkatan mendasar dan disajikan dalam definisi berikut ini.

Definisi 3.36 Jika 4 suatu himpunan dan a;”, ieN dan neZ, adalah suku
kata dalam A, maka berlaku:
i) a’=A

s: +
(iy a"a"=a™",Vmnel.

Dengan demikian setiap kata dapat diubah menjadi kata dalam bentuk
tereduksi, dengan memanipulasi perpangkatan dalam bilangan bulat,

sebagaimana telah disebutkan dalam definisi di atas.

Contch 3.18 Bentuk tereduksi dari kata a23a2'1a3a12a1'7 pada contoh 2.6.1
adalah a22a3a1'5 , sedangkan bentuk tereduksi dari kata a1a3‘4a22a3 adalah

dirinya sendiri.

Definisi 3.37 Dua buah kata w; dan w; dikatakan sama bila dan hanya bila

bentuk tereduksi w; sama dengan bentuk tereduksi w,.
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Definisi 3.38 Andaikan A4 adalah suatu himpunan dan F(4) adalah
himpunan semua kata yang tereduksi dalam A4. Didefinisikan operasi
rangkaian “*” dimana (VYw,,w,€F(A4)) w)*w, menyatakan bentuk tereduksi
dani wyw,, dimana ww; ada_lah kata yang diperoleh dengan meletakkan w,

disebelah kanan w;. Jika 4 = &, maka F(4) = {A}.

g 3 sl 2 2\ 2
Contoh 3.19 Jika w, = ay’ay"a3” dan w, = a3 “a;"aza; *, maka wyxw,

PETE T IENER N ) 33 2
menyatakan bentuk tereduksi dari a;’ay a3 a3 “ay"aza; *, yaitu ay ay " azay .

Teorema 3.29 [(A4) adalah grup terhadap operasi rangkaian “% .

Bukti:

(1) Akan dibuktikan bahwa operast rangkaian “*” tersebut terdefinisi
dengan baik. Ambil sebarang w),wo,wy’,wy’€eF(A) dimana w, = w;’ dan
w; = w,’. Maka wyw, = w)’w;’, sehingga w) % w, adalah bentuk tereduksi
dari wyw,, yang berarti pula bentuk tereduksi dan w’w,’, yaitu w,” *w,’.
Jadi operasi “*” terdefinisi dengan baik di F(A).

(1) Ambil sebarang w;w,eF(4) maka w;*xw,eF(4), karena w;*xw,
merupakan bentuk tereduksi dari kata wyw, dan F(4) himpunan semua
kata tereduksi dalam A. Jadi operasi “*” bersifat tertutup.

(i11) Jelaslah bahwa sifat asosiatif di #{A) diturunkan dari sifat asosiatif pada
penjumlahan bilangan bulat, karena kata tereduksi diperoleh dengan
memanipulasi perpangkatan dalam bilangan bulat.

(iv) Elemen identitas di /(4) adalah A karena wkx A= A*w =w YweF(4).
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(v) Ambil sebarang weF(A4). Elemen invers dari w diperoleh dengan
membentuk kata yang berisikan suku kata-suku kata dari w dalam urutan
terbalik dan mengganti setiap suku kata a” dengan a;”. Sehingga
diperoleh kata w yang juga merupakan kata tereduksi, dan
wxw' =wlkw=A. Jadi setiap kata tereduksi di F(4) memiliki invers.

Dengan demikian terbukti bahwa (#(4),* ) merupakan grup. B

Definisi 3.39 Grup F(4) yang diperoleh dan teorema 3.29 disebut grup

bebas yang dibangun oleh 4. Dalam tal 1m A disebut basis dani £

Contoh 3.20 Jika A = {a} maka jelaslah bahwa F(4)= {...,a>, a%, a', A,

2 3 .
a,a,a,..}.

Teorema 3.30 Suatu grup bebas dengan basis {a} isomorfis dengan grup
(Z,4).
Bukti:
Andaikan p: F({a})—>Z suatu fungsi yang memetakan setiap kata di
F({a}) ke suatu bilangan yang menyatakan pangkat dan kata tersebut.
(i) Akan dibuktikan bahwa u terdefinisi dengan baik. Ambil sebarang
d" d'eF({a}) sedemikian hingga 4" = d". Maka mneZ dan m = n.

Sehingga uw( &™) = w( &"). Jadi u terdefinisi dengan baik.
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(i) Akan dibuktikan bahwa p adalah suatu homomorfisma grup. Ambil
sebarang wiw,eF({a}) dimana w; = ¢” dan w, = d’, dimana m,neZ.
Maka w(wi* wa) = (@™ ™) = m+ n=p(wy) + p(wy).

Jadi terbukti bahwa n adalah suatu homomorfisma grup.

(iii) Ambil sebarang neZ, maka pasti ada weF({a}) dimana w = 4", sehingga
ww) =n.

Jadi p adalah fungsi surjektif.

(iv) Ambil sebarang w;,wreF({a}) dimana w; = ¢” dan w, = 4", dimana
m.neZ, sedemikian hingga pu(w;) = w(w,). Maka m = n, sehingga " = o".
Oleh karenanya w; = wy.

Jadi p adalah fungsi injektif.
Dengan demikian terbukti bahwa suata grup bebas (F{{a}),*) isomorfis

dengan grup (Z,+). B

C. Hubungan antara Monoid dengan Grup

Dari pembahasan mengenai monoid dan grup, diperoleh hubungan antara
monoid dengan grup yang akan disajikan secara langsung maupun melalui
teorema-teorema berikut.

Pertama, setiap grup adalah monoid. Kesimpulan ini berdasarkan definisi
monoid dan defimisi grup. Akibatnya, setiap grup Abel adalah juga monoid
komutatif. Karena setiap subgrup adalah grup dan setiap submonoid adalah
monoid, bila (H,#) subgrup dan grup (G,#) maka (H,#) sekaligus submonoid dari

monoid (G ,#).
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Teorema 3.31 Andaikan (A #) adalah monoid dan Gy = {xeM: x memiliki
invers}, maka (G;.,#) membentuk grup.

Bukti:

(i) Karena ecM dan e memiliki invers yakni dirinya sendiri, maka ecG,,. Jadi
Gy tidak kosong dan memuat elemen identitas.

(i1) Ambil sebarang x,yeGys maka x dan y memiliki invers, yakn x* dan .
Jelaslah bahwa x” dan ¥ juga dalam Gy Kemudian x # y memiliki invers
yakni v # x! Jadi x # yeGuy.

(ii1) Sifat asosiatif di Gy, diturunkan dan sifat asosiatif di M, karena M monoid
dan G,cM.

(iv) Jika xeGys maka x # x' =x'# x = e, sehingga (x'Y' = x. Jadi x'eGy.
Dengan demikian setiap elemen di G, memiliki invers di Gy,.

Jadi terbukti bahwa (G, #) adalah grup. B

Contoh 3.21 Monoid (N.,.) memiliki grup kernel {1}, sedangkan monoid
(Z,.) memiliki grup kernel {-1, 1}. Untuk monoid (Q,.), grup kernelnya Q* = Q —

{0}. Bila G grup maka grup kemelnya adalah G.

Teorema 3.32 Jika (M#) grup maka (M#) adalah monoid yang
idempotennya hanya e.
Bukti:

Andaikan e dan sebarang xe M adalah 1dempoten dari M, maka:

x#xl=ec x#(x#x)=x#e
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(x #x)# x7

= x
S

x#x" = x
e = x.

Jadi terbukti bahwa hanya e yang merupakan idempotennya. il

Teorema 3.33 jika G grup siklis berhingga maka G monoid siklis.

Bukti:

Andaikan G = <a@> grup siklis berhingga, maka berdasarkan teorema 3.19
<g> = aO, a', az, a . a*! dimana k adalah orde dari G. Dengan kata lain setiap
elemen di G dapat dinyatakan sebagai perpangkatan dari @, dengan a sebagai
pembangun dani G. Karena G juga monoid dan pembangurinya satu elemen yakni

a, maka G sekaligus monoid siklis. Jadi setiap grup siklis berhingga pasti monoid

siklis. B

Perhatikan bahwa kasus di atas tidak berlaku untuk grup siklis tak hingga.
Sebagai contoh grup siklis tak hingga (Z,+) bukan suatu monoid siklis, karena
pembangun dari Z adalah —1 dan 1. Selain itu, tidak semua monoid siklis
terhingga adalah grup. Misalnya monoid siklis ({e,c,c?.c’,c*},.) dimana perkalian

dengan elemen ¢ dinyatakan dengan anak panah, yang tampak pada gambar 3.1.

Gambar 3.1 Monoid siklis ({e,c,c*,¢*c*}..).
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Hal tersebut akan tampak jelas bila kita bentuk tabel hasil perkalian antara
elemen-elemennya, seperti pada tabel 3.4, yang menunjukkan bahwa elemen-
elemen c, c?, ¢, dan ¢* tidak memiliki elemen invers. Dengan demikian monoid

siklis terhingga ({e,c,cz,c3 '}, .) bukanlah grup.

a
®
Ol O
q\l
o
b

(9}
o
QN
nua
&
o
N

2 2 2 3

c c c & A ¢
4

Sl & F G ¢

4 4 2 3 , 2
c c c c ¢ oc

Tabel 3.4 Perkalian elemen-elemen monoid siklis ({e,c,cz,c3 1.

Berikut i akan kita dapatkan suatu grup yang himpunan dasamya terdiri

atas isomorfisma-isomorfisma monoid dan suatu monoid ke dirinya sendiri.

Teorema 3.34 Himpunan semua isomorfisma monoid darni (M#) ke dininya
sendiri membentuk suatu grup terhadap komposisi fungsi.
Bukti:
Andaikan G adalah himpunan semua isomorfisma monoid dan Af ke M.
(i) Ambil suatu fungsi identitas /: M—>M. Maka M(x # y) =x # y = M(x) #
fw(y), Vx,yeM, dan (eps) = epr. Jelaslah bahwa il bijektif. Ini menunjukkan
bahwa eG.

Jadi G tidak kosong.
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Ambil sebarang u,ve G. Maka Vx,ye M berlaku:
uovix#y) = u(vix#y))
= u(v(x) # v(y)) (karena v isomorfisma monoid)
= u(v(x)) # u(v(y)) (karena u 1somorfisma monoid).
Dan u o v(er) = u(v(enr)) = u(ers) = enr. Sehingga u o veG.
Jadi operasi komposisi fungsi di G bersifat tertutup.
Ambil sebarang u,v.we(G. Maka VxeM berlaku:
u o (v o w)(x) = u(v(w(x))) dan (v o v) o w{x) = u(v(w(x))).
Jadi operasi komposisi fungsi di G bersifat asosiatif.
Elemen identitas di G adalah fungsi identitas 7, karena VueG dan VxeM
berlaku: iy 0 u(x) = iy(u(x)y= u(x) dan u o i) (x) = u(irdx)) = u(x).
G adalah himpunan semua isomorfisma monoid maka setiap elemen di G
adalah fungsi bijektif. Sehingga setiap elemen di G memiliki invers. Akan
dibuktikan bahwa elemen inversnya tersebut juga di G.
Ambil sebarang ueG maka u(x # y) = u(x) # u(y), Vx,yeM. Andaikan v
adalah invers dari », maka v(u(x)) = x dan v(u(y)) = y. Kemudian:
v(u(x) # u(y)) = v(ux # y)) = x # y = w(u(x)) # v(u(y)).
Perhatikan bahwa v(u(er)) = v(enr) dan v(u(enr)) = err, maka v(ep) = epr.
Dengan demikian v yang merupakan fungsi invers dari fungsi u», adalah

isomorfisma monoid juga.

Jadi setiap elemen di G memiliki invers di G.

Dengan demikian terbukti bahwa himpunan semua isomorfisma monoid dan M ke

M membentuk suatu grup terhadap komposisi fungsi. #
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BAB IV

PENERAPAN

Pada bagian ini akan dibahas mengenai penerapan monoid pada aufomata
atau otomata. Untuk itu, sebelumnya akan dibahas dahulu mengenai konsep
otomata itu sendiri. Dalam hal ini otomata yang akan dibahas dibatasi untuk jenis

otomata status berhingga.

A. Otomata Status Berhingga

Kita menjumpai otomata dalam berbagai bentuk, misalnya Iift, mesin hitung,
dan komputer. Semuanya itu memiliki salah satu aspek yakni status atau keadaan,
pada saat tertentu. Status tersebut dapat berubah ke status yang lain karena
pengaruh dari luar (disebut mpur), sehingga otomata bereaksi menghasilkan
gerakan, perhitungan, atau sebagaimana fungsimya. Otomata yang dimaksud di
sini bukanlah mesin secara fisik, melainkan model matematika dari suatu sistem
yang menerima tnput sedemikian rupa sehingga statusnya berubah.

Suatu otomata status berhmgga memnhiki status yang banyaknya berhingga,
dan dapat berpindah-pindah dan suatu status ke status yang lain. Perubahan status
imi dinyatakan oleh fungsi transisi. Sebelum melangkah ke definisi dari otomata
status berhingga, perhatikan dahulu kasus menarik berikut.

Seorang petani dengan seekor kambing, seekor serigala, dan seikat Tumput
berada pada suaiu sis1 sungai (kita sebut saja sisi kin). Terdapat sebuah perahu

kecil yang hanya bisa memuat petani itu dan salah satu dari kambing, serigala,

79
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atau rumput. Petani itu akan menyeberangkan ketiganya ke sisi kanan sungai.
Tetapi jika petami meninggalkan serigala dan kambing pada suatu sis1 sungai,
maka kambing akan dimakan serigala. Begitu pula jika kambing ditinggalkan
bersama rumput, maka kambing akan memakan rumput. Mungkinkah untuk

menemukan cara melintasi sungai tanpa menyebabkan kambing atau rumput

dimakan?

AWAL

Gambar 4.1 Diagram transisi untuk permasalahan petani, kambing, serigala, dan rumput.

Masalah tersebut di atas bisa dimodelkan dengan memperhatikan mereka
yang menempati setiap sisi sungai. Andaikan P, K, S, dan R secara berturut-turut

menyatakan petani, kambing, sengala, dan rumput. Tinjau keadaan awal atan
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status awal yakni PKSR-& (semua berada di sisi kiri sungai), dan status akhir
yakni J-PKSR (semua berada di sisi kanan sungai).

Pada gambar 4.1, ada 10 status dari 16 status yang mungkin. Karena terdapat
status yang tidak boleh dimasuki, misalnya KXR-PS (kambing dan rumput di sisi
kiri sungai-petani dan serigala di sisi kanan sungai), karena rumput akan dimakan
kambing. Input dari sistem ini adalah tindakan yang dilakukan oleh petani. Petani
bisa menyeberang sendirian (input p), dengan kambing (inpur k), dengan serigala
(input s), atau dengan rumput (input r). Sehingga diperoleh dua solusi singkat

dengan menelusuri lintasan dari status awal ke status akhir.

Definisi 4.1 Otomata status berhingga (S,I,m) terdiri dari himpunan status S

= {s1,52,...,5.}, himpunan input [ = {ii, ...,i;}, nteN, dan fungsi transisi m:

Ix5—8 yang menyatakan bagaimana setiap input yang diberikan mengubah status.

Perhatikan bahwa jika otomata berada pada status s, dan input /, diberikan pada

otomata tersebut, maka otomata akan mengubahnya ke status m(i,,s,).

Untuk selanjutnya kata otomata dipakai untuk menyatakan otomata status
berhingga. Dengan demikian, model dari pemecahan pada masalah petani,
kambing, serigala, dan rumput memiliki himpunan status .S dan htmpunan mput /,
di mana:

S = {PKSR-Q&, SR-PK, PSR-K, R-PSK, S-PKR, PKR-S, PSK-R, K-PSR,
PK-SR, O-PKSR}

I = {pk,s,r}.
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Contoh 4.1 Otomata yang ditunjukkan oleh diagram transisi pada gambar
4.2 memiliki tiga status, yakni s;, s,, dan s3, dengan tiga input o, 3, dan y.

Sedangkan fungsi transisi dari otomata ini ditunjukkan pada tabel 4.1 berikut.

a’B

Qv

A

S2 B

A

Gambar 4.2 Diagram transisi.

Status Status selanjutnya
awal Input
a B Y
S 2 S2 3
52 S $2 53
Sj’ S3 S3 s

Tabel 4.1 Fungsi transisi.

Dengan demikian, jika kita perhatikan gambar 4.1 dan 4.2, maka akan
tampak bahwa suatu otomata dapat diilustrasikan dalam bentuk diagram transisi,
di mana:
e Kurva tertutup menyatakan status/kedudukan.
e Label pada kuva tertutup adalah nama dari status tersebut.

¢ Busur menyatakan transisi, yakni perpindahan status.
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e Label pada busur adalah simbol input.

Jadi jika input i menyebabkan perubahan status s; ke s, kita lukis busur dengan

label 7 dari s; ke s, pada diagramnya.

Contoh 4.2 Otomata yang menyatakan banyaknya bilangan 1 pada input
sebagai bilangan ganjil atau genap, memiliki himpunan status S = {Mulai, Genap,
Ganyil} dan himpunan input / = {0, 1}. Fungsi transisi m: /xS—S dinyatakan pada

tabel 4.2, dan diagram transisinya diilustrasikan pada gambar 4.3.

Status selanjutnya
Status awal
[nput
0 1
Mulai Genap Ganyjil
Genap Genap Ganyjil
Garnjil Ganjil Genap

Tabel 4.2 Fungsi transisi.

Pada status Mulai, jika input 0 diberikan kepada otomata ini maka statusnya akan
berubah ke status Genap, dan jika input 1 diberikan kepada otomata ini maka

statusnya akan berubah ke status Ganyjil.

Gambar 4.3 Diagram transisi.
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Andaikan / himpunan input dari suatu otomata dengan himpunan status S dan
fungsi transisi m: /xS—S. Setiap input menetapkan fungsi dari himpunan status ke
dirinya sendiri, bayangan dari himpunan status membentuk himpunan bagian dari
himpunan status, yang dihasilkan dari input yang diberikan. Sehingga diperoleh
fungsi m" [>S° dimana S* = {f S—5}, dan m'(i): S—S didefinisikan oleh
(m’(H)s) = m(is), di mana ie/ dan seS. Untuk setiap ief, fungsi m’(i)
menyatakan efek yang dimiliki input /7 terhadap himpunan status dari otomata.

Suatu input dapat diberikan ke otomata berupa rangkaian input. Himpunan
dari semua rangkaian input adalah himpunan dasar dari monoid bebas (FM(1), %),
sebagai himpunan input. Berdasarkan teorema 3.9, fungsi m™ [—S° dapat
diperluas menjadi homomorfisma monoid 4: (FM(]),*)—)(SS,O) dimana h(iji;... i)
=m'(i;) o m'(i;) o ... o m(i;), dengan i;i,...i,e FM(I). Dengan catatan, bahwa
input /. yang pertama diberikan pada otomata tersebut. Ilustrasi dari pemberian

rangkaian input pada suatu otomata dapat diiihat pada gambar 4.4 berikut ini.

_
il i | i3] | | —— Otomata

—

Gambar 4.4 Suatu rangkaian input yang akan diberikan pada otomata.

Sebagai contoh, pada otomata yang menyatakan banyaknya bilangan 1 pada
input sebagai bilangan ganjil atau genap (contoh 4.2). Himpunan statusnya adalah

S = {Mulai,Genap,Ganjil} dengan fungsi-fungsi m” {0,13—S° dan h: FM(1)—S>,
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di mana (m’(i))(s) = m(i,s), untuk i€ {0,1} dan seS, fungsi transisi m dinyatakan
pada tabel 4.2. Dengan demikian kita dapatkan fungsi m’ seperti pada tabel 4.3

berikut ini.

Status awal | Status selanjutnya
M'(0) m’(1)
Mulai Genap Ganyjil
Genap Genap Ganyil
Ganjil Ganjil Genap

Tabel 4.3 Fungsi m”: {0,13—>S°.

Kemudian A(0) = m’(0) dan A(1) = m’(1). Sedangkan (A(00))Mulai) = (m’(0) o
m’(0))(Mulai) = (m’(0))((m ' (0))Mulai)) = (m’(0))Genap) = Genap; kemudian
(h(00))(Genap) = (m'(0) o m'(0)XGenap) = (m(0))(m'(0)XGenap)) =

(m'(0))(Genap) = Genap; dan (h(00))(Ganjil) = (m'(0) o m’(0)X(Ganyil)

II

(m’ )Y (m (0O Ganjil))y = (m’(0)Ganjil) = Ganjil. Untuk rangkaian input
dengan panjang 2 lainnya dapat dihitung dengan cara serupa, sehingga diperoleh

tabel 4.4 berikut ini.

Status Status selanjutnya

awal Ay ) (1) MO00) A(O1) A(10) A(11)
Mulai | Mulai  Genap Ganjil Genap Ganjil Ganjil Genap

Genap | Genap Genap Ganjil Genap Ganjil Ganjil Genap

Ganjil | Ganjil Ganjil Genap Ganjil Genap Genap Ganyjil

Tabel 4.4 Efek dari rangkaian input dengan panjang < 2.
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Dan jika kita lanjutkan perhitungan untuk efek dari rangkaian input dengan
panjang > 3, maka akan kita dapatkan hasil bahwa homomorfisma monoid 4
dinyatakan oleh:

_ m’(0), -jika banyaknya bilangan 1 pada rangkaian
input adalah genap atau nol,
h(rangkaian input) =3 m’(1), jika banyaknya bilangan 1 pada rangkaian

input adalah ganjil,

" fungsi identitas di S°, jika rangkaian inputnya kosong.

B. Monoid dari Otomata Status Berhingga

Telah dikatakan sebelumnya bahwa dalam otomata (S,/,m), efek dari suatu
input ie/ dinyatakan oleh fungsi m’(i). $—S, di mana (m’(i))(s) = m(i,s), VseS.
Kemudian, jika input yang diberikan berupa rangkaian input, maka efek dari
rangkaian input tersebut dinyatakan oleh A(i;i;...5,) =m'(i;) om’(iz) o ... o m’(i,),
Viji;.. i,e FM().

Dalam suatu otomata dengan » status (S), rangkaian inputnya paling banyak
memberi #" efek yang berbeda (diperoleh dari orde S°). Karena banyaknya
rangkaian input dalam FA4(7) tak berhingga, maka ada kemungkinan bahwa suatu
rangkaian input memiliki efek yang sama dengan rangkaian input lainnya, yang
tidak dapat dibedakan oleh otomata. Dengan mengelompokkan efek-efek yang
sama tersebut, maka kita dapat mengetahui kemampuan otomata tersebut dalam

menanggapi rangkaian input yang diberikan, berkaitan dengan banyaknya efek
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yang dimilikinya. Hal in1 dilakukan dengan menetapkan suatu relasi kongruensi

pada monoid bebas FM(I), dan hasilnya disajikan pada teorema 4.1 berikut ini.

Teorema 4.1 Andaikan (S,7,m) adalah otomata status berhingga dan efek dari
rangkaian inputnya dinyatakan oleh homomorfisma monoid A: FM(I)—).SS . Jika
didefinisikan relasi R pada FM(1) yaitu aRf jika A(c) = A(B), VYao,BeFM(I), maka

diperoleh monoid faktor FAM(7)/R.

Bukti:
Untuk membuktikan teorera iﬁi, cukup dibuktikan bahwa relasi R térsebut

adalah relasi kongruensi pada FALJ), sehingga harus dibuktikan pula bahwa R

relasi ekuivalensi.

Ambil sebarang o, 3,ye FM(I). Maka A(a) = A(a), sehingga oRdl, yarig berarti
R refleksif. Andaikan oRB maka: A(c) = A(B) < A(B) = A(a). Dengdn demikian
BRo. Jadi R simetris. Selanjutnya, aniddikan aRf dan BRy. Maka A(ct) = A(B) dan
hA(B) = h(y), sehingga A(a) = h(y), yang berarti oRy. Jadi R transitif, oleh
karenanya R adalah relasi ekuivalensi.

Andaikan aRp, maka A(a) = A(B), dan A(a*y) = A(a) o A(y) = A(B) o A(y) =
h(B*v). Dengan demikian (a*y)R(B*Y), dan dengan cara yang sama dapat
dibuktikan bahwa (y*xa)R(y* ). Jadi R adalah relasi kongruensi pada monoid

bebas (FM(D), % ). B

Definisi 4.2 Monoid faktor FAM(/)/R yang diperoleh dari teorema 4.1 di atas,

disebut monoid dari otomata status berhingga (S,I,m).
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Monoid dari otomata ini menyatakan kemampuan otomata dalam
menanggapi rangkaian input yang diberikan. Karena banyaknya rangkaian input
dalam FA]) tak berhingga, sedangkan banyaknya elemen dalam monoid faktor
FM(IYR kurang dari atau sama dengan n”, sehingga berdasarkan teorema 4.1, dua
rangkaian input yang berbeda berada dalam kelas kongruensi yang sama bila dan
hanya bila keduanya memiliki efek yang sama.

Dengan menerapkan teorema 3.12 pada homomorfisma monoid 4:
FM(I)—)SS , maka didapat bahwa monoid faktor FAL7)/R isomorfis dengan Imh.
Isomorfisma monoid ini menentukan transisi yang unik di antara status, untuk

setiap kelas kongruensi dalam FAM(/YVR.

Contoh 4.3 Lukis diagram transisi dan temukan monoid dari otomata (S,/,m)
berikut. Otomata memiliki dua status, so dan s, dan / = {0, 1}. Efek dan input

diberikan oleh fungsi m’(0),m’(1): S—S, yang dinyatakan oleh tabel 4.5.

Status | otatus selanjutnya
awal m(0) m(D)
S0 So S
$1 SO So
Tabel 4.5 Efek dari input.

Penyelesaian.

Dari tabel 4.5, kita peroleh diagram transisi untuk otomata tersebut, yang

disajikan pada gambar 4.5 berikut.
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O ——0

Gambar 4.5 Diagram transisi.

Akan dihitung efek dari rangkaian input dengan panjang 2, dengan
mengingat bahwa A(ij) = m (i) o m’(j), ijel, di mana j yang pertama diberikan ke
otomata. Sehingga A(00)(so) = (m'(0) o m’(0))so) = (m’(0))((m'(0))(s0)) =

(m’(0))(s0) = so; dan A(00)(s1) = (m'(0) o m(0))(s1) = (m ' (0))((m (0))(s1))

(m’(0))(s0) = so. Dengan cara yang sama dapat dihitung efek untuk rangkaian
input 01, 10, dan 11 lainnya, sehingga diperoleh tabel 4.6. Dari tabel 4.5 dan 4.6,
tampak bahwa A(00) = A(01) = A(0), sehingga {00] = {01] = [0] dalam monoid dari
otomata ini. Hanya ada empat fungsi dari {so,s:} ke {so,51}, yaitu A(0), A(1), A(10),
dan A(11). Dengan demikian monoid dari otomata ini berisikan empat kelas

kongruensi yakni [0], [1], [10], dan [11].

Status Status selanjutnya
awal | £(00) A(01) A(10) A(11)
S0 So S0 S S0
S1 S0 S0 S1 S1

Tabel 4.6 Efek dari rangkaian input dengan panjang dua.

Sebagai contoh, [1]o[10] = [1*10] = [110]. Karena (A(110))(so) = (m'(1) o
m’(1) o m(0))so) = (m'(1) o m(1))(M'(0))s0)) = (M'(1) o m(1)Xso) =
(m’ (DX (m’(H)s0)) = (m'())s1) = so, dan (A(110))(s1) = (m’(1) o m(1) o
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m'(@))(s1) = (m(1) o m(H)(m'(O)s1)) = (m'(1) o m(D)so) =
(m (D))((m (1))(s0)) = (m(1))(s1) = o, maka A(110) = A(0) sehingga [110] = [0].
Untuk elemen-elemen lainnya dapat dicari dengan cara serupa, sehingga diperoleh
tabel operasi antar elemen-elemen dalam monoid dari otomata ini, yang
ditunjukkan pada tabel 4.7 bernkut. Perhatikan bahwa {11] adalah elemen

identitas, sehingga dalam monoid dari otomata ini [A] = [11].

o | [0 [1] [10] [11]
[01 { (01 (0] (0] (O]

(1] {ooy iy fo1 i

[10] | [10] [10] [10] [10]

(iyg o1 iy [0y fim

Tabel 4.7 Hasil operasi antar elemen-elemen dalam monoid dari otomata.

Contoh 4.4 Carilah monoid dari otomata ({Mulai,Genap,Ganyjil},{0,1}, m)
yang menyatakan banyaknya bilangan 1 pada input sebagai bilangan genap atau
ganjil!

Penyelesaian.

Pada halaman 86 telah ditunjukkan bahwa setiap rangkaian input yang
memuat bilangan 1 dalam jumlah yang genap atau nol memiliki efek yang sama
dengan input 0, dan setiap rangkaian input yang memuat bilangan 1 dalam jumlah
yang ganjil memiliki efek yang sama dengan mput 1, kemudian jika inputnya
kosong maka efeknya berupa fungsi identitas dari {Mul&i,Genap,Ganjil} ke

dirinya sendiri. Sehingga rangkaian input dari otomata ini hanya memberikan tiga
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efek, yang diwakili oleh A(A), A(0), dan A(1), seperti yang ditunjukkan pada tabel

4 8 benkut ini.

Status Status selanjutnya

awal h(A) h(0) h(1)

Mulai Mulai Genap Ganjil
Genap Genap Genap Ganjil
Ganyjil Ganyjil Ganyjil Genap

Tabel 4.8 Efek dan rangkaian input.

Dengan demikian monoid dari otomata beranggotakan tiga elemen [A], [0],
dan [1]. Karena [1lo[1] = [1*1] = [11], dan (R(11))(Mulai) = (m'(1) o
m (D)) Mulai) = (m(D)X(m' (D) Mulai)) = (m'(1)XGanjil) = Genap;,
(h(11))(Genap) = (m'(1) o m'(1)(Genap) = (m’(1))((m(1)(Genap)) =
(m’(1))(Ganjil) = Genap; dan (h(11)XGanjily = (m’(1) o m'(1)XGanjil) =
(m (1))@ '(1))XGanjil)) = (m'(1))(Genap) = Ganjil, maka h(11) = h(0) sehingga
[11] = [0]. Secara analog, hasil operasi antara elemen-elemen lainnya dapat dicari
dengan cara serupa, sehingga didapat tabel untuk monoid ini, yang ditunjukkan

pada tabel 4.9 berikut.

o | [A] [0] [1]
(Al [ a1 [0} (1}

[0] y (01 [0] (1]
RV MRV AV (U

Tabel 4.9 Hasil operasi antar elemen-elemen dalam monoid dari otomata.
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Contoh 4.5 Tentukan monoid dari otomata yang ditunjukkan oleh diagram

transisi pada gambar 4.6 berikut!

Gambar 4.6 Diagram transisi.

Penyelesaian.

Otomata ini memiliki empat status sehingga total fungsi dart himpunan status
ke dirinya sendiri ada 4* = 256 kemungkinan Dengan cara yang sama seperti pada
dua contoh sebelumnya, kita dapat menghitung efek-efek dari rangkaian input
dengan panjang 0, 1, dan 2, yang hasilnya disajikan pada tabel 4.10. Pada tabel
tersebut ditunjukkan bahwa rangkaian input dengan panjang masing-masing 0, 1,
dan 2, semuanya memiliki efek yang berbeda satu sama lain. Akan tetapi, tujuh
dari delapan rangkaian input dengan panjang 3 memiliki efek yang sama dengan
rangkaian input dengan panjang 2. Satu-satunya rangkaian input dengan efek yang
berbeda adalah 010. Untuk itu, rangkaian input dengan panjang 4 yang kita

periksa hanyalah yang input awalnya 010, yakni 0010 dan 1010.

Status Status akhir dari berbagai rangkaian input

awal h(A) h(0) h(1) A(00) A(01) A(10) A(11) A(000) A(001) A(010)
$1 S1 & &t 2 s S 51 $2 $2 Sa
52 S S 3 S S48 51 52 52 54
$3 $3 S48 S $2 $3 Sy $2 $2 Sa
A S&  S2 8§35 S Sa 53 1 52 52 54
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Status Status akhir
awal 172011) #(100) A(101) A(110) A(111) A0010) A(1010)
S1 S2 S3 §3 S1 S S? S3
52 S S3 S3 S1 S S S3
53 S? S3 S3 S1 S1 S? S3
Sa $2 $3 53 | S1 Si S$2 S3

Tabel 4.10 Efek dan berbagai rangkaian input pada status dari otomata.

000

Gambar 4.7 Diagram pohon dari rangkaian input.

Kita dapat menggunakan diagram pohon, seperti pada gambar 4.7, untuk
memeriksa apakah kita telah mencakup semua kemungkinan fungsi transisi, yang
diperoleh dan setiap rangkaian input yang ada. Noktah pada pohon
melambangkan rangkaian input. Pada setiap noktah o, akan ada ranting naik yang
diakhiri oleh noktah O*a dan 1% a. Pohon kita pangkas pada noktah a, jika a
memberikan efek yang sama dengan yang diberikan noktah f3 lainnya pada pohon.

Pada akhimya, pohon akan terhenti pertumbuhannya karena fungsi transisi yang
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terhingga banyaknya. Dan setiap rangkaian input tadi pasti memiliki efek yang
sama dengan salah satu dan rangkaian input yang dinyatakan oleh noktah hitam
pada gambar 4.7. Noktah-noktah hitam inilah yang melambangkan semua
rangkaian input yang memberikan efek berbeda satu sama lain.

Dengan demikian, monoid dari otomata ini hanya memiliki delapan elemen,

yakni [A], [0}, [1], [11], {01}, [10], {11], dan [010], dari 256 fungsi transisi yang
mungkin. Tabel hasil operasi antar elemen-elemen dalam monoid ini diberikan

pada tabel 4.11.

o | [A (0] (1] ([00] (fo1] [10] ([11] [010]
(Al | (a1 [0] (1] [00] ([O1] ([10] ([i1] ([O10]
[0 | (0] foo] ([o01] ([00] ({00} ([010] [00] [00]
(1 | 01 ey (g fop o] [ [i1] (10]
[00] | [00] [00] [00] [00] [00] [00] [00] [00]
[01] | fo13 [010] {00} [010] [010] [00] [00] ([o010]
[10] | f101 [10] (10} [10] ([10] [10] ([10] [10]
[11] | (111 [11] [ [1] [ [y (1] i
[010] | [010] [010] [010] [010] [010] [010] [010] [010]

Tabel 4.11 Hasil operasi antar elemen-elemen dalam monoid dari otomata.

Contoh 4.6 Tentukan monoid dari otomata pada contoh 4.1!
Penyelesaian.

Dengan cara yang sama seperti pada contoh sebelumnya, akan dihitung efek
dari rangkaian input dengan panjang O, 1, dan 2. Ternyata, dari sembilan

rangkaian input dengan panjang 2, hanya ada dua rangkaian input yang memiliki
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efek yang berbeda dengan rangkaian input dengan panjang O ataupun 1.
Rangkaian input tersebut adalah af dan ay. Sehingga rangkaian input dengan
panjang 3 yang kita periksa hanyalah aafl, Baf, yafl, aay, fay, dan yory, dari 27
rangkaian input yang mungkin. Hasil perhitungan efek darn berbagai rangkaian
mput ini diberikan pada tabel 4.12 berikut. Sedangkan pemeriksaan dengan

menggunakan diagram pohon disajikan pada gambar 4.8.

Status Status akhir dari berbagai rangkaian input

awal [3(A) W) h(B) h(y) Maa) KaB) h(ay) H(BB) A(Ba) A(By)
S1 S1 52 52 53 S1 S 53 Ay) 52 53
Y] 52 S 52 53 52 S 53 52 52 53
S3 S3 S3 53 S2 53 53 A 83 S3 Ap)

Status Status akhir

al | ntyy) myo) h4B) hoaB) A(BaB) hyap) h(ooy) h(Bay) Alyay)
S1 52 S3 83 Ay 52 S3 53 S3 S2
52 Ay 53 53 Ay) Ay 53 S3 53 52
83 53 52 Ry) 53 53 Y] 52 AY) 53

Tabel 4.12 Efek dari berbagai rangkaian input.

BafB

aaf

Ba P

oo ya

g

Gambar 4.8 Diagram pohon dari rangkaian input.
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Jadi, monoid dari otomata pada contoh 4.1 memiliki enam elemen, yakni [A],

[a], {B], [¥], [@B], dan [ay]. Tabel hasil operasi antar elemen-elemen dalam

monoid ini diberikan pada tabel 4.13 di bawah ini.

o [ Al ol [B] [ [oB] [ov]
(A1 a1 [ B vl [oB] fov]

la] | [a] [A]  [aB] f[ov] [B] [
BT { B1 [B1 (BT DI [Bl [
7 1 2 4 ) A 1) N 4 B 1)
[@B] | [aB] [l [aB] [ov] [oB]  [ow]

[oy] | [oy] [oy] [oy] [aB]  Joy] [aBl]

Tabel 4.13 Hasil operasi antar elemen-clemen dalam monoid dari otomata.
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BAB YV

KESIMPULAN

Monoid (M,#) adalah suatu himpunan M yang tidak kosong bersama operasi
“#”, yang memuat elemen idenﬁtas, di mana operasi pada himpunan M tersebut
bersifat tertutup dan asosiatif. Dengan demikian setiap grup adalah monoid.
Gagasan-gagasan yang ada pada monoid antara lain submonoid, monoid
komutatif, monoid siklis, homomorfisma monoid, monoid bebas, dan monoid
faktor. Grup abelian adalah monoid komutatif. Setiap submonoid adalah monoid,
selain itu jika (H.#) subgrup dari grup (G#) maka (H#) juga submonoid dari
monoid (G #). Dan setiap grup siklis berhingga adalah monoid siklis.

Otomata status berhingga memuat himpunan status yang berhingga,
himpunaﬁ input, dan fungsi transisi yang menyatakan bagaimana input mengubah
status. Suatu otomata dengan n status, rangkaian inputnya paling banyak
memberikan n” efek yang berbeda. Karena banyaknya rangkaian input tak
berhingga, maka ada kemungkinan suatu rangkaian input memiliki efek yang
sama dengan rangkaian input lainnya, yang tidak dapat dibedakan oleh otomata.
Dengan mendefinisikan suatu relasi kongruensi pada monoid bebas yang
merupakan himpunan rangkaian input pada otomata tersebut, maka akan diperoleh
monoid faktor yang menyatakan kemampuan otomata dalam menanggapi

rangkaian input yang diberikan, berkaitan dengan banyaknya efek yang

dimilikinya.
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