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ABSTRAK

Transform Laplace dan suatu fungsi f{t) adalah fungsi F(s) yang
dinyatakan oleh L{f{(t)}=F(s)= j S f(ty dt . Transform Laplace dapat digunakan

untuk menyelesaikan masalah nllau awal sistem persamaan diferensial linear
simultan. Bentuk umum sistem persamaan diferensial linear simultan orde
pertama dengan koefisien konstan dari dua persamaan diferensial dengan dua
fungsi yang tidak diketahui adalah sebagai berikut

I dy
a —+aw—d)—+al3x+al4y:ﬁ(z‘),
> )

"t
x dy
Ay —+ oy ——Fayx+ay,y= f,{1)
i dt
dimana ay, ap, ... , axn, ax merupakan koefisien yang berupa konstanta dan

sistem tersebut juga memenuhi kondisi awal x(0) = ¢; dan v(0) = ¢, Untuk
menyelesaikan masalah nilai awal sistem persamaan diferensial linear simultan

tersebut pertama-tama kita kerjakan Transform Laplace pada masing-masing
persamaan diferensial, yaitu

7k d ‘
£ {an ;‘;4—6112 ?;; +- a13x+a“y}= £ {hi()},

£ {a dx+€l>a d): +G:SX—|—CZZ4J/}: £ {fz(’[)}.

it i

Kemudian kita gunakan sifat linearitas Transform Laplace, diperoleh

dx 1y
an L {E} +ap L {%Ir +a £ {x(t)} +anu L {y)} =L {fi(h)},

an £ {df} L {ﬂ} +ay L {x(1)} +ax L {y®t)} =L {fi)}.
Lue )

Berdasarkan teorema Transform Laplace dar turunan dan kondisi awalnya
didapat

£ {%}: sX(s) — x(0) = sX(s) — ¢;

{d—} =sY(s)—y(0)=sY(s)—c;

Akibatnya diperoleh sistem persamaan aljabar

an( sX(s) —c1) + aia(sY(s) ~ ¢2) + a;zX(s) + a1aY(s) = Fi(s),

an(sX(s) — ci) + an(sY(s) — cz) + az3X(s) + a24Y(s) = Fafs).

Selanjutnya sistem persamaan aljabar tersebut kita selesaikan misalnya dengan
menggunakan eliminasi untuk memperoleh Transform Laplace X(s) dan Y(s).
Terakhir untuk mendapatkan penyelesaian dari sistem persamaan diferensial
linear simultan tersebut kita gunakan invers Transform Laplace yang didefinisikan
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sebagai berikut f{t) = £ { F(s) }. Dalam kasus ini kita mencari x(t) = £ {X(s)}
dan y(t) = L {Y(s)}.

Sistem persamaan diferensial linear simultan dapat diperoleh dari sistem
pegas-massa, dimana pada sistem pegas-massa tersebut berlaku Hukum Hooke
dan Hukum Newton 11. Dengan menerapkan kedua hukum tersebut akan diperoleh
persamaan diferensial linear orde kedua. Selanjutnya persamaan diferensial linear
orde kedua tersebut kita reduksi sehingga menghasilkan sistem persamaan
diferensial linear simultan orde pertama. Sehingga untuk mencari persamaan

perpindahan benda sistem pegas-massa tersebut langkah-langkahnya sama seperti
diatas.
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ABSTRACT

Laplace Transform of function f{t) is function F(s) stated by L{f(t)}=

F(s) =Je""’_}"(f’) df . Laplace Transform can be used to solve-imitial value problem
0
system of simultaneous linear differential equations. The general linear system

with constant coeflicients of two first-order differential equation in two unknown
function is of the form
dv

d}{ +ax+a,y=f ),

dx
a, —- + a;
dt

dx dy
s a Tdyn _j; tanxtayy= f,0)

in which ay, a12, ..., a3, 824 are constant coefficients and that satisfies the initial
conditions x(0) = ¢; and y(0) = c,. To solve the initial-value problem system of

simultaneous linear differential equations, first we take the Laplace Transform of
both sides of equation, that are

Ix dy
£ {au ;—f +a, «% +ax+ amy} =L {fi(v)},
3 (213
dy _
L {aﬂ Cgfi +a,, ?“; + X+ a34)’} =L {f()}.
Then we use the linear property of the Laplace Transform, we obtain

dy i .
an L {%}ﬂlz L {a}'r} +ay L {x(D} rai L {y()} = £ {H(V)},

an £ {%} +ag £ {%} +ag L {x(1)} +ayn L {y(t)} = L (K1)}

Based on transform of denvatives theorem and using the 1nitial conditions, we
have

£ jﬂ} =§X(s) — x(0) = sX(s) - ¢
| dt

L {%} =sY(s)—y(0)=sY(s) - c2

Consequencely, we obtain system algebraic equations

an(sX(s)~ci)+ aj(sY(s) — c2) + a;3X(s) + a14Y(s) = Fi(s),

a21(sX(s) — ¢1) + axsY(s) — ¢z) + azzX(s) + azsY(s) = Fa(s).

Next, we solve the algebraic equations for example using elimination to determine
X(s) and Y(s). Finnaly, to get solutions of initial-value problem system of
simultaneous linear differential equations, we use inverse Laplace Transform
which is defined as f{t) = £" { F(s) }. In this case we find

x(®)=L£" {X(s)} dany(t) =L {Y(s)}.
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The system of simultaneous linear differential equations can be obtained
from spring-mass system, in which the Hooke Law and the second Newton Law
occur. Applying those two laws, second order of linear differential equations can
be obtained. Next we reduce the second order of linear differential equations to
determine the first order of simultaneous linear differential equations system.

Therefore, to determine the spring-mass system of mass displacement equations,
we must follow the steps above.
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika adalah salah satu 1lmu yang penting dalam kehidupan
sehari-hari dari hal-hal yang kecil sampai yang besar, misal transaksi jual beli di
pasar membutuhkan keterampilan matematika, contohnya untuk menghitung
uang kembalian, untuk mengemudikan kapal laut seorang nahkoda harus
mengerti tentang tempat dan kedudukan; ekonom dalam memperhitungkan
laba atau rugi menggunakan teknik-teknik matematika seperti integral;, sampai
kepada cara menerbangkan pesawat angkasa yang membutuhkan pengetahuan
tentang tempat dan kedudukan.

Dari begitu pentingnya peranan matematika dalam kehidupan sehari-
hari, ada cabang ilmu matematika yang hebat yaitu kalkulus. Contoh kehebatan
kalkulus dalam penerapan kehidupan sehari-hari, misalnya untuk memprediksi
laba atau rugi yang diperoleh dengan menggunakan teknik-teknik yang ada di
dalam kalkulus yaitu pengintegralan dan pendiferensialan. Selain itu kehebatan
yang lain adalah dapat membuktikan atau menyelesaikan hal yang tidak bisa
diselesaikan oleh cabang ilmu matematika lain yaitu kalkulus dapat menentukan
panjang dari keliling lingkaran padahal ilmu geometri sendiri tidak dapat
menyelesaikannya.

Dalam kalkulus ada persamaan yang dapat digunakan untuk

memecahkan masalah-masalah yang dihadapi dalam bidang-bidang sains dan
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teknik. Masalah-masalah tersebut seringkali sukar diselesaikan dengan hanya
menggunakan rumus atau konsep yang sudah ada, sehingga seringkali
digunakan model matematika sebagai alat untuk memecahkan masalah-masalah
tersebut. Model-model matematika ini banyak yang pada akhirnya melahirkan
persamaan-persamaan yang mengandung turunan fungsi yang tak diketahui.
Persamaan seperti ini kita katakan sebagai persamaan diferensial. Contoh
model matematika dalam bentuk persamaan diferensial adalah gerak jatuh

bebas yang dirumuskan sebagai berikut :

P

F=m

=—-mg

2

dimana : F : gaya
m : massa
h : ketinggian
g . percepatan gravitasi
t : waktu.
Dari uraian diatas dapat disimpulkan bahwa persamaan diferensial adalah

suatu persamaan yang memuat turunan atau diferensial dari satu atau lebih

fungsi, sebagai contoh :

dy p

S =Gt ... o |
Y (1)
I

TV 6D isy—0 )
dx* X

Xy Y =3 3)

YA Y +3y =0 (4)
¢z Oz

T T T T (5)
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Untuk menentukan penyelesain persamaan diferensial kita perlu
mengetahui terlebih dahulu klasifikasi persamaan diferensial tersebut. Metode
mana yang harus kita gunakan akan sangat banyak ditentukan oleh jenis
persamaan diferensialnya. Klasifikasi persamaan diferensial dapat ditinjau dalam
berbagai cara. Pertama berdasarkan banyaknya variabel terikat yang terdapat
pada persamaan differensial. Berdasarkan itu persamaan diferensial dapat
diklasitikasikan menjadi persamaan diferensial biasa dan parsial. Persamaan
diferensial biasa adalah persamaan diferensial yang mengandung turunan biasa
dari satu atau lebih variabel terikat yang berpadanan dengan satu variabel
bebas. Persamaan (1), (2), (3), (4) diatas merupakan persamaan diferensial
biasa. Sedangkan yang dimaksud dengan persamaan diferensial parsial adalah
persamaan diferensial yang mengandung turunan parsial dari satu atau lebih
variabel terikat yang berpadanan dengan lebih darn satu variabel bebas.
Persamaan (5) diatas merupakan persamaan diferensial parsial.

Kedua, persamaan diferensial dapat diklasifikasikan berdasarkan orde
yang dimilikinya. Orde dalam suatu persamaan diferensial adalah tingkat
tertinggi pada turunan yang muncul dalam persamaan. Bentuk umum

persamaan diterensial orde ke-n dapat ditulis sebagai berikut :

- 1y d”
Fy,y .. . .y")=0atauF (x 2 4Y

g )T

Persamaan (1) dan (3) diatas merupakan persamaan diferensial biasa orde

pertama, persamaan (2) dan (4) merupakan persamaan diferensial biasa orde
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kedua, dan persamaan (5) merupakan persamaan diferensial parsial orde
pertama.

Selanjutnya berdasarkan konsep kelinearan yang diterapkan pada suatu
persamaan. Berdasarkan itu persamaan diferensial diklasifikasikan menjadi
persamaan diferensial linear dan persamaan diferensial nonlinear. Suatu
persamaan diferensial biasa orde n dikatakan linear dalam y jika dapat ditulis
dalam bentuk :

2,00y + 2, (Y™ + L+ a(x) y + a(X)y = fix)
dimana ao, aj, ..., a, dan f adalah fungsi-fungsi kontinu dalam suatu interval x,
dan as(x) # O dalam selang tersebut. Fungsi ac(x) disebut fungsi koefisien
dengan k = 0, 1, 2, ... n. Jika f{x) = 0 , kita sebut persamaan diferensial
tersebut homogen, sedangkan jika f{x) # 0 maka kita sebut persamaan
diferensial tersebut nonhomogen. Persamaan diferensial yang tidak linear
disebut persamaan diferensial nonlinear. Bila semua koefisien a,(x), a,(x), ...,
ap(x) diatas adalah tetap (konstan) maka persamaannya disebut persamaan
diferensial linear dengan koefisien konstan. Bila semua koefisiennya berupa
variabel disebut persamaan diferensial dengan koefisien variabel. Contoh

persamaan diferensial linear dengan koefisien konstan :

e , 1
a4y ;} +3Q+2y:0
dx” dx

Contoh persamaan diferensial linear dengan koefisien variabel adalah sebagai

berikut :

By +y +4ty=0
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Selain persamaan diferensial yang mengandung sebuah fungsi yang tak
diketahui, ternyata ada pula persamaan diferensial dengan n persamaan dan n
fungsi yang tak diketahui yang disebut sistem persamaan diferensial linear
simultan. Secara umum sistem persamaan diferensial linear simultan dari dua
persamaan diferensial linear orde pertama dengan dua fungsi x dan y yang tidak

diketahui dapat dinyatakan dalam bentuk :
dx (/i)} g Y
ay (t)E +a; (1) o +a)x+ay, )y = F(1),
dx dy
dt dt
dimana a,,a,,.....d,, merupakan fungsi koefisien yang dapat berupa variabel

atau konstanta. Sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama

mempunyai bentuk normal yang secara umum dinyatakan dengan bentuk :

B b+ By + F (1)
di
dy
—L; = b’ZI ()x+b,, (D) y + F, ().

Selain terdiri atas dua persamaan diferensial linear dengan dua fungsi yang tak
diketahui, sistem persamaan diferensial linear simultan dapat juga mempunyai
n persamaan diferensial linear dengan n fungsi yang tidak diketahui, begitu juga
ordenya dapat berorde n. Secara umum bentuk normal sistem persamaan
diferensial linear simultan orde pertama dari n persamaan diferensial linear

dengan n fungsi yang tidak diketahui dalam variabel x,,x,,...,x, adalah
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% = by (1%, + by (1%, + ..+ by, (DX, + F, (D),
dx, ,
>y =by (1)xy + by (O)xy + ..+ by, (D)x, + (1),
dx,, : .

2 =b,(O)x; +b,,(Nxy + .+ b, (O)x, +1,(1).

Contoh sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama dari dua

persamaan diferensial linear dengan dua fungsi yang tak diketahui :

&

el T
dir dt
ﬁJrzﬂ—x—y:t:.
dt dt =

Sistem persamaan diferensial linear simultan dapat diperoleh dari bidang
Fisika. Contohnya, sistem pegas-massa. Untuk lebih jelasnya perhatikan
contoh-contoh berikut.

Contoh : sebuah benda bermassa m dikatkan pada pegas dengan konstanta
pegas k dan bebas bergerak diatas permukaan horizontal tanpa

gesekan seperti diperlihatkan gambar di bawah ini

Berdasarkan Hukum Hooke : F = - kx
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dimana : F : gaya pengembalian pegas

m : massa

k : konstanta pegas.
Dengan menerapkan Hukum Newton II tentang gerak : F = ma,
dimana : F : gaya yang bekerja pada benda

m : massa

a . percepatan.
Kemudian kita subtitusikan F dengan — kx serta percepatan a kita
tuliskan sebagai X", sehingga kita peroleh

—hx=mx" atoumx” ==k ... 0]

Perpindahan benda dapat diketahut dengan pasti jika perpindahan
awal dan kecepatan awal dari benda diketahui, yaitu jika dipenuhi
x(0) = x4, x'(0) = v,

Persamaan diferensial (1) dapat direduksi ordenya menjadi sistem
persamaan diferensial linear simultan orde pertama sebagai berikut :
misal . x; = xdan v, = x’

jadi sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama yang

ekuivalen dengan persamaan diferensial (i) adalah



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI s

Contoh : Diketahui sistem pegas-massa seperti diperlihatkan gambar berikut

Dari gambar diatas dapat diketahui bahwa sistem ini terdiri atas dua

massa dan dua susunan pegas linear.
Misalkan x; menyatakan perpindahan massa m; dari posisi
setimbangnya, dengan perpindahan positif diukur kearah kanan dan k;

dan k, merupakan konstanta pegas serta gaya gesekan dengan udara

diabaikan.

Pada sistem tersebut berlaku Hukum Hooke : F = -kx

- gaya yang bekerja pada massa m, : [ = -k, x, —k,(x, —x,)
- gaya yang bekerja pada massam, : [, =k, (x, —x;)

dengan menggunakan Hukum Newton Il tentang gerak didapat

"

m,x, sama dengan jumlah aksi gaya yang bekerja pada massa m,

sehingga didapat :

"
mlxl = -kix; —kz(Xl—Xz)

!

Myx, = -kz(xz-xl)
perpindahan benda dapat diketahui dengan pasti jika perpindahan awal dan

kecepatan awal dari massa-massa tersebut diketahui, yaitu jika dipenuhi
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xi(0) = ¢y, x, (0) =c2, %A0) =z, x, (O) =y

Persamaan (a) dapat direduksi menjadi sistem persamaan diferensial linear

simultan orde pertama sebagai berikut :

r ’
L, X, =V, . Selingga persamaan differensial (a)

misalkan x, =y, x, =v,,x, =y,

menjadi

H

Mix, ~— vy =- kiy1 —ka(y1-y2)

"

?
My, =my, =-kly2-y1)

jadi sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama yang ekuivalen

dengan persamaan (a) adalah :

’

Y =V,

' 1 k
g, g 2
W (ky + &) + Y2,

m, m,

’

Y2 =V,

SR . ap

g = M Y2
m, n,

Dari contoh di atas dapat diketahui bahwa persamaan diferensial linear
tingkat tinggi dapat direduksi menjadi sistem persamaan diferensial linear

simultan orde pertama dengan cara memberikan nama baru pada turunannya.

Dalam menentukan penyelesaian persamaan diferensial kita periu

mengetahui kondisi awalnya . Persamaan diferensial bersama dengan kondisi

awalnya disebut dengan masalah nilai awal (MNA), vyang ditulis

dv
Do ey e = v,
dx



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 19

Persamaan diferensial linear dapat diselesatkan dengan banyak metode
diantaranya dengan metode Bernoulli, metode faktor pengintegralan, metode
variasi parameter, dan lain-lain. Sedangkan sistem persamaan diferensial linear
simultan dapat diselesaikan dengan menggunakan metode operator diferensial,
metode matriks, dan lain-lain. Selain itu ternyata persamaan diferensial linear
dan sistem persamaan diferensial linear simultan dapat diselesaikan dengan
menggunakan Transform Laplace.

Transform Laplace sendiri didefinisikan sebagai berikut : Misalkan f{t)
suatu fungsi dari t yang tertentu untuk t>0 maka Transform Laplace dari f{t)

yang dinyatakan oleh £{f(t)} adalah

o

LR} =F(s)= (e f(e)dt , untuk s > 0.

0
Transform ini jika diberlakukan pada bentuk persamaan diferensial linear
dalam f(t) akan mengubah bentuk persamaan diferensial tersebut menjadi sebuah
persamaan aljabar dalam F(s) yang mengandung, sehingga dapat
menyederhanakan masalahnya. Kemudian masalah yang telah sederhana ini
diselesatkan dengan menggunakan Transform Laplace dan untuk mengetahui
fungsi f(t) yang kita cari, kita gunakan invers transform laplace.
Invers transform laplace didefinisikan sebagai berikut : Jika transform
laplace suatu fungsi f(t) adalah F(s), yaitu jika £{f{t)} = F(s), maka f{(t) disebut
invers transform laplace dart F(s), secara simbolis kita tulis

f(tty=L {F (s) }.
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Karena semua alasan itulah penulis tertarik untuk mengkaji lebih jauh
tentang bagaimana Transform Laplace dapat mempermudah kita dalam
mencari penyelesaian masalah nilai awal sistem persamaan diferensial linear

simultan orde pertama dengan koefisien konstan.

1.2 Perumusan Masalah

Permasalahan yang akan dibahas dalam penulisan ini adalah :

1. Bagaimana Transtform Laplace digunakan untuk menyelesaikan
masalah nilai awal persamaan differensial linear orde pertama dengan
koefisien konstan ?

2. Bagaimana Transform Laplace digunakan untuk menyelesaikan
masalah nilai awal sistem persamaan differensial linear simultan orde

pertama dengan koefisien konstan ?

('8}

Bagaimana transform laplace digunakan untuk menyelesaikan masalah
nilai awal sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama

dengan koefisien konstan yang diterapkan pada sistem pegas-massa?

1.3 Tujuan Penulisan
Tujuan penulisan ini adalah :
1. Untuk lebih memahami kegunaan Transform Laplace dalam

menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial linear orde
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pertama dengan koefisien konstan dan sistem persamaan differensial
linear simultan orde pertama dengan koefisien konstan.

2. Untuk lebih memahami kegunaan Transtorm Laplace dalam
menyelesaikan masalah nilai awal sistem persamaan diferensial linear
simultan orde pertama dengan koefisien konstan yang diterapkan pada

sistem pegas-massa.

1.4 Manfaat Penulisan

Manfaat bagi penulis adalah dapat menambah pengetahuan baru tentang
cara lain untuk menyelesaikan masalah nilai awal sistem persamaan diferensial
linear simultan orde pertama dengan koefisien konstan, vyaitu dengan
menggunakan Transform Laplace. Manfaat bagi lembaga pendidikan adalah

dapat menambah perbendaharaan skripsi, dan bagi calon guru adalah dapat

menambah pengetahuan baru.

1.5 Pembatasan Masalah

Untuk aplikasi Transform Laplace akan dibahas bagaimana Transform
Laplace dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai awal persamaan
diferensial linear dengan koefisien konstan dan sistem persamaan diferensial
linear simultan orde pertama dengan koefisien konstan, dimana sistem tersebut

terdiri atas dua persamaan diferensial dan dua fungsi yang tidak diketahui.
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Untuk penggunaan Transform Laplace penulis akan membahas
bagaimana Transform Laplace tersebut digunakan untuk menyelesaikan
masalah nilai awal sistem persamaan diferensial linear simuitan orde pertama
dengan koefisien konstan, dimana sistem persamaan diferensial linear simultan
tersebut diperoleh dari sistem pegas-massa. Sistem pegas-massa yang akan
dibahas pun dibatasi untuk sistem yang mengabaikan gaya gesekan dari luar
dan gaya luar atau yang disebut getaran bebas tak teredam. Selain itu kita juga
membatasi untuk sistem dengan satu derajat kebebasan dan dua derajat
kebebasan. Untuk sistem dengan satu derajat kebebasan yang akan dibahas
adalah sistem satu pegas-satu massa dan sistem dua pegas-satu massa,
sedangkan untuk sistem dengan dua derajat kebebasan adalah sistem dua

pegas-dua massa dan sistem tiga pegas-dua massa.

1.6 Metode Penulisan

Dalam penulisan ini penulis akan menggunakan metode studi pustaka

1.7 Sistematika Penulisan
Penulisan ini terbagi dalam beberapa bab, yakni
I. Pendahuluan
1.1 Latar Belakang

1.2 Perumusan Masalah
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1.3 Tujuan Penulisan
1.4 Manfaat Penulisan
1.5 Pembatasan Masalah
1.6 Metode Penulisan
1.7 Sistematika Penulisan
II. Persamaan Diferensial Linear
2.1 Persamaan Diferensial linear orde pertama
2.2 Sistem Persamaan Diferensial linear simultan orde pertama
dengan koefisien konstan
2.3 Masalah Nilai Awal ( MNA )
1. Tranform Laplace
3.1 Transform laplace dan invers transform laplace
3.2 Sifat-sifat Transform Laplace
e Sifat linearitas
e Sifat translasi
3.3 Transform laplace dart Turunan dan Integral
3.4 Konvolusi dari dua fungsi
e Definisi
e Teorema konvolusi
3.5 Aplikasi Transform Laplace untuk menyelesaikan masalah nilai

awal persamaan diferensial linear orde pertama dengan

koefisien konstan.
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Iv.

3.6 Aplikasi Transform Laplace untuk menyelesaikan masalah nilai
awal sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama
dengan koefisien konstan.

Penggunaan transform laplace untuk menyelesaikan masalah nilai

awal sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama

dengan koefisien konstan dengan penerapan pada sistem pegas-
massa.

4.1 Sistem pegas-massa

4 2 Langkah-langkah penyelesaian

4.3 Kasus-kasus

431 Sistem pegas-massa dengan satu derajat
kebebasan

4.3.2 Sistem pegas-massa dengan dua derajat kebebasan

Penutup

511’}’-

-1 Kesimpulan

5.2 Saran
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BAB II

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR

2.1. Persamaan Diferensial Linear Orde Pertama
Sebelum kita membahas persamaan diferensial linear orde pertama, ada
baiknya kita tinjau kembali definisi persamaan diferensial linear orde-n.
Definisi : Suatu persamaan diferensial linear orde-n dikatakan linear dalam y jika

dapat ditulis dalam bentuk :

(n) (rz 1)
a,(x) dx,y ,,l(x) ) +a1<v)~ +a,(x)y=f(x) ()

dimana ag,a;, ... , a, dan { adalah fungsi-fungsi kontinu dalam suatu
interval x dan a,(x) + O dalam selang tersebut. ai(x) disebut fungsi

koefisien yang berupa konstanta atau variabeldan k=0, 1,2, ... n.
Dari definisi persamaan diferensial linear orde-n dapat diperoleh definisi
persamaan diferensial linear orde pertama yaitu dengan mengambil y yang
turunan tertingginya satu.
Definisi . Suatu persamaan diferensial linear orde pertama dalam y adalah

persamaan diferensial yang berbentuk :

a(X) +ao(X)J—f(’f) ()
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dimana ao, a1, f adalah fungsi-fungsi kontinu dalam suatu interval x
dan a;(x) #0 dalam selang tersebut. ay(x), a;(x) merupakan fungsi
koefisien yang dapat berupa konstanta atau variabel.

Berdasarkan definisi di atas terdapat beberapa kondisi yang harus

dipenuhi oleh suatu persamaan diferensial linear orde pertama, sebagai berikut :
: : . : dy
1. Fungsi y (fungsi yang belum diketahui) dan ¥ yang muncul harus
e
berpangkat satu.

2. Tidak boleh ada perkalian antara fungsi y dengan Ty
dx

. : ; 5
3. Tidak boleh ada fungsi transenden dari y dan =

x
Persamaan diferensial yang tidak linear disebut nonlinear.

Contoh (1) : dy +2y=35
dx

dimanaas=2,a;=1,f{x)=5
karena fungsi koefisiennya berupa konstanta maka persamaan tersebut

merupakan persamaan diferensial linear orde pertama dengan

koefisien konstan.
) d .
Contoh (2) : xd—y+ (x+D)y=x’
x

dimanaa,=x+1,a; =x, f{x)= X7
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karena koefisiennya berupa fungsi yang kontinu dimana-mana
maka persamaan tersebut merupakan persamaan diferensial linear

orde pertama dengan koefisien variabel.
dy. ,
Contoh(3): () +2y=x
dx

karena denvatif pertama fungsi yang belum diketahui berpangkat
dua maka persamaan diferensial di atas nonlinear.

dy

Contoh (4) :

+5y=cosy
dx

adalah nonlinear karena cos y adalah fungsi transendental dari

fungsi yang belum diketahui.

Contoh (5): y* + xj—} = sin yﬂ
X

dx

adalah nonlinear karena ada perkalian antara fungsi yang belum

diketahui dengan derivatifnya.

Persamaan diferensial linear orde pertama (2) dapat ditulis dalam bentuk

berikut:

6ierP(x)y:Q(J‘f) SR €

dx
persamaan diferensial tersebut linear dalam y. Persamaan diferensial (3) disebut
persamaan bentuk baku atau normal.

Contoh (6) : Ubahlah persamaan dalam contoh 1 menjadi bentuk (3)
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dari contoh 1 diatas didapat P(x) =2, Q(x) =35
jadi contoh 1 diatas sudah berbentuk seperti persamaan (3).
Contoh (7) : Ubahlah persamaan dalam contoh 2 menjadi bentuk (3)
Persamaan dalam contoh 2 dapat diubah menjadi berbentuk (3)

dengan cara membagi kedua ruas dengan x, didapat

@i_ﬁ_(x-f‘l)y: o

x
dx X
dengan P(x) = D—J—F—Q dan Q(x) =x".
X

2.2 Sistem Persamaan Diferensial Linear Simuitan Orde Pertama dengan
Koefisien Konstan

D1 atas telah kita bahas mengenai suatu persamaan diferensial linear

dengan satu fungsi yang tidak diketahui. Sekarang kita akan membahas dua

persamaan diferensial dengan dua fungsi yang tidak diketahui yang disebut

dengan sistem persamaan diferensial linear simultan, jika persamaan tersebut

merupakan persamaan diferensial linear orde pertama dengan koefisien konstan

maka persamaan itu disebut sistem persamaan diferensial linear simultan orde

pertama dengan koefisien konstan.
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Definisi : Secara umum sistem persamaan diferensial linear simultan dan dua
persamaan diferensial orde pertama dengan koefisien konstan dan

dua fungsi yang tak diketahui dapat dinyatakan dalam bentuk

dx dy .
anE“Lal:‘(ﬂ+al.3x+a1ay:}i(t),
(4)
dx dy .
A, —+a,, —+a,.x+a,,y=FI(1
Ry n 23 24 Y L (1)

dimana x(t) dan y(t) merupakan fungsi yang tidak diketahui,
aii, a12, ... ,a23, a24 merupakan koefisien yang berupa konstanta, Fi(t)
dan F(t) merupakan fungsi yang diketahui
Selanjutnya sistem persamaan diferensial linear simuitan orde pertama
dengan koefisien konstan dan dua persamaan diferensial linear orde pertama
dengan dua fungsi yang tidak diketahui kita sebut sistem persamaan diferensial
linear simultan orde pertama saja.
Contoh (8) : Sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama dengan

koefisien konstan

Zd—x+3d—y—2x+y-—-13
dt dt
dx dy

— 2= 43x+4y=¢
dt dt

Contoh (9) : Sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama dengan

koefisien konstan



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

3y'+2y—x'=2,
y'+x=0

Selain berbentuk seperti di atas sistem persamaan diferensial linear
simultan mempunyai bentuk lain yang disebut bentuk normal dar sistem
persamaan diferensial linear simultan.

Definisi : Secara umum bentuk normal dari sistem persamaan diferensial linear
simultan orde pertama dengan koefisien konstan adalah

dx
—=b x+b,y+ F (1),
7 11 12V (1)

)

d
Y = byyx + by y + F5 (1)
!

dimana by, b1z, bai, b2z merupakan koefisien yang berupa konstanta.
Contoh (10) : Carilah bentuk normal darn sistem persamaan diferensial linear

simultan orde pertama dengan koefisien konstan dari contoh ( 8)

dy . . & X
Untuk mendapatkan ;)t_ kita eliminasi ] dengan cara
at

mengalikan persamaan diferensial yang pertama dengan 1 dan

persamaan differensial yang kedua dengan 2, didapat

2§£+3ﬂ—2x+y:t3,
dt dt

26—4d—y+6x+8y:2e’
dt dt

kemudian kita kurangkan kedua persamaan differensial tersebut

didapat
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i ,
7Y _gx—Ty=1 —2¢'
dr
i

=8x+ 7y + (' —2e")
dt

dy 8 =2
ly A e
dt 7 7

dx . S,
untuk mendapatkan + ] kita eliminas

dengan cara
dat

mengalikan persamaan differensial pertama dengan -2 dan

persamaan differensial kedua dengan 3 didapat

L S S V)
dt d
7
32 (Vo
dt dr

kemudian kita kurangkan kedua persamaan differensial tersebut

didapat
d".-
=7 \—5x—14y:—2t3 —3e'
dt
d .
7 sy i14y 27 3¢
dt
dx 5 2 e
e =—Zx-2y+=r’'+=¢
dt %

jadi bentuk normal dari sistem persamaan differensial linear

simultan orde pertama dari contoh (9) adalah

d ’3_ 1
—y=§x+v r—2e ’
dr 7 i

dx 3
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Contoh (11) : Carilah bentuk normal dari sistem persamaan diferensial linear
simultan orde pertama dengan koefisien konstan dari contoh (9)

3y’ +2y—x' =2,
V4+x=0

dari persamaan differensial yang kedua didapat

V' =—x

kemudian kita subtitusikan y'=—xpada persamaan differensial
yang pertama didapat

3(—x)+2y—x'=2
X' ==3x+2y-2

jadi bentuk normal dari sistem persamaan differensial linear
simultan orde pertama di atas adalah

x'=-3x+2y-2,
y'=—x

Dalam sistem persamaan diferensial linear simultan terdapat satu sifat
yang penting untuk diketahui, yaitu setiap persamaan diferensial linear tingkat
tinggi dapat diubah kedalam sistem persamaan diferensial linear simultan orde
pertama yang ekuivalen dengan persamaan semula.

Untuk menjabarkan pengubahan tersebut, pertama-tama kita pandang

persamaan diferensial orde-n dalam x

d™x d" Yy
Do g I g

n

+a1%§+a0x:F(1) .. (6)
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kemudian kita misalkan :

dx dzx 61(’7’3)x L]{n—[‘)x
X1 :x’x: :_,x; ,”.’x” -1 = -2 ’xn = ¥, -1 (7)
dt di- a1 ar

dx, dx dx, d’x
nyatakan bahwa ikl W X, <L :\
dardt T dt drt”

l

E

Dengan mensubtitusikan (7) ke (6) didapat

dx,
dt
dx,
dt

:xz

:x::

(8)

il v y
—L=px, +gx, ,+ ... +rx +F(7)

a a
nl ke HQ,I':—

=
n (Jr') a/i

dimana: p=—

Darn penjelasan di atas diperoleh bahwa banyaknya persamaan diferensial
dari sistem persamaan differensial linear simultan vyang didapat dan hasil
pengubahan adalah orde dikalikan dengan banyaknya persamaan diferensial
yang diketahui.

Contoh (12) : Ubahlah persamaan diferensial linear orde kedua berikut menjadi

sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama

d* d .
3 ;y—2l+y=sxnl
dt- di
) 1y
misal © x; =¥, x, :i, maka

dr
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dx _dy
d dr

de, d(dy\ d°y l( dy . 2 1 1.
= = — =—>=—2———y+sinf |=—x, ——x, +—sn/
dt  dy\ di de= 3 di 3 73 3

sehingga sistem persamaan diferensial linear simultan yang

ekuivalen dengan persamaan diferensial di atas adalah

dx,

_‘:x"J

de. -

dx, 2 I 1.
= ==X, ——X, +=—smf
d 3 7 3 3

Contoh (13) : Ubahlah persamaan differensial linear orde ketiga berikut menjadi
sistem persamaan differensial linear simultan orde pertama
x"+3x" +2x'— Sx = sin 21

misalkagn F el Sl i 1 makad

¥, =x"=-3x"—2x"+Sx+sin2t

=—3x, —2x, + 5x;, +sin2¢

jadi sistem persamaan differensial linear simultan orde pertama

yang ekuivalen dengan persamaan differensial linear orde ketiga di

atas adalah

x; =—3x; —2x, +5x, +s1mn2f
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2.3 Masalah Nilai Awal

Untuk mencan penyelesaian khusus persamaan diferensial, diperlukan

. . dy _
suatu kondisi awal. Sebagai contoh dl +ay =0, dimana a adalah konstanta real .
ig

Persamaan diferensial tersebut mempunyai penyelesaian umumy =c e, dimana
¢ adalah konstanta sebarang. Karena c¢ adalah konstanta sebarang maka akan
menimbulkan banyak penyelesaian khusus untuk persamaan diferensial tersebut.
Oleh karena 1tu diperlukan kondisi awal untuk mendapatkan satu penyelesaian
khusus dart persamaan diferensial tersebut.

Definisi : Berdasarkan persamaan diferensial linear orde pertama

% -y . (9)

dengan kondisi awal y(xo)=yo

maka persamaan (9) bersama dengan kondisi awal yang diberikan

disebut masalah nilai awal

dy

f 5 = f‘(x7 y); y(xn ) =Y

Contoh (14) : Tentukan penyelesaian khusus dari masalah nilai awal

y't+2y=e", y(0)=

A w

penyelesaian umum dari persamaan diferensial tersebut adalah
- 23
y=e +ce

untuk sebarang nilai c.
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Karena adanya kondisi awal, maka penyelesaian khusus persamaan

diferensial tersebut bisa diperoleh dengan cara memasukkan x = 0

dany= % diperoleh
~=e" +ce
—=l+c
B= %—1:—%

Contoh (15) : Perlihatkan bahwa y = 1 + 2x adalah penyelesaian dari masalah nilai

awal d—} =2y—4x, y(0)=1
dx

: : dy
Pertama-tama kita turunkan y = 1 + 2x terhadap x didapat Tp =2
dx

! dv
kemudian masukkan y = 1 + 2x dan ) kepersamaan
X

differensial, diperoleh
2=2(1+2x)—4x
2-2(1+2x)+4x=0
22 -dx+4x=0

selanjutnya kita periksa kondisi awalnya
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y0)=1+2.0=1

ternyata kondisi awal in1 cocok dengan syarat yang diminta dalam

masalah nilai awal di atas.

Jadiy =1 + 2x adalah penyelesaian dari masalah nilai awal

b 2y —4x, y(0)=1
dx
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BAB III

TRANSFORM LAPLACE

3.1 Transform Laplace dan Invers Transform Laplace

Sewaktu kuliah kita telah mempelajari beberapa metode untuk
menyelesaikan persamaan diferensial linear, misalnya dengan menggunakan
metode faktor pengintegralan; metode variasi parameter; metode subtitusi; dan
lain-lain. Sekarang kita akan membahas metode lain yang digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial, baik persamaan diferensial linear
maupun sistem persamaan diferensial linear simultan yaitu dengan
menggunakan Transform Laplace. Dengan menggunakan Transform Laplace
persamaan diferensial tersebut akan diubah bentuknya kedalam persamaan
aljabar sehingga lebih mudah untuk menyelesaikannya. Selanjutnya untuk

mencari penyelesaian persamaan diferensial tersebut kita membutuhkan invers

Transform Laplace.

3.1.1 Transform Laplace

Pertama-tama akan kita bahas definisi dar Transform Laplace .
Definisi : Diberikan f{t) fungsi bernilai real untuk semua t > 0, maka

Transform Laplace dari f (t) adalah fungsi F (s) yang

didefinisikan sebagai berikut :
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LD} =T () Z?é"”f(f) dr... (10)
untuk semua s > 0.

Transform Laplace dari f dikatakan ada di s, jika integral tersebut
konvergen. Secara umum kita akan menggunakan huruf kecil f, g, h, dan
sebagainya untuk melambangkan fungsi-fungsi dari t dan huruf kapital yang
berpadanan untuk melambangkan Transform Laplacenya. Integral pada
definisi Transform Laplace tersebut merupakan integral tak wajar. Untuk
menghitung integral tak wajar ini dikerjakan

ofe‘*“’ 7@y dr= Lim ?e_’“f(r) dt .. (11)
0 700
Oleh karena itu, adanya Transform Laplace bergantung pada nilai limitnya.

Kita dapat mencari Transform Laplace dari beberapa fungsi sederhana

dengan menggunakan definisi Transform Laplace . Hal imi akan dijelaskan

melalui contoh-contoh.
Contoh (16) : Tentukan Transform Laplace dari f (t) = 1 untuk setiap t > 0.

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace maka

Q0

£ {1} = j'e_Sl] dr
0

T
= Lim je_S[] di
T > 0

T _,
= Lim Je St

’[—>ooo
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e
= Lim [- ](7;
T —w s
—sT |
= Lim [- +—|
T —>x § -
e ST 1
= Lim [- 1+ Lim  —
T — o S T —>ow S
1
§
1
S

!

s

jadi £ {1} = — , dimanas >0

Contoh (17) : Tentukan Transform Laplace dari f (t) =t untuk t > 0.

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace maka

o 2}

£y = et

0

iy
= Lim [e Sy

T—)ooo

untuk  menyelesaikan  integral  diatas  kita  gunakan

pengintegralan parsial.

Misal ;u=t dv = e_St dt

du=dt V= -
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T e - st T e -5t
e rdi=1-=—1) - [-—a
Q s 0 s

st —st
e e
=[- 1 - [—15
A Y
—sT -7
e e 1
= [ = (] [y
% 2
-sT -sT
e e 1
N ~ Tee=x "
s S s”
sehingga
—sT —sT
. &, 1
L {t} = Lim[— r-——+—]
T e Ay S“ S
—sT —sT -
. e . . e ]
= Lim— T - Lim 5 + Lim—
T —on Ry T-o>m kY T s s
1
=0-0+—
2
1
~ 3
s
5 r 1 )
Jadi £ {t} =F (s) = e dimana s >0

Contoh (18): Tentukan Transform Laplace dari fungsi f (t) = e, untuk >0

dan a sebarang konstanta

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace, maka

e"‘.}‘l eal df

=
P
(¢
=
~——
Il
= gy B
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It
: —(5-¢
= lim Je SO gy
T > /.
3}

jadi £ {e"} =F (S)ZL , dimana s>a
s—a

Contoh (19) : Tentukan Transform Laplace dari fungsi £ (t)=1t", t>0

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace, maka

o

£ (= je“-“‘r"dt

0

T
= lim |e “t"dlt
T —w
0
kita selesaikan integral diatas dengan menggunakan

pengintegralan parsial

misal : u=t"

€
du=nt""dt V= -

sehingga,
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T T 7
) ) | i s
hm |e™t"dt =lim<| ——1"e™™ -+——Jt" Le St dt
= T s o 5%

1 ! n'
= lim[—-t”e”‘l +lim = | et dt
I kY s kS !

[§]

: L | . n st
= lim|——7"e " +—-O-e01+hm—J.e e
s s | ey

T->w I

i
= 0+Ztim [e " \dr
s 5 [}
nm..
= Dt [
§ 7w 4
n.. s n
£ ="lim |e " ldt == L (1)
g s Y Y
andaikan n diganti dengan n-1, maka
) n-1 -1 n-2
Ly =—%L {7}
s
. n '"] <N
sehingga, £ {t"} = E("—)rf {2
s S
| n(nz—])£ {t“'z}
jika diteruskan akan didapat
—“Dr—-2)--3.2.
£ (" = n(n—-D(n—-2)---3-2 ];E {to}

"

b

dimana n{n-1)n-2).. 321 =n!dan £ {({*}=£ {1} = 1
s
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v e i 2! .
jadi £ {t"} = . (w):—iL dimana s>0

< n s g ntl e

Contoh (20) : Tentukan Transform Laplace dan fungsi f(t) = sin at, dimana t>0

dan a sebarang konstanta

Dengan menggunakan definisi Transform Laplace, maka

£ {sin at} = je“"‘ sin at dt
4]

T
= lim |e ¥ sinat dt

T >w
0

untuk  menyelesaikan  integral  diatas kita  gunakan

pengintegralan parsial

misal u=¢e™

dv = sin at dt
. 1
du=-se™dt Vv=——cosar
a

T 7
Ie“"’ sin at di = —le“s' cos ar]) —J(—}‘«cos af)(—se *)dlt
0 a 0 &

1 St
=~—e " cosall, - —Icos at e "dt

4 i

sekali lagi kita gunakan pengintegralan parsial

misal :u =e™ dv = cos at dt

du =-se™dt v = —sin at

a
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r e 7
L | sty SE g .
Ie Ysin at di =——¢ " cos at]) ——{—e * sin at} +-Je * sin at a’t}(
a a
0

a a 1

7

2 T

1 P N st
=-—e " cosal], - ~{—e* sin ar}] ——7je *sin at dt
a a a .

2 T
e “sin at dt , didapat

Q0

a’

2 T -

s” _i. 1 il s ] . :

( +—2)je “sin af df =——e " cos at]l, ~~[—e " sin at]]
a e a a a

T

T a’ J ] s 1
J.e‘-w sinaf dt =———<|——e " cosal | ——|—e " sinat
sT+a 1 a @ Lﬂ

0 0 0

sehingga

a fF 1 TR !
£ Qein at} =Zhint ———F Lw*-e"‘" cosat} —’—[—e *sin at}

T-
w st +a’ ?

’)
P , as . T
= Lim——— [——e " cos arfy — Lim———{—e " sin at];
1 et 5 +a T g% +8° @ q
ax, sl _ . | B a5 ] A
= 5 Liml-—e ™ cosal' +—}-———Lim[—e™ sin al - 0]
T +a” e a a s +aqg To=a

jadi £ {sinat} = F(s)— = e
*t+a’

Contoh (21) : f(t) = cos at, untuk t > O dan a sebarang konstanta.
Canlah Transform Laplacenya dengan menggunakan definisi

Transform Laplace
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L{E®) =F ()= [ f,

[ve)

T
maka XL {cos at} = j‘e"” cos af dt = Lim fe " cos at di
) 1
Q 0

kita gunakan pengintegralan parsial untuk menyelesaikannya

misal ;u=e™ dv =cos at
-5t 4
du=-se v = —sin at
a
sehingga,

T —w

, e Ts,,s.
£ {cos at} = Lim{[—e " sin at]] —f——e " sin at di}
' a

0

= B 5 . g .
= Lim[—e ™ sin at]), +—L1mje *sin atf dit
T« ' a 7o :

AL g | s ;
= Lim[—e ™" sin al ——e"sin 0]+ = £ {sin at}
Too g a a

— Limo—0]+> % - °

B e as'+a s'+a’

jadi £ {cosat} =F (s)= — S —,8>0

ST @

Transform Laplace yang dihasilkan dari contoh-contoh tersebut kita
rangkum menjadi sebuah tabel, yang kita sebut tabel Transform Laplace .
Akan tetapi tabel ini tidak hanya terdiri dan contoh-contoh di atas saja

melainkan masih ada Transform Laplace yang lain, karena tidak mungkin kita
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membahasnya satu persatu. Tabel Transform Laplace int akan disertakan
sebagai lampiran pada halaman 132 -133.

Dari contoh-contoh di atas kita melihat bahwa Transform Laplace
dari suatu fungsi selalu ada untuk s > 0. Untuk meyakinkan hal itu terdapat
teorema mengenai eksistensi Transform Laplace. Tetapi, sebelumnya kita
terlebih dahulu mendefinisikan fungsi berorde eksponensial.

Definisi : Sebuah fungsi f adalah fungsi berorde eksponensial jika ada
bilangan real o, M dan T sedemikian sehingga
[ <Me™ untuk t 2T, (12)
jadi jika f adalah fungsi berorde eksponensial dan nilai dari f ada untuk
t — oo, maka kenaikan f tidak akan lebih cepat dari Me*.
Contoh (22) : Setiap fungsi yang terbatas adalah fungsi berorde eksponensial,
dengan o = 0. Sebagai contoh, sin bt dan cos bt.
Contoh (23) : f(t) = " sin bt adalah fungsi berorde eksponensial, dengan ot = a
karena menurut definisi fungsi berorde eksponensial
| flt) | < Me™
|esinbt |< h)lem
bila kita ambil M = 1 maka

‘ e sin bt| < &

Contoh (24) : Perlihatkan f{t) = e" bukan fun gsi berorde eksponensial
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lime” = o0, karena nilai limitnya tidak ada maka berdasarkan

I—>L

definisi fungsi berorde eksponensial nilai ¢ > Me™ berapapun
nilai dari a.
Teorema (Eksistensi Transform Laplace ):
Jika fungsi f kontinu sepotong-sepotong untuk t > 0 dan memenuhi keadaan
(12) maka F (s) ada untuk semua s > o.
Bukti : Kita mulai pembuktian dengan memecah integral di atas menjadi 2

integral yang terpisah

o

e rwyadt={e f@oyadi+ e f) de
0 ] T
T dipilih sedemikian hingga pertidaksamaan (13) terpenuhi.

3
Integral pertama di ruas kanan yaitu, J.e"” f(t) dt ada, karena f{t) dan

o

e™ f{t) kontinu sepotong-sepotong dalam interval [0,T] untuk s > q.
Untuk membuktikan bahwa integral yang kedua juga konvergen kita
gunakan teorema uji banding untuk integral tak wajar, yaitu :

Jika g dan G fungsi-fungsi real sedemikian hingga 0 < g(t) < G(t)

dalam interval a <t < oo, andaikan j(']’ (t) dt ada dan g terintegralkan

a

dalam setiap subinterval yang tertutup kiri dan a < t < o maka
jg(t) dt juga ada.

Andaikan g(t) = |e'51 ft) = e_S1|f(t)|’ G()=M ot
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Karena f{t) adalah fungsi berorde eksponensial o dengant > T, maka
g(t) < G(t), untuk semuat>T.

Selanjutnya untuk s > o

[ el

JMe e g = M]O.e*(" @ dt
r

T
XL

e—(s—a)l *
=Mlm| ——
L] (S — a) .

—{s-r2)x )—(_s 2T
= M lim| -5 ¥ €
ool —(s—a) —(s-a)

— M lim je‘“"’“)’dz
)

ef(sfa)T

M
(s—a)

sehingga I Me“"dt ada
T

karena | €™ f{t) | < M e untuk t > T dan [Ae™*"" dr ada
)

maka berdasarkan teorema uji banding, integral

J'le"""’f(t)‘ dif ada untuk s >o begitupun fe”""f(i) dr adauntuk s > o
T T

Akhimya, karena kedua integral di ruas kanan ada maka Transform

Laplace F(s) adauntuk s> o. W
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3.1.2 Invers Transform Laplace

Pada subbab 3.1.1 kita telah membahas cara mencari Transform
Laplace dari fungsi f (t), t >0 yang dinotasikan dengan £ {f (t)} = F(s).
Sekarang akan kita bahas cara mencari invers Transform Laplace , yaitu
jika diberikan fungsi F(s) , kita car fungsi f (f) yang Transform
Laplacenya diberikan oleh fungsi F.

Definisi : Jika diketahui fungsi f (t) sedemikian hingga &£ {f(t)} = F(s),
maka f{t) disebut invers Transform Laplace dan F(s). Kita
notasikan invers Transform Laplace ini dengan £-1 dan
ditulis

ft)=LV{FGS) (13)

Dari definisi di atas akan menimbulkan pertanyaan bagi kita,
apakah invers Transform Laplace itu tunggal ?. Untuk menjawab
pertanyaan ini kita perhatikan teorema berikut

Teorema (ketunggalan invers Transform Laplace) :

Andaikan f dan g adalah 2 fungsi yang kontinu untuk t > 0 dan
keduanya mempunyai Transform Laplace yang sama maka
f(t) = g(t) untuk semua 1> 0.
Bukti : untuk membuktikan teorema ini, cukup kita perlihatkan bahwa
fit) - g(t)=0
diketahui £ { f{t) } =L {g(t)} = G (s)

andaikan h(t) = f{t) — g(t)
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maka £ {h(®)j= L {f(t)}- L {g(®)}
H(s) =F(s) - G(s)
=GG6)-G(s)=0,untuks>a... ... (1)
kemudian kita ganti s dengan o + n, maka H(s) = O untukn > 0

sehingga menurut definisi Transform Laplace diperoleh
H(s)= [ e h(t) di
0

o

0= je*“'*”)’h(z) dr o (ii)

0
t

selanjutnya  kita  andaikan v(t)zfe"“‘h(x) dx, maka

4]
V'(t)y=e “h(t)dan integralkan (ii) secara parsial dengan

memisalkan : u=e™ V(Y= e “h())

du = -ne™ v(f) = je"‘”h(x) dx

sehingga (i1) menjadi

0=e v + l?Ie’”’\J(l) dt

0

karena v(0) = 0, maka

o

ferv@ydr=0m=0 ... (iii)

0

untuk memperlithatkan h(t) = 0 kita harus memperlihatkan

bahwa v(t) = 0, untuk itu pada (iii) kita lakukan subtitusi
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x = -Intdanu(t) = v (- In t) diperoleh

1
jr”u(r) Ar=0,m20 . (iv)

0

dari (iv) diperoleh bahwa u(t) = 0 maka v(t) = O demikian pula

h(t)=0.

Jadi h(t) = f(t) — g(t) = 0 atau f(t) = g(t). @&

Contoh (25) : Diketahui £ {1} = —. Sehingga invers transform dari
S

F(s) = 1 adalah fungsi kontinu f yang terdefinisi untuk
p

t > 0 oleh f(t) = 1. Berdasarkan teorema ketunggalan

invers Transform Laplace tidak ada lagi invers transform
{ 3 L} ) 1

yang kontinu dari F sedemikian hingga F(s) = —.
s

Ternyata F juga ada untuk invers transform vyang
diskontinu, perhatikan fungsi g vyang didefinisikan

sebagai berikut

LO<t<3
g(t)y=42,1=3

1,1>3

dengan menggunakan definisi Transform Laplace didapat

L gt} = [e'g)dt

= J' e di + J' 2o dl + J' e dy
0 3 3
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3 3 3 T
o 20 —k . o
=|- + +lim| —
s, —s |, T s

= |
= —,jkas>0
s
melihat hasil di atas ternyata fungsi g yang diskontinu
! . . 1
padat=73 juga merupakaninvers dari F(s) = —.
P

Tetapi karena invers Transform Laplace haruslah

berupa fungst yang kontinu maka satu-satunya invers
dari F(s) = 1 adalah f(t) =1 untuk t > 0.
s

Cara mencart invers Transform Laplace tidak jauh berbeda dengan
cara mencari Transform Laplacenya, dengan kata lain untuk mencari
invers Transform Laplace kita harus sudah mengenal rumus-rumus
untuk mencari Transform Laplace. Rumus-rumus tersebut dapat kita
lihat pada tabel Transform Laplace (lihat lampiran). Untuk lebih
jelasnya kita perhatikan contoh-contoh berikut.

1
§—3

1

Contoh (26) : Tentukan £ { 1

Dengan melihat tabel Transform Laplace diketahui

1

§s—da

XL {e'} =
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}:e?ﬂ

Sehingga, £1§
s=3

2
Contoh (27) : Tentukan £ > }
s°+4

Dengan melihat tabel Transform Laplace diketahui

a

L {sinat} = —
s t+a

2

2 o
2 b=4£ (% 92

Sehingga, L1
s°+4 ST+

+ = sin 2t

A}

Contoh (28): Tentukan £ { — 2
57—

}

Dengan melihat tabel Transform Laplace diketahui

¥ o }= cosh at sehingga,

g 2

SR=TCT

S
S'_’ . 22

L1 i 2 =L } = cosh 2t

2
L=

Contoh (29) : Tentukan £ —i
§°—6s5+13

Fe)= = 0 oS00
s —68+13 (s-3)"+4 (s-3) +2°

Dari tabel Transform Laplace diketahui

‘ S—d a
£ {m}: 4 ! cos bt

sehingga £ { F(s) }= £ {(—1;2’—22—} =¢e’' cos 2t
§=3)"+
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3.2 Sifat-Sifat Transform Laplace
Selain menggunakan definisi Transform Laplace , untuk mencari

Transform Laplace kita juga memerlukan sifat-sifat dari Transform Laplace

sehingga dapat mempermudah kita untuk mencari Transform Laplace
tersebut. Transform Laplace £ adalah sebuah operator yang mempunyai

sifat linear. Untuk lebih jelasnya kita lihat teorema berikut:

Teorema (sifat linearitas) :

Andaikan f; dan f; adalah fungsi-fungsi sedemikian hingga £ {£i(t)} = Fi(s)

dan £ {f(t)} = Fy(s) ada, dan andaikan pula ¢, dan c; adalah sebarang
konstanta, maka
{le](t) + szz(t)} = Clc\ﬁ {f}(’()} ==} g {fz(t)} ...................... (14)

Untuk membuktikan teorema ini kita dapat menggunakan

definisi Transform Laplace yang secara langsung mengikuti sifat linearitas

dari limit dan integral.

Bukti : £ {aifilt) £ cofx(t)} = ]C‘e‘ﬂ {cifi(t) £ cofa(t)] dt

T
= lim j e [aifi(t) * cf(t)] dt

.
= lim j [e ¥ ¢ifi(t)  e™ cof(1)] dt
-

T T
= ¢,(lim [e™ () diy £ c,(lim [e £,(1) dr)
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=c L {fi(t)} £ e {fx(t)} MW
Contoh (30) : Tentukan Transform Laplace dan fungsi f(t) = cosh at

dengan menggunakan sifat linearitas.

al —at
) ) e’ +
kita ketahui bahwa cosh at = , a>0 dan

£ {eal} —

, maka
s—a

| l((s+a)+(s—a)}
2 2 2

jadi £ {coshat } = > untuk s> a|
SE el

: i a
dengan cara yang sama didapat £ {sinh at} =

a0

s*—a-
untuk s> [a]
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Contoh (31) : Dengan menggunakan sifat linearitas carilah

£ {5e™ - Tcos 3t + sinh 4t}

berdasarkan contoh diatas dan £ {cos at } =

——  maka
s +a’

£ {5e™ - Tcos 3t + sinh 4t} = 5.L{e™} - 7L{cos 3t}+L{sinh 4t}

Ts 4
i 2 S 2
s+2 s°+3 s°—4-
5 7s 4
= 5 +
s+2 s +9

st ~16
Contoh (32) : Dengan menggunakan sifat linearitas carilah £ {cos *3t}

) i Tyl
diketahui cos *x = —+—cos2x, £ {1}=

“n | =

- s
L {cosat } = —

ST t+a

B

o > 24 V2] 1
sehingga, £ {cos 3t} =L {5 +—cos 6t}

%;ﬁ {1+ %(ﬁ {cos 6t}

_ 2(s7 +36)+25°
4s(s” +36)
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4s +72
4s(s” +36)

4(s* +18)
4s(s> +36)

sT+18
s(s” +36)

Teorema (sifat translasi) :

Andaikan &£ {f{t)} = F(s) ada untuk s>o maka £ {e" f{t)} ada untuk s>o+a,
a sebarang konstanta, maka
L {e" f(t)} =F (s-a)

sl

Bukti : £ {f{t)} =F (s) = j e f(0) di

0

o0

L (e (1)) = fe e () di

[t}

= [e o (o) di
=F(s-a) W

Contoh (33) : Carilah &£ {e" t}dengan menggunakan teorema sifat translasi

misalkan f{t) = t dan £ {f{t)} = L {t} =F(s) =L7
b

menurut teorema £ {€* f{t)} =F (s-a)

1

maka £ (et} = —,
(s—a)”

s~a
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Contoh (34) : Carilah £ {e" sin bt} dengan menggunakan sifat translasi

b

misatkan f(t) = sin bt, dimana £ {sinbt } = — PE
s*+b°

menurut teorema £ {& f(t)} = F (s-a)

b

sehingea F (s-a) = ———
gga F (s-2) (S—(l)l-i-bz

b

]adl cf {em sin bt} 5 S 0w o~
(s—a) +b°

>a

Contoh (35) : Carilah £ {‘e'z‘ cos 4t } dengan menggunakan sifat translasi

misalkan f{(t) = cos 4t dan £ {cos 4t } = — 2 T 3
‘ sT+47 5T +16

menurut teorema £ {&" f(t)} = F (s-a)

sehingga, £ {€” cos 4t} = F (s-(-2)) = F (s+2)

s+2

jadi £ (€™ cos 4t} = ———— —
(s+2) +16

Seperti halnya Transtorm Laplace , invers Transform Laplace juga

7

mempunyai sifat linearitas dan sifat translasi, sebagai berikut :

1. Sifat linearitas
L7 {F(s) £ cFa(s)}= cifi(t) £ cofa(t) ... .. (16)
2. Sifat translasi

LHFs-a) =e"]t) ............... (a7
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s+5 i e .
'f} dengan menggunakan sifat linearitas
§°—25-3

Contoh (36) : Carilah £ {

invers Transform Laplace.
kita gunakan pecahan parsial

S+5 s 5 e Sl + B
§7—25=3 (s-3)}s+1) s-3 s+1

s+5 = A(st+1) + B(s-3)
untuk s =3, 8=4A => A =2

untuk s=-1,4=-4B = B=-1

Sehingga sy 2 |
BE% P 2s—3 s-3 s+l
) ‘ 2 ]
e T .
{'s"—ZS—3} {‘s—3 s+1‘}
e 2 |X 1
=L - L
. ] s+1
dari tabel Transform Laplace diketahui ™ =
s—a
4 2 R {—1 y=2e" - ¢
s—3 s+1
jadi £7 {— * 3 1=2¢" — ¢!
=

Contoh (37) : Carilah £ [ s

ﬁ : 1 dengan menggunakan sifat linearitas
Is?+65+13)

invers Transform Laplace

s S
sT+6s5+13  (s+3)° +4

E(s) =
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. $+3-3
(s+3)° +2°

_ $43 B 3
(s+3)* +2° (s+3)°+2°

dari tabel Transform Laplace diperoleh

‘ " B b

£ {e sin bf}— —(s—a)z e
2 )z'll _ S—a

L {c cosbt}— G a) i

maka £ > —1—12‘1{ SJ:3 2 37 ,}
53+6s+13J‘ (§+3) +2° (s+3)" +2°

i 2 L

=L 3422 2L |(s+3) 27

B L
=g cost—Ee ' sin 21

Contoh (38) : Carilah £ { } dengan menggunakan sifat translasi

st +45+10

invers Transform Laplace.
dengan melengkapkan kuadrat, diperoleh

el 1

{ )
s? +4s +10 Y(s* +4s+4)+6

b

1

= !
{<s+ 2)* +(\B)2}

dari tabel Transform Laplace diketahui
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b

L{esnat}= ———
(s—a)® +b?

dan karena £ {F(s-a)}=¢" fit), a = -2

1 1 .
. RV, 5 | 1 e L —2t 6’
jadi £ {——-—S2 T —Jge Sin +/

7
Contoh (39) : Carilah ;6'1{(5, +3)4}dengan menggunakan sifat translast

invers Transform Laplace

Fis) = 7 U6

(s+3)* 6(s+3)*

17l

Dari tabel Transform Laplace diperoleh £ { t"} = —
5

Dan karena £ { F(s-a) } = " f{t), dengan a = -3

Makasﬁ'l{ ! 4}=£] JLZ 6 4}
(s+3) 6 (s+3)

3.3. Transform Laplace dari Turunan dan Integral
Pada bagian ini kita akan membahas Transform Laplace dari

turunan dan integral yang sangat berguna dalam menyelesaikan masalah
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nilai awal persamaan diferensial linear maupun sistem persamaan diferensial
linear simultan orde pertama dengan koefisien konstan.

Pertama, kita akan membicarakan Transform Laplace dari turunan
yang menjelaskan hubungan antara f (t) dan f (t). Masalah tersebut akan

dijelaskan melalui teorema berikut.

Teorema : Misalkan f fungsi real yang kontinu dan merupakan fungsi

berorde eksponensial o untuk t >0 dan £ kontinu sepotong-

sepotong untuk t > 0, maka Transform Laplace dari f ada dan

diberikan oleh
(;ﬁ{x“'(t)}:s{f{f(t)}—f(()) ............ (18)

Bukti : berdasarkan definisi Transform Laplace

i f' (t)} :_fe"s"f’(z) di = lim }e"s‘_f’(t) dt
0 A

kita gunakan pengintegralan parsial dengan
u=e¢" dv = f'(t) dt

du=-se™dt v =1{t)

maka X { £ ()}

fl

lim { ¢® {0} Jrsffesr fyde}

7w

\
= lime ™ £, +lim s{e /(1) dt

0

Il

T
lim{e" /(1) f(0)} +s Tim fe * 1 (1) dit
’ e b}
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=-f(0)+sL { (1)}
jadi £{E @)} =sL{FO)}—FO) m

a :
— carilah £{cos at }
s*+a’

Contoh (40) : Dengan menggunakan £{sin at}=

misal : f{t) = cos at, maka f{0) = I dan f (t)=-asin at
subtitusikan ke (18), didapat

£4E (©) ) =5 L (£}~ K0)

L {-asinat }=sL { cosat}—1

a »
(ra) ——— =sL{cosat} -1
s +a”
i afs 1.s2 +a*—a° s
Efcosat} = Jlom)=fo——|=——
s sT+a’t s s +al sT+a’

in1 sesual dengan hasil sebelumnya.

Contoh (41) : Gunakan teorema Transform Laplace dari turunan untuk
mencari £ { e" }
Misal f{t) = e*, maka
f{0)=e"=1dan f'(¢) = ae”
menurut teorema £ { f'(¢)} =s £ {f(t)}- f{0)

jadi £ {ae" }=sL {e"}-1

aL{e'}=sL{e"}-1
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af{e"}-sL{e"}=-1
(sra) L {e"}=-1

(s-a) L {e"} =1

1

s—a

(ﬁ{eat}:

Contoh (42) : Tunjukan bahwa £ { t&" }=

(s—a)’
Misal £(t) = t ¢®, maka f(0) = 0 dan £ (t) = e® + at "
Berdasarkan teorema &£ { f | (t) }=s L {f(t)}- f(0)
JadiL { e +ate" Y =sL{f(1)}-0
L{e"taL{tey=sL {te"}
s{te"y—aL{te"y= L {e

(s—a) £L{te"}= L {e"

1
(s-a)

L{tey =

Cf { eat}

_ A
(s—a)

karena XL { &"}

maka £ { te"}= ! -1 -
(s—aXs—a) (s—ua)

Kedua, akan kita bicarakan Transform Laplace dari integral yang akan

dijelaskan pula melalui teorema berikut.
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Teorema : Jika f(t) kontinu sepotong-sepotong untuk t > 0 dan merupakan
fungsi berorde eksponensial J f(r)] <M e* untuk t > T, maka

{j.j(x)afr‘—l L{f(t)} = F6s) untuk s > o

S A

secara ekuivalen

il F(‘) ff(r) 7= = § W (20)

Bukti : Misalkan : g(7) = jf(x) drxmaka g'(t) = f(1)

Dengan menggunakan teorema Transform Laplace dari turunan

didapat

£ (R0} =L {2 ©}=s £ {g®}-20)

dengan g(0) =0

L {RD)}=s L {g()} atau £ {g(t)}= %f (1)}

F(s)

jadi £ {]f(x) dey =% {g()} = £ {(H(D) = u

Contoh (43) : Tentukan £ {"cosx a’x}

0

t
Misal : g(t) = jcosx dx maka g'(#) = f(¢) = cosi
0

Berdasarkan teorema Transform Laplace dari integral didapat
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L {]‘cosx dx} = l;ﬁ { (1) }
s

0

| —

=—-L{cost}

%)

—_

sT+1

Contoh (44) : Tentukan £ {j‘c dx}

t

Misal : g(t) = jx dxmaka g'(f)= f(t) =1

i8]

Berdasarkan teorema Transform Laplace dan integral didapat

£ {jxdx}:li { D) }
s

0

1
Contoh (45) * Carilah Ji"{sz (5— a)}

1
, maka £-11 fo=e™

misal F(s) = T Py
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1 t
sehingga L JLs(s - a)} - Je"‘"dx

0

1 .
= _eu.\]({)
4} )
B 1 at _l
a a
= (" -1)

kita ulangi sekali lagi langkah diatas

misal F(s) =

, maka
s(s—a)

p- L G L PP
;Cw{m}_ja(e 1) dx

0

= lj‘(e'“Y —1) dx
as,

Il

Q[—

(le"’ —Z) _lJ
a [2)

|

= 1: (e” —at-1)

a

Contoh (37) :Diberikan ;ﬁ{f'(t)}=7l, carilah f{t) dengan

s(s* +4)

menggunakan teorema Transform Laplace dari integral.

Dari tabel Transform Laplace diperoleh
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1 1
L {—sin 2x}=—
2 s +4
Eoain 7
sehingga J-sm =X = —lcos 2x];,
[ 4
= —lcoszt+l
4
_ 1 cos2
AW

] 1 1 cos2t
jadi fity= £LYH{——1}= ——
Jadi f(9 {s(sz +4)} 4 4

3.4 Konvelusi Dua Fungsi f(t) dan g(t)
Dalam mencari invers Transform Laplace seringkali Transform
Laplacenya muncul sebagai hasil kali , misalnya

v s i s s 1
(s> +1Y (DT +) 741 st 41

X(s)

=L {cost} L {sint}
Untuk mencan x(t) kita pasti berpikir untuk langsung mengalikannya sebagai

)

; Py P L ;. 0 1
berikut £ { cost }. L {sint } =L {cost.sint} =L {—sin2t}= ——

2 s°+4
Ternyata hasilnya tidak sesuai dengan hasil diatas, sehingga

L {cost} £ {sint}= L {costsint}

Untuk menyelesaikan masalah diatas diperlukan alat lain yang

disebut konvolusi .
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Definisi : Andaikan f(t) dan g(t) kontinu sepotong-sepotong untuk t > 0, maka

konvolusi dari f{t) dan g(t) yang dinotasikan oleh f * g dan

didefinistkan
(£ * g)(t) = f FU=x)g(X)dx . 1)

Sekarang marn kita ganti t — x pada integran dalam (21) menjadi u
sehingga u =t—x maka du = - dx
Untuk x =0 makau =t

x=tmakau=0

sehingga (f * g)(1) = [/t - x)g(x) d
= [ f(n)g(t ) (~dn)
i j).f(u)g(t —u)du

= [8(—u) ) du = (g% £)0)

Jadi kita telah memperiihatkan bahwa konvolusi memiliki sifat komutatif,

yaitu (f* g)(t) = (g * )(t).

Contoh (47) : Cari konvolusi dari t dan t*

t
= J'(t—x)xz dx
0

= j(z‘xl —x)dx
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1 1.,

= (~t-1 7)-0
(3 p )

= lt“‘ __1_14 —_—Ll“
3 4 12

Contoh {48) : Cari konvolust dart cos t dan sin t
Misal : f{t) = cos t dan g(t) = sin t

(f*g)t)=(cost*sint)

= jcos(t —x)sin x dx

8]

berdasarkan trigonometn diperoleh
; L. .
cos Asin B = E[sm( A+ B)—sin(4 - B)]

sehingga cos (t-x) sin x = l{sin(’l —x+x)-sin(f—x— x)]

[\

[sin t —sin(# — 2x)]

N | —

!

. 1. '
So(cost*sint) = jg[sm t—sin(7— 2x)] dx

0

{ t
= sintfdx—%_[sin(/—lx)dx

o

il
2

1. 14
—sin t[x], +— | sin{z — 2x) d(t — 2x
_sin ], 4£ (1—2x) d(t - 2x)

1 . 1
—sin?- (1) +—[—cos(t — 2x)]
5 (1) 4[ ( o
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1 . 1
;1 sin f + Z[_ cos(f — 21) + cos{]

~

1 . 1 1
—1sin{ —~ —cos(—¢) + —cost
2 4

1 . 1 1
—fsint ——cosf +—cos/t
2 4 4

(sin ¢t

| —

Contoh (49) : Cari konvolusi dari f(t) = t dan g(t) = &
t
(t*e*)= J(t-x)e™ dx
¢

t
(e *1)= J.e"(""‘) x dx
0

kita akan memakar yang kedua karena akan lebih mudah

menyelesaikannya.

(em‘ xf): J.et/flﬁr)x Clx

kita gunakan pengintegralan parsial

misal - u=x dv=e"dx
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u ] 1 _ 1
=——e¢ | ——e " +—
a ay a a
T,
= __ = at __76 1! + .
a a: a”
—ate ™™ —e ¥ +1

e “(—at-1)+1

a

N <€ (—at-DH+1| —ar+e” —
Jadl (eul*t):en.{f!»e ( a ) = a € l
L

2 2
a
Sekarang kita akan membahas teorema Transform Laplace dari

konvolusi.

Teorema : Misal f{t) dan g(t) kontinu sepotong-sepotong dan keduanya

merupakan fungsi berorde eksponensial untuk t > 0 serta

F(s) =L {f{)}, G(s) = L {g(1)}, maka

£ T (S th ESHESH ST T oW (22)

secara ekuivalen

LVF)CE) = E* X)L 23)

Bukti : Dari definisi Transform Laplace dan definist konvolusi didapat
L+ gl [ { [£-xgx) dx} di

integral tersebut dapat dinyatakan menjadi integral berulang
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jje“f(t —x)g{(x) dx dt

a0
integral itu sama dengan integral ganda

He"” ft—x)g(x)dx dt

R,
dimana R, adalah area dikuadran 1 dengan besar sudut 45° yang
dibatasi oleh x=0dant=x

Ay

'
T

RI ’\ [y 4% i
U~

O ’X

sekarang kita lakukan penggantian variabel untuk mentransform
integral ganda, vaitu u =t —x dan v = x. Dengan perubahan variabel
tersebut menyebabkan area R; juga berubah menjadi seluruh area
dikuadran pertama, dimana sumbu x menjadi sumbu v sedangkan
sumbu t menjadi sumbu u. kita sebut daerah tersebut R,.

U
Ay

R,

Sehingga integral ganda diatas menjadi
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.Ueﬂ(uﬂjf(u)g(\") du v

Ry
dimanau>0danv>0

integral ganda tersebut sama dengan itegral berulang sebagai berikut

8

[e ) fyg(v) du dv
0

<

tetapi integral berulang tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk

(j e ™ flu) du)(j e W g(v)dv)

jadi £ {(E* g)(0} = L {f)} L{g(n)}
=F(s)G(s)
Contoh (50) : Tentukan Transform Laplace dari fungsi-fungsi berikut dengan
menggunakan teorema konvolusi
a. t *sint

b, e *t
t

C. J‘e““"’ cosit du
8]

jawaban :
a t *sint

misal : f(t) = t’ dan g(t) = sin t
menurut teorema konvolusi £ {(£* g)(t)}=L{f(t)} L{g(t)}

maka L { ' *sint} =L {1 }L {sint}
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b. e *t

misal : f{it)=¢' dan g () =t

menurut teorema konvolusi L£{ ft)*g(t) }=L{f(D)}. L{gt)}

maka £ {e' ¥t} =L {'} . L {1}

il

L
s—1 s°

1
(s —Ds?

1
c. jeﬁ(t*“) cosu du

0

berdasarkan definisi konvolusi

(f*gn = jf(t —u)g(u) du
I,

0

") cosu din

berarti f{t) = ¢" dan g(t) = cos t
menurut teorema konvolusi diperoleh

L{e'*cost} =L {e'} L£{cost}

Ry

b
s+1s°+1
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_ s
(s+D(s* +1)

Contoh (51) : Gunakan teorema konvolusi untuk mencari £ 1@}

kita tulis fungsi tersebut kedalam bentuk

| S
s(s?+1) s s7+1

= F(s)G(s)

i : ;‘1 N
diketahui £-! 1?} =1dan £-1{=

J=sint
s?+1

1
. oy ——— V1o
sehingga £ {S(Sz i 1)} =1 *sint

t
Il -sin x dx

[§]

—cosx];

=-cost—(-cos0)
=-costtl=1-cost

Contoh (52) : Gunakan teorema konvolusi untuk mencari

£ | T ¥
L(s+D)(s—2)

1

s—2

4 1 —i 2
Diketahui £ {:1"}: e’ dan £ y=e”

l -t 2t p —(t—x)  2x
1 -l =g L — o (Imx] 2 d/
Sehingga £ { (s +1)(s 2)} :': e e d
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09

= c*'{c'“" dx

= e [retl,

¥ e#[lesz _l}
3 3

- Sl =e7]

s 1 [e-z: —eal]

. 0 Tar /N . kN
jadi L7 Ys+Ds-2)' T 3

3.5 Aplikasi Transform Laplace Untuk Menyelesaikan Masalah Nilai Awal
Persamaan Diferensial Linear Orde Pertama dengan Koefisien Konstan

Sekarang kita akan membahas bagaimana Transform Laplace dapat
digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial linear

orde pertama dengan koefisien konstan. Sewaktu kuliah kita telah mempelajari
beberapa metode untuk menyelesaikan persamaan diferensial linear dengan
koefisien konstan orde pertama pada masalah nilai awal. Metode-metode yang
pemah kita pelajari digunakan untuk mencari penyelesaian umum dari

persamaan diferensial dan kemudian digunakan kondisi awal untuk
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memperoleh penyelesaian khususnya. Dengan adanya Transform Laplace kita
tidak perlu mencari penyelesaian umum terlebih dahulu, tetapi langsung

mendapatkan penyelesaian khususnya.

Man kita lihat bagaimana Transform Laplace tersebut dapat
menyelesaikan masalah nilai awal persamaan diferensial linear orde pertama
dengan koefisien konstan dengan pertama-tama melihat definisi persamaan

diferensial linear orde pertama dengan koefisien konstan :
dy g .

a, o +a,y = f(t)dengan kondisi awal y(0)=co dan a; # 0

kemudian kedua ruas kita ambil Transform Laplacenya

(a2 ray)= £ o)

karena Transform Laplace mempunyai sifat linearitas maka

a; L { %}“‘ ap L { y(t)) =L {f(1)}

berdasarkan teorema Transform Laplace dari turunan didapat :
ail s {y (O} - y(0)] +ao L {y(t)} =L {f{t)}

ai[sY(s)—co ] +agY(s)=F(s)...................... (24)
Persamaan (24) adalah persamaan aljabar dalam s. Kemudian kita selesaikan
persamaan aljabar tersebut untuk memperoleh Y(s). setelah itu kita cari

penyelesaian tunggal, yaitu mencari invers dari Transform Laplace

y(t)= £ { Y(s) } dengan menggunakan tabel Transform Laplace.
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Langkah- langkah di atas dapat diringkas sebagai berikut :

1. Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas persamaan differensial

2. Gunakan sifat linearitas, teorema Transform Laplace dari turunan dan
kondisi awal untuk memperoleh persamaan aljabar

3. Selesaikan persamaan aljabar tersebut untuk memperoleh Transform

Laplacenya.
4. Tentukan invers Transform Laplace dengan melihat tabel atau menggunakan

metode yang sesuai (misal pecahan parsial, konvolusi) dan kombinasikan

dengan melihat tabel Transform Laplace.

Contoh (53): Selesaikan masalah nilai awal berikut dengan menggunakan

Transform Laplace

Langkah 1: Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas

persamaan differensial

£ { %—2};}:;‘5 e

Langkah 2 :

e Gunakan sifat linearitas Transform Laplace

22y 28 (v -2 (<
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¢ Gunakan teorema Transform Laplace dari turunan dan kondisi

awal

dy -
£{§»=s£{mn—ﬂm=svm-3

sehingga sY(s)—3 —2Y(s)=L { e}

1

S—a

diketahui £ {e") =

maka persamaan aljabarnya
) |
sY(s)—3-2Y(s)= —
§—3
Langkah 3 : Menyelesaikan persamaan aljabar

sY(s)—3—-2Y(s)= a F

s—95
(s=2)¥(5)-3=——
1
(s—2)Y(s) =3+ ——
§—5
o USE
s—5
3s—14
L6 =

Langkah 4 : Mencari invers dari Y(s)

] 3514
(5 =2)(s-3)
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kita gunakan pecahan parsial
35-14 A4 B
(s—2)s—-5) s—2 s-5
3s-14=A(s—5)+B(s-2)
. 1
untuk s = 5, l=3B:>B=;
8
untuks=2,—8=—3A:>A=§
8 1
. 3s-14 By 2
Sehingga £ {—s——}: £ 3 +i}
(s—=2)s-95) s—2 §5-5
8 1 1 1
:_rlj'_-' + _£—]
3 {S—Z} 3 {S—S}

dari tabel Transform Laplace diperoleh

1 1
L{et}= , L{ett= —
ter] s—2 te s—35
3214, 8o 1
3 3

maka £ ——
(s—2)(s—9)
jadi penyelesaian masalah nilai awal di atas adalah
= 8 3 St
LYY =y = = +§e

Contoh (54) : Selesaikan masalah nilai awal y + 3y =3, y(0) =0

dengan menggunakan Transform Laplace
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Langkah 1 : Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas

persamaan differensial
L{y +3y}=L{3}

Langkah 2 :
o Gunakan sifat linearitas Transform Laplace

L{y}+3L{yw} =L {3}

e Gunakan teorema Transform Laplace dari turunan dan kondisi

awal
LAy} =sL {y[®)} —¥(0)
=sY(s)-0
dari tabel Transform Laplace diperoleh £ {3} = %
maka persamaan aljabarnya
sY(s)-0+3Y(s)=

4
5

Langkah 3 : Menyelesaikan persamaan aljabar

SY(s) + 3Y(s) = >

A

(+3Y(s) = ;
Y(s) =

s(s+3)
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Langkah 4 : Mencari invers Y(s)

Untuk mencari invers Y(s) =

akan kita cari dengan

s(s+3)
dua cara yang pertama dengan teorema Transform Laplace dari

integral dan yang kedua dengan konvolusi.

s Dengan teorema Transform Laplace dari integral

. 3 [ 3
Misal ; F(s)=—— maka £ <—— =3¢ = f(x
) s+3 13+3J J&)

Menurut teorema Transform Laplace dari integral

JET {m} = j-f(x) dx

S

4
PNk { & }:J3e_3x dx
s(s+3)

0
t
= 3|e*dx
I
1L
=3[-—e "],
-3¢

|
=3[-—e ¥ +
[ - ]

W | =

=-e™'+1
SETY(S)) =y(t) =-e T+ ]

¢ Dengan konvolusi
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, [
LHY(E) =L {S(S+3)J: 3L s(s +3)

kita misalkan F(s) = Lo {F(s) ) =f(t)=1
S

1 2
Gis)=——==>L{G(s) }=g) =€
s+3
Berdasarkan teorema Transform Laplace dari konvolusi
!
L F(s).Gs) =0 * g® = [ 11— x)g(x)dx
0

inked | 1
maka didapgg Il{lfl_ij =(1*e™)= jl e dx
0

1 _ o —e ' +1
sehingga 3 £ sts+3)]

jadi penyelesatan masalah nilai awal tersebut adalah
LYE) =y ="+ 1

Contoh (55) : Selesaikan masalah nilai awal y'+3y =e¢ " sin7, y(0) = 1

dengan menggunakan Transform Laplace
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Langkah 1: Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas

persamaan differensial
£ {y’ +3y}=L {'sint}
Langkah 2 :
o Gunakan sifat linearitas Transform Laplace
L {4+ 3Ly} = £ {e'sint)

e Gunakan teorema Transform Laplace dari turunan dan kondisi

awal

Ly} =5 Y(s) - 3(0) =5 Y(s) - 1

dari tabel Transform Laplace diperoleh

L {esint} = —17— maka X {e" sin t}= ;
(s—a)” +1 (s+1)" +1

maka persamaan aljabarnya

Y(s)—1+3¥Y6E)=m ———
By 5T ) (s+D° +1

Langkah 3 : Menyelesaikan persamaan aljabar

2 — 1
sY(s) — 1 +3Y(s) G A
_ 1
(s+3)Y(s) = 7(S+1): +1+1
Y(s) = 1 1

TG 1 1)(5+3) 543
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Langkah 4 : Mencari invers Y(s)

-1 — -lj 1 ]
e =L \_[(S+1):+1](s+3)+s+3}

-1 1 )-1{ ! \[
=L [(s+1)° +1]s+3)[ T4 1s+3]

1
untuk mencari &£’ {[(S +1)% +1](s +3) J akan kita gunakan

teorema konvolusi, dengan memisalkan :

F(s)= ————— maka £ {F(s)}=f{t)=¢"sint
(s+1)" +1

GE) = —— maka £ (G} 20 = 6
s+3

L{F(s) * G(s) 1= (£* g)(®)

=(g* )V
= (e * &' sint)

i
= je”(’”‘)e’x sin x dx
0

t
- Bt 3 =

= |le e*e " sinx dx
QO

s
= e”'je“‘“ sin x dx

0

kemudian kita lakukan pengintegralan parsial sebanyak dua kal
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2x

misal: u=e dv =sin x dx

I
du=2e~ vV = -C0OS X

t i
4 ~ . 2 2x
sehingga je“" sinxdx=—-cosxe ], + Zje ¥ cos x dx
o] a

t
=(-coste’ + 1)+ 2[@” cosx dx
4]

2x
* dv = cos x dx

misal : u=-¢
2x .
du=2e VvV =sin X

maka,

t t
Iezx sin x dx = (—cost &> +1)+ Z[Sin x ey - 2[62'” sin x dx]

0 J

)

t
= (—cost e* +1)+2sint e™ ~4jez‘” sin x dx
Q

!
selanjutnya kedua ruas kita tambahkan dengan 4j e’ sinx dx
0

didapat :

t
Sjez" sinx dx =—coste” +2sinf e* +1
0

t
J‘ezx sin x dx = Js.ez’(—cosr + 2sint) +%

0
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SXEGs) * Gs) ) = esr{lgem (—cost+2sint) + 15}

3t

: 1
e '(—cost+2sint)+ ¢

| —

! | I N
A = — - { 2 D+ — 3
makail{[(u'l):+1](s+3)J 5¢ (Teost+2sinf)+ e

sehingga

1 . . I %3 _
=—e¢ ’(—cosl+25mt)+~5—e Mg

1 1
£ {[(S-Fl)z +1](s +3) F s+3} 5

_ . 6
e '(—cost+2sint)+—e "

W] —

jadi penyelesaian masalah nilai awal di atas adalah

LV Y ()} = y(t) = ]ge ‘(—cost+2sin t)+%e3’

3.6. Aplikasi Transform Laplace Untuk Menyelesaikan Masalah Nilai Awal
Sistem Persamaan Diferensial Linear Simultan Orde Pertama dengan
Koefisien Konstan

Pada subbab 3.5 kita telah membahas aplikasi Transform Laplace untuk
menyelesatkan masalah nilai awal persamaan diferensial linear orde pertama

dengan koefisien konstan, pada subbab 3.6 w1 akan dibahas aplikasi Transform
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Laplace untuk menyelesaikan masalah nilai awal sistem persamaan diferensial
linear simultan orde pertama dengan koefisien konstan.
Pertama-tama mari kita lithat kembali definisi dan sistem persamaan

diferensial linear simultan orde pertama dengan koefisien konstan

dx dy .
Ay —+ap, —+a;x+ayy=F),
" 127 13 14 1
dx dy )
Ay —+dy —}+a23x+ ay,y =15(1)
dt dt

dimana x(t) dan y(t) merupakan fungsi-fungsi yang tidak diketahui; a;i, a1, a3,
a4, 421, 822, A23, ax4 merupakan koefisien yang berupa konstanta , F;(t) dan Fa(t)
merupakan fungsi-fungsi yang diketahui. Sistem persamaan diferensial linear
simultan tersebut memenuhi kondisi awal x(0) = ¢; dan y(0) = ¢, dimana ¢;
dan c; konstan.

Langkah-langkah untuk menyelesaikan masalah nilai awal sistem
persamaan diferensial linear simultan orde pertama dengan koefisien konstan
ini sama sepertt langkah-langkah pada subbab 3.5, tetapi dengan sedikit
diperluas. Adapun langkah-langkah tersebut adalah :

1. Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas dari masing-masing
persamaan differensial .
2. Gunakan sifat linearitas, teorema Transform Laplace dari turunan dan

kondisi awal untuk memperoleh persamaan aljabar
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3. Selesaikan persamaan aljabar tersebut sehingga diperoleh dua Transform
Laplace X(s)dan Y(s).

4. Tentukan invers Transform Laplace X(s) dan Y(s) dengan bantuan tabel
Transform Laplace maupun dengan menggunakan metode yang sesual,
misalnya dengan pecahan parsial, konvolusi, teoremaTransform Laplace
dari integral dan kombinasikan juga dengan melihat tabel Transform

Laplace.
Untuk lebih jelasnya mari kita lihat contoh-contoh di bawah ini.
Contoh (56) : Gunakan Transform Laplace untuk mencari penyelesaian masalah

nilat awal sistem persamaan differensial linear simultan berikut

dx
X 6x+3y=8e',
dt

ﬂ—2x—y:4e'

Dan memenuhi kondisi awal x(0) = -1 dan y(0)=0
Langkah 1 : Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas dari

masing-masing persamaan differensial
dx .
L —-6x+3y>=X {8}
{ 7 J’} {8e}
d
L {—y—Zx—y} =L {4e"}
L dt

Langkah 2 :

¢ Gunakan sifat lineantas Transform Laplace
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£ 06 (xo) +3 £ o) =8 L {el,

£ (- 2. (0 - £ ) =4 L (&)

e Gunakan Transform Laplace dart turunan dan kondisi

awal

£ {%} = 35X (5) - x(0) = sX(s)+ 1,

£ {%} = sV (s) - 3(0) = s¥(s)

: : 1
dari Transform Laplace didapat £ {e'}\=——

maka persamaan aljabarnya

sX(s)+1-6X(s5)+3 Y(5)= il
G

sY(s) -2 X(s) - Y(s) = il

atau

(s—6)X(s)+3Y(s):i]—'1,
o

4
{s—1 Y(s}—ZX(s)Z—l
S_

atau
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-85+9
s—1 "~

3Y()+(s-6)YX(s)=

(s—l)Y(s)—ZX(s)zil

Langkah 3 : Menyelesaikan persamaan aljabar

untuk mendapatkan X(s) dan Y(s) kita selesaikan  dengan
metode eliminasi

pertama kita eliminasi Y(s) dengan cara mengalikan persamaan
pertama dengan ( s — 1 ) dan persamaan kedua dengan 3,
didapat

3(s=1)Y{(s)+(s=1)(s-6)X(5)=-5+9

12

ISl &

3(s—1)Y¥Y(s)-6X(s)=

kemudian kita kurangkan, didapat

(s—1 )(5—6)X(s)+6X(s):—s+9_]_21
S_

e o ) (o =f S e~ 12

5=l
(.92—75'+12)X(5'):M
s—1
(8—3)(s—4)x(s):w
—-5s+7

o
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2z
(s —)(s—4)

Dengan cara yang sama diperoleh Y(s) =

Langkah 4 : Mencari invers dari X(s) dan Y(s)

. LX)} =L {——_i—}
(s—Hs—4)

kita gunakan pecahan parsial

—s+7 4 M N B
(s-1)(s—4) s-1 s-4

-s+7 =A(s—-4)+B(s-1)
untuks=1,6=-3A>A=-2
untuks=4,3=3B=>B=1

: —-s+7 2 1
sehingga =2l T L
(s-D(s—4) s—1 s-4

maka £V Gy sl -4

— _zet + e4t

LET{X(s) ) = x() = 2¢' + e

. £-1{Y<s)}=;£~{ Y
| TR Al PR Y (s—1)(s—4)]
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kita gunakan konvolusi untuk mencari inversnya, dengan

. |
memusalkan F(s) = —1— dan G(s) = —
s—1 s—4

1
maka f{t) = LT { F(s) } =L {:} = ¢

1 .
g =L {F(s)} =2 {s_ 4} ="

sehingga £ {m} = f({)*g(t)

t
— .l.e(l—x)eélxdx

(]

!

= jere3xdx

1 ; —.2_.34’,.2'3’
2L - 38 T3
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_£_1 Y — _2 41 2 i
SLTHYE) =YD= St - e

jadi penyelesaian masalah nilai awal sistem persamaan
diferensial linear stmultan di atas adalah

x(t) = -2¢' + e*
2 4 2,
7)) == (g
y(t) 3 .

Contoh (57) : Tentukan penyelesaian masalah nilai awal sistem persamaan

diferensial linear simultan

dﬁ
—J\z—x~5y, x0)=1,

dr

dx dy

2 -2 = 12y, y(0) =1
2 17 v, y(0)

Langkah 1 : Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas dari

masing-masing persamaan diferensial

£ {%}?ﬁ x-5y},

Langkah 2 :

e Gunakan sifat linearitas Transform Laplace

£ 5= - £ ) -5 £ oy,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

88

2 p {%}}— L {‘;—f} — S12.2 {y()}

e Gunakan teorema Transform Laplace dari turunan dan

kondist awal

L {—LZ%} =sX(s) - x(0)=sX(s)— 1

£ (2)=5¥(5) - y(0) = s¥(5) -

maka persamaan aljabarnya

sX(s)—1=-X(s)-5Y(s),

25 X(s)—2-sY(s)+1 =-12 Y(s)

atau

(s+1)X(s)+5Y(s)=1,

2s X(s)—(s—12)Y(s)=1
Langkah 3 : menyelesaikan persamaan aljabar
kita gunakan metode eliminasi untuk mendapatkan X(s) dan Y(s),
dengan mengalikan persamaan pertama dengan (s — 12) dan
persamaan kedua dengan 5, didapat :
-{(s+1)(s—12)X(G6)-5(s—-12)Y(s)=-(s—-12),

10s X(s)-S5(s-12)Y(s)=5

kemudian kedua persamaan tersebut kita kurangkan, didapat :

[-{(s+1)(s—12)} -10s}X(s)=-(s—12)-5
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(-s"+s+12)X(s)=-5s+7

—s+7
XS =
©) -85 +s+12
. - 7
),

(—s+4)s+3)

s—1

Dengan cara yang sama diperolehY(s) = ———
ga yang P (s) G-+ 3)
Langkah 4 : Mencari invers X(s) dan Y{(s)

—5+7 1

o LEEXGH =N {(—s ~a)(s+3)]

kita gunakan pecahan parsial

—s+7 4 . B
—s+4)(s+3 —s+4 s+3
( (s +3)

-5+ 7= A(s+3) + B(-s*4)

10
untuk s = -3, lO=7B:>B:7

3
untuks =4, 3=7A= A= =
310
= —+ 7
(—s+4)s+3) (-s+4) (s+3)

—5+7

~ |

sehingga

| 30
Lw =-1 ) 7 + 7
(—s+4)(s+ 3}} j -s+4 543

maka £ l
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+ -1

—(s—4%) L s+3

::1.)/-]

1

S—a

dari tabel Transform Laplace didapat )£ {e} =

LX)} = x(t) = —; a +17Oe‘3[

s—1
§ - e =Ly {(vs —4)(s+3)}

kita gunakan pecahan parsial

s—1 il 4 | B
(s=4)(s+3) s—4 s+3

s—1 =AG+3)+B(s—-4)

untuks=4,3=7A:>A=%
4
untuks=~3,-4=-7B:>B=7
= |
L s—1 7 7
sehingga =—4
(s—4)s+3) s—4 s+3
3 4
Joos-t "7'" 7
—_— bl ——
maka £ 1(?—-4)(5—%3){ L -4 s+3
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7
P -1
=L s——4(+°f“ s+3
J L
— 3641 +_e—3/
7

. . 4t 4 -3t
jadi £ Y(s) } = y(t) = ;e +;e

jadi penyelesaian masalah nilai awal sistem persamaan diferensial

linear simultan tersebut adalah

x(t) = —Ee“ +Ee’3’
7 7
3 4 4 5
V)= 5 Exiivtas 1o
y(®) > ;

Contoh (58) : Tentukan penyelesaian masalah nilai awal sistem persamaan
diferensial linear simultan berikut

x'=y+sin/, x(0) =1
y' =-2x+3y—cost y(0) =1

Langkah 1 : Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas dari

masing-masing persamaan diferensial

L{x"V=L{y+sint},

L{yt=L {-2x+3y—cost}

Langkah 2
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e (unakan sifat linearitas Transform Laplace
L {x"} =Lyy(1)}+ L{ sint },
L{yy=-2 LX)} +3 L{y(t)} - L{cost}

e Gunakan teorema Transform Laplace dari turunan dan

kondist awal

L{x}=sX(s)—x(0)=sX(s) -1,
L{y}=5sY(s) ~y(0)=sY(s) - |

dan tabel Transform Laplace didapat

1
+1

dan L{cos t} =

2

L{sin t}= -
$ s*

s”+1

maka persamaan aljabarnya

sX(s)— 1 =Y(s) +

H

s 41

S

sY(s)— 1 =-2X(s) +3Y(s) -

s+
atau
| I
sX(s)—Y(s)= l+——,
s-+1
2X(s) + (s-3)Y(s) = | - — 1
Yy~ +

atau
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s24+2
SX(s) -~ Y(s) = S5,
s7+1
P 54l
2X(s) + (s-3)Y(s) = 2 1S1+
T+

Langkah 3 : Menyelesaikan persamaan aljabar

Kita gunakan determinan matriks untuk memperoleh X(s) dan

Y(s).
s +2 PRl
s +1
5% —s+1 : ST
1251 g 3 ,s,:+2(5_3)+§, 2S+1
X(s) = s”+ s +1 s~ +1
S s(s—3)+2
2 s-3

1 (s> +2)(s=3)+5° —s+1
(s2 4—1)(52 —35+2)

§7 =35  +25—6+s5° —s+1

(s> + (s —1)(s—2)

_ S AR S
(s> +D(s -5 -2)

s 4 257 +5

T AN -(5~2) (5 +I)s—1)(5-2)

_ s(s* +1) 3 257 +5
("D -D-2) (S +)s-1)(s-2)

5 25> +5

T 5=D(G-2) (s +D(s-1)5-2)
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§7+2
s
s7+1 R . N
, wosel [ ~SH]_{S‘+2 ;
Y(s) = Tl | s +1 7 +1
-1 s(s—3)+2
2 s-3

E s(s” —s+1)—2(s +2)
(s> +1)(s” =35 +2)

{\ 5 — 50 + 52508
(s> + (s —1)(s—2)

_ § =35 +s5—4
(7 + s —1)s—2)

_ s+ 3 35 +4
(s> + (s =5 =2) (s"+D(s—1)(s—2)

_ (57 +1) ~ 35 + 4
(s*+D(s-Ds=2) (s°+1)s—1)s-2)

s 3s°+4

T (-2 (+D)-1)(s5-2)

Langkah 4 « Mencari invers X(s) dan Y(s)

; 1 Ry B 254 & 5 )
o LXEN=L | (s-1)s-2) (52 +1)(.s-—1)(s—2)f

5

N {—} ! 25745
=L (s -2) "L (2 +1)s—1)s—2)
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kita gunakan pecahan parsial uniuk mencari inversnya

" {;1
LG -1)s-2)]

s = 4 ~ B
(s—D(s—2) (s~1) (s—2)

s = A(s-2) + B(s-1)
untuks=1,1=-A = A=-1
untuks=2,2=B

s _ 1 . 2
(s—D(s~-2) s—1 s-2

] -1 ; y )-l{_1+ 2 }
S s oy =) T L s 52

sehingga

= _¢'+2¢"
g 25° +5
L7 (521 1) (5 —1)(5 - 2)
257 +5 As+B C D
= + +

(s> +D(s—s-2) s°+1 s-1 s-2

257 +5=(As+BYs —1)(s -2)+ C(s> + (s = 2) + D(s” +1)(s — 1)

untuks=1,7=-2C:>C=—%
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untuk s =2, 13=SD:>~D=1—:i

untuk s =0,5=2B-2C-D

13

7
5= OB — D
=375

3 3
—=2B=Bb=—
_, 10

untuk s =3, 23 = (3A+B)2 + 10C + 20D

23 =6A+2B +10C + 20D

3 7 13
23 =6A + 2(—) +10(—=) + 20(—
(5 1065+ 2s)

54 9
2 A= A=
10 10
A 3 m 13
25" +5 1010 2 5
sehingga ———— g o
(s +D(s-1(s=2) s+ 1 s—1 s~2
Ny 13
- 1R ¥ 10 2 .

s +1 sz+1_s—1 s—2

£-1. 2S2 +5
(s> +1)(s—D(s-2)

9 3 13
-1 ] 10 Tr] 10 |1 Lpil s

SN

s +1 \5‘34—1 ]s~] §s—2
L)
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3 . 7 . 13 4
= —COS{+—Sint——e +—e
10 10 2

S L X (s)=x(b)

w9 ) 5
—e¢' +2¢” —(~-cost + —3——-smt -»Ze‘ +£e“’)
10 10 2 )

9 3 . 5, 3
= —-—COSf——sini+—e ——e¢
10 10 2 5

o LTiYG) =2 J e 1
LY ()} M _1)(8_2) (s +l)(5—1)(8—2)J

— { s } = 3s% + 4
(s—-1)(s—2} (s> + (s =D(s -2)

35 +4
(s> +1)(s (s —2)

dengan menggunakan

kita selesaikan 3£ {

pecahan parsial.

3s° +4 AS+B & D
(s” +1)(S~D(s~’7) 5741 s—l 5—-2

355+ 4=(As+ B)s ~ (s —2)+ C(s* +D)(s = 2)+ D(s* +1)(s = 1)
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2
6
untuks=2,16=5D = D= —
5

Lir — i —

untuk s = 3,31 =(3A+B)2 + 10C +20D

31=6A+2B +10C +20D

i 7 i6
31 = 64 4 2(—) + 10(——) + 20(-2)
\10/ ( 2) \5/
18 am A=
10 10
| 3 1 a8
y 35 1 4 10"
sehingga 10 16 32 . 5

(> +D(s—~1(s-2) s2+1 s-1 s-2
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(3, 1 1 16]
:£-1|1§O +;!O 2 + 5 |r
1s“+l s°+1 0 s-1 s—z‘
{ J
= 3 [——g bl ] L A B
107 &l 10T a2 af
16py [ 11
~ [
5 15~2,
3 i . 7, 16 .,
= —COs§t+ —sint——e +—eg°
1 10 2 5
jadi £7 {Y(s)}=x(t)
=—e' +2e” —f[~§—cosi‘+—l—sim—ze’ -'rgez‘1
16
3

! 5 6
= — —ASEST — — il = C
0 2 5

jadi penyelesaian masalah nilai awal sistem persamaan

diferensial linear simultan di atas adalah

~

%N 3 ! 3 &0

x(t)= ——cost—-—smnt+—¢ ——e~ |
10 10 2 S

3 5 6 -

y{t)= ——cost ——sint + ¢’ S
2 &
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BAB 1V
PENGGUNAAN TRANSFORM LAPLACE UNTUK MENYELESAIKAN
MASALAH NILAI AWAL SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL
LINEAR SIMULTAN ORDE PERTAMA DENGAN KOEFISIEN

KONSTAN DENGAN PENERAPAN PADA SISTEM PEGAS-MASSA

Pada bab I kita telah mengetahui bahwa sistem persamaan diferensial
linear simultan dapat diperoleh dari sistem pegas-massa. Pada bab III, diketahui
bahwa sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama dengan
koefisien konstan dapat diselesatkan dengan Transform Laplace . pada bab ini,
kita akan membahas aplikasi dari Transform Laplace untuk menyelesaikan
masalah nilai awal sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama
dengan koefisien konstan. Sistem persamaan diferensial linear simultan tersebut
diperoleh dari sistem pegas-massa. Oleh karena sistem pegas-massa selalu
menghasilkan persamaan diferensial orde dua, maka kita perlu melakukan
pereduksian untuk memperoleh sistem persamaan diferensial linear simultan orde
pertama.

Sistem pegas-massa yang mengabaikan gaya gesekan dengan udara
dan gaya luar disebut getaran bebas tak teredam. Getaran bebas tak teredam yang
akan kita bahas adalah yang mempunyai satu derajat kebebasan dan dua derajat
kebebasan. Yang dimaksud dengan sistem satu derajat kebebasan adalah sistem
yang membutuhkan satu variabel bebas untuk menentukan kedudukan massa

dalam sistem. Sedangkan sistem dengan dua derajat kebebasan adalah sistem yang
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membutuhkan dua variabel bebas untuk menentukan kedudukan massa dalam
sistem.

Sistem pegas-massa yang mempunyai satu derajat kebebasan akan
menghasilkan sebuah persamaan diferensial linear orde dua. Dengan kata lain,
sistem tersebut akan menghasilkan sistem persamaan diferensial linear simultan
orde pertama dengan dua persamaan diferensial linear dan dua fungsi yang tidak
diketahui yang ekuivalen dengan persamaan differensial linear orde dua tersebut.
Begitu juga sistem pegas-massa yang mempunyai dua derajat kebebasan akan
menghasilkan dua buah persamaan diferensial linear orde dua. Sistem ini juga
akan menghasilkan sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama

dengan empat persamaan diferensial linear dan empat fungsi yang tidak diketahui.

4.1 Sistem Pegas-massa
Sebuah benda bermassa yang dikaitkan pada pegas, jika diberi gaya
akan menyebabkan pegas tersebut tertekan atau terentang. Pegas yang ditekan
atau direntangkan akan menimbulkan gaya pengembalian, hal ini dijelaskan oleh
Hukum Hooke.
Hukum Hooke : gaya berbanding langsung dengan panjang simpangannya
Ditulis : F= -kx, k>0
Dimana F : gaya pengembalian pegas
k : konstanta pegas

X . simpangan
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Tanda negatif ( - ) menunjukan bahwa arah gaya pengembalian pegas selalu
berlawanan dengan arah perpindahan benda.
Selain berlaku Hukum Hooke berlaku juga Hukum Newton 11 tentang gerak.
Hukum Newton 11 : percepatan sebuah benda berbanding lurus dengan gaya
yang bekerja pada benda.

Ditulis: F=ma ............................ (26)
Dimana F : gaya yang bekerja pada benda

m : massa benda

a : percepatan

-

percepatan a dapat diganti dengan

2 °

Hubungan antara Hukum Hooke dan Hukum Newton 11 akan
menghasilkan persamaan untuk sistem pegas-massa tak teredam. Sistem pegas'—
massa dapat disusun dalam posisi mendatar maupun vertikal. Sistem pegas-massa
dengan posist mendatar akan sedikit berbeda dengan posisi tegak pada titik
kesetimbangannya, namun pada akhirnya akan tetap menghasilkan persamaan
yang sama. Untuk lebih jelasnya akan kita bahas secara terpisah.

1. Sistem pegas-massa dengan posisi mendatar
Tinjau sistem pegas-massa seperti terlihat pada gambar la. Ujung kiri
pegas terikat pada dinding sedangkan ujung kanan diikatkan pada suatu
benda bermassa m dan seluruhnya berada di atas meja mendatar yang

dianggap licin sempurna serta gesekan dengan udara diabaikan.
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Panjang pegas pada gambar la adalah panjang normalnya, dan posisi
massa (ujung kanan pegas) dipilih sebagai pangkal pengukuran ( x = 0).
Jika benda ditarik kekanan sejauh x, maka akan timbul penyimpangan
sebesar x (gambar 1b). Sehingga pada ujung kanan ini akan bekerja gaya
pegas yang berlawanan dengan arah simpangan yaitu kearah kiri, hal ini
terjadi karena pegas berusaha kembali kepanjang normalnya. Untuk
selanjutnya kita sepakati bila perpindahan benda mengarah kekiri kita beri
tanda negatif (-) dan bila mengarah kekanan kita beri tanda positif (+).

Seperti kita ketahui pada sistem pegas-massa berlaku Hukum
Hooke dan Hukum Newton 11, maka diperoleh

F Newton — F Hooke

Sistem pegas-massa dengan posisi tegak
Tinjau sistem pegas-massa yang terlihat pada gambar 2a dan 2b dibawah

ini, dimana pegas dalam posisi tegak dan ujung atasnya melekat pada

langit-langit.
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Gambar 2a memperlihatkan pegas tanpa beban dalam keadaan normal,
ujung bawah pegas diambil sebagai pangkal koordinat ( y = 0 ) dengan
perjanjian y positif jika diukur di bawah titik seimbang dan negatif jika di
atas.

Jika kemudian pada ujung bawah dikaitkan benda bermassa m maka akan

timbul simpangan sebesar y ( gambar 2b ). Karena berat benda adalah

W = mg, maka simpangannya menjadi

W=mg = - ky
mg
e 28
. (28)
; . mg . . » .. ) .
dimanay = - o ini akan menjadi titik kesetimbangan bagi getaran yang

terjadi. Sehingga persamaan sistem pegas-massa dengan posisi tegak

adalah

andaikan y = y + %
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b _d

dtdl
d’y _d’y

[}

]

dt*  dt

maka persamaan (29) berubah menjadi

— k);

d’y
m—=—=
dt~

Jadi sesungguhnya persamaan antara posisi mendatar dan posisi

tegak adalah sama, perbedaannya terletak pada titik kesetimbangan yaitu

jika posisi mendatar di x = 0 sedangkan posisi tegak bergeser kebawah
: mg . ) :
sejauh y = % Sehingga untuk selanjutnya persamaan sistem pegas-

massa dengan posisi mendatar dan tegak adalah sama.

Sistem pegas-massa yang kita bahas di atas merupakan sistem
dengan satu derajat kebebasan yang mempunyai persamaan mx” = - kx.
Selanjutnya pada pembahasan kasus-kasus akan dibahas masalah sistem
pegas-massa yang lain yaitu sistem dua pegas-satu massa yang termasuk
sistem dengan satu derajat kebebasan, sistem dengan dua derajat
kebebasan yang meliputi dua pegas-dua massa dan tiga pegas-dua massa.
Untuk mendapatkan persamaan dari masalah-masalah tersebut, kita tinggal

menganalogikannya dengan persamaan yang telah diperoleh di atas.
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4.2 Langkah-langkah penyelesaian.

Secara umum langkah-langkah untuk menyelesaikan masalah nilai
awal sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama dengan
koefisien konstan adalah
1. Menentukan persamaan diferensial sistem pegas-massa

a. gunakan hukum Hooke untuk menentukan simpangan pegas
b. kombinasikan dengan hukum Newton II untuk mendapatkan
persamaan differensial sistem pegas-massa
2. Mengubah persamaan diferensial linear orde dua menjadi sistem
persamaan diferensial linear simultan orde pertama

Pandang persamaan diferensial linear orde dua dengan koefisien konstan

dart sistem pegas massa

k
mx" = —kx atau x" = ——x
m

dengan perpindahan awal x(0) = ¢; dan kecepatan awal x'(0) =c,

untuk mengubah persamaan differensial tersebut kita misalkan

14
Y=, X, %

maka sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama yang
ekuivalen dengan persamaan diferensial linear orde dua tersebut adalah

o k k
X, =x =——X=——X

m m

(O8]

Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas dari masing-masing

persamaan differensial
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4

%:Lﬁ {x2 (t)}_,
£ |-t {—Ik;xl (z)}

4. Gunakan sifat linearitas, teorema Transform Laplace dari turunan dan

£ {x]

kondisi awal untuk memperoleh persamaan aljabar

e (unakan sifat linearitas

£ {xl' }:gﬁ fe, ()},
2 |- —% £ 0}

¢ Gunakan teorema Transform Laplace dan kondisi awal

£ {rlr %: sX,(8)=x,(0) = sX,(s)—¢,

X {le %: $X,(8) - x,(0) =sX,(s)—c,

maka persamaan aljabar sistem persamaan diferensial tersebut adalah
sX,(8)—¢; = X, (s),

sX,(8)—¢c, = —ﬁXl(S)
m

atau
sX,(s)-X,(s)=¢,,

£X1(5)+SX2(5) =C,
m

5. Menyelesaikan persamaan aljabar untuk memperoleh Transform Laplace
Karena tujuan kita hanya mencari persamaan perpindahan benda, maka

kita cukup mencari Transform Laplace dari X;(s) saja.
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Persamaan aljabar tersebut dapat diselesaikan dengan eliminasi,
determinan, dan lain-lain. Misalnya kita selesaikan persamaan di atas

dengan determinan

¢ -1

C, S C,s+¢C,
s —1 3, .
k IS —
. S m
m

6. Mencari invers X;(s) untuk memperoleh persamaan perpindahan benda
dengan cara melihat tabel Transform Laplace atau menggunakan metode
yang sesuai, misalnya pecahan parsial, teorema Transform Laplace dari

integral, konvolusi dan kombinasikan juga dengan menggunakan tabel

Transform Laplace.

4.3 Kasus-kasus
4.3.1 Sistem Pegas Massa dengan Satu Derajat Kebebasan
Kasus 1 : Sebuah pegas yang mempunyai konstanta pegas k = 16 N/m

tergantung dalam posisi vertikal dengan ujung atasnya tetap

(lihat gambar). Suvatu massa dengan berat Tlé—kg

digantungkan pada ujung bawah pegas. Setelah diam, massa

itu ditarik kebawah %m dan dilepaskan. Tentukan

persamaan perpindahan bendanya !
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. X . 1
Penyelesaian : diketahut : k = 16 N/m, m = Ekg

1
Padasaatt=0,y=-4— dan y' =0

Langkah 1 : menentukan persamaan differensial sistem
pegas massa.
Berdasarkan pembahasan pada hal (104) diperoleh

persamaan untuk sistem pegas-massa tersebut adalah

my" = —ky

1

' =_16

16}’ Y
y"=-256y

Langkah 2 : mengubah persamaan diferensial linear orde

dua menjadi sistem persamaan diferensial

linear simuitan orde pertama.
Misal: yy =y, v, =) maka ,(0)= . ¥, (0)=0

Jadi sistem persamaan diferensial linear simultan orde

pertama yang ekuivalen dengan persamaan diferensial di

atas adalah
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f

Yo =Y =V,
y, =y =-256y = -256y,

Langkah 3 : kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas

dari masing-masing persamaan differensial
£ hl=2 )
74 %y }: £ {256y}

Langkah 4 :

¢ Gunakan sifat linearitas Transform Laptace

2 b} 2502 {0}

¢ Gunakan teorema Transform Lapiace dari turunan dan

kondisi awal

L {"ll }: st (8) -3, (0) = s¥ (s)—- %

L {)1; }: sY, ()~ ,(0) = sY,(5) -0 =sY,(s)
maka persamaan aljabar dari sistem persamaan
diferensial linear simultan tersebut adalah
sY,(s) —% =Y.(3),
sY,(s) =-256Y,(s)

atau
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1
sY (s)—Y5(8) = e

256Y,(s)+sY,(s)=0
Langkah 5 : menyelesaikan persamaan aljabar

kita gunakan determinan untuk memperoleh Y;(s)

1 .

4 - 1 1

0 S 43 ZS
Yi(s) = 1T o, =

s =l s +256 s +16

256 s

Langkah 6 : mencari invers Y (s)

e
_ . \
L) =L" J s _ L { i }

152 +16”~'J 4 s2 +16°

dari tabel Transform Laplace diperoleh

.

L {cosaz}: = -
R

S {Y1 (s)} =y, (@)= %cosl 6t
jadi persamaan perpindahan benda untuk sistem di atas adalah

1
() =y() = Zcosl6z

Kasus 2 : Sebuah massa m seberat 32kg, ujung kiri dan kanannya terikat
pada pegas. Dimana ujung-ujung yang lain dari pegas itu
terikat pada dinding seperti terlihat pada gambar dibawah

ini
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Kedua pegas tersebut mempunyai konstanta pegas masing-
masing 4 N/m. Tentukan persamaan perpindahan benda jika
benda ditartk ke kanan sejauh 3 m dari  posisi
setimbangnya, kemudian diberi kecepatan ke kiri sebesar 2
m/s !
Penyelesaian : Diketahui : m =32 kg, ki=k, =4 N/m
Padasaatt=0,x=3, x'=-2
Langkah 1 : Menentukan persamaan differensial sistem
pegas-massa
Berdasarkan Hukum Hooke
F=—kx-k,x
Dengan menerapkan Hukum Newton 1I diperoleh

mx” =—k x—k,x=—(k, +k,)x
32x" = —(4+4)x = -8x

k 1
x"=——x
4

Langkah 2 : Mengubah persamaan diferensial linear orde
dua menjadi sistem persamaan diferensial
linear simultan orde pertama

Misal : x, = x, x, = x" maka x,(0) =3, x,(0) = -2



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI"

Maka sistem persamaan diferensial linear simultan orde

pertama dari persamaan diferensial di atas adalah

Langkah 3 : Kegakan Transform Laplace pada kedua

ruas dari  masing-masing  persamaan

diferensial

£ % =2 o)
£ {x }:g‘z {—%xl (r)}

Langkah 4 :

e Gunakan sifat linearitas Transform Laplace

£ =2 o),
Ji{x } —f. fx, (O}

e (Gunakan teorema Transform Laplace dari turunan dan

kondisi awal
Lo {"1 }: sX (5)—x,(0) = sX,(5) -3,

£ {x }: X () = x,(0) = X, (5)+ 2

maka persamaan aljabar dari sistem persamaan

diferensial linear simultan tersebut adalah
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sX,(s)=3=X,(s),

st(s)+2:—%X1(s)

atau
sX,(s)—X,(s)=3,

%XI ($)+sX,(s)=-2

Langkah 5 : Menyelesatkan persamaan aljabar

Kita gunakan determinan untuk mencari X;(s)

l3 ol
— 2 S 3s-2
Xl(S): = = 1
T ’ §% +
S 4
4
B 3s - 2
] s AN
ST+ - s 4+ —
4 4
3s 7

2 1., 2 1.,
ST +H{(— S+ -
(2) (2)

Langkah 6 : mencari invers X;(s)

£ {m}:r‘[ L
ls%@f s+ ()
2 2
=3 [ S O ¥/ pL—
lsl qos $+0)

dari tabel Transform Laplace diperoleh
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L{sinat}= 70 ~dan £ {cosat } = ———
s +a” ST +a
1
, 2 '~
S )=t Loty 2
CEO?| oS0y
) 2 C2

= 3coslt —4sin lt
2 2

Z

jadi persamaan perpindahan benda untuk sistem di atas

_ 1 ¥ A
adalah . x, (1) = x(_t):300551—4sm—t

4.3.2 Sistem Pegas-Massa dengan dua derajat kebebasan

Kasus 3 : Tentukan persamaan perpindahan benda sistem pegas-massa

seperti terlihat pada gambar dibawah im

Dengan mi= 2 kg, my = 1 kg, k; = 4 N/m, ky = 2 N/m dan

kondisi awalnya x,(0) =2, x, (0)=0, x,(0) =1, x, (0)=0
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Penyelesaian : Langkah 1 : Menentukan persamaan diferensial sistem
pegas-massa
Berdasarkan Hukum Hooke diperoleh
- Gaya vyang bekerja pada massa my

F=—kx +k,(x, —x)

- Gaya yang bekerja pada massa m;

e — /., =S |
dengan menerapkan Hukum Newton diperoleh

. , :
mx, =—kx, +k,(x, —x,),
"

myx, =-—k,(x,—x)

dengan memasukan nilai-nilai ke dalam persamaan

diferensial diperoleh

n
2x, =-4x, +2(x, —x,),
144

X, =2(x, - x)

atau
"

X, =-2x +x,-x =-3x +Xx,,
”

Wae o 2%

Langkah 2 : Mengubah persamaan diferensial linear
orde dua menjadi sistem persamaan

diferensial linear simultan orde pertama

14 !

Misal . y, =x,, ¥, =%, ¥; =x,, y, = X, maka

y](o) =2, yz(o) =0, Y3 0)=1, )’74(0) =0
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maka kita peroleh sistem persamaan diferensial linear

simultan orde pertama

.yl = ,21
14 143

Y, =X =-3x +x,=-3y +y
14 14

Y =Xy, =V,

Yy, =X, ==2x,+2x =2y, +2y,
Langkah 3 : Kerjakan Transform Laplace pada kedua

ruas dar  masing-masing  persamaan

diferensial

£bk£ywﬁ

£ -2 E3n 000,

4 =L {—Zys(_f)—i—Zyl(l‘)}
Langkah 4 :

e Gunakan sifat linearitas Transform Laplace

£ b =2 b0}
oy |-
b}ﬁymﬁ
b

=3 LYy, O+ L s (0]

= -2 £ P, 0}+2 £ {0}
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e Gunakan teorema Transform Laplace dari turunan

dan kondisi awal

£ {)le }: SY(5)— y,(0) = ¥, (s) - 2
£ {y }: SY,(s)— y,(0) = s, (s) -0
% {y }: SY,(s)— y,(0) = s, (s) -1

L {)/4, }: sY,(8)—y,(0)=5Y,(s)~0

maka persamaan aljabar sistem persamaan diferensial di
atas adalah

sY,(s)—2=Y,(s),

SY, (5) = =3, () + Y5 (s),
sY;(s) —1= Y, (),

sY, (s) = —2¥,(s) + 2 (5)

atau
sY, (s) =Y, (s) =2,
3Y,(5)+sY,(s) =T, (s) =gl
SY,(5) - Vo) =1,
—-2Y,(s) +2Y,(s)+sY,(s)=0

Langkah 5 : Menyelesaikan persamaan aljabar
Kita gunakan determinan untuk memperoleh Y(s) dan

Y3(S)



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI"

2 -1 0 0
0 s -1 0 s =1 0| |0 =1 0\
1 0 s =1 20 s =Y+l s —l|
00 2 s 0 2 s| o 2 s
Y.(s) = - |
s ~1 0 0 s -1 0 3 -1 0
3 s -1 0 0 s =1+|0 s -,[
0 0 s =1 |() 2 s | -2 2 3
-2 06 2 s
s —1 -1 0
2l's -
P S 2 s
(s - s =1 Jo -1
IR +3 +
2 S 2 s -2 8
ot o)l ()
s[s(si3 + 2)j+ 3(s2 + 2)+ (-2)
B 2(s? +25)+s
s(s® +25)+3s7 +6-2
257 +5s
st +5s7+4
_ 25 +5s
(s? +1)(s* +4)
2 s —1 0
0 3 g Lo Sia NN s =10
1 0O 0 -1 206 0 1+ 3 s 0
oo -2 0 sy |20 s| -2 0
}3(5): - a2 2,
s -1 0 0 (7 + 1" +4)
3 s =1 0
0 0 s —1
-2 0 2 )
3 Sj s -1
2 + 5
(—2 0) 3 s

(s> +1D(s* +4)
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_2(25) +s(s7 +3)
(ST HD(sT +4)
A5+’ +3s
(s +4)
B s> +7s
(2D +4)

Langkah 6 : Mencari invers Yi(s) dan Y;(s)

25° +5s
— L Y (s
() {(s2 +1)(s +4)}

kita gunakan pecahan parsial
25> +5s A5+B+Cs+D
s>+ +4) s+l s +4
25° +55 =(As + BYs* + )+ (Cs + DY(s* +1)

koefisien s> : A+C =2
koefisien s* : B+D = 0= B =-D
koefisien s : 4A+C=5
koefisien s° : 4B+D=0

4(-Dy+D =0

3D=0 =>D=0,B=0

A+C=2 = A=2-C
Substitusikan kepersamaan 4A+ C =5
Diperoleh : 4 (2-C)+C=5

3C=-3
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28° +5s s L8
(s> +1)(s* +4) s +1 s +4

25* +5s
Y 2 = P~ S s
L {(s2 (s + 4)} RS }

sT+1 st +4

Sehingga

=cost+cos2t

_ il Y= Pt [ s +78
L7 Ya(s) 3= L I(S2 +1)(s* +4)}

kita gunakan pecahan parsial

s +7s _As+B+Cs+D
(s + DR s +1 57+ 4

$* +Ts=(As+ BXs™ + 4) +(Cs + DYs” + 1)

koefisien s* : A+C =1
koefisien s’ : B+D =0= B =-D
koefisien s : 4A+C=7
koefisien s° : 4B+D= 0

4(-DytD =0

3D=0 =>D=0,B=0

AtC=1 = A=1-C
Substitusikan kepersamaan 4A + C =7
Diperoleh : 4 (1-C)+C=7

3C=

(8]
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s+ 7s 2s S

Sehingga ———— = T3
(s7+D)(s"+4) s°+1 s +4

sT+7s 1 _ . .
~ L {(s2 st ray) L {52 11 - S:l 4}
=2 cost—cos2t
jadi persamaan perpindahan benda untuk sistem di atas
adalah
yi(t) = x1(t) = cos t + cos 2t,
ya(t) = x2(t) =2 cos t — cos 2t
Kasus 4 : Diketahui suatu sistem dengan dua massa dan tiga pegas

seperti terlihat pada gambar dibawah ini

Dimana m; = m; = 1 kg dan k;=k; = k3= 1 N/m. Jika benda
pertama ditarik ke kanan sejauh 1 m dan benda kedua ditarik
ke kiri sejauh 1 m, kemudian keduanya dilepaskan secara
bersamaan. Tentukan persamaan perpindahan benda tersebut!
Penyelesaian : Langkah 1 . Menentukan persamaan diferensial sistem
pegas-massa

Berdasarkan Hukum Hooke diperoleh
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- gaya vyang bekerja pada massa my
F=—kx +k,(x,—x)

- gaya yang bekerja pada massa my
F=—k,(x, —x)—kyx,

dengan menerapkan Hukum Newton II diperoleh

"__
myxy = —kx, +k,(x, —x),
144

myx, =—k,(x,~x)—k;x,

dengan memasukan nilai-nilai ke dalam persamaan

diferensial diperoleh

1

X ==X T
”

X, =—(x, —x)-Xx
atau

"
X, =-2x +Xx,,

”
X, =-2x,+X

Langkah 2 : Mengubah persamaan diferensial linear
orde dua menjadi sistem persamaan

diferensial linear simultan orde pertama

12 !

Misal : y, =x,,y, =%, ,¥,=X,, ), =%, maka
1(0)=1,5,(0)=0,y,(0)=-1,y,(0)=0

maka kita peroleh sistemn persamaan diferensial linear

simultan orde pertama
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Yy =X =Y,

Yy =X ==2x X, =2y + s,
! !

Yy =X, =V,
14 "

Yo =%, =-2x, 4% =2y, Y
Langkah 3 : Kerjakan Transform Laplace pada kedua

ruas dari  masing-masing persamaan

diferensial

]I

}iba)
}

L 2,0+ y; 0},

v
Ly,
v

£b§#£%ﬂn«ﬂyﬁﬁ

£ {y, 0}

Langkah 4 :

¢ Gunakan sifat linearitas Transform Laplace
£ {y } . (0},

ib}aziumhﬂbwﬁ

g {}’4, }Z -2 £ {}’3(1)} + £ {yl(t)}

¢ Gunakan teorema Transform Laplace dari turunan

dan kondisi awal
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£ {yl, }: sY, ()= y,(0) = sY,(s)—-1
£ ) = 57,9 3, (0) = 5, (5) -0

]
{ } sY,(8)—y,(0) = sY,(s)+1
-

Ly

maka persamaan aljabar sistem persamaan diferensial di

sY, (s)— y,(0) = s¥,(s)-0

atas adalah

sY,(8) ~ 1= 7, (s),
SY,(s) = 21, () + Y5 (s),
sY;(s)+1=7Y,(s),
sY,(s)=-2Y,(s)+ 1, (s)

atau
sY,(s)—Y,(s) =1,
2Y,(s)+ sY,(5) - Y;(s) =0,
sY,(8) =Y, (s) =1,
- Y, (s) +2Y,(s)+sY,(s) =0

Langkah 5 : Menyelesaikan persamaan aljabar

Kita gunakan determinan untuk memperoleh Y,(s) dan

Ys(s)
1 -1 0 0
0O s -1 0
-1 0 —1
0O 0 2 s
Yi(s)= 1 5
2 5 -1 0
0 0 s -}
-1 0 2 s
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(s ~1] -1 0
S| +
_ \2 s 2 5
s —1 s =1 10 -1
s s +2 +
2 s 2 s -1 =
B [s(sz + 2) +(-5)
HS(SZ + 2)J+ 2(5'2 + 2)+ -1
B s +2s—s
s(s? +2s)+2s7 +4-1
o sT+s
st 457 +3
B S +s
(s* +1)(s* +3)
- s(s* +1)
(s +1)(s” +3)
_ S
Sz+.)
s -1 0O
0 2 § it 2 s 0 s -1 0
-1 0 G -1 0 0] (== s 0
i 0O -1 0 S R N ¢ I -1 0 ¥
Yi(s)= = w2 1N o2
s -1 0 O (s +D(s” +3)
2 s —1 0
0 0 s —1
-1 0 2 s
0 —11 s —1
-5 -5
-1 s1) 2 s

(s +1)(s* +3)
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_ s—s5(s7+2)
(P45 +3)
_ s—s 25
GEENGEE))
=5’
(P41 +3)
o =s(sT+D)

T (sP 41T +3)

-

~

S +o

Langkah 6 : Mencari invers Y (s) dan Ys(s)

- LT{Y(s) J= L { : }

s?+3

= cos+/3t

- L1 { Ya(s) )= ;ﬁ“{ 2 }

s +3

= —cos/3t

jadi persamaan perpindahan benda dari sistem di atas

adalah

¥, () = x,(t) = cos3,
Y3 () = Xy ()= —COS\/EI‘
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BAB V
PENUTUP
5.1 Kesimpulan
Pada bab in1 penulis akan mengemukakan kesimpulan dari permasalahan
yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya. Adapun kesimpulan yang dapat kita
ambil adalah sebagai berikut
1. Transform Laplace digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai awal
persamaan diferensial linear orde pertama dengan koefisien konstan
dengan langkah-langkah sebagai berikut

1. Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas persamaan diferensial

2. Gunakan sifat linearitas, teorema Transform Laplace dari turunan dan
kondisi awal untuk memperoleh persamaan aljabar

3. Selesaikan persamaan aljabar tersebut untuk memperoleh Transform
Laplacenya.

4. Tentukan invers Transform Laplace dari penyelesaiannya dengan
melihat tabel atau menggunakan metode yang sesuai (misal pecahan
parsial, konvolusi) dan kombinasikan dengan melihat tabel Transform
Laplace.

2. Transform Laplace digunakan untuk menyelesatkan masalah nilai awal
sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama dengan
koefisien konstan dengan langkah-langkah sebagai berikut :

1. Kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas dan masing-masing

persamaan diferensial .
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2. Gunakan sifat linearitas, teorema Transform Laplace dari turunan dan
kondisi awal untuk memperoleh persamaan aljabar

3. Selesaikan persamaan aljabar tersebut sehingga diperoleh dua
Transform Laplace X(s) dan Y(s).

4. Tentukan invers Transform Laplace X(s) dan Y(s) dengan bantuan
tabel Transform Laplace maupun dengan menggunakan metode yang
sesual, misainya dengan pecahan parsial, konvolusi, teorema
Transform Laplace dari integral, dan lain-lain yang juga
dikombinasikan dengan melihat tabel Transform Laplace.

3. Transform Laplace digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai awal
sistem persamaan diferensial linear simultan orde pertama dengan
koefisien konstan dimana sistem persamaan diferensial linear simultan
tersebut diperoleh dari sistem pegas-massa dengan langkah-langkah
sebagai berikut
1. Menentukan persamaan diferensial sistem pegas-massa

a. gunakan hukum Hooke untuk menentukan simpangan pegas
b. kombinasikan dengan hukum Newton Il untuk mendapatkan
persamaan diferensial sistem pegas-massa

2. Mengubah persamaan diferensial orde dua menjadi sistem persamaan
diferensial linear simultan orde pertama

3. kerjakan Transform Laplace pada kedua ruas dari masing-masing

persamaan diferensial
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4. Gunakan sifat linearitas, teorema Transform Laplace dari turunan dan
kondisi awal untuk memperoleh persamaan aljabar

5. Menyelesaikan persamaan aljabar untuk memperoleh Transform
Laplace

6. Mencari invers X;(s) untuk memperoleh persamaan perpindahan benda
dengan cara melihat tabel Transform Laplace atau menggunakan
metode yang sesuai, misalnya pecahan parsial, teorema Transform
Laplace dari integral, konvolusi dan kombinasikan juga dengan
menggunakan tabel Transform Laplace.

5.2 Saran

1. Fungsi f{t) vang akan dicari Transform Laplacenya harus kontinu
sepotong-sepotong.

2. Jika akan menggunakan Transform Laplace untuk menyelesaikan sistem
persamaan diferensial linear simuitan orde pertama harus diketahui dahulu
nilai awalnya.

3. Jika MNA tersebut mudah untuk didiferensialkan, sebaiknya kita tidak
menggunakan Transform Laplace tetapi kita gunakan metode lain

misalnya metode koefisien tak tentu.
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Lampiran

TABEL TRANSFORM LAPLACE

Nomor £ =2£H{F) F(9) = L1} Syarat

1 1 ]_ s>0

s
2 t", n bilangan bulat positif it s>0
o
3 e 1 s>a
S—a

4 | t"e", nbilangan bulat positif n! s>a

5 Sin at a s>0
s’ +a’

6 Cos at s s>0
s +a’

7 Sinh at a s> |a
s*—a

8 Cosh at s s> |a
s* —a’

9 ¢ Sin bt a s>a

(s =a)*+b’
10 e" Cos bt s—a s>a
(s—a)+ b
11 t Sin at 2as S>0
12 t Cos at s —a’ s> |a|
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13 {sinat 5 s>0
2a (s> +a’)’
14 Sinat — at Cos at 1 s>0
25° (s +a’)’
15 A s>0
12 ﬂ,(‘\/;:l,7724538509,..)
Vs
16 C1f1(t) + szz(t) ClFl(S) + Cze(S) s>0
17 A F(s) s>0
[ /() ds —
0 ‘
18 e f(t) F(s - a) s>a
19 770 sE(s) — f(0) s> 0
20 f{t) * g(t) F(s).G(s) s>0




