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ABSTRAK
Metode Baves mempakan metode pengambilan keputusan statistik yang
mempertimbangkan unsur subyektifitas yang dinyatakan dalam Peluang
Subyektif. Peluang Subyektif mengukur derajat keyakinan pengambil keputusan
tentang nilai parameter ¢ yang tidak diketahui. Peluang Subyektif selanjutnya
digunakan untuk mendefinisikan Distribusi Prior f (9) untuk suatu parameter
6. Sehingga Metode Bayes memandang parameter € sebagai variabel random
yang mempunyai distribusi Prior (sebelum penarikan sampel). Distribusi Prior ini
merangkum derajat keyakjnan pengambil keputusan mengenai nilai parameter &

yang tidak diketahui. Setelah Distribusi Prior £ (6?) dan distribusi hasil observasi
sampel  fyq (x |#) tertentu, selanjutnya digunakan untuk mendefinisikan
Distribusi Posterior f (H | x). Distribusi Posterior ini tersusun atas informasi

prior yang subyektif (derajat keyakinan pengambil keputusan) tentang parameter
@ dan informasi sampel yang obyektif. Distribusi Posterior selanjutnya digunakan
untuk menduga parameter atau menyusun selang kepercayaan tentang parameter

yang tidak diketahui.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

ABSTRACT

Bayesian Method is a statistical dicision method in which the subjective aspect is
considered in Subjective Probability. Subjective Probability measure the degree of
belief of decision maker about the value of the unknowen parameter 8. Subjective
Probability is used to define the Prior Distribution f,(8) of the parameter 6.
Thus Bayesian Method assuming the € as a random variable with a spesific prior
distribution (prior to taking a sample). This Prior Distribution summeraize degree
of belief of decision maker about value of the unknown parameter 4. After Prior

Distribution f,(6) and the distribution of observed sample f, (6| x) specified,
then it can be used to define Posterior Distribution f. X|®(x| 6). The Posterior

Distribution is Contructed from subjective prior information (the degree of belief
of decision maker) about parameter 8 and objective sample information. Finally
Posterior Distribution is used to estimate the parameter or to contruct the

confidence interval of anknown parameter.

vi
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PERNYATAAN KEASLIAN KARYA
Saya menyatakan dengan sesungguhnya bahwa skripsi yang saya tulis ini
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dalam kutipan daftar pustaka.
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BAB1

PENDAHULUAN

Metode pengambi_lan keputusan statistik dibagi menjadi dua bagian yaitu
Metode Klasik dan Metode Bayes. Metode Klasik adalah metode pengambilan
keputusan statistik yang hanya didasarkan pada informasi dari sampel sedangkan
Metode Bayes adalah metode pengambilan keputusan statistik selain didasarkan
pada informasi sampel juga didasarkan pendapat subyektif pengambil keputusan.
Pendapat subyektif dapat diperoleh dari pengalaman atau pengetahuan dari
pengambil keputusan.

Pendapat subyektif ini kemudian digabungkan dengan informasi hasil
pengamatan dari sebagian data dan digunakan sebagai dasar dalam mengambil
keputusan. Metode pengambilan keputusan statistik yang mempertimbangkan
pendapat subyektif dari pengambil keputusan disebut sebagai Mefode Bayes.

Karena Metode Bayes mempunyai kekhasan dibandingkan dengan Metode
Klasik maka penulis berkeinginan membahasnya lebih dalam melalui skripsi ini.
Metode Bayes mempertimbangkan unsur subyektifitas pengambil keputusan yang
dinyatakan dalam Peluang subyektif. Peluang subyektif ini kemudian digunakan
untuk menyusun distribusi prior (awal) dari suatn parameter & (sehingga &
diperlakukan sebagai variabel random). Distribusi prior ini kemudian digabung
dengan distribusi hasil observasi sampel (yang dinyatakan dalam fungsi

likelihood) dengan bantuan teorema Bayes guna mendapatkan distribusi posterior.
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Distribusi posterior tersebut kemudian digunakan sebagai dasar dalam menyusun
pendugaan atau selang kepercayaan suatu parameter ¢ yang tidak diketahui.

Pendugaan atau selang kepercayaan yang disusun berdasarkan distribusi
posterior ini disebut sebagai dugaan menurut Bayes atau selang kepercayaan
menurut Bayes.

Untuk mempelajari Metode Bayes, diperlukan pengetahuan dasar teori
peluang. Pada Bab II membahas teori peluang, variabel random yang meliputi
variabel random diskrit dan kontinu, nilai harapan variabel random, momen dan
fungsi pembangkit momen, beberapa distribusi yang penting (distribusi Bernoulli,
distribusi Binomial, distribusi Poison, distribusi Eksponensial, distribusi Gamma,
distribusi Beta dan distribusi Normal), sampel dan distribusi sampling,
pendugaan parameter, statistik cukup. teori keputusan statistik.

Bab III membahas Metode Bayes yang meliputi distribusi prior dan
distribusi posterior, beberapa distribusi prior sekawan dan distribusi posteriornya
yaitu distribusi Bernoulli, distribusi Binomial, distribusi Poisson, distribusi
Eksponensial, distribusi Gamma, distribusi Beta dan distribusi Normal dengan
menggunakan konsep keluarga sekawan.

Bab IV membahas terapan dari Metode Bayes yaitu pada pendugaan
untuk parameter tunggal dan selang kepercayaan dua arah untuk mean populasi.

Bab V diberikan kesimpulan yang berkaitan dengan pembahasan Metode

Bayes pada bab-bab sebelumnya.
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Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah untuk memberikan wawasan
kepada para pembaca bahwa di dalam statistik inferensia selain terdapat Metode
Kiasik juga terdapat metode alternatif yang lain yaitu Metode Bayes yang dapat
dipakai dalam penelitian statistik.

Sebagai batasan masalah, teorema Faktorisasi Neymen-Fisher dan teorema
limit pusat tidak akan dibuktikan, karena diluar cakupan skripsi ini penulis akan
menerapkan secara langsung kedua teorema tersebut. Selanjutmya pada bab III
hanya dibahas fungsi kerugian error kuadrat.

Metode yang dipakai dalam tulisan ini adalah metode studi pustaka,

sehingga tidak ada hal-hal yang baru yang ditemukan.
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BABII
LANDASAN TEORI

2.1 Teori Peluang

Daiam kehidupan sehari-hari kita biasa menghadapi kejadian-kejadian
yang timbul diluar dugaan atau harapan. Misalnya, pada suatu ketika kita pergi
memancing ke suatu tempat karena menurut kata orang di tempat tersebut banyak
ikan, tetapi selama seharian kita memancing ada kalannya kita mendapat banyak
tkan atau sebaliknya tidak dapat ikan sama sekali. Demikian puia, apabila kita
melempar sekeping uang logam, adakalanya sisi muka yang muncul, ada kalanya
lagi sebaliknya. Jika pelemparan dilakukan berulang-ulang misalnya sebanyak
100 kali, tiada seorang pun yang dapat meramal dengan tepat sisi apa yang akan
timbul pada setiap peiemparan. Tetapi kita mengetahui semua kemungkinan hasil
untuk setiap pelemparan.

Dari persoalan-persoalan semacam ini timbul suatu pengertian yang
merupakan  ukuran bagi kemustahilan atau kemungkinan timbulnya suatu

kejadian yang dinamakan peluang.

Definisi 2.1.1 Ruang Sampel

Ruang sampel (5) adalah himpunan yang unsur-unsurnya menyatakan semua
kemungkinan hasil suatu percobaan.

Setiap unsur dari ruang sampel disebut titik sampel.
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b

Contoh 2.1.1
Sebuah percobaan bertujuan mengamati sisi apa yang muncul dari percobaan
pelemparan dua mata uang logam bersama-sama sekali. Ruang sampelnya adalah :

S = {MM ,MB,BM , BB}, M (sisi muka) dan B (sisi belakang).

Contoh 2.1.2
Sebuah percobaan melempar sekeping uang logam berulang-ulang sampai sisi

muka muncul. S = {M, BM, BBM ,MBM , BBBM ,.. }

Sebuah ruang sampel S dikatakan berhingga (finite). Jika himpunan S
memuat sejumlah berhingga titik sampel, misalnya S = {el,e2 ..... e, } Sedangkan

jika himpunan S dapat dikorespodensikan 1-1 dengan himpunan bilangan cacah

maka S disebut tak hingga terbilang (Countably infinite).

Definisi 2.1.2 Ruang Sampel Diskrit

Ruang sampel diskrit adalah ruang sampel yang berhingga atau tak berhingga
terbilang.

Sedangkan ruang sampel yang tidak disknit disebut ruang sampel kontinu.

Contoh 2.1.3

Percobaan pada contoh 2.1.1 dan 2.1.2 akan menghasilkan ruang sampel diskrit
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Contoh 2.1.4
Percobaan mengamati dava hidup (dalam satuan waktu)lampu, akan menghasitkan

ruang sampel kontinu.

[

Definisi 2.1.3 Kejadian (Event)
Kejadian adalah himpunan bagian dari ruang sampel.

1

Contoh 2.1.5
Dari contoh 2.1.1. Jika A adalah kejadian munculnya sisi sama maka
A={BB,MM} jelas bahwa A adalah himpunan bagian dari ruang sampel S.
]
Jika S adalah ruang sampel suatu percobaan maka ¢ dan S adalah
himpunan bagian dari S, ¢ adalah kejadian yang tidak mungkin terjadi dan S

adalah kejadian yang pasti terjadi.

Definisi 2.1.4 Kelas Kejadian
Kelas kejadian adalah himpunan yang anggotanya berupa kejadian-kejadian,
yang dilambangkan dengan £.

G

Pada definisi berikut akan didefinisikan medan — o vaitu suatu kelas
kejadian yang mempunyal syarat tertentu. Medan— o penting untuk dibahas
sebab dalam definisi ukuran peluang medan — o merupakan domain dari fungsi

peluang.
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Definisi 2.1.5 Medan-o
Jika p adalah kelas kejadian, maka p disebut medan—o jika f memenuhi
syarat-syarat berikut :
i gepf.
ii. Jika A€ f maka A° € .
iii. Jika 4,,4,,...,4,,---€ f maka 4, U---U 4 U---€f.

Untuk selanjutnya lambang f menyatakan suatu medan —o.

Contoh 2.1.6
Jika sebuah dadu dilempar sekali, maka ruang sampel S ={1,2,3,4,5,6}, jika 4
menyatakan kejadian munculnya mata dadu ganjil dan B menyatakan kejadian

munculnya mata dadu genap maka B ={g,4,B,S}={,{.3,5} 2,46 5} adalah

» Y

medan — o, karena :

igep.

iige f.p°=Sep.
f35}e B.{.35F =f46lep.
f2,46}e . L2.46F ={135} B

Sepf,8=gep.
il e g {35} B. egufl3stufasl=Sep.
pua6tep. pufl3stus=5ep.
{135 0,46} p. guf46luS=Sep.
{35 useg. o{l35}ufa6lus=5ep
24,6308 e p. egu{l35u46luS=5¢eg

]
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Definisi 2.1,7 Ukuran Peluang

Misalkan S ruang sampel dan £ adalah medan— o Suatu fungsi P yang

memetakan unsur-unsur J ke himpunan bilangan real R(P: § — R) disebut
ukuran peluang jika :
i. P(4)>0 untuk setiap 4 € .
i. P(S)=1.
iii. Jika 4,4,

.....

A,-refdengan 4, nA, =¢,j=k j=12,...dan k=12,...

maka P[O A,,] = i P(4,)

=t

)

Jika S berhingga maka /i dapat diturunkan menjadi iii’ yaitu :

i’ Jika 4,,4;,...,4, € fdengan A, "4, =¢;j=k;j=12,...,ndan k=12,...,n

maka P(QAHJ= Z;P(A,, )

Definisi 2.1.8 Ruang Peluang

Ruang peluang adalah tigaan (S, ,P) dengan S adalah ruang sampel, £
adalah medan— o, dan P adalah ukuran peluang.

0
Teorema 2.1.1
Untuk setiap kejadian 4, P(4) =1~ P(4°)

Bukti:

AUA =S .

A:J\Ac =¢} karena P fungsi maka E(AuA°)= P(S)
akibatnya, P(4 L 4° )= P(4)+ P(4°)

(2.2)
dari (2.1) dan (2.2) didapat : P(4)+ P(4°)= P(S) < P(d)+P(47)=1
- P(4)=1-P(4°)

(2.1)

-
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Teorema 2.1.2

P(¢)=0

Bukti:
Dari teorema 2.1.1 ambil 4 = ¢ sehingga 4° =S jadi P(g)=1-P(S)=1-1=0

- P(g)=0

]

Teorema 2.1.3 (Kemonotonan Peluang).

Jika kejadian-kejadian A dan B sedemikian sehingga 4 c B maka P(4)< P(B)

Bukti :
Ac B
B=Au(BmA°)dan Am(BmA°)=¢.

;1?; ((fj)) 4 O}P(B) = P(4)+ P(B ~ A7) P(4)

~. P(4)< P(B)

£

Teorema 2.1.4

Untuk setiap kejadian 4 ; P(A) <L
Bukti :

Ac S, dengan teorema 2.1.3 dan mengambil B = § maka P(4)< P(S)=1

L P(4)<1.
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Teorema 2.1.5
Jika A4 dan B merupakan dua kejadian sembarang maka :

P{auB)=P(4)+ P(B)-P{4~B)

Bukti:

AuB={4nB°)uB

P(4UB)=Pl4nB)uB) (2.3)
(4~B)~B=4¢

maka : Pl(4~B)u B|= P(4~ B )+ P(B) (2.4)
dari (2.3) dan (2.4) didapat P(4 L B)= P{4d ~ B° )+ P(B) (2.5)
sementara :

‘(4;(5‘; ;"UB& ‘;(‘2 f} f z}dcngan (2.2) P(4)= P(4 ~ B)+ P{4~ B*) (2.6)
dari (2.5) dan (2.6) didapat: P(4w B) = P(4)+ P(B)— P(4~ B)

. P(Au B)= P(4)+ P(B)- P(A~ B)

1

Contoh 2.1.7
Dari contoh 2.1.6 jika diasumsikan peluang kemunculan setiap mata dadu adalah

sama maka peluang kejadian munculnya mata dadu genap P(A) adalah:

P(A)=P({L.3.5})= P+ P(BY+ P(EY = +E+4=2=1.

[l

Definisi 2.1.9 Peluang Bersyarat
Misal A dan B adalah kejadian di dalam £ dan diberikan ruang peluang
(S, 8, P). Peluang bersyarat B jika 4 diketahui, dinotasikan dengan P(B| A)

(4 ~ B)

didefinisikan sebagai : P(B|A4)= i PG P(4)>0.

[
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Contoh 2.1.8

Sebuah dadu dilempar sekali, maka peluang munculnya bilangan genap jika
diketahui telah muncul bilangan prima adalah | yang didapat sebagai berikut :
Misalkan : B kejadian munculnya bilangan genap, maka B = {2,4,6}:> P(_B) =3,
A kejadian munculnya bilangan prima, maka A= {2,3,5}dan P(A)= 1.

AnB={} dan P(A~B)=1, maka peluang munculnya bilangan genap jika

diketahui  bilangan yang  muncul  bilangan pnima  adalah

n-1
Jka A4,ep,j=12,...,n, Sedemikian sehinggaP{ﬂ 4 \>0, maka
;=1

ﬂj J
4 Vi

Bukti:
Pandang ruas kanan :

PlA A NA A )X PA | A oA, ). P(4, | 4,)P(4,)
_ P4, A4, ~...nA) { P(A1 N4, m...r\.An_I)XmX P(A2 mAI)
PlA, nd,n...nA) PA A, n...nA ) P(4,)

X P(Al)

= P(4, N 4, m---mAn)zP[ﬁAj \i

=y
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Contoh 2.1.9

Dalam sebuah kantong terdapat 10 manik-manik, 5 hitam, 3 merah dan 2 putih. 4
manik diambil satu-persatu tanpa pengembalian, maka peluang bahwa kejadian
A N4, n"A; ~, terjadi, bila A kejadian memperoleh manik hitam pada
pengambilan pertama, A, kejadian memperoleh manik merah pada pengambilan
ke-2, A, kejadian memperoleh manik putih pada pengambilan ke-3 dan A4,
kejadiam memperoleh manik hitam pada pengambilan ke-4, adalah :

P4, Ay Ay A)= P(A, | A Ay A)x P(A, | 4, ~ Ay )< P(A, | A )x P(4,)

7 8

3 S i
X5XW9 =22

Jika 4, € §, j=1,2,... sedemikian sehingga A, N4, =¢,i=12,... dan
iA_‘, = S, himpunan dari kejadian seperti itu disebut partisi dari S. (D untuk
7=l

hal ini adalah notasi gabungan himpunan yang saling asing ).

Teorema 2.1.7 Teorema Jumiah Peluang

Andaikan {A.‘, ] =1,2,...} partisi dari S dengan P(_Aﬂ, > 0_) untuk semua ;j maka

untuk B e i berlaku P(B)=3 P(B| 4,)P(4,)

Bukii: | ‘
B=SAB :l( U4, \,ﬂB =4, ~B)karena 4, ~B = maka P(B)=> P(4, ~B)

\j=1 J i=1 i=1

: dengan teorema penggandaan peluang didapat P(B) = Z P(B |4, )P(A)

=1
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Teorema 2,1.8 Teorema Bayes

Jikadd, :j =12,.. Jadalah partisis , P(4,)>0, j=12,... jika P(B)>0 maka:

P4 | 5)= P(B|4,)Pl4,) |
O SHle14)ra)
Bukti :
A4, 1 5)= Pla,nB) _P(BI4,)Pl4,) _ P(BI4,)P4)) |

P(B) P(B) | i P(B14,)Pl4,)

(P(A_,. | B) kadang disebut sebagai peluang posterior).

Contoh 2.1.10

Tiga anggota koperasi dicalonkan menjadi ketua. Peluang A terpilih 0.3, peluang
B terpilih 0.5, peluang C terpilih 0.2. Jika A terpilih maka peluang kenaikan iuran
koperasi 0.8, jika B atau C yang terpilih maka peluang kenaikan iuran masing-
masing 0.1 dan 0.4. Misalkan D adalah kejadian orang yang terpilih menaikkan
iuran, B, adalah kejadian A terpilih, B, kejadian B terpilih, B, kejadian C yang
terpilih maka P(4|B,)P(B)=(0.3X0.8)=0.24; P(4| B,)P(B,)={0.5¥0.1)=0.05

: P(4] B,)P(B,)=(0.2Y0.4)= 0.08 dan dapat pula ditentukan peluang iuran akan

naik yaitu : P(4) = Z P(4| B, (B, )= (0.24)+(0.05)+(0.08)= 0.37.

(I
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Contoh 2.1.11

Dari contoh 2.10 bila seseorang akan merencanakan jadi anggota koperasi
tersebut, tetani menundanya beberapa minggu dan kemudian mengetahui bahwa
iuran telah naik maka peluang C terpilih ketua adalah :

P(B, ] d)=-2 (41B,)P(B;) _ 0,08

> rlai () °

O
.

o
Tentu tidak beralasan untuk membatasi hanya untuk satu partisi di S.

Sebagai contoh dua partisi  {4,i=12,..}dan {B, j=12,..} maka

4 =

Ms

(A N4, ) i(Aj mA,.)dan {A,. NB,i=12,.., j=1,2,...} adalah
i=1

=1

<.
it

patisi dari S  kaena (4B )04 ~B )= jika (i, /)= (i, /) dan
i(Ai mBj)= ii(A_ mBJ.)= iA,. =S. Notasi P(4, mBj) disebut sebagai
(i.7¥1 i=] j=1 i=1

peluang bersama dari kejadian 4, dan B,.

Di lain pihak dari bentuk 4, = Z(A ~B,)dan B, =3 (4, ~ B, ) didapat

J= =1

P(4)=3 P(4.~B,)= P4, 1B, P8} P(B,)>0. j=12.. dan

J=1 Jj=1

PB,)=3 P4 ~B)=3P(B,14)P(4) P(4)>0,i=12,... Peluang

i=1 i=1
(A ) P( ) disebut peluang marjinal. Hal ini analog untuk kasus lebih dari dua

partisi dari S.
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Definisi 2.1.9 Kejadian Bebas
Kejadian A4 dan B disebut dua buah kejadian yang saling bebas bila dan

hanya bila P(4 ~ B)= P(4)P(B)

[

Contoh 2.1.12

Sebuah dadu bersisi enam yang seimbang dilempar, kejadian 4 adalah kejadian
banyaknya dadu yang muncul adalah bilangan ganjil, B adalah kejadian
banyaknya mata dadu yang muncul adalah Iebih dari 4, maka

S={23456} A={.35} B={56}dan P(4)=2, P(B)=2, P(A~B)=1L, dan

P(A)P(B)=(2)2)=1. Karena P(A4~B)=P(A)P(B) menurut definisi 2.1.9

maka A dan B dua kejadian yang saling bebas.

(=t

2.2 Variabel Random

Dalam suatu percobaan, sering kali, kita tidak tertarik pada
keterangan rinci setiap titik sampel, namun hanya pada suatu keterangan numerik
hasil percobaan, maka timbul ide untuk mendefinisikan sebuah fungsi yang
dikenal sebagai variabel random yang memetakan setiap titik sampel dengan

sebuah bilangan real.

Definisi 2.2.1 Variabel Random
Diberikan ruang peluang (S, 8, P). Variabel random yang dinotasikan dengan

X adalah fungsi yang memetakan setiap anggota ruang sampel S ke anggota
himpunan bilangan real.
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Fungsi X diatas merupakan suatu fungsi yang sedemikian sehingga untuk
setiap himpunan A4, yang didefinisikan A4, = {a) eS| X(w)< r} merupakan

himpunan bagian dari f, untuk setiap bilanga real ».

Contoh 2.2.1

Sebuah mata uang dilempar, maka S={M,B} M :muka, B:belakang X
didefinisikan sebagai banyaknya sisi muka yang muncul maka, jika
=M maka X(M)=1dan jika =B maka X(w)=0. Sekarang akan
ditunjukkan bahwa 4, = {w € S| X(0)< r} < funtuk setiap bilangan real r.
dengan 8 = {g, {1 },{B}, S} Jika » < 0 maka 4, = ¢,jika0<r<i= 4, = {B}
jika r>1maka 4 = {M,B}=S sehingga V.4 B Jadi X() adalah variabel

random.

L
-

Definisi 2.2.2 Fungsi Distribusi Kumulatif (F.d.k) _
Fungsi distribusi kumulatif dari variabel random X dinotasikan F, (s) adalah

fungsi dengan domain bilangan real dan kodomain interval [0,1] vang
memenuhi @ F,{x)=P[X <x]=P({lwe S| X{@)< x}) untuk setiap bilangan
real r.

Contoh 2.2.2

Pada pelemparan 3 mata uang logam secara serentak, jika X didefinisikan

sebagai jumlah sisi muka yang muncui, maka F.d.k-nya adalah :

<o

untuk x <0
untuk 0<x<«l

untuk 1<x<?2
untuk 2<x<3

untuk x 2 3.

Fy (x) =3

o —
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Teorema 2.2.1

Jika F (x) adalah F.d k maka :

i, Fo(-o)= lim £, (x)=0, dan F, (+ )= lim F, (x)=1.
ii. F.(e) adalah ‘monoton naik, yaitu F (a) < F (b) untuk a <b.
iii. F(e)kontinu dari kanan, yaitu lim F, (x+#)= F, (x).

U<ii—u

Bukti :

i. Kejadian {o € S| X(@)< o}={X <oo}= F ()= lim F (x)=1.
Kejadian { € S| X (@) < —0}={X < —0o}=F (-0 )—hmFX(x)=O.

ii. Kejadian o e S| X(w) <b}={x <b}={x <alUla< X <b}
dan {X <a}N{a < X <b}=¢; maka F.(b)= P[X <b]=Plx <a]+
Pla<x<b ZP[X <al= F.la)

iii . Kekontinuan fungsi F, () dari kanan, merupakan akibat langsung dari definisi
Fy (x) T P["Y = x]-

Definisi 2.2.3 Variabel Random Diskret

Variabel random diskret adalah variabel random yang didefinisikan pada
ruang sample diskret.

Contoh 2.2.3

Jika X menyatakan banyaknya sisi muka yang muncul pada percobaan {contoh

2.2.2)maka X adalah variabel random diskret.

Definisi 2.2.4 Fungsi Peluang Variabel Random Diskret
Jika X adalah variabel random diskret dengan nilai x,,x,,...,x
berbeda, maka fungsi :

- (Plx = x],]]kax x5 j=12,.
Ty >1 jika x.ix_l_]:],l---

,--- yang

" adalah fungsi peluang dari X.

.}
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Definisi 2.2.5 Variabel Random Kontinu
Variabel random X disebut kontinu jika ada fungsi f,(e) sedemikian

sehingga F, (x)= f £ (#)du untuk setiap bilangan real x.

Definisi 2.2.6 Fungsi Densitas Peluang Variabel Random Kontinu
Jika X adalah variabel random kontinu maka fungsi f, () dalam

Fo(x)= ff . () du disebut fungsi densitas peluang x.

Contoh 2.2.4
j’ 0, x<-1
Diketahui F,(x)=1{2# -1<x<?2, maka dapat dicari f,(x) yaitu sebagai
x=2,
berikut :
dfo}
untuk x <1 [d§1=0 \\ [ M,
di;‘l 2 - %’ —i= <
untuk —1<x<2, — == ) .'.j‘\,(x)=16 . tx -5
,x<—1atau x> 2.
untuk x>2  , 44 =0

Pada keadaan-keadaan praktis kita sering kali berhadapan dengan lebih
dari satu variabel random, misal pengukuran umur, jenis kelamin, tinggi badan,
dan berat badan mahasiswa atau pengukuran sisi muka yang muncul dari
pelemparan sekeping mata uang sebanyak » kali. Untuk itu perlu dibicarakan

fungsi distribusi peluang bersama.

Definisi 2.2.7 Variabel Random Berdimensi- &
JikaX,,..., X, adalah k-variabel random yang didefinisikan pada ruang
peluang (S,,B, P) yang sama, maka (X . ¢ k) disebut variabel random
berdimensi- & .
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Definisi 2.2.8 Fungsi Distrbusi Kumulatif Bersama
Jika (X,,...,X,) variabel random berdimensi-4, maka fungsi distribusi
kumulatif bersama dari X,,..., X, didefinisikan sebagai :

Fy. o Geen)=PlX, <x,, X, S5,
fo,,..,xk (xl reeeXp )

B , bila x diskret.
j’ If.\q,..,x,, (4,,...,u, )du, ...du, > bila x kontinu.

- —w

Ul

Contoh 2.2.5

Dalam sebuah kotak terdapat 4 manik merah, 3 manik putih dan 2 manik biruw
Diambil 3 sekaligus. Jika X menyatakan banyaknya manik yang terambil
berwama putih dan Y menyatakan banyaknya manik yang terambil berwama biru

maka fungsi distribusi kumulatif bersama F, , (x, y) adalah :

y<3 0 s ks s 1
2<y<3 0 2 654+ 8 1
1<y<2 0 %4 s 754 2
0<y<l 0 Y s s ks

| y=0 0 0 0 0 0
B x<0 [ 0<x<l|1<x<2[2<x<3 | x<3

O]
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Teorema 2.2.2
Jika F..(x,y) adalah fungsi distribusi kumulatif bersama maka

i Fyoyl- °°,)/) = JHEC Fyy (x,y) =0; Fyy (x’—oo) = )IEE, Fyy (x,y) =0 dan

IHPOC Fey (xa V) =1.

Y=t

ii. Jika x; <x, dan y, < y, maka E\',Y(xl»yl)SF\'_)' (.xz,yz) dan
P(x1 <X <x,,¥ <Y$y2)=

Fyy (xzvyz)_ Fyy (xz =y1)_EY,Y (xlvyz)'*' Foy (xlvyl) 2 0.
i, £y (x, ) kontinu kanan yaitu :

Gl,i}}nn F\'.Y (x +h, y) ¥ ﬂli,lnn F\'.)’ (x, y+ h) = EY.Y (xa y)-

Bukti :

i. Kejadian {w € S| X(w) <~ dan V(@) < y}={X <~V <y}=F (- o,y)

= )__iglw Fey (x,y) =0

Kejadian {w € S| X (@) < x dan V() <—oo}={X <x,¥ < ~0}= F (x,~0)

- lim 7, (x.3)=0.

Kejadian {w € S| X (@) < +o0 dan ¥ {w) < 400} = {X < 40,V < +o0}
= Fyy(too4o0) = lim Fy (x,y)=1.

ii. Karena kejadian{X <x,,¥ < ytc X <x,r< y, § menurut teorema(2.1.3)
kemonotonan peluang maka F ,(x,,y,)< F, ,(x,,y,) dan
AL WARIIRN e e e,
=P(X <x,,Y <y,)-PX <x,, Y Sy )= P(X <5,V <y, )+ P(X <x,,7 < 3,)
= P(X <x,,y, <Y Syz)—P(Xle,y, <YSy2)
= Px, < X <x,., <Y$y2)20.

iii. Kekontinuan fungsi F, , (x,y) dari kanan merupakan akibat langsung dari
definisi fungsi distribusi kumulatif bersama.
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Definisi 2.2.9 Fungsi Distribusi Kumulatif Marjinal
Jka F, (e.....0) adalah fungsi distribusi kumulatif bersama dan

X, ...,X, himpunan bagian dari Kk-variabel random JX,,...,X, maka
Fy ¢ (x,--x, ) disebut fungsi distribusi komulatif marjinal.

Definisi 2.2.10 Variabel Random Diskret Berdimensi- 4
Variabel random berdimensi- ¥ didefinisikan sebagai variabel random diskret
berdimensi- £ jika variabel random X,,..., X, terdefinisi pada ruang sampei
diskret yang sama.

Definisi 2.2.11 Fungsi Peluang Bersama Variabel Random Diskret
Jika (X,,...,X,) adalah varaiabel random berdimensi-4, maka fungsi
peluang bersama variabel random diskret (X;,..., X, ) didefinisikan sebagai :

foo o (e-x ):er[Xl = Xppens Xy =xk]’ untuk X, =x,,..., &, =x,
LA AR , untuk yang lain.

Pada notasi {X, =x,,..., X, = xk] merupakan notasi bagi irisan k-

buah kejadian [X, = x,]N...N[X, =x,]

Contoh 2.2.6

Tabel fungsi peluang bersama ., (x; ) dari contoh 2.2.5 adalah :

vix 0 1 2 3
0 %4 % 84 l%-‘v %4
1 1284 2%:4 S 04{
2 Ka | Ha 0 0
3 0 0] 0 0

Definisi 2.2.12 Fungsi Peluang Marjinal Diskret
Jika (X,,...,X,) adalah variabel random diskret berdimensi-4 dan
X, ...,X, adalah himpunan bagian dari k-variabel random diskret
Xy X, maka fungsi fi (xil,...,x,m ) disebut fungsi peluang marjinal
diskret. 0
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Contoh 2.2.7
Dari contoh 2.2.5 maka fungsi peluang marjinal £, (x,), ¥ =12.3 adalah :

Jx (O)= Yoa + %a+ Yea ="
Sx (1) =180+ Yot K= "%s
Sy (2) =124+ %a =%
f\ (3) = = J4

Definisi 2.2.13 Variabel Random Ko‘ntinu Ber(_iimensi-k
Variabel random berdimensi-k (X,,...,X,) didefinisikan sebagai variabel

random kontinu berdimensi- £, jika ada fungsi f,. .. (e,...,e)> 0 sedemikian
sehingga :

X x
Fo g (m.ox)= _[ J‘j:yl__.__xk (u,,....u, ) du, ---du, untuk semua(x,,...,x,)
—e —:

Definisi 2.2.14 Fungsi Densitas Bersama Variabel Random Kontinu
Jika {X,....,X,) adalah variabel random kontinu berdimensi- k , maka fungsi

f,\'l-....;xk (';“-;') dalam Fy v, (xp---’xk): _[ _[fX,-....;X, (""'1;---“/;») du, --duy

didefinsikan fungsi densitas bersama variabel randém kontinu.

Definisi 2.2.15 Fungsi Densitas Marjinal
Jika X ,..»X, adalah himpunan bagian dari k-variabel random kontinu
X,,...,X, maka _/f‘,hm__x’ (x,},...,x,m) didefinisikan sebagai fungsi densitas

marjinal dari variabel random berdimensi- m (X 2 5 ,)
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Contoh 2.2.8
Jika XY memiliki fungsi densitas bersama
0522, 0<x<1,0<y<1, :
fir (x,y)=j[9x Y x‘ Y , maka : f\.(x)=9x2jy2dy=3x2 untuk
’ | 0 , Selainnya. ’ )

0<x<1 dan sama dengan O untuk x lainya, f,(y)=3y* untuk 0 <y <1 dan

sama dengan 0 untuk y lainnya.

Defnisi 2.2.16 Fungsi Peluang Bersyarat dan Fungsi Densitas Bersyarat

Jika X, ,..., X, adalah himpunan bagian dari k-variabel random (kontinu atau
diskret) X,,..., X, maka fungsi:
: \ S C
i £, & v (x;,x X, !xt_“,._ﬂx: )= f\l\‘( 1 k)
7 K Z.fxl-....-..\'k (x5 )
disebut fungsi peluang bersyarat x ,...,x; bila diketahui

X, =x,,--, X, =x, ,untuk X yang diskret.

i i

.f:‘;'!;.._'_X_l: (xl;' . ';xk)

.. .
s f,\'j1 XK (le e O A )_ o e

J"' . J f:‘x'\_;...;.\’, (xl 5. ';xk) dx.l} i d dx~

—o0 —o0

disebut fungsi densitas bersyarat x, ...,x, bila diketahui

X, ...,X, ,untuk X yang kontinu.
Contoh 2.2.9

Kembali ke contoh 2.2.5, distribusi bersyarat X jika diketahui ¥ =1 adalah :

o W) m w6
inY(Oll): 3 = ( \:12‘:_4_2483I.+6.§ :Fi::?_l.
f, ) x,l) ‘B4 T 34T R4 g4 <=
; ro
Frer (1) _ iy My 12

Jer(Ui1)=
A ( ) if:y-_y (x;l) Pga + Mt % Mgy

=0
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/84

0

3

_ f:\',y (2,1) _ 74 _
fX‘Y(z | l)— Zslf (x I) B 1244 2444 + %44 B a2 a1
Xy s
x=0
(31
fx’u'(?’il): 3f’k'}(’) = 0/ = —
Z Syy (x,l) ot et S Bas
x=0 '
Contoh 2.2.10

_[4xy,0<x<y, 0<y<1

Jika diketahui f.\',}'(x’y)_l 0 ., selainnya

fX,y(X,Y) 4y 4y 4wy

maka ;

fnx(.}’ix)'_‘m =

Ifx,f (X,.V)dy j‘4xy dy ) 23‘3"2]; 2x
o 0

dengan 0 untuk yang lain.

Definisi 2.2.17 Fungsi Distribusi Bersyarat

=2y, 0< y<l1dan

24

sama

I

Jika fx,,,.. X g, (le,...,xj" Ix,.l,...,x,’_) adala fungsi densitas (peluang)

bersyarat X ,...,X bila diketahmi X,

X -
bersyarat didefinisikan sebagai :
By X 1K, (x o Xy [ Xy X )=

i

,--,X, Maka fungsi distribusi

Seoxix, X, (x}l,...,x;.n |x,l,...,x,.m) untuk X diskret.

J
(x}\, Xy SET| XX L
o Zha
[J‘.. J‘hf;‘{j‘""f‘k .k"l X”'(x', ,.‘.,x}" fx
Contoh 2.2.11

Kembali ke contoh 2.2.9 maka: Fy,_(x|1)= ]

e

'm

0

1

%l »
P,

b

2

x<0
0<Lx<l
I1<x<?2
x 22

}ix}l ...d} , untuk X kontinu.

£l
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Contoh 2.2.112
{, 0, x<0
Kembali ke contoh 2.2.10 maka : F,., (x| y)= 1x? . 0<x«l
1, x=1.

k]

Ketika dibicarakan peluang bersyarat didepan, juga dibicarakan kejadian

yang saling bebas. Sekarang akan dibicarakan variabel random yang saling bebas.

Definisi 2.2.18 Variabel random yang saling bebas
Jika (X,,...,X,) adalah variabel random diskret (kontinu) bedimensi- &

dengan fungsi peluang (densitas) bersama [, . (~;...;~). X,,-.., X, disebut
saling bebas jika dan hanya jika : fp . (x..o.x)=]]f (x)
i=1

L

Ada hubungan yang erat antara fungsi peluang (densitas) bersyarat dengan
variabel random yang saling bebas, yaitu misalkan jika X dan Y dua variabel
random yang saling bebas, maka menurut definisi 2.2.18 maka
¥, (x; y)= Iy (x)fy(y), sedangkan menurut definisi fungsi peluang (densitas)
bersyarat fi,(x:¥)= fyo (v x)f (x) Dari dua definisi tersebut berakibat
fox (W1 x)= £, (y). Jadi untuk menunjukkan dua variabel random saling bebas

cukup diperlihatkan bahwa £, (y|x) sama dengan f£,(y).

Contoh 2.2.13
Kembali ke contoh 2.2.7 dan 2.2.9, dari contoh 2.2.7 didapat f,.(0) = 2%, dan dari
contoh 2.2.9 f,,(011)=9,, jadi fy;(011)# f,(0) sehingga variabel random

X dan Y tidak saling bebas. —




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI%

Contoh 2.2.14

) . [e_("'+f"),0<x<oo, O<y<wo ‘
Diketahui : 7, (x,5)= _ , maka X dan Y saling bebas
o 1 0 . x vang lain.

karena f, ,(x,y)=e e = £.(x)f; (»), untuk semua (x,y)

2.3 Nilai Harapan Variabel Random.

Saiah satu konsep yang berkaitan erat dengan variabel random adalah nilai
harapan variabel random. Nilai harapan variabel random dapat digunakan untuk

mendefinisikan rata-rata variabel random dan variansi variabel random.

Definisi 2.3.1 Nilai Harapan
Andaikan (X,,..., X, ) adalah varaiabel random berdimensi- £ dengan fungsi
densitas (peluang) f; (,---.¢). Nilai harapan fungsi dari varaiabel random

berdimensi- £, g(X,,---,X,)  dinotasikan  dengan  Efg(X,,....Xx,)]
didefinisikan sebagai :
Elg(x.. X, )]

j Zg(xh”"xk) .fX\_.._..-‘."k (xla"'vxk)’

jika (X,,... X, ) diskret.

|Lj' j' j'g(xl,...,Jck)f“__._xk(yc1 ..... xk)drl ..., dx,, jika (Xl,...,Xk) kontinu.
Jka g(x,---.x,)=x  sehingga Elg(X,,.... X )]=E[X]= p,.

M. sering  disebut sebagai wilai rata-rata variabel  random X .
Jika  g(x.....x,)=(x—p ) sehingga E[g(X;,..., Xk)] = El(X — Uy )2J|= cl.
o} sering disebut sebagai variansi dari varaiabel random X, dan o = +\/;

disebut sebagai standar deviasi (simpangan baku) dari vareabel random X .
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Contoh 2.3.1
Dalam percobaan pelemparan 2 dadu, jika X adalah jumlah dari dua mata dadu

yang muncul maka :

Contoh 2.3.2
Andai X' kontinu dengan fungsi densitas :

(Ae*,untu 0<x <o

N
£is) 1 Q0 ,untuk x lainya.

, maka x4, adalah :

407

b = _f xf (x)dx = _f xAe“dx, karena bentuk integralnya tak wajar maka akan

—os

diselesaikan sebagai berikut:

—ix

J'x/'{e‘}““dx =x(-e)™ - j(— e) dx=-xe*+le* e

Sehingga:

1
o 1—>oc 1 1o 4 4

Uy = jxﬂe‘”dx = lim jx,le_"“‘dx = hm{— xe ™ +le™ L = 1im(— e +Le7# )+
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Contoh 2.3.3

Kembali ke contoh 2.3.1 maka :

o‘i» = i(x_, — My )fo (xj)

=2-7P &)+ B-7V @)+ @-7V )+ (5-1) &) +(6-7)V () + (171 (&) +
B-77()+ -7V &)+ 107 (2)+(11- 7)2(_)+ 12-7) (%)

36

Contoh 2.3.4

Kembalt ke contoh 2.3.2 maka :
2

+eco 2 o
oi = [le—uy) fi(x)dx = j(x — 1) Ae™dx. Karena bentuk integralnya tak wajar

—c 0

maka akan diselesaikan sebagai berikut :

[ (e~ t) e = (x—;) ~e P 42 x~ L

L —Ax 1 —7..1"

) \—x = gl )+ c
=—xle™® 2(x I]e"“‘ Y _2xLe™M 4
=—x’e ™ —2xe™ +2LeF - Fe"”‘ —2xke™ +c

=-x'e™ +(—2/_‘—:+2,’T—2}xe_'2“ ~-Le*4e

A
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Teorema 2.3.1
Andaikan X adalah variabel random maka o2 = E[X?|- 2, asalkan E[X?]
ada.

Bukti :
Untuk hal yang kontinu dapat ditulis :

ot =l Y el = (6" = 200,00 12 )1, ()

- -

= szfx(x)dx—iz,uk. Txfx(x)d""'#; fo(x)d\’
karena u =Txfx(x)dx dan Tf_‘,(x):ile maka

Oy = szfx (x)dr—,ui. = E[XZ]—,u;..
0
Berikut akan didefinisikan nilai harapan bersyarat dari suatu variabel

random, yang nanti berguna dalam bab IV :

Definisi 2.3.2 Nilai Harapan Bersyarat
Jika X dan Y adalah variabel random (diskret atau kontinu). Nilai harapan
bersyarat dari Y jika diketahui X =x adalah :
ZyP(Y y| X =x), untukX dan Y diskret.

By | x =x]= |
_[f) X () | x)d)' untuk X dan Y kontinu.

0

Salah satu bagian yang penting dalam pembahasan variabel random adalah
teorema chebyshev (1821-1894). Teorema Chebyshev memberikan tafsiran yang
kolot (konservatif) tentang peluang, bahwa suatu variabel random mendapat nilai
dalam jarak & simpangan baku dari nilai rata-ratanya untuk setiap bilangan real

k.
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Teorema 2.3.2 Teorema Chebyshev

Misalkan X sebuah varaiabel random (diskret atau kontinu), dan #

merupakan sembarang bilangan real positif, maka :

Pu, —ko, < X <u, +ko,)2ko, }21- kl—z

Bukti :

Eal

Untuk X kontinu, dan k > 0 maka o’ = _[ (o — a2 Y £ ()i

Hy=koy Hytkoy o
oL = J‘(“‘ —Hy )Zf.\' (x)a’x + J‘(" —Hy )2 S (x}ix + I(x —Hy )fo (x )dxa karena
e uy—koy Hythoy
Hytko Hy—ko o
I(x — Hy )zf,\' (x)dx >0 maka o 2 _[(x —Hy )2 Iy (x)dx + _[(x —Hy )zf\ (x)‘i‘
Hy—koy 1

My +ko

karena |x — u | > ko, asalkan x > u, + ko atau x <y, — ko, diperoleh

Hy—Roy
(x—u, ) 2k’c:, maka o2 > J‘kzo'i. S (o )dx + j' kol f.(x)dx atau setelah
—o Hy KTy
Hy—RCO g =
kedua ruas dikalikan dengan —L- didapat [ f, (x)ix+ [/, (x)dr < %
! —% Hythoy
HyThoy 1
sehingga P(u, -ko, <X <u, +ko.)= Jr ol =1- P
Hy—koy

2.4 Momen dan Fungsi Pembangkit Momen

Salah satu konsep yang berkaitan dengan nilai harapan adalah momen dan
fungsi pembangkit momen. Pembahasan tentang konsep ini menjadi penting sebab
konsep ini akan digunakan dalam menentukan mean dan variansi suatu distribusi.

Pembahasann tentang momen dan fungsi pembangkit momen akan dimuiai

dengan definisi berikut.
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Definisi 2.4.1 Momen
Jika X adalah variabel random, maka momen ke- » dari variabel random X

dinotasikan dengan M, didefinmisikan sebagat M, = E[X ’J jika mnilai
harapannya ada. Jika r =1 maka momen ke-1, yaitu M, = E[X]: i, yang

merupakan niiai rata-rata variabel random X.

Definisi 2.4.2 Momen pusat
Jika X adalah variabel random, maka momen pusat ke-r disekitar

a didefinisikan sebagai E|_(X —a)’l, Jika a = 4, maka momen pusat ke-r
disekitar i, dinotasikan  dengan M, didefinisikan sebagai

M, = El(X - /u‘\‘)r J
Dari definisi 2.4.2 jikar=1 maka M, =E|(X — g, } |=E[X]- 4, =0 |
jadi momen pusat ke-1 disekitar x, sama dengan nol. Sedangkan momen pusat

ke- 2 disekitar u, atau M, = l(X -y )2]= o’ yang merupakan variansi dari

variabel random X.

Definisi 2.4.3 Fungsi Pembangkit Momen T
Misalkan X adalah variabel random dengan fungsi densitas (peluang) £, (e).
Nilai harapan dari e™ didefinisikan sebagai fungsi pembangkit momen dari
variabel random X, jika nilai harapan tersebut ada untuk nilai 7 dalam
intervai — A <t<h, h>0. Fungsi pembangkit momen yang dinotasikan

m, (¢) adalah :
[ Ze i)

m (I)—E[etx]_ +.r 5 Jlka X diskret.
Y _il J.eaf‘.(x)dx, Jika X kontinu.
L~

Jika X adalah varaiabel random (kontinu atau diskret) maka akan
diperoleh hubungan antara fungsi pembangkit momen dengan momen itu sendiri

yaitu : jika X adalah variabel random dan r adalah bilangan bulat positif maka
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e¢” dapat dinyatakan dalam bentuk deret kuasa taylor-maclaurin sebagai :

PR TRY) IS SUFCS

m, (t)= E[e“-]
=E[1+1X+%+m%+---] ]
= E[1]+ E[tX]+ E[‘L‘T’]+ E[‘%’—J+
— 1+ E[X]+ 2Bl [+ S B[]+ ..
=1+tM, + L M, + 5 M, + -

Apabila M, M,,--- adalah momen-momen dari variabel random X maka

dm (1) :
dmy ) =M, + M, + LM, 4o

dm; (t )
di?

=M,+iM, +5M, +---

Apabila denivatif-derivatif in1 dievaluasi pada saat 1 = 0 maka akan diperoleh

m(\l.) M =M,

’ dt
iy dm At

m}\?' dt‘z( ) i MZ
Jika proses im diteruskan sampai ke-r dan kemudian derivatif ke-r tersebut
dievaluasi pada =0 maka didapat m{(0)=E|X"|=M" Dengan demikian
derivatif ke-r yang dievaluasi pada r=0 dari fungsi pembangkit momen

variabel random X adalah momen ke-r dan variabel random. X.
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2.5 Beberapa Distribusi yang Penting
2.5.1 Distribusi Bernoulli

Definisi 2.5.1. Disribusi Bernoulli

Suatu variabel random X mempunyai distribusi Bernoulli jika (untuk suatu
p, 0<p<)

,p"'(l— p) ™, bila x=0,1.

PlX =x|= . =
[ Y] P (X) L0, untuk yang lain

Fungsi pembangkit momen dari distribusi Bernoulli ini adalah :
m, (1‘) =e'? (1 3= p)+ e"lp =1+ p(e’ — 1)
g mP0)=m(0)= pe'

sehingga 4, = m(0)= p dan &2 = m?(0)— p* = p(1- p)

2.5.2 Distribusi Binomial
Definisi 3.5.2. Distribusi Binomial

Suatu variabel random X mempunyai distribusi Binomial jika (untuk suatu
p, 0<p<si)

e *(1-p)"™, bila x=01,..n
P[X:x]:p;‘:(x): b(n’p):ikx p p 3 adlyee-o
L 0, untuk yang lain

[

Suatu variabel random Binomial dapat dipandang sebagai # variabel
random Bemoulli, yakni, sebagai banyaknya keberhasilan dalam n percobaan.

Fungsi pembangkit momen distribusi binomial ini adalah :

=310 <3 Y0

x=0

=[pe +(-p)f =[1+ ple 1)}
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sedangkan

mi(t) = n[l + p(e’ —1)]”_-l pe',

dan

m_(,f)(t)= {npe' [1 + p(e' - 1)]"_1 + npe' }x {pe’ (n— 1){1 + p(e’ — 1)]"~2 ;
dengan demikian maka  m'Y(0) = np dan m'2(0) = n(n—1)p* + np,

sehingga u, =np dan o2 = np(1— p)

2.5.3 Distribusi Poisson

Definisi 2.5.3. Distribusi Poisson

Suatu variabel random X mempunyai distribusi Poisson bila (untuk suatu
A >0, disebut parameter distribusi)

,bila x=01,...n
untuk yang lain

P
’ —d ax

Plx =x]=p,(x)= 10:(!

Fungsi pembangkit momen sebaran ini adalah :

m, (f)= ie” SRS =et i(“')%

x=(} =l

Dengan mengingat bahwa :

e = Zafé,adalah deret Taylor maka m, (f)= ee® = i1l
x=0

sedangkan m{(r)= e e'e™
dan  mP(t)= e te'e™ [Ae’ +1]
dengan demikian maka . =m'(0)= 4.,

dan o2 =E[xX?|- (i, ¥ =mP(0)- 2 = A4 +1)- 2 = 4
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2.5.4 Distribusi Eksponensial

Definisi 2.5.4.1. Distribusi Eksponensial
Suatu variabel random X berdistribusi eksponensial bila (untuk suatu A > 0)
(Ae™™, 0<x <
#)=5 .
L 0, selainnya

Fungsi pembangkit momennya dapat ditentukan sebagai berikut:

e le ¥y =4 untuk ¢ < A.

A= 9

my (t) = E[elx ] —

ey §

I?’IJ(,‘l,)(f):T;:.T dan rn(‘z)(r)={/2__,lf

¢ A=
(A=)

3

Sehingga 1, =m{(0)=1 dan o} =mP(0)—(u, ) =2 -L =1

Teorema 2.5.4.1
Jika I'(er) = j' x“‘edx, @ >0 adalah fungsi Gamma maka berlaku :

i. T{a +1)= al () untuk & >0,
ii. T(a+1)= a! jika & > 0 bilangan bulat,

i, T(4) = J=.
Bukti :

o

iT(a+1)= '[x“e""dx, misalkan # =x“ maka dn =ax®"'dx, dv=e “dx maka v=—e

a
g

sehingga ['(@ +1)=—x%¢ ™ ]; + aj x*ledx = ajx“’le""dx =al(a)
4] 0
illa+)=al(a)=ala-1{a-1)=--= ala - 'l')---2(1)= al.

Hil(¥%)= fx’l'ﬁe"'”dx, misal: x=3> > dx=2ydy
0
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ingat :
. —"’:' —,\'2 _ T —x* 2 _"’3"‘0 —(x2+)':) . c 2 L2 2
Andai I = e dy, [= J‘e de, 17 = “‘e dxdy, misal:r* =x" + y°,

G

x=rcosd dan y=rsind, maka [’ = ”e"’zrdrdﬁzzﬂ', jadi [ =*£
00

7 -

L]

2.5.5. Distribusi Gamma.

Definisi 2.5.5.1 Distribusi Gamma
Suatu variabel random X dikatakan berdisribusi Gamma bila fungsi
densitasnya (dengan a, 8 >0)

B a1 ,—fx
f(x’r;[,): ﬁax e 5 0<x<ow
0, selainnya.

sedang yang dimaksud dengan ' (a) adalah fungsi gamma :

Ia)= .[x"’_le_xdx, a>0.
[¢]

Fungsi pembangkit momen distribusi Gamma adalah :

my (1) = E[e'* ]= ]iﬂ—“e"‘x“—le—(/k)dx
4]

I'a)

4]

m(t)=ap (g -1y
m? ()= ala +1)8* (B - 1)
sehingga :

Hy = m,(xl')(o)= % dan oy = m(‘Z)(O)_(%)Z = ﬁ_(%)z =

Terdapat hubungan antara distribusi Eksponensial dan distribusi Gamma
yaitu : Jika diambil « =1 maka distribusi Gamma berubah menjadi distribusi

Eksponensial dan jika variabel random X adalah jumlah dari » variabel random
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bebas yang berdistribusi Eksponensial, masing-masing dengan parameter A

maka X mempunyai fungsi densitas Gamma dengan parameter » dan A.

2.5.6 Distribusi Beta

Definisi 2.5.6.1 Distribusi Beta ‘ ‘
Jika variabel random X memiliki fungsi densitas (dengan o, 8 > 0): :

-2 W CT V- <
£o()= 1 (e )= ) (-7, 0 S
! selainnya.
maka X berdistribusi secara Beta.
1
Fungsi Bla,p)= Ix"“ (1—x)""dx (2.5.6)
(]

disebut fungi beta

1

Teorema 2.6.6.1
Untuk setiap @ > 0, 8 > 0 berlaku Bla, )= %’?

Bukti :

Bl(a, B)= jx“‘l (1—x)"dx

G

L J}(sin 0" (cos8)"2sin 0 cos 6 d6
[¢]

= 2f(sin 8)“(cos8)** ' dg
0

F(a') = |1 "e"dt, misal : t = x> = df = 2xdyx, sehingga

[ZL

3

F(a) = ‘[,’cz(-"“l)e’x3 2xdx = 2‘[x2""le"‘_' dx.

0 0
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G Uy B 2 '——. &

)

oy
=

tF e dt, misal : t = y* = dr = 2ydy, sehingga

oy

=)

~—
I

yz(ﬂ")(e”"2 2y dy = 2I y¥# e gy,
O
Jika () dikalikan dengan I'(#)maka didapat :

d\fx"j)wl g™’ dy

2a-1 2/31 —(,\+))dxdy

.
ali

o!——,H

dengan mengambil x = rcos@ dan y=r sindmaka:

(a)r(B) = 4”(005 9" (sin @f* e 12« Uy drdg

r 2J' rt f2a+213 l)dr 2J. lﬂ’ I(S]'ng)lﬁ—l de

=Tla+p)Bla. B)

- Bla, ﬂ)= F((a);\g )) .

Berikut akan dicari mean dan variansi dari distribusi Beta:
: I e+~ -1
E[x*]= 755 Bl (BE @™
0

_Blk+a,p)_Tlk+a)l(g) T(a+p)

Bla.p) Tlk+a+p) Ta)r(p)
_T(k+a)l(a+p)
T(@)(k +a+ B)

sehingga :

_He+)ila+p)  a
Elx]= Ta)(a+B+1) a+p
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dan
A alva] , Te+2r@+p) ( a Y
varl ] = Bl |- (el]) - M+ f12) [a+ ,6]
_ (@+1)a _( a \2 _ aff
(@+B+1)a+ ) La+,6/l (a+p+a+p)
2.5.7 Distribusi Normal

Distribusi peluang kontinu yang sangat penting peranannya dalam bidang
statistik adalah distribusi Normal. Grafik distribusi Normal disebut kurva normal
dan berbentuk seperti genta (lonceng). Pada tahun 1933 De-moivre berhasil
menemukan persamaan matematis bagi kurva normal ini.

Distribusi Normal sering disebut sebagai distribusi Gauss, untuk
menghormati Gauss (1777-1855) yang juga berhasii menurunkan persamaan
matematis dari kurva normal berdasarkan atas studi tentang kesalahan dalam

pengukuran yang berulang-ulang terhadap benda yang sama.

Definisi 2.5.7.1 Distribusi normal
Variabel random X berdistribusi Normal, jika fungsi densitasnya adalah :

—fx—uy)?

! . 1 2. -
Sy (x)= Iy (x, ,”,\”O',\')= = (G (2.3.7.1)
O-X i

dengan parameter Uy dan o dan -0 <X <400,
—w< y, <+odan o, >0.

L

Jika suatu variabel random X berdisribusi normal dengan rata-rata s
dan variansi o} maka ditulis dengan X ~ N (,u_,;,aj»)
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Fungsi distribusi komulatif dari distribusi normal ditunjukkan oleh :

Fo)=P(X<x)= [——e¢ = . Jika dilakukan

e transformasi
O N2
(o) N .
Z =-—""" maka  fungsi densitasnya bebas dari  parameter
Oy

dan o, sehingga :

-y ix

. . ay » o . —u
Fo(x)=P(X <x)= P(Z < ‘x:‘f_"'))z _[ - e dz= Iw(Z)ciz = d)(wj

- s

O—X
Fungsi densitas /. (x)diatas mempunyai mean 0 dan variasi 1 yang akan
ditunjukkan sebagai berikut :

Jika diberikan Z =>4 maka ;

Hy = E[Z ] = E[(%)1= c.'l_\, (E[X ]_ E[ﬂ){ ]) = (ux —Hx ) =0.

£ T

o} =52 ezl )= e 0= Elor - )= 21

Variabel random Z yang berdistribusi Normal dengan rata-rata 0 dan

variansi 1 disebut distribusi normal standar dan ditulis Z ~ N(0,1).

Teorema 2.5.7.1

Jika X ~ N(,u“‘.,af,) maka Pla < X <b)= CI)(E;“‘—‘)—CD(%)

T %: et dz= (D(ﬂ)_ @(ﬂ)

Ty (=Y

- ¥
a auyx
oy
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Pada berbagai sumber dapat ditemukan tabel yang memuat nilai-nilai
fungsi @(Z). Nilai-nilai tersebut menyatakan luas dibawah kurva normal diantara

atau diluar suatu selang tertentu dari variabel random Z.

Contoh 2.5.7.1
Seorang guru mengasumsikan nilai final mata pelajaran matematika (X)
berdistribusi normal. Guru menetapkan kriteria nilai sebagai berikut :
A>u.+0, pu+0,>B>pu, u, >C>pu,-0o,,

Uy —OCy >D>u,-20, pu,-20,>E Maka peluang mahasiswa yang
mendapat nilai A adalah :

P(X > g + 0 )=1-P(X <pgvo, ) =1- 02 ) - 1 - (1) = 0.8413

]

2.6 Sampel dan Distribusi Sampling

Untuk mendapatkan data seorang peneliti harus mengadakan suatu
pengamatan terhadap obyek penelitian. Keseluruhan pengamatan yang menjadi
perhatian seorang peneliti disebut populasi.

Misalkan sebuah perusahaan yang memproduksi botol minuman ringan
ingin mengetahui daya tahan botol hasil produksiya. Tidaklah menguntungkan
apabila menguji semua daya tahan botol hasil produksinya, sebab hal itu akan
menyita waktu yang lama dan biaya yang mahal. Untuk membantu menarik
kesimpulan tentang populasi daya tahan botol, maka diambil sebagian produk

botol dan berdasarkan penelitian tentang daya talian sebagian botol akan ditarik
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kesimpulan. Suatu himpunan bagian pengamatan yang dipilih dari suatu populsi
disebut sampel.

Dalam kasus botol minuman ringan diatas, maka haruslah diusahakan agar
sebagian produk botol yang dipilih cukup “representatif” atau mewakili untuk
populasinya artinya hasil penelitian atas sebagian produk botol tersebut dapat

memberi gambaran yang relatif “tepat” untuk populasinya.

Definisi 2.6.1. Sampel Random
Misalkan X ,,---,.X, adalah variabel random dengan fungsi peluang bersama

f.\',,-u,x,, ('""’°) Jika f:Yl;n,X,,(xl’."’xn)=f(xl)".f(xn) dengan f(') adalah

fungsi peluang untuk setiap X,, maka X,,---,X, didefinisikan sebagai

sampel random berukuran » dari suatu populasi dengan fungsi peluang 7(s)
0

Bagian yang penting dari definisi sampel random adalah arti dari variabel

random X ,---,X . Vanabel random X, menyatakan nilai numerik dari elemen
sampel ke-i. Setelah sampel diobservasi, maka nilai X,,---, X, diketahui yaitu

X0, X, Xp,0+,X, juga disebut sebagai nilai dari X,---, X, dimana X,,---, X

n- n

adalah sampel random.

Definisi 2.6.1. Distribusi Sampel Random
Misalkan X ,---,X, adalah variabel random berukuran »dengan fungsi

densitas f (o) maka distribusi sampel random X, ,---, X, didefinisikan sebagai
distribusi bersama dari X,,---, X, yaitu fy (eyoeeex, )= fx,) flx,).

-]
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Salah satu masalah statistik inferensia adalah mempelajari populasi yang
memiliki fungsi densitas f(e;6), dimana persamaannya diketahui tetapi memuat
parameter § yang tidak diketahui ( jika & diketahui maka fungsi densitasnya
tertentu ).

Langkah yang dapat ditempuh adalah mengambil sampel random
X,,+-, X, dari fungsi densitas f{e;0), dan diobservasi sehingga didapatkan nilai
t(x,,---,x,) yang kemudian akan digunakan untuk menduga parameter & yang
tidak diketahui.

Fungsi hasil observasi sampel yang akan digunakan untuk menduga
parameter 8 yang tidak diketahui disebut statistik, yang akan didefinisikan

sebagai berikut

Definisi 2.6.2 Statistik
Statistik adalah fungsi variabel random yang diobservasi (observable) dari
suatu sampel, yang tidak memuat parameter yang tidak diketahui.
0
Pengertian (observable) adalah nilai dari variabel random harus dapat
diobservasi yang kemudian dapat digunakan untuk menentukan fungsi

densitasnya, dan jika variabel random tersebut tidak dapat diobservasi maka

fungsi densitasnya tidak dapat ditentukan.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
44

Contoh 2.6.1
Andaikan variabel random X berdistribusi normal dengan 4, dan ol yang
tidak diketahui maka X —u . bukan statistik, demikian pula %f . karena bukan

fungsi yang dieroleh dari observasi variabel random X dan memuat parameter

yang tidak diketahui. Tetapi X, X +3, log X'’ adalah statistik.

Definisi 2.6.3 Mean Sampel -
Jika X,,---, X ,adalah sampel random dari fungsi densitas f(e), maka mean

. . < / 2
sampel didefinisikan sebagai X = %LZ X ,)
= )

Definisi 2.6.4 Variansi Sampel
Jika X,,---, X, adalah sampel random dari fungsi densitas f{e), maka variansi

sampel didefinisikan sebagai S* =-1 (X, -X )2 ,untuk 7> 1.

— n-
=1

Teorema 2.6.1. Distribusi Sampling, Rata-Rata dan Variansi

Misalkan X,,---, X, adalah sampel random dari suatu populast dengan fungsi

peluang  f(s) vang memiliki rata-rata z, dan variansi o2, Bila X = () ‘_‘ X,

i=1

adalah rata-rata sampel maka E[)? ]= Ue = p, dan var ()? ) =0

X n *
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Bukti :

n

IR BREFARH )

=1

= %{”/u_\' ) =Hy

var(/?)=v %iX,}=var[% X, v+ X,)]

var(§+...+%)

_ 1 2 1 2
_,—,_ZO-X +”-+,-;_30-~\'

Teorema 2.6.1 berlaku apabila pemilithan sampel dilakukan dengan

pengembalian. Jika suatu populasi berhingga dan pemilihan sampel dilakukan

tanpa pengembalian maka : var(/? )= O'_f? =%iy =2 dengan N ukuran populasi

dan » adalah ukuran sampel. Faktor =2 disebut faktor koreksi populasi terbatas.

-1

Untuk N yang relatif besar dibandingkan dengan ukuran sampel n, faktor
koreksi tersebut akan mendekati 1, sehingga nilai o§ akan menghampiri ”T‘
Secara tegas teorema 2.6.1 mengatakan apabila X,---,X, adalah
sampel random dari sembarang distribusi dengan rata-rata 4, dan variansi o’
maka E[X|=x_ =y, dan var(X)= o2 =% Teorema ini tidak mengatakan

apakah X berdistribusi normal atau tidak. Apabila distribusi dari X dijadikan
pusat perhatian maka teorema berikut i, dikenal sebagai teorema limit pusat

akan menjawab pertanyaan bagaimana X berdistribusi.
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Teorema 2.6.2 Teorema Limit Pusat

Misalkan f(s) adalah fungsi peluang dengan rata-tata g, dan variansi o2 dan

X adalah rata-rata sampel berukuran » dari f(e). Jika Z, adalah variabel

X —Hy
Vi

mendekati distribusi Normal standar jika #» menuju ke tak hingga.

random yang didefinisikan sebagai Z, =

maka Z, Dberdistribusi

0
Teorema limit pusat mempunyai arti bahwa distribusi Z, akan
mendekati distribusi Normal baku untuk » mendekati tak hingga. Dengan kata

lain berdistribusi normal dengan mean #, dan variansi i

Aspek penting dari teorema limit pusat adalah bahwa mean sampel X

yang berasal dari suatu populasi yang berdistribusi sembarang dan dengan

variansi o, berhingga dan mean g, akan didistribusikan mendekati distribusi

Normal dengan mean g, dan variansi "% X

Penulis tidak akan membuktikan teorema Iimit pusat tetapi akan
mengaplikasikan secara langsung.

Selanjutnya akan didefinisikan fungsi likelihood sebagai berikut

Definisi 2.6.5 Fungsi Likelihood
Untuk sampel random yang terobservasi, X , fungsi f;,]@(xlﬁ) dengan &
adalah suatu parameter disebut sebagai fungsi likelihood
O

2.7 Pendugaan Parameter

Statistitika inferensia adalah proses memperoleh informasi dari sampel
yang digunakan untuk menarik kesimpulan tentang populasi dari sampel yang
dipilih tersebut.
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Teknik statistika inferensia dapat dibagi dalam dua golongan besar yaitu :
Pendugaan parameter dan uji hipotesis. Pada bagian ini hanya akan dibicarakan
pendugaan parameter saja, yang terdiri atas dua bagian yaitu pendugaan titik dan
pendugaan selang.

Masalah pendugaan parameter adalah sebagai berikut: Andaikan
karakteristik suatau populasi dapat diwakili oleh variabel random X yang

mempunyai fungsi peluang f (x;9) dimana bentuk fungsi peluang tersebut
diketahui kecuali parameternya. Jika X,---, X, adalah sampel random dari suatu

populasi dengan fungsi peluang f(x;#) maka berdasarkan sampel tersebut dapat

ditentukan penduga bagt parameter & atau penduga bagi fungsi dari parameter 8

misalnya 7(6).

Definisi 2.7.1 Penduga
Sembarang statistik dimana nilai-nilai dari statistik ini digunakan untuk
menduga parameter 6 disebut sebagai penduga bagi 6.
0

Dari definisi diatas, dapat diketahui bahwa setiap penduga adalah statistik ,
sehingga penduga merupakan variabel random.
Misalkan X,,---, X, adalah sampel random dari suatu populasi dengan

fungsi peluang f(x;0) maka statistik 7 =#(X,,---,X,) adalah penduga bagi &,
sedangkan nilai-nilai hasil observasi dari statistik f=r(x,,---,x,) disebut nilai

dugaan dari 6.
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Contoh 2.7.1
X =1%"X, adalah penduga bagi mean populasiz, sedangkan X adalah nilai
=1

dugaan dari .

Suatu penduga titik bagi suatu parameter populasi adalah nilai tunggal
numerik dari suatu statistik yang relevan dengan parameter tersebut.

Agar dapat menentukan penduga titik yang “baik “ bagi suatu parameter
tertentu maka perlu diuji sifat-sifat penduga titik tersebut. Penduga yang “baik”
adalah penduga yang memiliki kriteria sebagi berikut:

i . Tak bias.

ii . Konsisten.

jii. Variansi minimum,
iv. Efisien.

Berkut ini akan dibahas, sifat-sifat penduga titik yang “baik” yang dimulai
dengan definisi berikut:

Definisi 2.7.2 Penduga Tak Bias

Suatu Penduga? = t(X IETEI. ¢ ,,) disebut sebagat penduga tak bias dari & jika
E[T']= 8 untuk setiap 6 € ©, © adalah ruang parameter.

Contoh 2.7.2
Mean sampel berukuran n», (A—’ ) adalah penduga tak bias bagi x, sebab menurut

teorema 2.6.1 E[X|= zz,..
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Contoh 2.7.3

Misalkan X ,,---,X, adalah sampel random dengan E[Y ]=yl‘; dan

2

var(X,)= o2, i=12,--,n. Akan ditunjukkan bahwa s> =2 (X, - ¥) adalah
=t

n

penduga vang bias untuk o} dan S* =-L : (X —XV) adalah penduga yang tak

i=1

bias untuk o> .

S(x, -Xf = (x? -2x, ¥+ X?)

i=1 i=1

=Y X2 -2XY X, + ¥
=1

i=1

5i(X,. - X} =%ixf —%i,\q +X?
=1 =1 =1

=%ZX,2—2YZ+Y2

i=l

[

= ZE[XIZ]—HE[)?Z]
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var(X,)= E[x?]- 2
Diketahui'E[Xz] Var(X)+#2Y C>E[X2] a§,+#§
var E[XZ] M <Z?’E[Xz] var( ) =%/ 4 i

sehingga : E{Z (x, - X’)z} =3 (o2 + a2 )t + ﬂi)

i=1 i=l

= ok + p} )= —

2 2 2 2
=Noy +tni, —Oy —Nily

(-1

ini berakibat: E[S’Z] ol
KarenaE[S 2 ];t o2 maka S'? merupakan penduga yang bias untuk o .

Sekarang akan ditujukkan bahwa S* adalah penduga yang tak bias untuk o .

~ 1)Z(X -X)
- 1[@(& -xf|
{2y

E[s?]= [ﬁjE{S’Z]

(L)

Terbukti bahwa S? adalah penduga tak bias bagi o2

[
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Definisi 2.7.3 Penduga yang Konsisten
Jika T, =#(X,,---,X,) adalah penduga bagi € yang didasarkan atas sampel
random berukuran » maka 7, adalah penduga yang konsisten bila :

lim P(7, -6 < &)=1

Ao

atau lim P(7, —6|>1)=0 untuk & >0

n—r

Definisi 2.7.3 mempunyai arti bahwa peluang dari jarak antara penduga 7,

dengan parameter ¢ yang akan diduga, akan kurang dari atau sama dengan
bilangan positif yang cukup kecil ¢, apabila » mendekati tak hingga, adalah satu,

demikian juga sebaliknya.

Teorema 2.7.1 Penduga yang Konsisten

Penduga tak bias 7, adalah penduga yang konsisten untuk @ jika lim(7, )= 0.

Bukti :

Misalkan X adalah variabel random dengan E[X]= z, dan var(X)=o02 <.

Jika k adalah konstanta yang tidak negatif maka berdasarkan teorema Chebyshev
PQX - /‘,‘;! 2 ko"\.)s =

Karena 7, adalah penduga tak bias untuk 6 maka E[ J 6. Jika teorema

Chebyshev diterapkan untuk variabel random 7, maka :

P(JT'I_Hl)Zk‘Jvar(Tn)SALZ’ kZL >0

\/var\Tni
( Y < var(T‘n)
PlT, ~6)2 el <
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jikalim var(7,) = 0 maka lim P(7, —6])> £ =0 untuk &> 0

H—K

Contoh 2.7.4

Misalkan X ,---, X, adalah sampel random dari suatu populasi berdistribusi
normal dengan rata-rata w, dan variansi o <. X adalah penduga yang
konsisten untuk u, karena X adalah penduga tak bias untuk . (contoh 2.7.2)

dan lim var(X)=lim % = 0.

H—pc H—yc

Definisi 2.7.4 Penduga dengan Variansi Minimum
Suatu penduga tak bias 7 disebut mempunyai variansi minimum jika

var(T )< var(T ') dengan 7" adalah penduga tak bias lainnya.

Sesuai dengan definisi 2.7.4 apabila untuk suatu parameter terdapat lebih
dari satu macam penduga tak bias, maka penduga yang dipilih sebagai penduga
yang terbaik ialah yang memiliki variansi terkecil. Hal ini disebabkan karena
variansi penduga tersebut adalah ukuran penyebaran penduga disekitar nilai rata-

rata populasi.

Definisi 2.7.5 Penduga yang Efisien
Suatu penduga 7, disebut efisien bagi parameter § jika memenubhi :

i. Untuk # — o maka +n(T, —8) berdistribusi normal dengan mean 0 dan
variansi o’ .
ii. ° mempunyai nilai minimum diantara variansi penduga yang lainnya.

i

Akibat dari syarat pertama E(\\/;(Tn —9))=0, sehingga 7, haruslah

merupakan penduga tak bias.
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2.8 Pendugaan Selang Kepercayaan

Nilai dugaan suatu parameter berdasarkan pendugaan titik bukanlah suatu
konstanta yang menunjukkan dengan tepat berapa nilai parameter yang
sebenarmnya. Hal ini disebabkan penduga titik adalah variabel random. Oleh karena
itu, penduga titik haruslah didampingi oleh beberapa ukuran dari kesalahan-
kesalahan yang mungkin dari penduga titik tersebut. Sebagai contoh, suatu
penduga titik mungkin didampingi oleh beberapa selang kepercayaan dan dengan
beberapa ukuran keyakinan bahwa selang tersebut memuat nilai parameter yang

sesungguhnya.

Definisi 2.8.1 Pendugaan Selang Kepercayaan

Andaikan X,,---,X, sampel random dari fungsi densitas f(*;0) Andaikan
T,=(X,,,X,)dan T,=#X,,-,X,) adalah dua statistik dengan
T,<T,dan P(T,<6<T,)=1-a dimana 1-a tidak tergantung pada 6,
maka selang random (TI,TZ) disebut selang kepercayaanlOO(l——a)% untuk
parameter 6. (1-«a) disebut sebagai koefisien kepercayaan dan 7, dan T,
disebut batas bawah dan batas atas untuk parameter §. Nilai (r,,7,) dari
selang random (TI,TZ) Juga disebut sebagai selang kepercayaanlOO(l—a)%
untuk parameter 6.

U

Untuk memperoleh informasi tentang parameter & yang cukup berkualitas
dari sampel maka harus diperhatikan panjang selang kepercayaan hasil observasi.
Semakin panjang selang kepercayaan, semakin diyakini bawa selang tersebut
memuat parameter yang sesungguhnya. Walaupun diyakini bahwa dengan selang
yang panjang tersebut nilai parameter§ termuat didalamnya, tetapi selang yang
panjang akan membuat informasi tentang nilai parameter € yang sesungguhnya

menjadi kabur. Idealnya, diperoleh selang kepercayaan yang relatif pendek
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dengan tingkat kepercayaan tinggi. Sebagai ilustrasi tentang hal ini misalnya
dengan tingkat kepercayaan 95% diyakini bahwa umur rata-rata suatu transistor
televisi adalah antara 6 dan 7 tahun. Tingkat kepercayaan tersebut tentu lebih baik
dari pada tingkat kepercayaan 99%, bahwa umur transistor televisi antara 5 dan 8

tahun.

Contoh 2.8.1

Andaikan diketahui variabel random X ~ N (,uX ,c}) . Untuk memperoleh selang
kepercayaan bagi u, adalah sebagai berikut. Menurut teorema 2.6.1 dan teorema
limit pusat distribusi sampling dari X ~ N (u_,(_,"’% ) Dengan melambangkan
z,, bagi nilai z yang luas daerah di sebelah kanan dan di bawah kurva normalnya
adalah 24, maka didapat :

P(——z% <Z <z%J=1—a

sedangkan dalam hal ini, ~ Z = Xa: L
“Jn
dengan demikian
P[— z, < X;fl“' < z%] =l-a
) 20

dengan berturut-turut menggandakan setiap suku ketaksamaan tersebut dengan
°x/- dilkuti dengan mengurangkan X dari setiap suku, dan terakhir

menggandakan ketaksamaan tersebut dengan —1 diperoleh :

P[f—-z",;ﬁ<yx <,\_’+z% G—"'J=1_a

*n Vn
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Selang kepercayaan 100(1 — )% bagi 4, adalah :
7 Ty = (o8
X—z, X<y, <X+z —2
-2 \/; - %2 \/;
g

2.9 Statistik Cukup

Pada bagian terdahulu telah dijelaskan bahwa bahwa yang dijadikan
sebagai penduga suatu paramater adalah statistik. Sebagai contoh salah satu
penduga yang digunakan untuk menduga parameter u, adalah X . Jika statistik
X dianggap telah cukup memberi informasi yang dibutuhkan untuk pendugaan
parameter , maka statistik X disebut statistik cukup. Dengan demikian untuk
menduga parameter u, , keterangan lengkap tentang nilai-nilai x,,---,x, tidak

diperlukan lagi tetapi cukup dengan satu nilai mean X saja.

Statistik cukup statistik yang meringkas karakteristik suatu populasi
sedemikian sehingga tidak ada informasi tentang parameter ¢ yang hilang. Jadi
jika dikatakan bahwa suatu statisistik cukup tidak kehilangan informasi tentang
parameter €, maka hal imi berarti pula bahwa statistik cukup memuat informasi

tentang parameter € yang berada dalam sampel.

Definisi 2.9.1 Statistik Cukup
Jika X,,---,X, adalah sampel random dari suatu populasi dengan parameter
6,0 € © yang tidak diketahui maka statistik 7’ = #(X,,---, X ,) disebut sebagi
statistik cukup untuk parameter @, jika fungsi peluang bersyarat dari
X,,-+-,X_ yang diberikan oleh 7 = tidak tergantung (bebas dari) parameter
6.
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Untuk beberapa kasus, ada kemungkinan terdapat lebih dari satu statistik

cukup maka diperlukan definisi dari statistik cukup bersama.

Definisi 2.9.2 Statistik Cukup Bersama
Jika X,,---,X, adalah sampel random dari suatu populasi dengan parameter
0, 6 € © yang tidak diketahui maka statistik 7,---,7, disebut sebagi statistik
cukup bersama untuk parameter @, jika fungsi peluang bersyarat dari
X,,--, X, yang diberikan oleh 7, =¢,---,T, =1, tidak tergantug (bebas dari)
parameter 6.

Dari definisi statistik cukup diatas, dapat dilihat bahwa sampel random

X,,--, X, itu sendiri merupakan statistik cukup, tetapi dimensi sampel random

adalah »n lebih besar dari dimensi mean sampel yang berdimensi satu.
Pengurangan dimensi statistik cukup menjadi sekecil-kecilnya tanpa
menghilangkan informasi yang diperlukan dalam menduga parameter suatu
distribusi, memegang peranan penting dalam statistik inferensia. Statistik cukup
yang mempunyai dimensi terkecil ini disebut statistik cukup minimum. Berikut ini

akan diberikan definisi formal dari statistik cukup minimum.

Definisi 2.9.3 Satistik Cukup Minimum
Suatu himpunan dan statistik cukup bersama didefinisikan sebagai statistik
cukup minimum jika himpunan dari statistik cukup bersama tersebut adalah
fungsi dari setiap himpunan yang lain dari statistik cukup.
o
Definisi 2.9.1 mempunyai kegunaan utama untuk menguji apakah suatu

statistik merupakan statistik cukup atau bukan bagi suatu parameter. Definisi

tersebut tidak menunjuk bagaimana cara memperoleh statistik cukup bagi
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parameter. Teorema berikut ini, yang dikenal sebagai teorema faktorisasi
Neyman-Firsher memberikan suatu metode untuk menentukan statistik cukup.
Statistik cukup yang diperoleh dengan menggunakan metode faktorisasi ini
merupakan statistik cukup minimum. Teorema ini tidak akan dibuktikan (diluar

cakupan skripsi ini namun akan digunakan dalam aplikasi.

Teorema 2.9.1 Faktorisasi Neymen-Fisher
Misalkan X ,---, X, adalah sampel random berukuran » dari suatu populasi yang

mempunyai fungsi peluang f (0;49) dengan & adalah suatu parameter. Suatu
statistik 7 =#(X,.---. X ) disebut statistik cukup jika dan hanya jika fungsi

peluang bersama dari X ,,---, X, yaitu :Hf (x,:0) dapat difaktorkan sedemikian
i=1

sehingga :

Frn, (rrss5,:0) = gl oo, (oo, ) = 2t 0) (o o1x,) - (29.11)
Dengan fungsi A(x,,---,x,) bukan fungsi negatif dan tidak tergantug pada
parameter 6, dan fungsi g(r;0) adalah fungsi tidak negatif dan tergantung pada
X, -+, x, hanya melalui fungsi 7.

Contoh 2.9.1

Misalkan X,,---,X, adalah sampel random dari populasi yang berdistribusi

normal dengan rata-rata u, dan varansi o). yang diketahui. Jika
X =1% X maka akan ditujukkan bahwa X adalah statistik cukup bagi .
=1

Untuk menunjukkannya, diperlukan kesamaan berikut :
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EX ) Z[(X ~ X (- )
= 3 - X 2, - 0T )+ (- ]
=0 XY+ 2, - T ) S )

= Z(Xf —X)+ gz(xf ~XNX = g )+ (X -,V

tetapi :

ZZ(X, —)_(X)_(—,u‘\.)= Z(Y—,u‘\,)i()(, ~)7)

i=1

Fungsi densitas kontinu bersama dari X |,---, X', adalah :

n 1 — X == »\2
f\',,---,x'n(xp'"vxn;lu,\"o-i‘)=1;[O,X\/Zz._ 1 ( éO'Z:U‘)

('m) exp][ ?.clrf Z(X #‘)2}

i=1

on(2n)” 204 ]
[ LZ(\ —x)"”
- exp~~ P - n(‘? — Hx )2
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DI
€Xp 20 2(

- (X —p,
——)z— dan g(X, px,)=exp{i%r2'u—")z}maka
e 4

<O'X 2z

Jika dipilih A(X)=

menurut teorema faktorisasi Neymen-Fiser T =X adalah statistik cukup bagi
Hy-

Contoh 2.9.2
Misalkan X,,---,X, adalah sampel random dari populasi yang berdistribusi
normal dengan rata-rata u, dan variansi o’ dan andaikan g, dano) tidak

diketahui maka 6=(,u__\,,0'§,)e®= {—oo <, <+0,02 >O}

n 1 X :

1 1 & 2
= _ X -
oy (27[)% exp{ 20’,?( g( ' 'uX) }
1 2 _ 2
= ¢ X A t 4
(,)ﬂ_) z , 2X, 1y + py }

A i=1

1
= - X} -
- (27[)% exp{ 20} [Z: 2ﬂsz -rnyvi|}

Jika diambil :

g(ZX,., Xz,,u\,a\) a}"exp{ 712 [23’2—2/1\2)( +n,u\1}dan

X i=1

h(x)=(27)™* maka T = (z X, ,ZX ] adalah statistik cukup bersama bagi 4,

i=1

dano;. U
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2.10 Teori Keputusan Statistik

2.10.1 Pengantar

Teori Keputusan Statistik merupakan perluasan dari teori statistik kiasik

(uji hipotesis, pendugaan parameter, dan selang kepercayaan). Teori ini muncul

karena teori statistik kiasik tidak cukup memadai untuk menyeiesaikan

permasalahan yang ada, seperti beberapa permasalahan berikut :

a.

.cn

Sebuah perusahaan sepatu, berdasarkan hasil penjualannya ingin
menentukan apakah: meningkatkan produksi, mengurangi produksi,
alau tetap berproduksi seperti sekarang. Untuk ketiga kemungkinan
nilai potensi pasar yang sesungguhnya dari hasil produksi, pihak
perusahaan dapat menyediakan perhitungan kasar dan kemungkinan
untung atau rugi. Dilthat dari kemungkinan tindakan atau keputusan
tidak cukup untuk menggunakan kerangka kerja teori hipotesis.

Ada kalanya suatu masalah sepintas tampak sebagai masalah uji
hipotesis dua-arah tetapi ternyata menunjuk satu dari tiga kemungkinan
tindakan, seperti contoh berikut : Seorang dokter ingin mengetahui
pengaruh dari obat baru terhadap tekanan darah. Hal yang dapat
dilakukan adalah dengan menggunakan uji hipotesis dua-arah dengan
hipotesis : obat baru tersebut tidak mempunyai pengaruh, lawan
hipotesis alternatif : obat baru tersebut berpengaruh. Jika hipotesis
ditolak, dan ingin mengetahui apakah tekanan darah itu ‘naik’ atau

‘turun’ maka pengaruh sebenarnya dart obat baru tersebut adalah salah
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satu dari tiga kemungkinan yaitu : ‘tidak berpengaruh’, ‘tekanan darah
turun’ atau ‘tekanan darah naik’.

¢. Sebuah organisasi konsumen ingin menyediakan laporan hasil test dari
beberapa merek AC. Berdasarkan beberapa sampel AC organisasi ini
ingin memberikan rangking dari merek-merek AC tersebut. Jika ada &
merek AC yang berbeda maka ada k! kemungkinan rangking atau
tindakan. Masalah ini tidak dapat diselesaikan dengan teori statistik

klasik (uji hipotesisi dan pendugaan parameter).
Tentunya dalam mengambil keputusan perlu dipertimbangkan akibat dari
keputusan yang diambil dan tentu saja dipilih keputusan dengan akibat atau
kerugian yang paling kecil. Masalah-masalah kepu‘tusan selanjutnya lebih lanjut

dibicarakan dalam subbab ini yaitu Teori Keputusan Statistik.

2.10.2 Elemen-Elemen Teori Keputusan Statistik
Elemen-elemen dari teori keputusan statistik adalah :

1. Varibel random X.

N

. N yang menyatakan himpunan semua nilai variabel random X

3. Parameter 6 yang menyatakan ‘keadaan alam’ (“State of nature™).

o

. Ruang parameter ©, yangA menghimpun semua kemungkinan nilai

parameter 6, ,k=12,....n.

(9]

. Ruang keputusan D, yang menghimpun semua kemungkinan tindakan

atau keputusan yang dapat diambil 4, j=1.2,...,m.
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6. Aturan keputusan 5(X ), merupakan suatu fungsi J(x) yang mengaitkan
setiap x € Ndengan d e D sedemikian hingga &5(x)=d.
7. Fungsi kerugian E(B,d), yang menyatakan kerugian yang terjadi bila
dipilih suatu keputusan d.
8. Fungsi resiko R(0,5)=E[e(6,5(N))]
Selajutnya masing-masing elemen akan dibahas lebih lanjut sebagai
berikut. Elemen pertama dari teori keputusan statistik adaiah variabel random X
yang mempunyai distribusi yang tergantung pada parameter &  yaitu

er“_J,ﬁ‘_(,)('x1 soen X, |0). Parameter @ menyatakan “keadaan alam” (State of

nature) dan himpunan dari semua kemungkinan nilai & disebut ruang parameter
dan dilambangkan dengan ©. Himpunan semua kemungkinan nilai vanabel
random X dilambangkan dengan N.

Pengambil keputusan memiliki himpunan D disebut sebagai Ruang
keputusan, yang anggotanya adalah semua kemungkinan tindakan atau keputusan.
Berikut diberikan ruang keputusan untuk beberapa contoh masalah dikaitkan

dengan pengujian hipotesis dan pendugaan parameter.

Contoh 2.10.2.1
Dari contoh a diatas, D={d.d,,d,} dimana &, adalah keputusan untuk
menaikkan produksi, d, adalah keputusan untuk tetap berproduksi seperti biasa,

dan ¢, adalah keputusan untuk menurunkan produksi.
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Contoh 2.10.2.2
Dari contoh ¢, jika dicoba untuk AC yang berjumlah 3 maka
D={d .d,,d,):1<d, =d, #d, <3}, dimana (d,,d,,d,) mempunyai arti d,
lebih baik dari d, dan d, lebih baik dari d,. Jika ingin melakukan uji hipotesis
dan pendugaan maka :
Uji Hipotesis :

D= {0,1} dim ana 0 berarti 'hipotesis diterima’ dan 1 berarti 'hipotesis ditolak'.
Pendugaan :

D =R, R garis real.

Elemen selanjutnya adalah fungsi kerugian (loss Function) ¢ yang
menyatakan kerugian yang terjadi bila dipilih suatu keputusan d, dan pada
setiap@ e © dan de D terkait suatu bilangan #(0,d) dengan syarat:
£0,d)20,V0e® A xe dan £(0,d)=0 jika d=0, V8 cOAxeN. Untuk
tujuan teoritis dapat dipilih fungsi kerugian yang sesuai dengan permasalahan.
Fungsi kerugian yang biasa digunakan dalam pengujian hipotesis maupun
pendugaan parameter € adalah “kerugian kuadrat” dan “kerugian 0-17, yaitu :

a. Fungsi kerugian kuadrat : ¢(9,d)=(0—d)’, untuk menduga parameter 6.
b. Fungsi kerugian 0-1 : E(H,d):l jika €0, (keputusan benar)
€(<9,d) =0 untuk yang lain (keputusan salah)

untuk menguji Hipotesis H:0€0Q, lawan K :80€0,.
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Selanjutnya akan dibicarakan proses pengambilan keputusan yang dimulai

dengan definisi berikut :

Definisi 2.10.2.1 Masalah Keputusan

Suatu Masalah keputusan yang umum adalah suatu tigaan (©,D,¢) dan
variabel random JX. Variabel random X mempunyai fungsi densitas
FrcoFieenx, 16), 6 tidak diketahui tetapi 8 € ©.

Untuk mengambil suatu keputusan tentunya diperiukan suatu aturan.

Aturan keputusan tersebut akan didefinisikan sebagai berikut :

Definisi 2.10.2.2 Aturan Keputusan teracak dan tak teracak

Untuk Suatu masalah keputusan (@,D,L’),X , suatu aturan keputusan (tak
teracak) vaitu, suatu fungsi & (x) yang mengaitkan setiap x € X dengan suatu
anggota d dant D sedemikian hingga 5(x)=d :

Suatu aturan keputusan teracak ialah suatu fungsi 5(-) yang menentukan

suatu distribusi peluang untuk setiap x € ¥ sehingga berdasarkan itu dipilih
suatu anggota d dani D. Ditribusi peluang ini akan dinyatakan dengan & (x)

Seorang penduga tidak dapat mengharap untuk menentukan kerugian
minimum untuk setiap sampel, tetapi dapat dicoba agar kerugian menjadi
minimum  secara rata-rata. Schingga untuk memilh penduga yang
meminimumkan kerugian setiap sampel sama saja memilih penduga yang
meminimumkan kerugian secara rata-rata. Penduga yang meminimumkan
kerugian secara rata-rata disebut sebagai fungsi resiko yang akan didefinisikan

sebagai berikut :
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Definisi 2.10.2.3 Fungsi Resiko (Risk function)

Andaikan diketahwi fungsi kerugian (0, 6(x)). Fungsi resiko (dinotasikan
dengan R(6,5)) dari suatu aturan keputusan 5()( ) untuk suatu masalah
keputusan {©,D,¢), X (harapan kerugian atau rata-rata kerugian bila 6
menyatakan keadaan alam yang sebenarnya dan keputusan dipilih menurut
aturan &(e)) adalah :

R(p,5)=E[e(s, 5(x )]

Contoh 2.10.2.3

Seorang tuan tanah menduga bahwa tanah miliknya mengandung minyak. Dia
memiliki 3 pilihan yaitu mengebornya, menjual seluruhnya dan menjual sebagian,
untuk menentukan pilihan maka diselesaikan sebagai berikut : Andaikan ada 2
kemungkinan dari nilai ¢ yang dinyatakan dengan &, jika suatu daerah
mengandung minyak bumi dan 6, jika tidak. Andaikan juga diketahui 3
kemungkinan dari tindakan (keputusan) yaitu d; jika diputuskan untuk
mengebornya, d, jika diputuskan untuk menjual seluruhnya, dan o, jika
diputuskan untuk menjual sebagian. Kerugian dari masing-masing tindakan
dinyatakan dalam tabel fungsi kerugian berikut :

Tabel 2.10.2.1. Fungsi kerugian ¢(@,d).

{ada minyak)
(tidak ada minyak) | @, 12 1 6

L =

o
—
S
N

Dari penclitian didapat informasi tentang susunan batuan yang hasilnya
dinyatakan dalam variabel random X yang mempunyai kemungkinan nilai kode

0 dan 1, dan peluang p(x,6) dinyatakan dalam tabel berikut
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Tabel 2.10.2.2. p(x,8,) i=1.2.

x=0 x=1
(ada minyak) 6, 03 0.7

(tidak ada minyak) 8 0.6 0.4

¥

Sehingga X menyatakan susunan batuan, dan ketika tanah itu mengandung
minyak, jika diketahui susunan batuan berkode 0 {x =0) dengan peluang 0.3 dan
susunan batuan berkode 1 (x=1) dengan peluang 0.7. Tanah itu tidak
mengandung minyak jika diketahui susunan batuan berkode 0 dan 1 dengan
peluang 0.6 dan 0.4.

Semua kemungkinan aturan keputusan (tak teracak) dinyatakan ditabel berikut :

Tabel 2.10.2.3. Kemungkinan aturan keputusan (tak teracak) &, (x).

TR 1 [2 3 ey o e | 5| O
x=0 d |d |d |d |d, |d |d |d |d,

d, 4, d, | d,

<14, 14, |4 |4 |d

—_

2

Kemungkinan nilai resiko dapat dinyatakan dalam tabel berikut :

Tabel 2.10.2 4. Titik-titik resiko (R(6,.6,). R(6,35,)).

T~ 1 [2 [3 [4 |5 |6 |7 '8 |9
Re.5) 'O |7 [35]3 [10 [65]|15 855
Re.5) 12 |76 (965411 |3 (84 4016

|

Nilai-nilai resiko tersebut dihitung sebagai berikut :
resiko 0 pada saat @ adalah :

R(.,5)=E[¢(0,6(x))]= 0.4, )P[5(X)=d,]
+06.d,)Plo(xX)=d h//(g d, p[g,(
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Sebagai contoh :

R(6,,d,)=10(0.3)+10(0.7)="7.

R(,,d,)=12(0.6)+1(04)=76.

Masalah selanjutnya adalah memilih salah satu yang terbaik dari sekian
kemungkinan aturan keputusan. Tentunya dalam memilih akan dipilih aturan
keputusan dengan resiko yang terkecil, yang lebih jelasnya akan dimulai dengan

definisi berikut.

Definisi 2.10.2.4 Keputusan yang Lebih Baik

Untuk setiap masalah keputusan (©,D,¢), X, aturan keputusan &,(s)
dikatakan lebih baik dari pada aturan keputusan &,(e) bila :

j R{(@, 5, )\S R([H,Sl ),\ untuk semua 9 € G.
|RIO",8, )< RI07,8, ) untuk paling sedikit satu 6" € ©.

Dikatakan &,(e) tidak lebih baik dari pada &,(s) bila :
R(6,5,)< R(6,5,), untuk semua 0.

Dalam praktik, jika dipilih aturan keputusan pada definisi 2.10.2.4 akan
mengalam kesulitan, karena dengan definist 2.10.2 4 tidak ada aturan keputusan
0 yang terbaik untuk seluruh keputusan. Jika o, dan &, adalah dua aturan
keputusan , dapat terjadi o, lebih baik dari 0, pada & tertentu tetapi tidak pada &
lainya. Sebagat conitoh 6, dan &, dari contoh 2.10.2.3 (tabel uitik-titik resiko)
terlihat bahwa R(9,,8,) < R(8,.8,) tetapi R(8,,5,)> R(6,,5,)

Salah satu jalan untuk menentukan aturan keputusan yang terbaik dapat

diperoleh dengan menggunakan kirileria menurul Bayes
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2.10.3 Kriteria Bayes
Sudut pandang Bayes memandang & secara khusus, yaitu : ¢ dipandang

sebagai varaiabel random. Jika diketahui f. YP__I'_,Eg(xl,...,xn 10) adalah distribusi
bersyarat dari varabel random X untuk &=46. Selanjutnya dapat dicari
R(0.6)=E[6(0,5(X))|0 =6] yaitu harapan kerugian jika dipilih aturan
keputusano dan d = 6. Karena ¢ dipandang sebagai variabel random maka lebih
ianjut dapat menentukan harapan kerugian secara rata-rata dari ¢ yang berbeda-
beda. Harapan kerugian ini disebut sebagai Resiko Bayes dari aturan keputusan J,
yang akan didefinisikan sebagai berikut :
Definisi 2.10.3.1 Resiko Bayes

Resiko Bayes dari aturan keputusan ¢ (dilambangkan dengan r(b‘)) adalah

nilai rata-rata dari R(6,8) yaitu : #(8)=E[R(9.6)|=E[E[¢e(0,5(x))]].
Contoh 2.10.3.1
Kembali ke contoh 2.10.2.3. Jika berdasarkan pengalamannya seorang ahli
minyak menyatakan bahwa peiuang menemukan minyak di tempat tersebut adalah
0.2. Maka parameter ¢ dapat dipandang sebagai variabei random dengan
kemungkinan nilai 6, dan €, dengan peluang 7z(6,)=0.2 dan #(6,)=0.8.
Resiko Bayes dari aturan keputusané adalah : ) ) = O.ZR(BI ,0 )+ O.8R(92,5),
yang seiengkapnya dinyatakan dalam tabel berikut :

Tabei 2.10.3.1 Resiko Bayes

il 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Hs)| 96 | 748 | 838 | 492 | 28 | 37 | 702 | 49 | 58
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Dalam pandangan Bayes aturan Kkeputusano lebih baik dari aturan

keputusan & jika dan hanya jika & memiliki resiko Bayes terkecil. Berikut akan

didefinisikan aturan Bayes.

Definisi 2.10.3.2 Aturan Bayes
Aturan keputusan & disebut aturan Bayes, jika meminimumkan resiko Bayes
yakni:
1'(5i)=nlin‘.,- 5). 0

Contoh 2.10.3.2
Kembaii ke contoh 2.10.3.1 dari tabel 2.10.3.1 dapat dilihat bahwa aturan &

adaiah aturan Bayes.

Sebagai catatan : penentuan aturan keputusan Bayes didasarkan atas
r(5)=Y R(0.5)r(0). jika 6 diskret dengan fungsi peluang 7(6) dan
r(8)=[RO.6)(6)d6, jika 6 kontinu dengan fungsi densitas 7(6)
Perbandingan seperti itu dapat puia dibuat dengan interprestasi 7 yang berbeda.

x tidak diinterprestasikan sebagai densitas prior, tetapi diinterprestasikan sebagai

fungsi “pembobot” untuk nilai rata-rata dari fungsi R(6,5).

Contoh 2.10.3.1.3

Kembaii ke contoh 2.10.2.3. Seorang ahli minyak merasa bahwa kedua niiai
resiko sama. Maka dalam membandingkan aturan keputusan menggunakan rata-
rata kedua resiko yaitu : L[R(6,,6)+R(6,,6)} Tetapi ini hanya untuk

membandingkan aturan keputusan dengan peluang 6, dan g, sama. U
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BAB 11
METODE BAYES

3.1 Pengantar

Kekhasan Metode Bayes, terletak pada interprestasi peluang suatu
kejadian. Peluang (menurui Bayes) diinterpresiasikan sebagai ukuran derajat
keyakinan seseorang tentang nilai suatu parameter yang tidak diketahui, yang
disebut sebagai peluang subyektif. Peluang subyektif dapat didasarkan atas
pengalaman, pengetahuan, atau keyakinan seseorang tentang suatu nilai parameter
yang tidak diketahui.

Peluang subyektif selanjutnya digunakan untuk mendefinisikan apa yang
disebut sebagai disribusi prior (awal) suatu parameter populasi, sehingga
Inferensi Bayesian memandang parameter sebagai variabel random yang
diketahui distmbusi priomya. Distribusi prior merangkum derajat keyakinan
seseorang tentang nilai parameter yang tidak diketahui. Setelah distribusi prior
tertentu, maka bersama dengan hasil observasi dari sampel digunakan untuk
menyusun distribusi posterior. Distribusi posterior ini disusun berdasarkan
informasi awal subyektif (derajat keyakinan seseorang) teniang parameter
popuiasi dan informasi sampel obyektif. Distribusi posterior kemudian digunakan
untuk menduga parameter atau menentukan selang kepercayaan suatu parameter
yang tidak diketahui.

Pembahasan pada bab ini akan dimulai dengan membahas distribusi prior

dan distribusi posterior, distribusi prior sekawan dan distribusi posteriomya.
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3.2 Distribusi Prior (awal) dan Distribusi Posterior

Dalam masalah pendugaan parameter suatu populasi ¢ dapat didasarkan
semata-mata pada informasi yang diperoleh dari suatu sampel random yang
ditarik dari suatu populasi tersebut. Dalam banyak situasi, tambahan informasi
mengenai nilai parameter 6 yang tidak diketahui mungkin tersedia. Informasi
tambahan ini dapat digunakan untuk menyusun distribusi prior parameter #, yang
bersama-sama informasi dari sampel dapat digunakan untuk menyusun distribusi
posterior yang berguna sebagai dasar dalam menyusun dugaan suatu nilai

paramater atau menyusun selang kepercayaan suatu nilai parameter 6 yang tidak

diketahui.

Definisi 3.2.1 Distribusi Prior
Distribusi prior suatu parameter & adalah fungsi peluang atau densitas yang
menggambarkan derajat keyakinan mengenai nilai 6 . Berdasarkan observasi

(awal) variabel random X, X,,..., X, yang distribusinya tergantung pada 6.

Distribusi prior dinotasikan dengan f,(¢) untuk kontinu atau P, (6')
diskrit dimana © adalah ruang parameter yang berhubungan dengan variabel

random X, X,,.,X, dan @ sebagai nilai observasi dari parameter 6.

Contoh 3.2.1

3 orang menemukan sekeping uang logam 50-an baru, dan tertarik untuk menduga
parameter & yaitu peluang munculnya sisi gambar pada pelemparan sekali. Orang
pertama berpendapat nilai @ haruslah terletak antara 0 dan 1, sehingga distribusi

prior menurutnya adalah :
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f(@)— 1,0<8<1
®¥7710, Yang lain.

Orang ke-2 berpendapat, bahwa peluang nilai & adalah sama yaitu %, sehingga
menurut pendapatnya distribusi prior bagi ¢ adalah :

, @=1
, =0
, yang lain.

Po (0) =

O wl= w

Orang ke-3 berpendapat bahwa peluang nilai 6 tidak sama (menurutnya uang

tersebut tidak simetris), maka distribusi prior menurutnya adalah :

, 8=04 atau 8=0.6
. 6=0.5
, yang lain.

Pe (9) =

O Nf= &=

Dari contoh di atas ada 3 distribusi prior yang berbeda dari parameter yang
sama, demikian pula ada kemungkinan dua atau lebih orang mengamati sampel
yang sama akan sampai pada nilai dugaan yang berbeda, karena perbedaan
interprestasi informasi prior.

U

Distribusi prior dapat pula dinyatakan dalam fungsi peluang tertentu,

seperti contoh berikut:

Contoh 3.2.2

Diterima 1000 buah barang dari perusahaan pemasok barang. Di dalamnya
terdapat sejumlah barang cacat sebanyak 6 (yang tidak diketahui). Dari
pengalaman transaksi terdahulu ditemukan bahwa 5% dari barang tersebut cacat.

Jika diasumsikan setiap barang mempunyai peluang cacat sebesar 0.05 dan setiap
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barang yang cacat saling bebas, maka distribusi prior 8 adalah distribusi binom

dengan n=1000, p=0,05 yaitu :

Po(0)= (IO;O}(o.os)" (0.95)%° ,8=0.1,...,1000.

1

Definisi 3.2.2 Distribusi Posterior

Distribusi posterior untuk 6 adalah fungsi peluang atau densitas bersyarat dari
0 .jika diketahui nilai sampelnya, yaitu :
I, x 'G)(xl""’xn;g)
- Bix,...,x, )=/
f(—){,&l,..,,x,,( 141 ) le,.wX,, (xl,_“,x")

[ fX,,...,X.,|e(x1,---w"n |9)f@(9)
LifY‘,..,.\’"|®(xl""’xn ' G)f@(ﬁ)
le...,X_l(-) (xl""’xn | 0)17@(9)
LZfX,,...,X'.l(-)(xl""’xn le)pe(ﬁ)

untuk kasus kontinu.

, untuk kasus diskrit.

0
Distribusi prior § menggambarkan derajat keyakinan seseorang tentang

lokasi nilai 8 sebelum penarikan sampel, dan distribusi posterior menggambarkan
derajat keyakinan seseorang tentang lokasi nilai & berdasarkan distribusi prior

dan informasi yang terkandung dalam sampel.

Contoh 3.2.3
Kembali ke contoh 3.2.1. Jika uang 50-an dilempar sekali dan didefinisikan x =1
jika diperoleh muka, dan x=0 jika diperoleh belakang , maka fungsi peluang

1-6,x=0

untuk sampel ini adalah: Py . . o(x|6)= {9 |
: .

Jika diasumsikan distribusi priomya : fol0)=1 ,0<6<1
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maka fungsi densitas bersama untuk X,,...X, dan ©® adalah

1-6, x=0,0<6<1
- relxld) = ’ ’
A 30 {9 , x=1,0<8<1

fungsi densitas marjinal untuk X ,,..., X, adalah :

J'(l—f))dﬁ,x=0,0<9<1 ,x=0,0<6<1

x=10<8<1

_/%\
PO | = |

jede x=10<8<l \
0

Karena [(1-6)df=1 dan [0d6 =1 maka 1, (x)=% ,0<0<1,x=0,1
0 0

distribusi posterior untuk © adalah :

; _[2(1—8),x=0,0<9<1
([OF CPRUA —120 . x:l : 0 <0 <1

sebelum melempar koin diperkirakan peluang 6 yang lebih dari 1 adalah 1,
setelah melempar koin dan diperoleh sisi muka (x=1), peluangnya adalah

1
I20 df =23, atau jika diperoleh sisi belakang (x=0) , peluangnya adalah :

1
i

I2(1—0)d9 =1. Jadi menurut distribusi posterior bahwa peluang ¢ yang lebih

dari 1 adalah 2 atau %, tergantung apakah sisi muka muncul ketika koin

dilempar.
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Jika diasumsikan distribusi priornya adalah :

© 1., 0=04ataud =06
PN 1 g0

maka fungsi densitas bersama untuk X ,...,.X dan © adalah:

Ji(l9),x=0,9=0.4atau9=0.6

, 1(1-6),x=0,0=05

‘, . ",H =

./Jl\l,..”\,,,,,()(#‘ ) 19, x=1,0=04 atau 0 = 0.6
LEQ,X—I,HZO.S

fungsi densitas marjinal untuk JX,,..., X, akan dihitung sebagai berikut :

6=04 0=05 6=06

x=0[1(1-04)=1(0.6)=0.191(1-0.5)=1(0.5) 1(1-0.6)=1(0.4)=0.1
=025

x=1 1{0.4)=0.1 1(0.5)=0.25 1(0.6)=0.15

Jadi fungsi densitas marjinal untuk X ,..., X, adalah:

{5(1 0.4)+1(1-0.5)+1(1-0.6) ,x=0
|4(0.4)+1(0.5)++(0.6) ,x:l

1(0.6)+1(0.5)+1(0.4) ,x=0
{ L(0.4)+1(0.5)+1(0.6) el

0.15+0.25+0.1 ,x=0
0.1+0.25+0.15 Lx=1

= W=
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Distribusi posterior untuk © dihitung sebagai berikut :

=04 =05 =06

=
Il
o
Q
o
1
S
w
=)
G
i
e
L
'o
Il
o
[\S]

=
Il
—_—
I
o
rJ
o
i
i
o
w
=]
v
1
o
(98]

Jadi distribusi posterior untuk © adalah :

03 ,6=04

fow..x,@1x=0)= 40.5 . 6=05

102 ,6=06

[02 ,60=04

dan fox, x,01x=1)= 10,5 =05
03 ,6=06

Contoh 3.2.4
Kembali ke contoh 3.2.2. 1000 barang diterima dari perusahaan pemasok barang,

dengan jumlah cacat 6. Distribusi prior untuk 8 adalah :

PolB) = {1 0600](0.05)” {0.95)°"° [ 9=01,...,1000

jika diambil sampel (acak) sebanyak 10 barang dari 1000 barang tersebut dan

andaikan X,,...,X, adalah jumlah barang yang cacat dalam sampel, maka
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distribusi untuk X ,..., X, , jika diketahui & =0 adalah distribusi hipergeometrik,

[9}[1000—9]
x A 10—x
~_ < x=012,...10

yaitu Px,. .x,® (x | 9) = |/ 1 0007

\ 10 )

dan fungsi peluang untuk X,,...,X, dan ® adalah :

[0][1000 = 6]
(x;0) = $(1000](0.05)9 (0.95)**

Py,..x,0 ( 1 000\‘ L 3]
(10
_ (10 9% ](o 05)(0.95)*" | x=01.2.....10
X L(-)—x/ . | ’ T

fungsi peluang marjinal untuk X,,..., X, adalah :

P )= 3 Lmj{ o ](0-05)”’ (0.95)*
) X

f=x 6_x
110\ 3 i ( 990 f-x 1000—(8—x
= l0.05)(0.95)°Y \ 0. Vo
s Joosy@o9 5 7 Josy(099

(Yoo (09™ 1x-0u..0
X

yaitu X ,..., X, berdistribusi Binomial dengan » =10, p =0.05.

Distribusi posterior untuk © adalah :

p.\'i__..n\',,.@(xﬁ) (990

JorO19)== = o=+

](0.05)"‘* 095" 0 =xx+1,...990+x,

L7

binomial dengan » =990, p = 0.05, digeser x satuan ke kanan.
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3.3 Distribusi Prior Sekawan dan Distribusi Posteriornya

Definisi 3.2.2 merupakan suatu cara untuk memperbaiki fungsi densitas
karena adanya informasi sampel. Tetapi dalam praktik banyak dijumpai kesulitan
dalam memperoleh distribusi posterior dengan definisi 3.2.2. Sebagai contoh jika
distribusi X,, -, X, adalah N(9,c?) dan distribusi & adalah B(x, §) maka sulit
untuk menentukan distribusi posteriornya. Satu cara untuk menghindari kesulitan
ini adalah dengan membatasi diri pada distribusi prior dalam keluarga distribusi
tertentu yang tergantung pada bentuk fungsi likelihoodnya. Hal ini akan
dibicarakan lebih lanjut dibawah ini.

Karena kesulitan-kesulitan yang mungkin dihadapi dalam menggunakan
definisi 3.2.2, statistisi Bayesian telah mengembangkan konsep tentang distribusi
prior sekawan, yang merupakan keluarga distribusi yang memudahkan beban
hitungan apabila digunakan sebagai distribusi prior. Tentu saja distribusi posterior
tergantung pada fungsi likelihood dan distribusi prior. Biasanya apabila anggapan
tentang populasi atau proses yang diambil sampelnya telah dibuat, misalnya
anggapan bahwa populasi beristribusi Normal atau anggapan bahwa proses itu
merupakan proses bernoulli, maka fungsi likelihoodnya tertentu. Dengan kata lain
apabila model yang menghasilkan data telah dinyatakan, maka fungsi
likelihoodnya diketahui. Untuk setizip model dan fungsi likelihood statistisi
Bayesian berusaha menentukan keluarga distribusi prior sekawannya. Ini adalah
himpunan yang tiap anggotanya dapat dikombinasikan dengan fungsi likelihood
yang dipunyai tanpa menimbulkan kesulitan. Perlu ditegaskan bahwa sifat

“sekawan “ suatu keluarga distribusi dalam setiap situasi tergantung pada bentuk
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fungsi likelihood, dan fungsi likelihood ini tergantung pada model statistik yang

dipilih. Berikut akan didefinisikan keluarga disribusi sekawan.

Definisi 3.3.1 Keluarga Distribusi Prior Sekawan
Andaikan F  didefinisikan  sebagai kelas dari fungsi densitas

Fxpoxgo (x,,-+-,x, | 8) Kelas P dari distribusi prior disebut keluarga sekawan
untuk F jika distribusi posterior 7. . (@!x,....,x,) ada dalam kelas P
untuk semua x € S dimana S adalah ruang sampel dan 7 €P.

Tiga sifat yang penting dari keluarga distribusi sekawan yaitu :
1. Secara matematis dapat ditelusuri.

Sifat ini adalah sifat yang mendorong dikembangkannya distribusi prior

sekawan. Suatu distribusi prior dapat ditelusuri secara matematis apabila :

a. Cukup mudah untuk menentukan distribusi posteriornya dari distribusi
prior dan fungsi likelihood yang dipunyai.

b. Menghasilkan distribusi posterior yang juga merupakan anggota keluarga
sekawan yang sama, sehingga tidak sulit menentukan teorema Bayes
berturut-turut.

¢. Dengan mudah dapat dihitung nilai harapan dari distribusi prior

2. Keluasan.

Tentu saja distribusi prior harus mencerminkan informasi prior dari statistisi.

Karena statistisi yang berbeda biasanya mempuyai informasi prior yang

berbeda, keluarga distribusi sekawan sejauh mungkin harus meliputi ditribusi

dengan parameter-parameter yang berbeda, sehingga dapat memiliki berbagai
macam informasi prior yang berbeda-beda. Sifat ini dinamakan “keluasan”.

Apabila suatu keluarga distribusi tidak cukup luas dalam arti ini, mungkin
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akan tidak terdapat anggota keluarga yang mencerminkan dengan baik
informasi prior statistisi. Apabila demikian halnya, maka statistisi tidak dapat
mengambil manfaat sifat “secara matematis dapat ditelusuri keluarga itu”.

. Mudah diinterprestasikan.

Keluarga disribusi sekawan harus sedemikian rupa sehingga dapat
dinterprestasikan dengan mudah oleh orang yang mempunyai informasi prior.
Informasi prior biasannya tedin dar paling tidak sebagian dari hasil sampel
sebelumnya. Jadi, cara termudah untuk menginterprestasikan distribusi prior
adalah dalam bentuk hasil sampel sebelumnya. Umumnya distribusi prior
sekawan diinterprestasikan dengan cara ini.

Hal Penting yang perlu diingat bahwa distribusi prior sekawan
adalah “sekawan” hanya terhadap fungsi likelihood yang dipunyai (yakni
dengan model statistik tertentu). Keluarga-keluarga distribusi sekawan yang
bersesuaian dengan fungsi likelihoodnya telah banyak dikembangkan. Pada
tulisan ini akan dibahas keluarga sekawan untuk distribusi binomial, poison,

eksponensial dan normal.

3.3.1 Distribusi Prior Sekawan untuk Distribusi Binomial.

Proses bernoulli adalah proses penghasil data dengan dua hasil

yang mungkin (“sukses” dan “gagal”) untuk tiap percobaan (imal), sedemikian

sehingga peluang untuk hasil-hasil ini tetap sama dari percobaan ke satu ke

percobaan berikutnya (stasioner), dan hasil-hasil percobaan ini saling bebas.

Alternatifnya suatu proses bernoulli dapat dipikirkan dalam bentuk “dapatnya

ditukar”, yang berarti bahwa barisan percobaan-percobaan bemoulli yang
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dapat dipertukarkan, atau berkemungkinan sama, apabila barisan-barisan ini
terdirt dari banyak sukses yang sama dan banyak gagal yang sama. Yakni, barisan
yang berbeda berkemungkinan sama tanpa memandang pola sukses gagal dalam
urutan itu, dan ini benar untuk setiap banyak percobaan dengan sembarang banyak
sukses. Disini dianggap peluang sukses P dapat menjalani setiap nilai real antara
0 dan 1, sehingga distribusi prior untuk proses bernoulli adalah kontinu.

Variabel random X yang menyatakan banyaknya “sukses” dalam n»
ulangan suatu percobaan/proses bemoulli disebut variabel random binomial.

Distribusi peluang bagi variabel random binomial ini disebut distribusi Binomial,
ny ey

yang rumusnya adalah : B(x,n, p) = { ] p(l—=p)™ untuk x=123,..,n
X

Dengan menggunakan definisi 3.2.2, statistisi dapat memilih distribusi
prior kontinu, dan kemudian mendapatkan  distribusi posterior setelah
memperoleh observsi sampel. Hal ini dapat merupakan tugas yang sulit, kecuali
distribusi prior itu adalah anggota keluarga distribusi yang sekawan dengan proses
bernoulli, yakni keluarga distribusi Beta.

Fungsi densitas  distribusi Beta serupa dengan distribusi peluang
Binomial. Apabila distribusi peluang P adalah distribusi Beta dengan parameter

r dan # dimana » > r > 0 maka :

f(P)=( (n 1) P 1-PY" 0<P<1

r—1)n—-r-1)
ungkapan matematik ini bersesuaian dengan fungsi peluang binom dengan (r—1)

mengganti »n, dan (n—r—l) mengganti (r—l). Tetapi distribusi Beta adalah
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kontinu, sedangkan distribusi Binom diskrit. Penjelasan tentang perbedaan ini
sangat sederhana; dalam distribusi Binom kuantitas yang tidak diketahu adalah 7,
yakni banyaknya sukses dan jelas » hanya dapat menjalani bilangan bulat, maka
diskrit. Dalam distribusi Beta, kuantitas yang tidak diketahui adalah P yang
merupakan peluang sukses dalam suatu percobaan bernoulli. Yang membatasi
nilai peluang ini hanyalah bahwa nilainya haruslah dari 0 sampai dengan 1. Maka
cukup beralasan untuk menganggap bahwa P dapat menjalani banyak tak hingga
nilai-nilai real dari 0 sampai dengan 1 dan menggunakan distribusi kontinu
(seperti distribusi Beta) sebagai distribusi P.

Berikut akan dibuktikan kebenaran pernyataan bahwa anggota keluarga
distribusi yang sekawan dengan distribusi Binom adalah keluarga disribusi Beta.
Akan digunakan notasi (’) untuk distribusi prior dan semua parameternya.
Sedangkan untuk distribusi posterior akan digunakan notasi (") Misalnya,
f®’(9) dan _/’"(_)!‘\,!,__,_’\,H(Blx,,---,x,,) masing masing menunjukkan distribusi prior
dan posterior untuk 6, sedangkan E'[@]dan E"[@] atau z, dan g masing-
masing merupakan nilai rata-rata atau mean distribusi prior dan posterior.

Andaikan diambil sampel dari proses dikotomi dan dianggap bahwa proses
itu bertingkah laku seperti proses bernoulli. Selanjutnya, apabila dipilih sebagai
distribusi prior untuk P (peluang “sukses” pada suatu percobaan) adalah

distribusi Beta, maka distribusi posteriornya adalah juga distribusi Beta. Pertama-

tama kita tulis fungsi likelihoodnya yaitu:

f(P):[:} P (1-P)" s0<P<l.
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Selanjutnya, fungsi densitas prior Beta dengan parameter r dan », dimana

n>r>0 adalah f’(P)=( (w 1) P (I-PY 7, 0PI

r'—l)(n’—r’-l)
selanjutnya, andaikan bahwa sampel menghasilkan »r “sukses” dalam
npercobaan, maka fungsi densitas posterior adalah juga anggota keluarga

distribusi Beta yaitu :

_ f(P)f(x, -, x,| P)
i jf oo, | P)dp

P"—‘ (1-pPy""x Ay P (1-P)y—

J'mﬁ#ﬁp' H-PY T x s P1-PY T dp

P{r+r i (l _P)(n+n')—(r+r')—1

1 ~—
IP(r+r'}—1 (l _P')(n+n Hr+r )—ldp

0

dari definisi 2.5.6.1 yaitu mengenai fungsi beta ,

diketahui IP(’”H plrerHirer Hdp B((r + r'), ((n + n’) - (r + r'))) dan

0

plr+r)((n+n)=(r+ 7)) = L(r+r)0((n+n)=(r+r))

T(n+n')
((i+r) 1)1 (n+n) (r+r) 1)'
((n+n) 1)

dan dimisalkan ' +7 =r" dan n+ n' = n” maka:

(P x,-- ,_n)=( ("~ 1) o

r— l)‘.(n" -r" - 1)‘.
Jadi untuk menentukan parameter distribusi posterior Beta dengan
parameter n” dan r”, dilakukan dengan menambah statistik sampel # dan » pada

parameter prior »° dan r’,
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Contoh 3.3.1

Andaikan # menunjukkan kekuatan pemasaran merek baru suatu produk tertentu
(vang dinyatakan sebagai bilangan pecahan desimal bukan prosentase). Merek
baru perbedaannya cukup banyak dengan merek lama produk itu. Sehingga kita
sangat tidak pasti akan kekuatan pemasarannya. Kita berpikir mungkin
pemasaran produk itu berhasil (yakni, § akan dekat nilai 1), atau mungkin
pemasarannya tidak berhasil sama sekali (yakni, & dekat dengan 0), atau mungkin
cukup berhasil (yakni, & sebuah bilangan yang tidak dekat pada keduanya).
Dalam hal seperti ini cukup beralasan untuk menganggap bahwa & kontinu. Lebih
dari itu, mungkin kita berpikir bahwa nilai € yang rendah lebih mungkin dari
pada nilai fyang tinggi, dan kita menentukan distribusi prior untuk & adalah
distribusi “segitiga” yaitu: Fl@)=2(1-8);0<6<1.

Untuk mendapatkan informasi lebih banyak tentang &, diambillah suatu
sampel dengan lima orang konsumen produk itu, seorang membeli merek baru
dan empat orang lain membeli merek yang lain. Dianggap bahwa proses
pembelian produk ini dapat dipandang sebagai proses bernoulli dengan peluang
bahwa seorang pembeli yang terpilih secara acak akan membeli merek baru
adalah 6. Informasi ini (satu “sukses” dalam lima percobaan ) dapat disajikan
dalam fungsi likelihood sebagai distribusi Binomial, yaitu :

Flx, - x, i9)=P[r=11n=r:9=9]=® 0 (1-6) =56(1-6Y".
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Menurut definisi 3.2.2 didapat :

OV olx,x |6
Fono @135 = 22O e 10)
_[f@(a)fa';,---,.\',,;@(xlv"'~xn |9)d€

_ -[2(1 ~o)Js00-6)']
j[2(1 —o)[so(1-6)* ko

100(1-6Y

{
[10601-6) a0
0

Integral dalam penyebut sama dengan 57, =Y, jadi distribusi posteriornya
adalah : for . (0]x.....x,)=420(1-6)"; 0<6 <L

Jika menggunakan definisis 3.1.1 maka :

Distribust prior adalah distribusi Beta dengan ' =1 dan »' =3; hasil observasi
sampel adalah r=1 dan »=35. Maka distribusi posterior adalah distribusi beta

dengan r"=r'+r=1+1=2dan n"=n"+n=3+5=8.

3.3.2 Distribusi Prior Sekawan untuk Distribusi Poisson.

Distribusi peluang lain yang kerap timbul dalam praktik dan berhubungan
dengan distribusi Binomial adalah distribusi Poisson. Distribusi Poisson dapat
dipandang timbul dari percobaan poisson, yakni eksperimen yang menghasilkan
variabel random X, banyaknya sukses yang terjadi selama interval waktu tertentu
atau dalam daerah tertentu. Panjang interval waktu itu sembarang, dapat menit,
jam, hari, dan seterusnya misalnya, X menunjukkan banyaknya panggilan

telepon per jam yang diterima oleh suatu kantor. Daerah tertentu yang dimaksud
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dapat dapat berupa suatu segmen garis, suatu luasan, suatu volume atau mungkin
sepotong bahan. Dalam hal ini X menunjukkan banyaknya tikus sawah per
hektar, banyaknya bakteri dalam suatu kultur jaringan atau kesalahan cetak dalam

satu halaman buku.

Misalnya JX,,---,X, sampel random dari populasi berdistribusi poisson

dengan parameter A. Maka Y = ZX ., adalah statistik cukup untuk A. Fungsi

i=1

likelihoodnya adalah :

.f}’._,---.)'_,,li(ylv'”’yn |ﬂ)=%e_nl{(nﬂ)y ;>0

Sekarang, andaikan diambil sampel random X,,---, X, dari suatu

populasi berdistribusi Poisson dengan parameter A. Selanjutnya, apabila dipilih
sebagai distribusi prior untuk A adalah distribusi Gamma maka distribusi
posteriomya adalah juga distribusi Gamma. Kebenaran pemyataan ini dapat
ditunjukkan dengan menggunakan definisi 3.2.2 sebagai berikut:

Pertama-tama ditulis fungsi likelihoodnya:

f,,,,,, (yls"'-Yn !ﬂ):;ly—,e_";"(nﬂ)yﬁ dengan y = ixi

i=1
Selanjutnya, dipilih unuk distribusi priornya adalah distribusi Gamma yang

fungsi densitasnya ditulis sebagai berikut (dengan parameter « dang):

F) T

Maka dengan definisi 3.2.2 fungsi densitas posterior untuk A dapat diperoleh

sebagai berikut :
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VAT e P —ni (2 \¥
(ﬁ;r,g/l“ e’ xle " (nA)

f;g)'l_n-,)'n(/liylﬂ'nﬂyn)— +oo
J-(ﬁ)a A9 e PR ;L‘f,e_"’.‘(nl))'d/l

}:\ +ez —Ie—(ﬂ'+n)l

+oc
[areetm it gz

Akan diselesaikan dulu J-).”“'"’e_(ﬁ TAA

Misalkan ; u = (8’ +n)A maka du =(f'+n)di

e

vra'-1 —(ﬂ+n vta'-1 g
J‘; d;‘“__[((ﬁhn)} “ S

[ (4]

= J‘(ﬂr < I’J)_U‘ﬂz’)"'l (ﬂ, + n)_l u ‘v+a’_le_“ du

, ot
= (ﬂ’ + n)_()'w ) I W e ™ du
]

- (ﬂ’ + n)_("'m‘)l—(y + a')

Sehingga y szl-'“-Y,, (A } Yy, .’yn) (ﬁ(:—:’)a ) ;\+a -1 —(ﬂ+n)/ ; > 0.

Jadi menurut definisi 3.2.2, jika distribusi prior untuk A adalah disitribusi
Gamma dengan E[A]z%. dan var[l]=% -y - Mmaka distribusi posterior untuk A

adalah distribusi Gamma dengan fungsi densitas :

f,._}._____y(A{y‘,,---,-) (ﬂ) AP 250 ,dengan "= f'+n; a"=a' +y.
B F(a)

Maka untuk memperoleh parameter distribusi Gamina pasterior «” dan £”, hanya

dengan menambah parameter prior o' dan ' masing-masing dengan statistik

sampel y dan ».
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Contoh 3.3.2

Banyaknya partikel radio aktif yang melalui suatu counter selama satu milidetik
dalam suatu percobaan laboratori merupakan variabel random X yang
berdistribusi poisson dengan parameter A. Misalkan dalam percobaan itu telah
diamati x=2;x,=4;x,=6;x,=5dan x;=0. Maka n=>5
dan y=2+4+6+5+0=17. Misalkan pula sebagai distribusi prior A dipilih
distribus Gamma dengan parameter «' =8 dan £’ =2. Maka distribusi posterior
A adalah distribusi Gamma dengan parameter " =a'+y=8+17 =25 dan

B = +n=2+45=17.

3.3.3 Distribusi Prior Sekawan untuk Distribusi Eksponensial

Distribusi  Eksponensial, mempunyai banyak aplikasi dalam statistika,
khususnya dalam bidang teori reliabilitas dan waktu tunggu atau masalah antrian.
Berikut akan dijabarkan distribusi sekawan untuk distribusi Eksponensial dengan
dengan contoh sebagai berikut. Misalkan suatu sistem memuat komponen tipe
tertentu yang daya tahan hidupnya dalam tahun adalah variabel random X yang
berdistribusi Eksponensial dengan parameter A. Misalkan pula bahwa dalam

suatu percobaan telah diamati X,,---,X,. Maka ¥ = X, +---+ X, adalah statistik
cukup untuk A. Diketahui bahwa variabel random y berdistribusi Gamma

dengan paramter » dan A. Sehingga fungsi likelihoodnya adalah :

roo
fyl.--..w(}a,---,yn!ﬂ-)=r(n),v ey >0,
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Dengan fungsi likelihood seperti ini, maka distribusi prior sckawannya adalah

distribusi Gamma dengan parameter o’ dan S'. Selanjutnya dengan definisi 3.2.2

akan didapat distribusi posterior untuk A adalah distribusi Gammma pula dengan

parameter " =a'+n dan B” = B’ + y, yang akan dijabarkan sebagai berikut :

f(’1 f} }X(yl’.’yn‘l)
_[f (/?,))\ f} }}(,yl>'7ynl)')1)"

By ¥ e Pt A nlp
T{a} A X T ¥
+a
(BY qa'1 _-p4 Al Ay
-[ (@) A e X T y e dA
0
Zla'+n—1 e—( B+y)A

fﬂ’.’i}".-",}"n (AA' ] yla * ’ n

Ila'+n—] e—(ﬁ'+)‘)/l di

Akan diselesaikan dulu j;f‘+"-1 e i
0

Misalkan : u = {8’ + y)A maka du = (8’ + y)dA

+oc +oc a'+n-1

san-1 _f+n)k 34 H —¥ _ du
Jarrm e ans [(Gg) e gy

0 0

—{a'+n)+t
— I(ﬂ +y) (ﬂl +y)-1ua'+n—le—udu

—a'+n) 4o

=(,B’ + y) Iu“'+”'le_“du

0

=(B'+y) T (o’ +n)

Jadi: f/i”i‘\'l-'"-.‘\'n(ﬂ’ixl.“'7'1n) (l?(;);)n) Aie 250,

Ini adalah distribusi Gamma dengan parameter " =@’ +n dan 8" ="+ y.
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Contoh 3.3.3

Misalkan diketahui daya tahan suatu lampu dari suatu abservasi diketahui :
x,=63;x,=45,x,=57;x,=39.x;,=51;x,=48;x,=44;x,=73
maka y=63+4.5+57+39+5.1+48+44+7.3=42.0. Selanjutnya apabila
distribusi prior Gamma itu mempunyai parameter o' =4 dan f' =20, maka
distribusi posterior untuk A adalah distribusi Gamma dengan parameter

a"=a'+n=4+8=12dan "= ' +y=20.0+42.0=62.0.

3.3.4 Distrbusi Prior Sekawan Untuk Distribusi Normal

Disini akan dipelajari prosedur dengan informasi prior yang dengan mudah
dapat dikombinasikan dengan informasi sampel dari suatu proses normal apabila
informasi prior dapat dinyatakan dalam bentuk distribusi Normal. Distribusi
Peluang x adalah distribusi Normal dengan mean . . dan variansi &’ apabila

fungsi densitas berbentuk

1 b P

f(x)zﬁe o< x <+o

dengan ¢=2.71828 dan 7 =3.1415 adalah konstan. Grafik fungsi densitas ini
simetrik, berbentuk lonceng .

Berikut akan dijabarkan distribusi posterior jika distribusi prior sekawan
untuk distribusi Normal . Andaikan seorang statistisi mengambil sampel dari
suatu populasi yang berdistribusi normal yang variansinya o diketahui. Tetapi

meannya u tidak diketahui. Apabila distribusi prior untuk x# adalah :
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f;:_r (IUX ) = - 2;.»1 (,UX - m')z.

1
—————exp
(\f 270", )

Ini adalah fungsi densitas normal dengan mean m' dan variansi o’;. Apabila

diambil sampel berukuran » dan diketahui mean sampelnya adalah ¥ =m maka

fungsi likelihoodnya adalah :
1
f\’ls...,‘\’”]#‘r (xln'“’xn ! ILIX)= 3 \n exp_ 201,1'3 Z(xi —/ll‘ )
(\12770"\, )
1 2 2
= "eXp— GIZ[Z(xi_m) +n(m—lll:(') ]
(V 2’70'.\’2) \

Maka dengan definisi 3.2.2 fungsi densitas posterior untuk g, dapat diperoleh
sebagai :

, S e X fyp oy Xm0 %, | 4
i 55 S e )
Ifl; (#X )x .f‘\’.l,---,,\',,!,u_.( (xl oo X, |y Ydpy

ey bl b et (e - -V

\42
—_ A\ i

+

[rayorl gt —m b ot e [ - o o
exp {— g g+ )i exv{ P R )}
) Texph,%;(#xz ~2utym’ e oxple 2 (0, = 2mu + m Y,
expmz%+L>-L<z#\—>eml+#m>-lemn%mz)}
oo b+ s foms zomslism o)
ot v+ o)

Iy,
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%x 1

2
= oy \ o2 P

1 4 n ‘1 ! n 2
—5m +02m =M+ —=m
1 X X 1 1 X o
eXpir— exp —5(7+% po

x X
1 ! n 1 ! 2
—sm +smf [+ —=m +-"2-m
1 9% 9, 1{_t X ox
e L B e P I
1 ' 2
1{_1t n X Ox
-y n -2 %% 7
CXPi T3 o'’ + oyt 4 1 4 n
C',".'z C"\':
- [ 1 ' n z
+o —m + ? m
R D BRI, — % %
I eXp 2\’ + ey Hy 14 d'uX
- oy’ oy’

’ 2

o Lm'+ -2 m)
Akan diselesaikan dulu Iexp —%(a‘ o p ———— 2

Diketahui dari fungsi Gamma bahwa :

misalkan x =3 maka 1"(%): _[Soe—:zds =7 sehingga Ie'szds =
0

[

s[$)

sekarang,

3 2
X Oy

+eo (d,%m'+o_":m) L-m'+Lm
jexp ——;—(;‘-—+-"— Uy —————— |»du, misal p= Uy % @ 9%
-0 2

+ 2
2ayoy

< » 2 i 2 2 2
=2 Iexp—% %+ a:’(z)p dp= 2Iexp—( L’w’zp) dp
0
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)3
IIllSﬂl = = V/'sz +n0'\ p maka d"’ — ‘V/U; +no‘ dp Sehlnga
Zfexp \/?7 j dp = ZV!?:?J‘CXp Zdv—z\/ za+:a & g‘%

Jadi

1 Lom'+ om
” i . il 1 ; 'y Ty ) .
.fy_\-w\’,.---.,\'” (.U,\' l—\la"'axn)“ ;TeXp_é(,_‘ﬁ"'fz A - (3.3.4.1)

2ro\ oy
2 e
aytadly

Jika variansi dan mean distribusi posterior (3.4.4.1) dinyatakan sebagai :

12 = 1 +—5 (3.34.2)
Oy Oy Oy

Dan m" 1)— (3.3.4.3)
ey e

oy oy

Sehingga persamaan (3.3.4.1) dapat ditulis kembali sebagai

H g4 AR
fyxXl 1 (.U\ E ’xn)z I_ Z +O' zJeXp_%(,,_%XUX -
X v

— gl py =
0 5

Perhatikan bahwa » dan m, ukuran dan mean sampel, adalah statistik-
statistik sampel yang diperlukan guna menentukan distribusi posterior sehingga
dalam keadaan ini statistik-statistik itu adalah statistik cukup.

Dan (3.3.4.2) dapat dikatakan bahwa kebalikan variansi posterior sama
dengan jumlah kebalikan variansi prior dan kebalikan variansi m yakni "‘A
Dari (3.3.4.3) dapat pula dikatakan bahwa mean posterior adalah rata-rata

bertimbang mean prior dan mean sampel, nilai timbangnya adalah kebalikan
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N

masing-masing variansi. Apabila variansi distribusi prior ¢, > menurun, kuantitas
ketidakpastian menurun juga, dan informasi prior diberikan bobot yang lebih,

dalam menentukan distribusi posterior. Hal yang sama juga benar bagi informasi
sampel dengan mengingat "-"Z adalah variansi mean sampel.

Sebagai contoh misalnya diketahui variansinya o’ =400, tetapi H
tidak diketahui. Distribusi prior untuk x, adalah distribusi normal dengan mean
225 dan variansi 25. Sampel berukuran 4 diambil dan mean sampel tersebut

adalah 200. Jadi m’ = 225, o, =25, m =200, n = 4. Maka :

i 4 _ 5 _ 1 i (ng)225H3000)200 94y _
d-\z—E*'W‘W—E dan m" = 220.

Jadi parameter posterior adalah m” =200 dan o> =20. Pada kasus distribusi
Normal selalu benar bahwa mean posterior terletak antara mean prior dan mean
sampel dan variansi posterior selalu kurang dari variansi prior. Ini dapat dilihat
dari (3.34.1) Jika n >0, suku kedua ruas kanan persamaan itu lebih dari nol; jadi
kebalikan variansi posterior lebih besar dari kebalikan variansi prior. Ini berarti
bahwa variansi posterior lebih kecil dari variansi prior.

Selanjutnya, pandang paramter »' yang didefinisikan sebagai :

n =T (3.3.4.4)
o
maka
o= (3.3.4.5)
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-

Sehingga variansi prior dapat ditulis dalam »' dan variansi proses o,’. Jadi,

distribusi prior adalah distribusi Normal dengan mean m' dan variansi ”-‘%.

Sekarang, apabila didefinisikan sebagai :

"= (3.3.4.6)

atau n'=n"+n (3.34.7)

Selanjutnya, persamaan (3.3.4.3) menjadi

N ) L 0
]

' = LT (3.34.8)
n+n

Membandingkan persamaan (3.3.4.7) dan (3.3.4.8) dengan persamaan

(3.3.4.2) dan (3.3.4.3) dapat dilihat bahwa distribusi prior dinyatakan dalam
m' dan n’bukannya m’ dan o'.°, dan distribusi posterior dinyatakan dalam
m" dan n”  bukannya dalam m” dan o”.>. Bagaimana #' {dan n" )
diinterprestasikan? Dari persamaan (3.3.4.5) »' adalah ukuran sampel yang
diperlukan guna menghasilkan variansi o"'\,z untuk mean sampel, sebab variansi
mean sampel dari suatu sampel berukuran #»' adalah "‘/ Ini membawa
interprestasi bagi distribusi prior sebagai berikut : Distribusi prior kira-kira

cknivalen dengan informasi yang dimuat dalam sampel berukuran »' dengan
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mean sampel »’. Dengan interprestasi ini, persamaan (3.3.4.7) dan(3.3.4.8) dapat
dipikirkan sebagai rumus-rumus guna menggabungkan informasi dari dua
sampel. Ukuran sampel gabungan sama dengan jumlah dua ukuran sampel itu
(satu dari distribusi prior dan satu dari sampel itu), dan mean sampel gabungan
sama dengan rata-rata bertimbang dua mean sampel (satu dar prior, satu dari
sampel). Ini tidak berarti bahwa informasi prior harus hanya terdiri dari sampel
prior dari proses itu; tetapi semata-mata menunjukkan bahwa informasi prior
dapat dpikirkan kira-kira ekuivalen dengan informasi sampel seperti itu. Sebagai
catatan »' tidak harus bilangan bulat (misalnya pada distribusi Beta, 7’ dan »’

tidak harus bilangan bulat ). Misalnya apabila proses pembentuk data adalah
o,” =110 dan variansi distribusi prior adalah o'* = 4 maka /. =119 =275,
Dengan menggunakan parameter baru yang dikenalkan dalam persamaan
(3.3.4.4) dapat diselidiki bobot relatif informasi prior dan informasi sampel.
Apabil kita ingin diduga x,, penduga yang baik adalah mean posterior m”,
yang nilainya berada diantara mean prior 7" dan mean sampel m. Dalam keadaan
yang bagimana m” lebih dekat terhadap m'dari pada terhadap m,dan dalam
keadaan yang bagaimana pula m” lebih dekat dengan m? Dari persamaan
(3.3.4.8) m" adalah rata-rata tertimbang dari m’ dan m, dengan bobot timbang
masing-masing sama dengan "/, dan ., Dengan demikian apabila »n’' > n
maka mean prior diberi bobot lebih dan m” lebih dekat kepada m'. Apabila
n'<n maka mean sampel diberi bobot lebih, dan =" lebih dekat kepada m.

Apabila »' = n maka m" tepat di tengah-tengah antara m' dan m.
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Dapat dikatakan bahwa dalam hubungan dengan interprestasi distribusi
prior seperti diatas, dalam penggabungan dua sampel, sampel yang berukuran
lebih besar akan mendapat bobot lebih dalam penentuan mean gabungan. Dengan

mengingat bahwa variansi distribusi prior sama dengan "-“% dan variansi

bersyarat mean sampel m sama dengan "XZ, perhatikan bahwa informasi prior
menerima bobot lebih dari informasi sampel apabila variansi prior lebih kecil dari
variansi m atau sebaliknya informasi prior menerima bobot kurang dari informasi
sampel apabila varnansi prior lebih besar dari vanansi m. Apabila ini dipandang
dari sudut informasinya, variansi yang lebih kecil berarti informasi yang lebih.
Dalam menentukan distribusi posterior maka statistisi Bayesian menggabungkan
informasi. Apabila informasi prior lebih dan pada informasi sampel, maka
distribusi posterior lebih dipengaruhi olel informasi prior (yang dinyatakan dalam
bentuk distrtibusi prior) dari pada informasi sampel (yang dinyatakan dalam
bentuk fungsi likelihood).

Pandang kembali contoh yang dipelajari dimuka. Dalam contoli ini

2
n’=gL:ﬂ=16dan n=4 sehingga n =n"+n=16+4=20 dan
O',,k'z 25

o nm s nm _16(225)+4(200) .,
T n'+n 1644

Perhatikan bahwa mean posterior adalah 220 lebih dekat pada mean prior 225 dan
pada mean sampel 200. Ini disebabkan karena »’' >n. Informasi prior kira-kira
ekuivalen dengan informasi yang terkandung dalam suatu sampel berukuran 16

dari proses yang mempunyai mean sampel 225. Perhatikan juga bahwa hasil-hasil
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itu identik dengan yang diperoleh dengan menggunakan parameterisasi aslinya.

Mean posterior sama dalam hal tersebut, dan n” = "—‘ =49 =20.
O’_‘- -~

Perlu dicatat bahwa kadang-kadang penotasian parameter yang berbeda
digunakan untuk model normal. Dalam parameterisasi ini, “banyak informasi”
yang terkandung dalam distribusi peluang, atau “ketepatan” distribusi itu,
dinyatakan dengan kebalikan variansi distribusi itu. Jadi banyaknya informasi

prior (ketepatan informasi) adalah :

i =

o'’

>

Banyak informasi yang termuat dalam sampel (ketepatan sampel) adalah :

Dalam bentuk ukuran informasi ini, maka persamaan (3.3.4.2) dan (3.3.4.3) dapat
ditulis sebagai berikut :

I"=1'+1
dan

, I'm+1Im
m=—-
I'+1

Untuk contohdi atas, /' = Y5 I = ¥, dan 1" = }%,. Tentu saja, tiga parameterisasi

yang berbeda, hanya merupakan tiga cara yang berbeda dalam melihat modelnya,

tetapi hasil numeriknya sama.
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Contoh 3.3.4

Misalnya seorang pedagang eceran tertarik dengan distribusi penjualan
mingguan pada salah satu tokonya. Khususnya, dia akan menganggap bahwa
variabel random X, penjualan mingguan yang dinyatakan dalam ribuan rupiah),
berdistribusi normal dengan mean tidak diketahui dan variansi diketahui
o’ =90,000. Harus ditegaskan bahwa ini adalah anggapan subyektif, Mungkin
bahwa pedagang eceran itu merasa bahwa anggapan normalitas itu beralasan
karena dia telah mendapatkan bahwa toko-toko lain yang dia selidiki, X
cenderung mendekati distribusi Normal. Lagi pula, pada berbagai toko lain yang
sangat serupa dengan toko yang dipelajari, mean penjualan mingguan berbeda
dari toko ke toko, tetapi variansinya relatif stabil pada kira-kira 90000. Maka
pedagang eceran itu membuat anggapan yang sederhana, yakni variansi 0'_\,2
diketahui dan juga mengganggap (secara implisit) tidak adanya efek trend atau
musim yang dikhawatirkan. Yakni, dia merasa bahwa bagi tipe toko yang
dipelajari, umumnya penjualan tidak berubah besar dari waktu ke waktu dan tidak
terpengaruh oleh hal-hal seperti cuaca, hari libur dan sebagainya.

Andaikan pula pedagang eceran itu menganggap bahwa distribusi prior
untuk #, adalah kontinu. Dari percakapan informal dengan manajer dan dari
pengetahuan tentang penjualan pada toko-toko serupa, dia memutuskan mean
distribusi prior sama dengan m’ =1200 dan deviasi standamya o' =50. Lagi
pula dia merasa bahwa distribusi priomya simetrik terhadap meannya dan

bentuknya mendekati fungsi kepadatan normal, sehingga dia menganggap bahwa



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

distribusi itu normal. Harus dibedakan antara &’ =90000 yang menunjukkan .:
variansi penjualan mingguan, dengan o’ =2.500 yang menunjukkan variansi
distribusi prior untuk g, , mean penjualan mingguan.

Pedagang eceran itu tertarik mempelajari distribusi penjualan mungkin
karena beberapa alasan. Mungkin dia harus memutuskan apakah dia harus
menjual tokonya itu atau tetap memilikinya, apakah dia harus membuka toko lagi
yang sama, atau apakah dia harus mengangkat manajer baru, dan sebagainya.
Tentu saja untuk mengambil keputusan semacam itu pedagang eceran tersebut
harus memperhatikan banyak faktor, antara lain faktor penjualan, dan ini
dipelajari melalui mean distribusi penjualan mingguan.

Berdasarkan sampel dengan 60 minggu dengan mean sampel m = 1240,
pedagang eceran itu dapat memperbaiki distribusi priomya. Dengan sampel itu,

distribusi posterior untuk x, adalah distribusi Normal dengan mean =" dan
variansi o’y 3 dengan

1 1 n 1 60 96

= + = + =
o"? o\ o, 2500 90000 90000

A

" = Lxl'c.r_'\-z}n F (naf } i — (-1-5500)1200 + (69’50000)1240 —1225

Lo n o, 1 60,
g2 T 72500 T “79000

mean dan varianst distribusi posterior adalal 1225 dan 0909, = 9375,

Dalam bentuk parameterisasi 1ain seperti yang kita pelajari dimuka

2
, ot 90000
"t e
(o
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101

=t -1 _00004
o7 2,500

1="_=_9% _o00067
o2 90,000

Dengan persamaan (3.3.4.7) dan (3.3.4.8)

nW=n+n=36+60=96
I"=7I"+1=0.0004 +0.00067 = 0.00107.

Jadi “ukuran sampel prior ekuivalen” adalah 36, sedangkan ukuran sampel
sebenarnya adalah 60. “Banyak informasi sampel”, sebagaimana diukur dengan /

lebih besar dari “banyak informasi prior” sebagaimana diukur dengan /’. Ini

menjelaskan mengapa mean distribusi posterior lebih dekat ke m dari pada ke m'.

-
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TERAPAN METODE BAYES PADA PENDUGAAN PARAMETER
Dalam bab ini akan dibahas terapan Metode Bayes pada pendugaan
parameter yang meliputi pendugaan titik dan selang kepercayaan
4.1 Pendugaan Titik Menurut Bayes

Pembahasan terapan Metode Bayes ada pendugaan parameter pada subbab

ini akan dilakukan dengan pendekatan teori keputusan.

Misalkan X,,...,X, adalah sampel random dari variabel random X

yang memiliki fungsi densitas _ﬁ“»‘_»x’_’_@(‘xl,...,xn |8). Akan ditentukan penduga

bagi # . Misalkan f 3(9) merupakan distribusi prior (awal) untuk ® dan K(H F))

merupakan fungsi kerugian, yang memiliki fungsi resiko R(t;9)= Elﬁ(&;él

Karena © dianggap sebagai variabel random maka resikonya adalah sebuah
variabel random. Akan dicari fungsi keputusan t yang meminimkan harapan

resiko, yang didefinisikan sebagai berikut :

Definisi 4.1.1. Harapan Resiko
Harapan dari fungsi resiko R(6;¢), dinotasikan dengan B() adalah :

B(1) = E[R@:1)] = [R(@:1)1,(6)db

-

~

.
+oc-| +oo

= j.] j. j.ﬁ{gvt(xlv7"n)}f\,\,,10(‘1>‘n ie)ljdxx lr"/fo(g) de

—L{-%x - J

102



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
102

Akan didefinisikan Penduga Bayes bagi parameter 6 sebagai fungsi t dari
sampel X ,,...,X, yang meminimumkan harapan fungsi resikonya. Dengan

mengubah susunan integral dalam definisi (4.1.1) diperoieh :
3(1) = J. _{{ j. g{e;t(xh""xn )}f\l\ (xl e | H)f(_)(ﬁ) dg}dei (4~1-l)

Fungsi B(t) akan minimum jika dapat ditentukan fungsi t yang meminimumkan

Fac

J' f{@;t(xl,...,x,,)}f\,“__.;\r" (x10)f,(6)d6 pada persamaan (4.1.1). Untuk setiap

himpunan nilai nilai X,,..., X, , penduga Bayes bagi ¢ adalah suatu fungsi t dari

X, yang meminimumkan:

[0 5, Fr o (5o, 16 (00

+oo

= Jf 6(9; é)f\, nX,® (xl aeesXys e)fo (H)dH

= Foo, a3 ) [H6:6) o, 1 (01 31000%,) dO (412)
maka dapat didefinisikan Penduga Bayes sebagai berikut

Definisi 4.1.2 Penduga Bayes

Penduga bayes dari @ adalah nilai 6 yang meminimumkan :

Q= J.f(éﬂ O e,y ©1 xw'"xn) do.
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Teorema 4.1.1

Andaikan X,,...,X, adalah sampel random dengan fungsi densitas atau peluang
fr...xoWnx,|0) dan andaikan © memiliki distribusi prior £,(@), jika
(.~ (. -\ . .o .. . .

lf(b';b' J=\0— 0] maka nilai dugaan dari €, yang meminimumkan harapan resiko
R(B;t)=E[(“—9) } adalah 6 = E[((;” x)} yang merupakan mean dan distribusi

posterior.
Bukti:
Y Y i,
Jika If(ﬁ;é))z (9—6) maka fungsi resikonya adalah R(8;1)= EI_(H-H] |dengan

IJ'

memperhatikan persamaan (4.1.1) dan (4.1.2), harapan resikonya adaiah :

B R e

B(r) _Jf J‘f\x (s, (9 6f for (01,.x)d0  (413)

Peminimuman (4.1.3) sama dengan peminimuman :
| (9 -~ é)zfei_y] x01x,..x,)d6 (4.1.4)

selanjutnya persamaan 4.1.4 diurai menjadi

I

fg fo\ | Xpsm s %y, /] Jrf()\, ( Yxs"'s-“:-)dg

—o

2 5 (D)) a7
+j9 Fos o, O 5,7, %, )d0

Turunan pertama terhadap € adalah :

)
>
|
—

2 @f@:\’l. (6l Yl’ T )7)d6’

)
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vang jika disamakan dengan nol memberi nilai minimum (4.1.4) yaitu :

yang merupakan mean dari distribusi poseterior.

Contoh 4.1.1
Kembaii ke contoh 3.2.3. jika diketahui bahwa distribusi posterior :

2(1-6),x=0,0<6<1
28 .x=1.0<8<«1

Jika diketahui distribusi posteriornya adalah :

(03 ,0=04
forrr,@1x=0)=405 , 0=05
[0‘2 , 8=06
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(02 ,6=04
forx @1x=1)=105 . 0=05
103 ,6=06

Menurut teorema 4.1.1 didapat nilai dugaan dari 6 yaitu 6 adalah:

Uniuk x=0

6=506,(s,.0,1x)=(03)04)+(0.5)0.5)+ (0.2X0.6)
=0.12+0.25+0.12 = 0.49

Untuk x =1

kA

6=%6,r,.01x)=(02Y0.4)+(0.5X0.5)+(0.3)0.6)

o
i=1

=0.08+0.25+0.25=0.51

Contoh 4.1.2

Kembali ke contoh 3.2.4. Didapat distribusi posterior untuk jumlah barang yang
rusak, & dalam 1000 barang yang diterima, jika jumiah barang yang cacat

ditemukan X = x dalam sampel random berjumiah 10 adalah :

f@x_,ylw,‘y" (9 | x) R e Lo AN

990 ) -
) \](0,05)9 0,957 9 =x,x+1,...990+x
—-X

N /

dimana x=1,2.3,...,10. ® — x berdistribusi Binomial, » =990, p =0,05, jadi :
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E[® - x| x]= E[® | x]- x = 990(0.05) = 49.50 (4.1.3)
Dari persamaan (4.1.3) Penduga Bayes untuk & adalah
ézE[@lx]=49.50+x dimana x adalah jumlah barang yang cacat dalam 10
sampel. o
Contoh 4.1.3

Bila X,,..., X, merupakan sampel random dari distribusi normal dengan rata-rata

i dan variansi 1, dimanag, tidak diketahui. Diasumsikan distribusi prior

untuk i adaiah normal dengan rata-rata O dan variansi 1 yaitu :

fu (4” X ) = [— exXp — (%)4” ’ s TO < Uy <+,
NGy

Densitas gabungan bersyarat pada sampel dengan u terientu yaitu :

I
./fxl.....:r"}y‘\- (x[ PR -,xn’ ! lu_‘{) = (2”)112 exp = (lz)z (xi 3 lu.‘x" )2

Kemudian fungsi densitas gabungan sampel dengan y . tertentu adalah :

. 1 , =
s (¥ X 0 ) = WCXP H[Y : x4+ Dp” = 2w, nx.]}
A

Fungsi densitas marjinai sampei adaiah :

%_-]-,: exp{— % Z x,’ } Texp{— z [(n + D -2u, n;}}d#_\.
(2 77) : Za
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Dengan mengkuadratkan eksponen dalam integral, didapat :

i . 4
rfx, X, (rl Yn)z (272.).:,,-,2. exp —%Z Y,.Z -4 1%
Ty | -
1 (,) Ve J‘cxp{-i(ﬁ-i_ 1)(:”\ n+1) } i
LA=F) = d
akan diselesaikan dulu bentuk integral J' e‘(p{— (n+ ')(,4 n+]) }l’,u\
diketahui dari fungsi gamma bahwa :
T{1)= rrdan I'{x)=2 .{s““leﬂz ds
misalkan x =1 maka I'(1)= Tsoe”: ds = 2Te‘5 ds =/ sehingga J' Yds = Sz

. g 1 % 2- . _ = . _
sekarang: J' exp{—;(n + 1y — ﬁ) }i‘ux, misal p =y, —-= schingga dp=du,

.{e‘aﬂ{—%(r + 1)y — =) };’,1‘ = J"e\p—— (n+V)pdp = ’_’_{e‘{p— Wn+1)pidp

=2 f exp— (\/"ij) dp, misal z = \/Ep maka dz = \/"ZT

2

sehingaa, 2 [exp~ (/%" "p) dp =2 I -2z =2 E)=

G 0

s (o \=; LT i
,f;\l_..._;\"(x[-, =‘xn/ (n+1) (2 ) Xp[ LAV AV i+l )]

+aoc

1,
2z2 S
oy sehingga
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Distribusi posterior untuk 4, adalah :
) o N (27:) exp{—élz ’CZ +(n + lﬁz\ —2m?,u \:]}
.f,u.\'l.'--,,\'"w|x1’.”"rn)= Yo f . 1) 1 "‘\
(277) '\I’I‘Fl} exp(— \Z - n+l) }
D o b D - 2 ]
(27[) ? iz 8
('7 + )Y
i exp{— (n+ l]_,u‘ MI }
(27)
Distribusi posterior untuk g merupakan distribusi normal dengan mean (M] dan

variansi 1y Jika fungsi kerugian ¢y, ; 1, ) merupakan error kuadrat, maka

menurut teorema 4.1.1 penduga Bayes bagi p adalah: g, = 2 ==

n+1 n+l °

l

Contoh 4.1.4

Waktu untuk kerusakan scbuah transistor diketahui berdistribusi eksponensiai
dengan parameter A. Untuk sebuah sampel random » transistor, fungsi densitas

gabungan elemen-clemen sampeinya dengan A tertentu adalah :

Fypva (x! O ’1) =8 ¥

Misaikan distribusi prior yang cocok untuk A adalah :

ke’M , A>0
\O , yanglain

)=
dimana & akan dipiiih tergantung kepada pengetahuan atau tingkat kepercayaan

seseorang tentang nilai A .
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Fungsi densitas gabungan antara sampel dan A adalah :

f. o (x,g,”’xn;l'): kln_e—/l(z_\-‘_+k).

JX YA i

Fungsi densitas marjinainya adaiah :

£ v Y— K qn =AY 5k _ _ KT(n+)
XX, (x] 3ty ) - _[k"' e dA (zxﬁk.’”m

<

Destribusi posterior untuk A adalah :

f/\.,. (/1 l 4 goecet ) = o) (Y‘ X+ k)nﬂ lne_/:(zx’.ﬂ.c)

Tin+l) Nl

merupakan sebuah distribusi Gamma dengan parameter »+ 1 danz x +k.

i=1
Selanjutnya jika fungsi kerugian diasumsikan error kuadrat, menurut Teorema
41.1 penduga Bayes untuk A adalah mnilai rata-rata dari distribusi Gamma
yaitu : A=t _

ir, +k 1

4.2 Selang Kepercayaan Menurut Bayes

Di subab 4.1 dibahas bagaimana distribusi posterior digunakan dalam
menduga suatu parameter (pendugan titik) yang tidak diketaui. Nilai dugaan suatu
parameter berdasarkan pendugaan titikk bukaniah suatu konstanta yang
menunjukkan dengan tepat berapa nilai parameter yang sebenarnya, oleh karena
itu penduga titik harusiah didampingi oleh beberapa ukuran kesalahan yang
mungkin dari penduga titik tersebut. Sebagai contoh suatu penduga titik mungkin
didampingi beberapa selang tentang penduga titik bersama dengan beberapa
ukuran yang meyakinkan bahwa nilai parameter yang sebenarnya terietak pada

selang tersebut.
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Pada subbab ini akan dibahas penggunaan distribusi prior untuk
menentukan selang kepercayaan suatu parameter. Selang kepercayaan ini disebut

sebagai selang kepercayaan menurut Bayes.

Definisi 4.2.1 Selang Kepercayaan menurut Bayes.

Jika  diketahui  distribusi  posterior untuk ©  jika  diketahui
(X,.....X,)=(x,,...,x,) adalah :

f\ e (xl . c0)

ek L)

Soxpax, WV

~ a0 \
./(“)';X‘ e \U ! A1 90009 xn ) =
untuk setiap milai tetap 1—a, sembarang selang, katakan (_tl ; 12] yang

memenuhi :

Jf Jowox, (01x,.....x,)d0 =1—«, didefinisikan sebagai selang kepercayaan
I

100(1 - )% untuk parameter @ menurut Bayes. T

Dalam praktik untuk menentukan f, dan 7, yang memenuhi persamaan
|x,,....x,) d0 =1—a, tentunya dipilih 7, dan 7, sedemikian hingga

nilai 7, —#, terkecil. 7 =1(x,...,x,) adalah fungsi-fungsi hasil observasi

Contoh 4.2.1

Kembalii kecontoh 3.3.3, dari contoh 1 diketahui bahwa distribusi posterior

untuk © adalah normal dengan rata-rata 2= dan variansi —-. Menentukan

(n+1) 7+l

selang kepercayaan Bayes bagi & berarti mencari 7, dan 7, yang memenuhi :
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J

- 5 [ —(Tﬂ] (1 - é,:ji;\\
l—a:J]@;,y,,____l\-n(U|x1,...,xn)dU =@ — i_q)l = l
" LV e ) AN ) )

Jika ditentukan Z sedemikian hingga @(Z ‘., )— CI)(;- Z. ) =l—-o,maka:

. nx . 1 nx 1
3 ——‘)“‘Zqz\[m

memberikan selang kepercayaan (l—a) 100% terpendek menurut Bayes yang

d‘ t ‘_.1,,k L_L.._b _7‘:. L’ ‘7‘1. __1_-
apat ditulis kembali sebagai l\ —(n+1) Z,\w —(n+1)+L N /]

Contoh 4.2.2
Andaikan  X,,...,X, adalah sampel random dari variabel random yang

berdistribusi seragam, yaitu :

-

—»  O<maxx, <6
( 0. untukyang lain.

Jika diketahui distribusi prior untuk © adalah :

()2 620
]9(49)—1L 0 , untuk yang lain.

maka distribusi marjinainya adalah :

dan distribusi posteriornya adaiah :

l —f+max x;

. {n .
Jor v \8ix,...,x, )= .
0,0, 71 ) 10 . untuk yang lain.

, 0@>max x,
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Selang kepercayaan (1—a)100% terpendek menurut Bayes diberikan oleh (1.1, ),
dimana :
lea= _‘-fej.\'l......\‘,, (‘9 | X1 ""‘cn) dg=e™" [e_lx ~e™" ]

Nilai terkecil dari f, —7, terjadi jika dipiiih f, =max x, (yang merupakan nilai

terkecil dari &), dan 1, diperoleh sebagai berikut :

[ X X, —e_r2j=e0 _emmzx,—lz =1_emﬁ»‘]_’2
Shl-lna=Inl-{max x, - 1,)
< In(l)=0-max x, +1,

= 1
&1, =max x, +ln(;)

Jadi selang kepercayaan (1 - a) 100% terpendek menurut Bayes adalah :

(max X,,max x, +111(%)) 1

Contoh 4.2.3

Kembali ke contoh 3.34. Dari contoh 334 dapat diketahui
m'=1225 dan 72 =937.5, o} =4/o’ =+/9375 =306 lika berdasarkan
distribusi posterior contoh 3.3.4 dibuat selang kepercayaan 95% menurut Bayes

bagl 1, maka didapat:

m —z,0y <py<m+z,0%

1,225-1.96(30.6) < 11, <1,225+1.96(30.6)
1,i65 < u,- <1,286

Ml
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PENUTUP

5.1 Kesimpuian

Metode Bayes adalah metode pengambilan keputusan statistik yang
memadukan antara unsur subyektifitas pengambii keputusan dan informasi yang
diperoleh dari observasi sampel.

Metode Bayes memandang parameter ¢ sebagai varaiabel random yang
mempunyai distribusi peluang. Distribusi peluang dari parameter & disebut
sebagai distribusi prior. Distribusi prior merangkum derajat keyakinan seseorang
tentang parameter ¢ yang tidak diketahui. Dengan teorema Bayes, distribusi
prior ini kemudian digabung dengan informasi yang diperoleh dari observasi
sampel yang dinyatakan dalam distribusi likelihood. Hasil penggabungan ini
menghasilkan distribusi posterior.

Berbeda halnya dengan metode Klasik. Dalam pengambilan keputusan
Metode Kiasik hanya mempertimbangkan hasii  observasi sampel dan
mengabaikan unsur subyektifitas statistisi, serta memandang parameter € hanya
sebagai konstanta bukan sebagi variabel random.

Kesulitan dalam menghitung distribusi marjinai dapat diatasi dengan
konsep keluarga distribusi piror sekawan dimana sifat “sekawan™ distibusi prior
tergantung pada bentuk fungsi likelihoodnya.

Distribusi posterior dapat digunakan dalam menyusun dugaan suatu

parameter funggal dan seiang kepercayaan suatu mean popuiasi. Pendugaan dan
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penyusunan selang berdasarkan distribusi posterior ini disebut sebagai pendugaan
menurut Bayes dan selang kepercayaan menurut Bayes.

Dalam membahas pendugaan parameter, pendekatan yang dipakai adaiah
dengan teori keputusan statistik dan jika fungsi kerugian adalah error kuadrat

maka penduga bagi mean populasi adalah mean dari distribusi posterior.

5.2 Saran

Metode perhitungan aturan Bayes adalah dengan mendaftar semua
kemungkinan keputusan dan resiko Bayesnya. Dalam praktik aturan Bayes secara
umum tidak praktis. Jalan lain yang dapat ditempuh yaitu dengan menggunakan
kriteria minimaks. Kriteria ini dapat digunakan untuk menentukan kemungkinan

resiko terjelek dar semua kemungkinan resiko yang ada.
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Table A Normal distribution

Each table entry is the cumulative probability P, right tail from the value of z to plus
infinity, and also left tail from minus infinity to —z, for all P < .50. Read down the first
column to the first decimal value of z, and over to the correct column for the second
decimal value; the number at the intersection is P.

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .5000 4960 4920 4880  .4840 4801 4761 4721 4681 4641
0.1 .4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286  .4247
0.2 .4207 4168 4129 4090 4052 4013 .3974  .3936 .3897  .3859
0.3 .3821 .3783 .3745 3707 3669 .3632 3594 .3557 .3520 .3483
0.4 .3446 3409 3372 3336 .3300 3264 3228 3192 3156 .3121
0.5 .3085 .3050 3015 .2981 .2946 2912 2877 2843 2810 .2776
0.6 .2743 2709 2676 2643 2611 2578 .2546 2514 2483  .2451
0.7 .2420 2389 2358 2327 2296 2266 .2236 2206 .2177 .2148
0.8 2119 2090 2061 .2033 .2005 .1977 .1949 1922 .1894 .1867
0.9 .1841 .1814 .1788 .1762 .1736 .1711 .1685 1660 .1635 .1611

1.0 1587 1562 .1539 1515 .1492 .1469  .1446  .1423 .1401 .1379
1.1 1357 1335 1314 1292 1271 .1251 1230 1210 (1190  .1170
1.2 .1151 .1131 .1112 .1093 .1075 .1056 .1038 .1020 .1003  .0985
1.3  .0968 .0951 .0934 .0918  .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
14 .0808 .0793 .0778 .0764 0749  .0735  .0721 .0708  .0694 .0681
1.5 .0668 .0655 0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582  .0571 .0559
16 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465  .0455
1.7 .0446 .0436 .0427 0418 0409 .0401 0392 .0384 .0375  .0367
1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
1.9 .0287 .0281 0274 0268 0262 .0256  .0250 .0244 .0239  .0233

2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
2.1 .0179 .0174 0170 .0166 .0162 .0158 0154 0150 .0146 .0143
22 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 0119 .0116 .0113  .0110
2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087  .0084
2.4 .0082 0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 0068 .0066  .0064
2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 0052  .0051 .0049  .0048
2.6 .0047 0045 .0044 0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
27 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028  .0027 .0026
2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020  .0019
29 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014

3.0 .0013 .0013 .0013 .0012 .0012 .0011 .0011 .0Ol1 .0010  .0010
3.1 .0010 .0009 .0009 .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 0007  .0007
3.2 .0007 .0007 .0006 .0006 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005 .0005
3.3 .0005 .0005 .0005 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 0003
34 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002
3.5 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 0002 .0002  .0002

Source: Adapted from Table 1 of Pearson, E. S., and H. O. Hartley, eds. (1954), Biometrika
Tables for Statisticians, Volume 1, Cambridge University Press, Cambridge, England, with
permission of the Biometrika Trustees.
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BAGAN KETERKAITAN ANTAR POKOK BAHASAN

Nilai Harapan
v T. Chebyshev

v E[Y|x]

v E["]: Hy

v O'% = E[X—IUX ]2
=Elx’ |- 4}

Teori Peluang
v T. Bayes
v (S,8,P) r
|
—»

v

Variabel Random
v Xl N X

1

v /. ™

Y fix (y i x)

Momen & Fungsi Pembangkit Momen

v g =ml) =50 =g

1 ped R
v Ely]=mp = fuld

[

v

Beberapa Distribusi Penting

Bernoulli, Binom, Poisson,

Eksponensial, Beta, Gamma, Normal

Sampel & Dist. Sampling
v Sampel Random

v T. Limit Pusat.

v T.26.1

v Fungsi Likelihood

v

I
v

Pendugaan Parameter <

Metode Baves
¥ Dist. Prior & Posterior
v Dist. Prior Sekawan

v T.271

Pendugaan Selang [

Statistik Cukup
v T. Fakorisasi

Neymen Fisher.

|
|
v v

Terapan Metode Baves
v Pendugaan titik: Bayes
« E[R(6.1)]
¢T. 411
v Selang Kepercayaan:

Bayes

Teori Keputusan Statistik
v (0,D,0)x

v (6)=E[r(6,5)]






