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ABSTRAK

Modul atas suatu gelanggang merupakan generalisasi dari ruang vektor atas
suatu medan. Jika gelanggangnya komutatif dengan elemen satuan 1 dan tidak
memuat pembagi nol serta dilengkapi suatu fungsi Euclides, maka modul itu
disebut modul atas ranah Euclides. Modul dikatakan dibangun secara berhingga
apabila setiap elemen dari modul tersebut dapat dinyatakan sebagai kombinasi
linear dari elemen-elemen dalam suatu himpunan bagian berhingga. Apabila
himpunan yang membangun modul tersebut elemennya tunggal, modul itu disebut
modul siklik. Modul atas ranah Euclides yang dibangun secara berhingga

isomorfis dengan suatu jumlah langsung eksternal dart modul-modul siklik.
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ABSTRACT

Module over a ring is a generalization of vector space over a field. If the ring
is commutative with unity haviﬁg no zero-divisors and equipped with an
Fuclidean function, then the module is called module over an Euclidean domain.
A module is called finitely generated if each of its element can be expressed as a
linear combination of elements of a finite subset. If it is generated by one element,
then it is called cyclic module. A finitely generated module over an Euclidean

domain is isomorphic to an external direct sum of cyclic modules.
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BAB I

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Dalam perkuliahan kita mempelajari grup, yaitu suatu sistem (G,+) yang
terdiri dari suatu himpunan G yang tidak kosong dan suatu operast biner yang
mempunyai sifat asosiatif, mempunyai elemen identitas dan setiap elemennya
mempunyai invers. Jika ditambah satu sifat lagi yaitu sifat komutatif, maka grup
itu disebut grup Abel.

Suatu sistem (R +.e) dengan dua operasi biner disebut gelanggang (ring)

apabila (R,+) merupakan suatu grup Abel, dan operasi “e* bersifat asosiatif serta
distributif terhadap operasi “+”. Jika ditambah satu sifat, yaitu operasi “o*

bersifat komutatif, maka gelanggang itu disebut gelanggang komutatif.

Gelanggang (R,+,e) disebut gelanggang dengan elemen satuan bila ada 1eR

sedemikian sehingga untuk semua @R berlaku 1 e ¢ = ¢ ¢ 1 = a (1 disebut
elemen satuan). Jika R gelanggang komutatif, maka suatu elemen a€R, a # 0,
disebut pembagi nol bila dan hanya bila ada beR, b # 0 sedemikian sehingga
ab=0.

Suatu gelanggang komutatif R dengan elemen satuan 1 # 0 disebut ranah

integral jika R tidak memuat pembagi nol. Suatu ranah Euclides D adalah suatu

ranah integral bersama dengan suatu fungsi /yang memetakan elemen-elemen tak

nol dari D ke bilangan bulat tak negatif sedemikian sehingga
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1. Untuksemuaa,b €D, a+#0,b+#0, Aa) < Aab).
2. Untuk semua a,b €D, b # 0, ada g dan r €D sedemikian sehingga
a = bg + rdimana r=0 atau Ar)< Ab).

Himpunan tak kosong M disebut modul kiri atas gelanggang R dengan

elemen satuan 1, bila Af dilengkapi dengan dua operasi, yaitu penjumlahan (+),
yang dapat dinyatakan dengan pemetaan /: M x M — M dengan / (mn) =
m+neM untuk setiap mn €M, dan operasi perkalian skalar, yang dapat
dinyatakan dengan pemetaan g : R x M — M dengan g (r,m) = rmeM untuk
setiap re R dan me M, sedemikian sehingga

1. (M,*+) grup Abel.

2. (Vr,s e R{Vm,n e M)

(r+s)ym = rm+sm
r(m+n) = rm+rn
(rsym = r(sm)

Ilm = m

Jika pada definisi di atas perkalian skalar didefinisikan oleh g: M x R - M

dengan g(m,r) = mreM, maka M disebut modul kanan atas gelanggang R. Modul

ki yang sekaligus modul kanan disebut modul. Modul yang dibentuk atas

gelanggang R disebut modul atas gelanggang R, sedangkan modul yang dibentuk

atas ranah Euclides disebut modul atas ranah Euclides.
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B. Perumusan Masalah

Pokok pennasalaha;; yang akan dibahas dalam tulisan ini dapat
dirumuskan sebagai berikut : |

1. Apa yang dimaksud dengan modul atas gelanggang?

2. Apa yang dimaksud dengan modul atas ranah Euclides?

3. Sifat-sifat apa saja yang dimiliki oleh modul atas ranah Euclides?

C. Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah untuk memahami pengertian modul atas
ranah Euclides, mengetahui sifat-sifat dan teorema-teorema yang berlaku dalam
modul atas ranah Euclides. Juga untuk memperdalam pengetahuan tentang aljabar

yang penulis peroleh dalam perkuliahan.

D. Metode Penulisan
Metode yang penulis gunakan dalam menyelesaikan skripsi ini adalah
studi pustaka, sehingga tidak ditemukan hal-hal yang baru. Buku-buku yang

penulis gunakan sebagai acuan terlampir dalam daftar pustaka di akhir skripsi ini.
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BAB II

GRUP DAN GELANGGANG

Dalam bab kedua ini akan dibahas beberapa pengertian yang perlu dikua-
sai untuk mempelajari bab-bab selanjutnya. Definisi-definisi, teorema-teorema
dan beberapa contoh ini akan dibagi dalam tiga subbab. Masing-masing subbab
akan membahas tentang grup dan subgrup, gelanggang dan ideal, dan homomor-
fisme beserta beberapa sifat-sifatnya masing-masing. Definisi-definisi dan teo-
rema-teorema yang dituliskan di sini mengacu pada buku-buku yang dipakai se-

bagai pustaka.

A. Grup dan Subgrup
Dalam perkulishan kita sudah pernah belajar tentang grup maupun sub-
grup. Sebelum memasuki pembahasan selanjutnya ada baiknya kita mengingat

kembali definisi grup, subgrup dan grup Abel.

Definisi 2. 1.1

Grup adalah suatu lﬁmpunan G yang tidak kosong dan dilengkapi dengan op-

(2PN 22

erasi “e* yang memenuhi aksioma-aksioma berikut :
1. (Va,b,ceGlae(bec)=(aeb)ec ( sifat asosiatif)

2. (3eeG)XVaeGlase=¢eva=a ( e disebut elemen identitas )

3. (VaeG)3a" €Glaea™ =a'ea=e (a'disebut invers dari a)
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Jika dalam grup G berlaku (Va,b e G)aeb=>bea, maka grup tersebut

disebut Grup Abel atau Grup Komutatif. Untuk selanjutnya grup G ditulis (G, ).

Contoh grup Abel :

- ( Z#+), yaitu himpunan semua bilangan bulat dengan operasi penjumlahan.
- ( A +), yaitu himpunan semua bilangan real dengan operasi penjumlahan.

- ( R-{0}, *), yaitu himpunan semua bilangan real tanpa nol dengan operasi
perkalian.
Setelah kita mengingat kembali definisi grup, akan kita bahas beberapa

teorema dasar yang berlaku yang merupakan sifat-sifat grup dan akan kita

gunakan dalam pembahasan-pembahasan selanjutnya.

Teorema 2.1.2
Jika (G,e) grup maka :
1. Elemen identitas dalam G tunggal.

2. Setiap elemen dalam G mempunyai invers tunggal.

Bukti :
1. Andaikan e dan f elemen identitas dalam G. Maka a e ¢ — e ¢ a — a
(VaeG)danfea=ae f=a (Vae(G) Karena feGmakaec e f=fee =f
( e elemen identitas). Demikian juga karena eeG, maka fee =e e f=¢

(f elemen identitas), sehingga didapat ¢ = f Terbukti bahwa elemen

identitas dalam G tunggal.
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2. . Andaikan x,yeG merupakan invers dari aeG, maka g ® x = x ® a = ¢ dan
aey=yea=e Karenax = x ¢, maka diperoleh :

x = xe(asy)

= (xeaq)ey sifat asosiatif

= ceoy pengandaian

=y sifat elemen identitas
Jadi invers dari VaeG adalah tunggal. |

Teorema 2.1.3

Jika (G, o) grup, maka (Va,b,c € G) berlaku :

1. Jikaaeb = aec,makab=c ( hukum kanselasi kiri )
2. Jikanbea = cea makab=c ( hukum kanselasi kanan )
Bukti :
Ambil sembarang q,b,c € G sedemikian sehingga a ¢ b = a e c¢. Karena

ae G, makaada a' € G dan

ale(aeb)=a'e(aec)

(@'ea)eb=(a'ea)ec stfat asostatif
eeb = coc sifat invers
b =c
Ambil sembarang a,b,c € G sedemikian sehingga b e a = ¢ e a. Karena

ae G, maka adaa’' € G dan

(bea)ea' = (coa)oa'1
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be(a ea')y =ce(aeal) sifat asosiatif
bee = ceg L sifat invers
b =c E

Teorema 2.1.4
Jika (G, @) grup dan ae GG, makaa = (a'y!
Bukti :
Untuk sembarang elemen aeG. berlaku a o a = e dan ale(@V'=e sehingga

didapat a e a = a' e (a'Y!. Dengan menggunakan hukum kanselasi kiri

diperoleh a= (a’')". |

Teorema 2.1.5

Jika (G, o) grup dan a,be G, maka persamaan lincara e x = b danyea = b
mempunyai penyelesaian tunggal.

Bukti :
Ambil sembarang a,b € G. Dibentuk y ¢ ¢ = b. Karena a € G maka ada

1 .
a e G sehingga

(vea)eg' =hea

ve(aeay=bea sifat asosiatif
vee = beaq sifat invers

sifat elemen identitas
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Jadi y = b e o’ suatu penyelesaian dari y @ a = b. Akan ditunjukkan ketung-
galan dan penyelesaian tersebut. Misalkan y; dan y, adalah penyelesaian”dari
yea=5bMakay,ea=y,ea Den:gan menggunakan hukum kanselasi kanan
diperoleh y; =y, Dengan cara yang sama dapat kita tunjukkan bahwa
x = a' e b adalah penyelesaian dari @ ® x = b dan penyelesaiannya adalah

tunggal. u

Definisi 2.1.6
Jika (G, @) grup dan H < G dengan H # ¢, maka H disebut subgrup dari G bila

H terhadap operasi yang sama dengan operasi di G juga merupakan grup.

Teorema 2.1.7
Jika (G, ) grup dan H < G, maka A subgrup dari G bila dan hanya bila
a H=#¢
b. (Va,beH)aebh™' eH.
Bukti :
(=) Diketahui H subgrup, maka menurut definisi 2.1.6, (H,®) merupakan grup.
Karena H grup berarti ada elemen identitas dalam H, sehingga H # ¢ Karena
H grup, maka berlaku sifat tertutup dan setiap elemen dalam H mempunyai
invers. Ambil sembarang a,beH, maka b™' € H, sehingga aeb™ € H . Jadi

(Va,b eH)aeb™ eH.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
9

(<) Diketahui: (a) H#¢, (b) (Va,beH)aeb' eH. Akan ditunjukkan

bahwa H subgrup dari G. Ambil sembarang a€H, maka menurut kondisi (b),

1 1

a e a' = e eH, dan oleh karenanya ¢ o a! = a' € H. Jadi setiap elemen
acH mempunyai invers, yaitu € H. Ambil a,beH, maka b"' €H, sehingga
ae (b')! = a e beH. Jadi sifat tertutup dipenuhi. Karena H < G dan
G grup, maka sifat asosiatif di G juga berlaku di H. Dari uraian di atas dapat

disimpulkan bahwa (4, e ) subgrup. u

Untuk selanjutnya jika (G, e) adalah grup dan a,b€G, maka “a e 5” akan ditulis

dengan “ab”, sedangkan jika (G, +) grup dan a,6€G, maka “a +(-b)” akan ditulis

[13 a-bﬁﬁ'

Definisi 2.1.8
Jika H subgrup dari grup (G,+) dan ae G, maka

a. H+a={h+a | heH} disebut koset kanan dari H.

b. a+H={a+H |heH} disebut koset kiri dari H.

Teorema 2.1.9
Jika H subgrup dari (G,+) dan q,b€G, maka keempat pernyataan berikut ini
adalah ekivalen :
a. a-beH
b. a =h+ b, untuk suatu he H
c. aeH+ b

d H+a=H+5b
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Bukti :
Untuk membuktikan bahwa keempat pernyataan tersebut d1 atas adalah ekiva-
len cukup dibuktikan (a) = W= ((;) :> (d)= (a).
1. (@)= (b).
Diketahui a-be H. Maka a-b = h, untuk suatu A€ H, sehingga

(@a-b)+b= h+b

a+(-b+~b)= h+b (sifat asosiatif)
a+e= h+bd (sifat invers)
& = h+b (sifat elemen 1dentitas)
untuk suatu heH.
2. (b)=>(c)

Perhatikan bahwa H + b={ h + b | heH}. Karena a = h + b untuk suatu
heH, maka aeH ~+ b.

3. (e)=>()
Diketahui acH + b. Akan ditunjukkan bahwa H + a = H + b, yaitu
H+acH+bdanH+bcCc H+ a.

(1) Ambil sembarang xe H+a, maka x =h+a untuk suatu heH.
Diketahui ac{ + b, maka a = h; +b untuk suatu e, se-
hingga x = h + (hy+b) = (h+th)) + b = hy + b, dengan
hy = h + hy eH. Jadi x = hy+b untuk suatu h;€H, schingga
x € H+b.

(11)  Ambil sembarang xe H+b, maka x = h3 + b untuk suatu #; eH.
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Diketahui aeH + b _maka a = h+b6 untuk suatu heH, se-
hingga -/+ a = b. Jadi x = I + (-I+a) = (hs-h;)) + a=hy + a,
dengan h, = h3 - h{eif. .Sehjngga x = hy+ a untuk suatu ke H.
Jadi xeH + a.
Dari (i) dan (ii) diperoleh H+a=H + b.
4. (d)=(a)

Diketahui # + a = H + b. Karena H subgrup, maka e€H, sehingga

e + a € H+ a Di lain pihak e + a = a, sehingga a € H + a. Karena

H+a=H+ b makaa € H + b, sehingga a = h -+ b untuk suatu heH.

Dengan demikian a — b = heH. Jadi a-beH. n

B. Gelanggang dan Ideal

Setelah kita mempelajari grup, subgrup, serta beberapa teorema dasar,
selanjutnya akan kita bahas tentang gelanggang dan subgelanggang serta be-

berapa teorema dasar yang berlaku.

Definisi 2.2.1
Suatu himpunan tidak kosong R yang dilengkapi dengan dua operasi biner,
yaitu penjumlahan (+) dan perkalian (), disebut gelanggang, jika :
1. R terhadap operasi (+) merupakan grup Abel, yaitu :
a. Operasi (+) bersifat komutatif :(Va,be RJa+b=b+a
b. Operasi (+) bersifat asosiatif : (Va,b,c€ R}a+b)+c=a+(b+c¢)
c. Terdapat elemen identitas O R terhadap operasi (+):

(e R Vae R)0+a=a+0=a
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d. Setiap elemen aeR mempunyai invers terhadap operasi + ( invers
aditif'), yang dilambangkan ‘dengan —a:
(VaeR)(I-ae R)a +'(—;1) =(-a)+a=0
2. Operasi () bersifat asosiatif : (Va,b,c € R)(aeb)ec=ae(bec)
3. Operasi () bersifat distributif terhadap operasi (+) :
(Va,b,ce Ra+b)ec=(aec)+(bec)dan ae(b+c)=(aeb)+(aec)

Contoh Gelanggang :

(A+.), yaitu himpunan semua bilangan real dengan operasi penjumlahan

dan perkalian.

- (Z+), vaitu himpunan semua bilangan bulat dengan operasi penjumlahan
dan perkalian.

- (O+)). yaitu himpunan semua bilangan rasional dengan operasi
penjumlahan dan perkalian.

- (C+)), vyaitu himpunan semua bilangan kompleks dengan operasi
penjumlahan dan perkalian bilangan-bilangan kompleks.

- (£,®,®), yaitu himpunan semua bilangan bulat modulo 7 dengan operasi

yang didefinisikan : [a], ® [b], = [a + b]. dan [a], ® [b]. = [a x b]..

Definisi 2.2.2
Jika (R,+,¢) adalah gelanggang, S < R, S #¢ dan (S,+,¢) merupakan

gelanggang, maka S disebut subgelanggang dari R.
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Karena gelanggang merupakan grup Abel terhadap operasi +, maka semua
sifat-sifat terhadap operasi + yang berlaku dalam grup juga berlaku pada

gelanggang.

Teorema 2.2.3

Jika (R,+,e) gelanggang dan S ¢ R, maka S merupakan subgelanggang dari R

bila dan hanya bila :

Bukti :

(=) Karena S adalah subgelanggang dari R maka terhadap operasi + dan e di
S juga merupakan gelanggang, sehingga 0 (elemen identitas)eS yang
menjamin bahwa S#¢. Di dalam gelanggang berlaku (Va,6€8) a+b €S
A abeS dan (VbeS) -beS. Karena acS dan -beS maka a +(-b) = a-beS.
Jadi terbukti bahwa S=¢ dan (Va,beS) a-beS A ab €S.

(«<=) Diketahmi 1. Sz¢

2. (Va,beS)a + beS nabeS
Harus dibuktikan bahwa S adalah subgelanggang dari gelanggang R,
vang berarti bahwa § terhadap operast (+) dan () di R juga merupakan
gelanggang. Ambil sembarang a€S. Menurut (2) a-a =a + (-a) =0 €S.

Jadi 0eS. Karena 0cS dan aeS, maka0-a= 0+ (-a) = -a €S.
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Jadi (VaeS) -aeS. Ambil sembarang ¢,b €S,. .maka -beS, sehingga
a-(-b)=a+ b eS. Dari (2) didapat pula bahwa (Va,beS) abeS. Karena
S merupakan himpunan 'Bagian dari R, maka sifat komutatif, asosiatif
terhadap penjumlaban dan perkalian, dan sifat distributif perkalian
terhadap penjumlahan pada R juga berlaku di S. Jadi semua aksioma

gelanggang dipenuhi, sehingga terbukti bahwa S adalah subgelanggang

dari gelanggang R. =

Definisi 2.2.4

Gelanggang R disebut gelanggang komutatif jika dan hanya jika

(Va,b € R)ab = ba.

Definisi 2.2.5

Gelanggang R disebut gelanggang dengan elemen satuan bila dan hanya bila

(e RY(Vae R)al=la=a.

Contoh :

1. (B+)), (Z+), (Q+), (C+)), adalah gelanggang komutatif dengan elemen
satuan, dengan berturut-turut A adalah himpunan semua bilangan real, 7
adalah himpunan semua bilangan bulat, & adalah himpunan semua bilangan
rasional dan ('adalah himpunan semua bilangan kompleks.

2. (/,®,®) adalah gelanggang komutatif dengan elemen satuan.
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3. Himpunan semua bilangan genap terhadap operasi penjumlahan dan perkalian

pada bilangan bulat merupakan gelanggang komutatif tetapi tidak memuat

elemen satuan.

Teorema 2.2.6

Jika R adalah gelanggang dan ¢,beR, maka

Bukti :

l.

1. a0=0a=0

2. al-b)=(-a)b = -(ab)

Akan dibuktikan a0 = 0a = 0. Untuk sembarang aeR berlaku a0 = a0 + 0
dan a0 = a(0+0) =a0 +a0, sehingga diperoleh a0 + 0 = a0 + «0. Dengan
menggunakan hukum kanselasi kiri diperoleh @0 = 0. Dengan cara yang
sama, Oz = Ou + 0 dan Oz = (0+0) a = Oa + Oq, sehingga diperoleh Oa + 0
= 0a + Oa. Dengan menggunakan hukum kanselast kiri dapat diperoleh
Ua=0.

Akan dibuktikan a(-b) = (-a)b = «(ab). Ambil sembarang a,b €R. Maka
a(-b) + ab = a(-b+b) = a0 = 0, sehingga diperoleh a(-b) + ab = -(ab) + ab.
Dengan menggunakan hukum kanselasi kanan diperoleh a(-b) = -(ab).
Demikian pula untuk (-a@)b + ab = (-a+a)b = 0b = 0 dan <(ab) + ab =0,
sehingga diperoleh (-a)b + ab = -(ab) + ab. Dengan menggunakan hukum

kanselasi kanan diperoleh (-a)b = -(ab). =
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Definisi 2.2.7 i
Jika R adalah gelanggang dan S subgelanggang dari R, maka S disebut idﬁﬁ
kiri dari R bila (Va € RYVb eS)aj) éS. S disebut ideal kanan dari R bila
(Va e RVb €S)ba €S. Dan subgelanggang S disebut ideal dari R bila

(Va e RY(Vb eS)ab € Snba €8.

Teorema 2.2.8
Suatu himpunan bagian tak kosong [ dari gelanggang R adalah ideal jika dan
hanya jika untuk setiap g,bel dan reR berlaku
1 Jika gbel, maka a-bel, dan
2. Jika ael dan reR, makarael A arel
Bukti :
(=) Diketahui / ideal dalam R, maka / merupakan ideal kanan dan ideal kiri
dari R. Maka (Vae [ Vr € Ryrae [ nar € I. Dengan demikian syarat
(2) terpenuhi. Sementara itu karena / merupakan ideal maka / merupa-
kan subgelanggang. Menurut Teorema 2.2.3 jika / subgelanggang maka

berlaku (Va,b € I)a—b € I , maka syarat (1) juga terpenuhi.

(<) Dari syarat (2) diketahwi (Vael)VreRyrael narel. Karena
I ¢ R, maka untuk sembarang a,bel, beR, sehingga abe [. Karena
(Va,be l)abel, dan menurut syarat (1) a-b €I, maka dengan Teo-

rema 2.2.3, [ merupakan subgelanggang dari R. Karena / subgelang-

gang dart R dan bersifat (Vael)Vre Ryraelnarel, maka [

merupakan ideal dari gelangangR. W
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Teorema 2.2.9 o
Jika R adalah gelanggang komutatif dengan 4 dan B ideal dalam R, maka
ANB ideal dalam R. -

Bukti : |
ANB = {x|xeA dan xeB}. Akan ditunjukkan ANB ideal. Karena 4 dan B

ideal, maka OeA dan OeB, schingga 0eANB. Jadi ANB # ¢. Ambil semba-

rang x,y €ANB, sehingga xe4, xeB, yeA, yeB. Karena 4 ideal, maka 4 ada-
lah subgelanggang sehingga x-yeA4. Demikian pula karena B ideal, maka B
adalah subgelanggang sehingga x-yeB. Jadi x-y €e4NB. Ambil sembarang
xeANB dan reR. Karena xed, reR dan A ideal, maka berlaku xre4 dan
rxeA. Karena xeB, reR dan B ideal, maka xreB dan rxeB. Jadi xre 4B dan

rxe AnB. Terbukti ANB ideal. |

Teorema 2.2.10
Jika R gelanggang komutatif dengan elemen satuan 1 dan aeR maka himpu-

nan semua kelipatan ¢, yaitu 4 = {ra | reR}, merupakan ideal dalam R.

Bukti :
Karena 4 = {ra | reR}, dan 0 = 0a €4, maka 4 # ¢. Ambil sembarang x,y€ 4,
maka x = ryadany = r;’a dengan ry,r, eR. Sehingga x-y =ria-r,a=( -
r2) a = ry a dengan r3 = r\-r,€R. Jadi x-y €A. Ambil sembarang xe 4 dan reR.
Maka x = r; a dengan r1eR, sehinggaxr=(ria)r=r(na)=(rrja= ra

dengan r; = r r; eR. Jadi xr = rxe A. Terbukti bahwa 4 = {ra | reR} merupa-

kan ideal. n
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Definisi 2_.2.11

1. Ideal 4 = {ra|reR} disebut ideal utama yang dibangkitkan oleh a dan

ditulis dengan lambang (a) .

2

. Ideal / dalam gelanggang R disebut ideal prima jika / = R

dan{Va,bclyube [ > aclvbel

L2

. Ideal A dalam gelanggang R disebut ideal maksimal jika A=R dan jika

M c N c R di mana N adalah ideal dalam R maka A/=N atau N=R.

C. Homomorfisme

Konsep homomorfisme diperkenalkan oleh seorang Perancis bernama
Camille Jordan (1838-1922) pada tahun 1870 dalam bukunya yang berjudul
“Traite des Substitutions”. Homomorfisme dikenal sebagai pemetaan yang

mengawetkan operast.

Definisi 2.3.1

Jika (R+) dan (S,®) adalah grup, maka pemetaan /£ R — S disebut

homomorfisme grup bila berlaku : Aa+b)= Aa) @ Ab), untuk setiap a,h €R.

Definisi 2.3.2
Jika (R +,¢) dan (8,0,®) adalah gelanggang, maka pemetaan /~ R — § disebut

homomorfisme gelanggang jika berlaku

Aa+by= Aa)® Ab), dan Aab)= Aa)® Ab), untuk setiap a,b eR.
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Teorema 2.3.3 |
Jika (R+) dan (S,®) adalah grup dan pemetaan /: R — S homomorfisme
grup, maka berlaku :
1. Jika O (elemen identitas)eR, maka A0) = 0', yaitu elemen identitas
dalam S.
2. Jika aeR, maka f(-a) = -/ (a).
3. Jika H subgrup darn R, maka /(H) = {Ax) |er} adalah suatu sub-
grup dari S.
Bukti :

1. Diketahui bahwa (R,+) dan (S,®) adalah grup, /: R—S suatu homomorfisme,
dan 0 elemen identitas dalam R. Akan dibuktikan bahwa / (0) = 0'adalah
elemen identitas dalam S. Ambil sembarang elemen acR. Maka f (a) =
f(at0) = f(a) ® f(0) (karena /homomorfisme), sehingga -/ (a) ® f(a) =
-f(a) ® f(a) ® £(0). Dengan sifat invers diperoleh 0= 0" & £(0), dan den-
gan sifat elemen identitas diperoleh 0 = /(0). Jadi terbukti bahwa /(0) = 0".

2. Diketahui bahwa /: R — S homomorfisme. Ambil sembarang acR. Akan
dibuktikan bahwa / (-a) = -/ (a). Karena / homomorfisme maka / (-a) ®
f(a)=f(-a+a)= f(0)= 0'.Padahal - f/(a) ® f(a)= 0'. Maka f(-a) ® f(a)
= -f(a) @ [/ (a). Dengan menggunakan hukum kanselasi kanan diperoleh
fa)=-/(a).

3. Diketahui bahwa /: R — S suatu homomorfisme grup dan / subgrup dari R.
Akan dibuktikan /(H) subgrup dari S. Dari (1) /(0) = 0" untuk 0eH. Maka

0" e f(H) sehingga /(H) # ¢ . Ambil sembarang a,b< /(H), maka ada x,yec H

+
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sehingga £ (x-y) €/ (H). Karena / homomorfisme, maka berlaku / (x-y) =
S @) = xS Mé&urut (2) / (<») = - / (»), sehingga
SRS ()= SO)D-SB) = a—+ (-b)=a®b e f(H). Jadi (/ (H).D)
subgrup dari . M

Teorema 2.3.4
Jika (R,+,9) dan (S,D,®) adalah gelanggang, /: R— S homomorfisme gelang-
gang, dan /(R) = { /(x) | xeR}, maka (/(R), © ,® ) adalah subgelanggang
dalam (S,9,8).
Bukti :
Diketahui (R +,¢) dan (5,©,®) adalah gelanggang dan /: R — S homomor-
fisme gelanggang. Akan dibuktikan (/ (R),©,®) subgelanggang, yaitu me-
menuhi :
L fR)*¢
2. (Va,bef(R)a®bef(R)
3. (Vabef(R))a® bef(R)
Karena (R,+) merupakan grup, maka (1) dan (2) sudah terbukti dari Teorema
2.3.3. Ambil sembarang a,be / (R). Maka ada p,geR sedemikian sehingga
a=/f(p)dan b = f(q). Karena pq €R, maka /(pq)e /(R). Karena /homo-
morfisme maka
flog) = /()®/(9)
= a®bef(R)

Jadi (/(R), ®,®) adalah subgelanggang dalam (S,®,®). u



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
21

Definisi 2.3.5
1. Jika (R +) dan (S,®) adalah grup, dan /: R — S homomorfisme grup,
maka {xeR | Ax) = 0’ €S}, yaitu himpunan elemen-elemen dalam R yang

dipetakan ke elemen identitas 0’ dalam S, disebut Kemnel dar1 homomor-

fisme

2. Jika (R +,¢) dan (S5,0,®) adalah gelanggang, dan /: R — S homomorfisme
gelanggang, maka {xeR | /(x) = 0’ €S}, yaitu himpunan elemen-elemen
dalam R yang dipetakan ke elemen identitas 0 €S, disebut Kemel dari

homomorfisme gelanggang /

Kemel homomorfisme grup maupun gelanggang dilambangkan dengan

“Ker (/Y

Teorema 2.3.6
Jika (R,+,¢) dan (S,®,®) adalah gelanggang, /: R— S homomorfisme, maka
Ker( /) merupakan ideal dalam R.

Bukti :
Diketahui (R,+,¢) dan (S,0,®) adalah gelanggang, /: R — S homomorfisme.
Ker( /)= {aeR| f(a)= 0"}, 0’ adalah elemen identitas dalam gelanggang S.
Karena /(0) = 0", maka OeKer( /). Jadi Ker( /) # ¢. Ambil sembarang
abeKer( /), maka /(a) = f/(b) = 0, schingga / (a-b) = f (a+(-b)) =
S@@(/(0)=0 & 0 = 0. Jadi a-beKer( /). Ambil sembarang acR,

beKer( /). Maka f(b) = 0'. Karena # homomorfisme, maka
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flab) = fla) ® f(b) f(ba) = f(b)® f(a)
= /@@ = 0 ®f(a)
— Or . - —_ OI
Jadi abeKer( f) dan baeKer( f). u
Definisi 2.3.7

Jika R dan S adalah gelanggang dan / homomorfisme gelanggang dari R ke S,

maka /disebut :

1. Monomorfisme gelanggang jika / merupakan fungsi yang injektif,

yaitu jika dan hanya jika (Va,b€R) f(a)= f(b)=> a = b.

2. Epimorfisme gelanggang jika /merupakan fungsi yang surjektif, yaitu
jika dan hanya jika (VaeS)Y3beR) a = f£(b).

3. Isomorfisme gelanggang jika dan hanya jika /merupakan fungsi injek-

tif dan sekaligus fungsi surjektif, yaitu fadalah fungsi bijektif.

Definisi 2.3.8

Jika R dan § adalah gelanggang, maka R dan S dikatakan isomorfis, dilam-

bangkan dengan “R = § 7, jika ada isomorfisme gelanggang dani R ke S.

Teorema 2.3.9
Jika R dan S adalah gelanggang, dan /epimorfisme gelanggang dari R ke S,

dan / ideal dalam R, maka /(/)={ Aa)|ael } merupakan ideal dalam S.
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Bukti :
Diketahui /adalah epimorfisme gel_anggang dari R ke S dan / ideal dalam R.
Karena I ideal dalam R, makg ‘0 el, sehingga A0)e AI). Karena [/
homomorfisme gelanggang dari R ke S maka A0)= 0'e AJ). Jadi AJ) #4.
Ambil sembarang x,y € A]), maka (3a,bel) x= Aa)dany = Ab), sehingga
x® () = Aa)®(-Ab))

= A9 @ A-b)

= Aat(-b))

= Aa-b)e AI)sebab a-bel.
Jadi (Vx,ye Al))x & (-y)e A]). Ambil sembarang r<S dan xe A/). Karena /
merupakan fungsi surjektif dari R ke S, maka (3aeR) r = A«), dan karena
xe Al) maka (3bel) x = Ab). Selanjutnya

r®x = Aa)® Ab) x®r

It

Ab)® Aa)

= Aab)e AI) scbab ab €l.

fl

Aba) € A1), sebab ba 1.
Jadi (Vxe AD)VreS) r ® x e AI) dan x ® re Al). Jadi AI) merupakan ideal

dalamS. W

Contoh :
Diketahui &£ adalah himpunan semua bilangan real. ( adalah gelaggang

semua bilangan kompleks terhadap operasi penjmlahan dan perkalian bilangan

kompleks, dan § adalah gelanggang semua matriks berordo 2 x 2 berbentuk
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( ab i] dengan a,b € R terhadap operasi penjumlahan dan perkalian matriks.

' : b
Didefinisikan pemetaan §: C — S dengan aturan @(a -+ bi) =[ 4 ] maka
-b a

merupakan & isomorfisme gelanggang.

Bukti :

Pertama-tama kita selidiki apakah & terdefinisi dengan baik (well-defined).

Ambil sembarang (a+bi), (c+di) € Cdengan a,b,c,de & sedemikian sehingga

_ _ . _ a b\ . G
(a+bi) = (c+di). Maka G (a+bi) = 5 dan @ (ctdi)= X . Karena
~-b a - c

b i
(a+bi) = (c+di) maka a = ¢ dan b = d, schingga | =0 % vaim
-b a -d ¢

€ (a+bi)= 0 (c+di). Jadi 6 terdefinisi dengan baik. Akan ditunjukkan &

adalah homomotfisme.

6 (a+bi)+(c+di))= O(a+c)H(b+d)i)
y a+c b+d _ a+c b+d
—(b+d) a+c -b—-d a+c
5 MY
= +
-b a -d ¢
= G(a+bi)+ G(c+di).
O((a+bi)c+di)) = O((ac-bd)y+(ad+bd))

_ ac—=bd  ad+bc) ac—bd bc+ad
—(ad +bc) ac—-bd —bc—ad ac-bd
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S,

A\t
L Y,

UJbs

5 )

0 (a+bi) '0&-+di)

Jadi & homomorfisme. Akan diselidiki apakah & injektif dan surjektif.
Andaikan x = a+bi dan y = c+di e€( sedemikian sehingga 0 (x) = &y).

c d

b
Menurut aturan pemetaan & didapat - =
-b a) \-d c

Jdengan a=c dan

b=d, maka x=y. Jadi (Vx,ye C)8(x)=0(y)=>x=y. Jadi @ injektif Ambil
a b _ Y

sembarang ( " ]eS dengan a,be R maka ada (a+bi) e C sedemikian
-b a

sehingga 6 (a+ bi)=( ab

b
]. Jadi 6 surjektif. Karena 6 homomorfisme yang
a

injektif dan surjektif, maka € isomorfisme. Jadi € = S. Ker(d ) =

{(a+bi)eC‘6(a+bi)=(8 g]}={(a+bi)ef(_ab z]:(g gj}:

{(a+bi)e Cla=0Ab=0}={0}. &

Definisi 2.3.10

Suatu gelanggang R yang komutatif dengan elemen satuan disebut medan jika

dipenuhi sifat berikut : (Vae R,a#0)3a’ e R)(aa™ =a'a=1).
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BAB III

MODUL

Modul atas gelanggang merupakan suatu generalisasi dari ruang vektor
atas suatu medan. Dalam ruang vektor, skalar yang diambil untuk perkalian skalar
berada dalam suatu medan, sedangkan dalam modul, skalar yang diambil berada
dalam suatu gelanggang. Dengan kata lain ruang vektor adalah modul atas suatu
medan. Dalam teort modul dibahas tentang submodul dan beberapa sifat yang
terkait dengan submodul, antara lain modul siklik, modul faktor, jumlah langsung

dan homomorfisme modul.

A. Modul Kiri dan Modul Kanan

Definisi 3.1.1

Himpunan tak kosong A disebut modul kiri atas gelanggang R dengan

elemen satuan 1, bila M dilengkapi dengan dua operasi, yaitu penjumlahan
yang dapat dinyatakan dengan pemetaan /: M x M — M dengan /(m,n) =
m+n €M untuk setiap m,n €M, dan perkalian skalar yang dapat dinyatakan
dengan pemetaan g : R x M — M di mana g (r,m) = rmeM untuk setiap
re R dan me M, sedemikian sehingga memenuhi sifat-sifat berikut :

1. (M,+) merupakan grup Abel

2. (Vr,se R)}\(Vm,ne M)

(r+sym = rm+sm
r(m+n) = rm+rn
(rs)ym = r(sm)

I1m= m

26
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Jika pada definisi di atas perkalian skalar didefinisikan oleh /: M x R —

M dengan f (m,r) = mr € M, maka M disebut modul kanan atas gelanggang R.

Modul kiri yang sekaligus modul kanan disebut modul atas gelanggang R.

Contoh Modul :

1. Andaikan R gelanggang, R adalah himpunan yang elemen-elemennya
adalah pasangan terurut n-tuple dengan masing-masing komponennya
berada dalam R. Didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian skalar :
(a,...,a,)+(b,....b,)=(a, +b,,...,a,+b,)
r(a,,...,a,)=(ra,,...,ra,)dan(a,,...,a,)r =(ar,...,a,r)
Y(a,...,a,),(b,....,b,) € R" danreR.

Akan ditunjukkan bahwa R* merupakan modul atas gelanggang R. Pertama-

tama akan ditunjukkan bahwa (R'+) grup Abel. Ambil sembarang
(a,...,a,),(b,...,b,),(c,...,c,) € R". Maka
(a,....,a,)+((by,....b,) +(c,....c,)) =(a,,...,a, )+ (b +c¢,,....,b, +c,)
(a, +b, +cy,...,a,+b,+ c,)
= (a,+b,...,a,+b,)+(c,...,c,)

= (a,...,a,)+(b,,....b,))+(c,-..,C,).
Jadi sifat asosiatif dipenuhi. Ada (0,...,0)€ R" dengan 0 € R sedemikian
sehingga (a,,...,a,)+(0,...,0)=(a, +0,...,a, +0) = (a,,...,a,).

Ada (-a,,...,—a,) € R” sedemikian sehingga
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(a,,....,a,)+(—ay,....—a,)=(a; —q,...,a, —a,,)=(0.,...,0).
(al""’an)+(bl"“’bn) :(al —{Tb}"“’an +bn) = (bl +al""7bn +an) =

= (b,,...,b,)+(ay,...,a,).
Karena sifat asosiatif, komutatif, mempunyai elemen identitas dan

mempunyai invers dipenuhi, maka (R",+) grup Abel. Selanjutnya akan

ditunjukkan bahwa A" memenuhi aksioma-aksioma modul. Ambil

sembarang »,s € R,
(r+s)ay,...;a,)=(r+s)a,,....(r+s)a,)=(ra, + sa,,...,ra, +sa,)

= (ra,,...,ra,)+(sa,,....sa,)=r(a,,....a,)+sa,...,a,).

r((ay,...;a,)+(b,....0 )y =r(a,+b,,...,u, +b,)=(r(a, + b)),...,r(a, +b,))

2.
3.

= (ra, +rb,,...,ra, +rb,)=(ra,,...,ra,) +(rb,,...,rb,)

i P+ B8 4 2bs )

(rsXay,...,a,)=(rsa,,...,rsa, ) =r(sa,...,sa,) = r(s(a,,...,a,)).

Way,...,a,)=(a,,...,a,).

Jadi R" adalah modul atas gelanggang R.

Ruang vektor " atas medan F adalah modul V atas medan F.

Misalkan R gelanggang komutatif dan A/ = {0} adalah grup Abel dengan
satu elemen. Jika didefinisikan (Vr e R)rO=0¢€ M, maka M adalah

modul atas gelanggang R yang disebut modul sederhana.

(Z+), (Q+), (R+)), (C+,), adalah gelanggang dengan elemen satuan.
Maka M=7, M=0 M=£8, dan M=C berturut-turut adalah modul atas

gelanggang 7, gelanggang 0, gelanggang A&, dan gelanggang C
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Teorema 3.1.2 N
Jika M modul atas gelanggang R, maka (Vr € R)(Va € M)
1. Opa =0y |
2. r0y =0y
3. (-r)a=-(ra)=r(-a)
Bukti :
1. Ora=0gr+0r)a ( Og elemen identitas gelanggang R)
Ora=0ra+0ra (aksioma modul)
(Or a)+(-(Or @)) = (Or a + Or a) + (-(Or @))
Op=0ra + (Oga+ (-(0g a))) (sifat asosiatif terhadap +)
Op=0ra + Oy (sifat invers terhadap +)
Oy =0ra (sifat elemen 1dentitas terhadap operasi +)
2. r Oy =r(Opy+ Op) ( Oy elemen 1dentitas terhadap + pada M)
rOy=r0u+r0y (aksioma modul)
7 Oyt + (-(7 Oar)) =(7 Ope + 7 Opg) + ((-r Oar))
Opr =1 Opr + (7 Opg + (<(r Opp)) (sifat asosiatif terhadap +)
O = rOp+ Oy (sifat invers terhadap +)
Orr = 70y (sifat elemen 1dentitas terhadap operasi +)
3. Akan dibuktikan (-r)a = -(ra)
(r+(-r))a=0ga =0y (definisi invers dan aksioma modul)

(r+(-r))a=ra+((-r)a) (aksioma modul)
Jadi ra + ((-r)a) = Oy
Jadi (-r)a = -(ra) (ketunggalan invers aditif)

Akan dibuktikan r{-a) = -(ra)
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r(a+(-a)) =r Oy =0y (definisi invers dan aksioma modul)
r(a +(-a)) = ra + r(-a) (aksioma modul)
Jadi ra + r(-a) = Oy

Jadi r(~a) = ~(ra) N

B. Submedul
Seperti dalam grup terdapat subgrup, dalam gelanggang terdapat

subgelanggang, maka dalam modulpun terdapat pula submodul.

Definisi 3.2.1
Jika M adalah modul atas gelanggang R dan N himpunan bagian tidak
kosong dari M, maka N disebut submodul dari A bila N merupakan modul

terhadap operasi yang sama dengan operasi dalam M.

Teorema 3.2.2
Jika M adalah modul atas gelanggang R dan N himpunan bagian dari M,
maka N adalah submodul dari M bila dan hanya bila
l. N#¢g
2. (Va,a,eN) a,-a,eN
3. (VreR)YaeN)rae N dan are N
Bukti :
(=) Karena N submodul dari M, maka menurut definisi, N juga merubakan

modul. Oleh karena N modul, maka elemen identitas OeNV. Ini berarti N # ¢
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Karena N subgrup aditif, maka (Va,,a, € N)(a, —a, € N), dan karena N
submodul maka kondisi (3) juga dipenuhi.

(¢<=) Karena kondisi (1) dan (2) dipeﬁuhi, maka N subgrup aditif dari M. Oleh
karena M grup Abel dan N < M, maka N subgrup Abel. Selanjutnya
(Vre R)(Vae N) rae N dan ar € N dipenuhi, dan karena M modul dan

Nc M,maka (Vr,se€ R}(Vm,ne N)

(rtsym = rm+ sm
rim+n) = rm+rn
(rsYm = r(sm)
Im = m (1 elemen satuan dalam gelangang R)
Jadi terbukti bahwa N submodul dari M. |

Contoh subinodul :

1. Jika V ruang vektor atas medan F, maka subruang dari ruang vektor ¥

merupakan submodul dari modul ¥ atas medan F.

2. lJika M adalah modul atas gelanggang R, maka {0} dan M merupakan

submodul dari modul M, sehingga setiap modul sekurang-kurangnya

menpunyai dua submodul.

Teorema 3.2.3
Jika §,,S,,S8;,--+,S, submodul-submodul dari modul A atas gelanggang R,
maka S\ +S,+S;++S, ={s; +s5,+8,+-+5,|5,€8,,i=12,---,n}

merupakan submodul dari M atas gelanggang R.
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Bukti :

“ Misalkan 7' = S, + S, + S, +---+S,. Akan dibuktikan bahwa :
. N#g¢ .
2. (Vx,yel) x-yeT
3. (VreRXV xel )maka rxel danxrel

1. Perhatikan bahwa OeM dapat ditulis sebagai 0=0+0+0+---+
0eS;+S8,+S;+---+S, =T, dengan 0 €S, Vi, sehingga O0e7. Jadi
T#¢

2. Ambil sembarang x,yel, maka x=s 45, +5, +---+5,,5;, € S,,Vi, dan
y=t+t,+t,+---+1¢, t, €S,,Vi, sehingga
x—y=(s,—t,)+(s, —t,)+(s3—t;)+---+(s, —¢,). Oleh karena s;-t; €S;
Vi,maka x—ye S, +S,+S;+---+S,=T.

3. Ambil reR, xeT, maka x=s,+5,+s,+--+5,,5,€S,,Vi sehingga
rx = r(s,+s,+83+-+S8,) = rs;+rs,+rs;+---+rs, dan xr =
($,+8,+83+-+5,)r = s;r+s,r+s;r+---+s,r. Oleh karena rs; dan
s;reSi, Vi, makarxdanxre S, +S,+S;+---+S,=T7.

Dari 1, 2, dan 3 terbukti bahwa 7" adalah submodul dari M atas R. u

Definisi 3.2.4

Diberikan modul A atas gelanggang R dan S,,S,,S;,---,S, adalah

n

submodul-submodul dari M. Modul M disebut jumlah langsung internal

dari  S,,S,,5;,-:-,S, jika setiap meM dapat dinyatakan sebagai
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m=s,+8,+8;+---+s, dengan si€S; (i = 123,..,n ), dan jika
m=a,+a,+a;+--+a, dengap a; €S;, maka a; = s;untuk i =1, 2,3,.. 5.
Jika M adalah jumlah langsuhg internal dari S,,S,,S;,---,S,, maka ditulis
M=59050S 0 B8, , dan S,,8,,S,,--,S, disebut penjumlah

langsung dari modul A

Diberikan M,,M,,M,,---,M, masing-masing adalah modul atas
gelanggang R. M adalah himpunan semua pasangan terurut n-tuple (x,,x,,...,x, )
dengan x, e M,,i=12---,n. Dua elemen (x,x,,....x,)dan (¥,,¥,,..-,¥,)
dalam M dikatakan sama bila dan hanya bila x; = y,,Vi. Operasi penjulahan dan
perkalian skalar dalam A didefinisikan sebagai berikut :
(X1, X0, X,) F (VYo Y,) = (R + Y5 + a0, X, + Y,)
P(X),X0,0.0,%,) = (X, 1Xy,...,FX,)

(X, %y,..0,X,)r = (x7,X,r,...,x,r) untuk r € R. Maka M merupakan

modul atas gelanggang R. Bukti bahwa M merupakan modul atas gelanggang R

seperti bukti dalam Contoh Modul 1.

Definisi 3.3.5

Modul M atas gelanggang R yang dibentuk dengan cara diatas disebut

jumlah langsung eksternal dari AM,,M,,---,M,, dan ditulis dengan

M=MOM,®-®M,.
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Definisi 3.2.6

Jika S himpunan bagian dari modul M atas gelanggang R, maka I(S) =
{reR|rx =0, VxeS} disebut anihiliiator dari S.

Teorema 3.2.7

Jika S himpunan bagian dari modul A/ atas gelanggang R, maka /(S)

merupakan ideal kiri dari R.

Bukti :
Karena Ox = O untuk OeR dan setiap xeS, maka 0€/(S). Jadi /(S)# ¢.
Ambil sembarang a,b€l(S), maka ax = 0 dan bx = 0 untuk setiap xeS,
sehingga (a-byx =(a+ (b)x=ax + (bx =ax + (-bx) =0 + (-0) =0
untuk setiap xeS. Jadi a-be I(S). Ambil sembarang reR dan a€l(S),
maka ax = 0 untuk setiap xeS, sehingga (ra)x = r(ax) = r0 = 0. Jadi

racl(S). Jadi I(S) merupakan ideal kiri dalam R. u

C. Homomorfisme Modul

Seperti dalam grup dan gelanggang terdapat homomorfisme grup dan

homomorfisme gelanggang, maka dalam modulpun terdapat pula homomorfisme

modul yang akan dibahas berikut ini.

Definisi 3.3.1

Jika M dan N adalah mddul atas gelanggang R, maka fungsi /: M — N

disebut homomorfisme modul bila untuk setiap x,yeM dan reR dipenuhi

S@ty) =St /), f(rx) =1 Ax), dan f(xry=Ax) r.
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Himpunan semua homomorfisme modul dari M ke N dilambangkan

dengan Hom(M,N).

Epimorfisme modul adalah homomorfisme modul yang surjektif.

Monomorfisme modul adalah homomorfisme modul yang injektif.

Isomorfisme modul adalah homomorfisme modul yang bijektif yaitu surjektif dan

injektif.

Jika ada suatu isomorfisme /~ M — N, maka M dan N dikatakan isomorfis

dan dilambangkan dengan AM = N.

Contoh homomorfisme modul :
Diberikan / gelanggang bilangan bulat yang merupakan modul atas dirinya
sendiri. Bila /: Z - Z dengan Ax) = 5x untuk setiap xe/Z, maka /
merupakan homomorfisme, sebab :
Sx+y) = 5(x+y) = 5x+ Sy = f(x) + /() (Vxyed).
S (rx) = 5(rx) = r (5x) = rAx), Vrxel.

Sxr) =5(xr)=(5x)r = Ax)r, Vxrel.

Definisi 3.3.2
Jika /: M — N homomorfisme modul, maka Kernel dari fadalah himpunan
semua xeM sedemikian sehingga Ax) = Oy, dan ditulis sebagai Ker( /) =
{ xeM | Ax) = Oy}, sedangkan bayangan dari /ditulis sebagai Im( /)=
{yeN|@xeM)y = /()}.

Teorema 3.3.3

Jika /- M — N homomorfisme modul, maka
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1. Ker( /) submodul dari M.

2. Im( /) submodul dari N.

Akan dibuktikan bahwa Ker( /) submodul dari A

Karena /(0y) = Oy, maka 0y, € Ker( /). Jadi Ker( /) tidak kosong.
Ambil sembarang x,yeKer( /), maka / (x) = Oy dan / (y) = Oy,
sehingga /(x-y) = f(x) - /(y) = Oy - Oy = Oy, Jadi x-y € Ker( /).
Ambil sembarang reR dan xeKer( /), maka / (x) = Oy, sehingga
diperoleh f(rx) = r Ax) =r Oy =0xdan f(xr) = Ax)r =0y r =0y

Jadi rx dan xr € Ker( /).

Dari a, b, dan ¢ terbukti bahwa Ker( /) submodul dari M.

Akan dibuktikan bahwa Im( /) submodul dari N.

a.

b.

Karena Oy = /£(0p), maka Oy € Im( /). Jadi Im( /) tidak kosong.
Ambil sembarang p,gelm( / ), maka terdapat x,yeM sedemikian
sehingga p = /(x) dan g = /(y), sehingga p-q = /(x) - /(¥) = / (x-y)
dengan x-ye M. Jadi p-geIm( /).

Ambil sembarang re R dan peIm( /). Karena peIm( /), maka terdapat
xeM sedemikian sehingga p = f(x), sehingga rp = r Ax) = f(rx)
dengan rxeM, sehingga rpelm( /). Demikian juga pr = Ax) r =

/(xr) dengan xre M, sehingga pr eIm( /).

Dari a,b, dan c terbukti bahwa Im( /) submodul dari N. n
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Teorema 3.3.4
Jika /: M > N homomorﬁsmg ‘modul, maka / monomorfisme bila dan
hanya bila Ker( /)= {Op}. |
Bukti :
(=) Diketahui / monomorfisme. Akan dibuktikan Ker( /) = {Oy}. Ambil
sembarang xe Ker( /), maka /(x) = Oy. Karena /(03 = Oy maka Ax) =
/(0y). Karena Ainjektif, maka x = 0y, Jadi terbukti Ker( /) = {04}.
(«<=) Diketahui Ker(/) = {0} dan / homomorfisme. Akan dibuktikan /
monomorfisme yaitu homomorfisme yang injektif. Ambil sembarang
x,yeM dengan Ax) = Ay). Maka /(x-y) = Ax) - Ay) = Oy. Ini berarti
x-yeKer( /). Padahal Ker( /) = {04}, maka x-y = Oy, sehingga x = y.

Jadi terbukti /monomorfisme. n

Teorema 3.3.5

| Jika M modul atas gelanggang R dan N submodul dari modul M, maka
M’N = {m+N | meM} merupakan modul atas gelanggang R terhadap
operasi-operasi yang didefinisikan sebagai berikut : (x + N) + (y + N) =
(x+y)+ Ndan r(x + N) = rx + Nuntuk setiap x + N, y + N € M/N dan

rekR.

Sebelum membuktikan Teorema 3.3.5 kita ingat kembali bahwa modul A/
atas gelanggang R terhadap operasi penjumlahan merupakan grup Abel, maka

submodul N juga merupakan subgrup Abel sehingga Teorema 2.1.9 juga berlaku

pada modul.
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Bukti :

Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa kedua operasi pada M/N té-rdeﬁnisi
dengan baik (well-defined). Amb{I sembarang a+N, b+N, ctN, d+N € M/N
dengan a+N = b+N, c+N = d+N. Akan ditunjukkan (a+N)+(c+N)=(b+N)+
(d+N). Karena a+N = b+N dan c¢+N = d-N, maka a-beN dan c-deNl,
sehingga (a-b) + (c-d)eN. Maka (a+c) - (b+d)eN. Jadi (a+c)+N = (b+d)+N,
yaitu (a+N) + (¢+N) = (b+N) + (d+N). Ambil sembarang x+N, y+NeM'N
dengan x+N = y+N dan sembarang r;, r, €R dengan r; = r,. Akan
ditunjukkan ri(x+N) = ry(y+N) yaitu rix+N = ryy+N. Karena x+N = y+N\,
maka x=y+n; untuk suatu n,eN. Maka rix = r\y + ryn;. Padahal r| = r,, maka
rx = r;y + ron. Karena N submodul maka r; nyeN, misalkan r; n; = n,.
Didapat rix = ry + n, sehingga rix — ry = mpeN. Jadi rix + N = r;y + N.
Kemudian akan ditunjukkan AN grup Abel terhadap operasi penjumlahan.
Operasi (+) pada M/N bersifat asosiatif karena untuk setiap «+N, b+N,

c+NeM/N berlaku

(a+N) + ((b+N) + (c+N))

(@+N) + (b+)+N).

= a+(b+c)+ N

= (at+b)+c + N

= (@ 5)tN) + (e+N)

= (@N)* BTN+ (),
Elemen 0+NeM/N adalah elemen 1dentitas, karena (0+N)+ (a+N) = (0+a)+N
= a+N dan (a+N) + (0+N) = (a+0) + N = a+N untuk setiap a+NeM/N.
Elemen -a+N eM/N adalah invers untuk a+NeM/N, karena (a+N) +(-a+N)
= (a-a)+N = 0+N dan (-a+N) +(a+N) = (-a+a) + N = 0+N. Operasi (+) pada

M/N bersifat komutatif, karena untuk setiap a+N, b+N € M/N, berlaku
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(@rN) + (b+N) = (a+b) +N

It

(b+a) +N (karena M komutatif)
~ BN+ (@),
Jadi M/N grup Abel terhadap operasi jumlahan. Selanjutnya ditunjukkan pula
aksioma-aksioma modul berlaku pada M/N. Jika r.ueR, dan (a+N),
(b+N)e M/N maka
a. r (@atN) + (b=N)) = r ((a+b)+N) = Ha+b) + N = (ra+rb)+N =
(ra+N) + (rb+N) = r (a+N) + r (b+N).

b. (r+u)a+N) = ((r+u)+a)+N

= (ra + ua) +N

= (ra+N) + (ua+N)

= r{a+N)+u(a+N)

c. (ru)a+N) (ruya +N

= r(ua) +N

I

r (ua+N)
r(u(at+N))

I

d l(a+tN)=la+N=a+N

Jadi M/N merupakan modul. E

Definisi 3.3.6
Jika M modul atas gelanggang R dan N submodul dari modul M, maka
modul M/N = {m+N | meM} dengan kedua operasi seperti didefinisikan

dalam Teorema 3.3.5 di atas disebut modul faktor.
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Definisi 3.3.7

Jika M modul atas gelanggang R dan N submodul dari modul M, maka N

disebut submodul maksimal bila

1. N M.

2. Jika L suatu submodul dari AM/dengan N — L, maka L = M.

Teorema 3.3.8
Diberikan M modul atas gelanggang R Jika N submodul dari Af dan
RN = {rnireR, neN}, maka RN=N.
Bukti :
1. Karena N submodul dari M, (Vre R} VneN) rneN. Jadi RN c N.
2. Ambil sembarang x € N. Akan dibuktikan x € RN. Berarti harus
ditunjukkan bahwa x = rn, dengan reR dan xeN. Padahal x = 1x, dengan
1eR dan xe N, sehingga xe RN. Jadi N — RN.

Dari (1) dan (2) terbukti bahwa RN = N. W

D. Modul Siklik

Sebelum memasuki pembahasan tentang modul siklik terlebih dulu akan

dibahas modul yang dibangun secara berhingga.

Definisi 3.4.1
Jika X himpunan bagian dari modul A atas gelanggang R, maka untuk setiap

elemen dalam M yang berbentuk rx, +r,x, +r;x; +---+r,x,dengan x;e X,

rie R dan ne Z* disebut kombinasi linear dari X dengan koefisien elemen-

elemen dalam R.
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Teorema 3.4.2
Jika M modul atas gelanggang R dan X himpunan bagian dari M, maka

himpunan semua kombinasi linear dengan koefisien elemen-elemen di R
yang ditulis dengan (X)= {z r,.x,.lr,. eRx,eX,neZ *} merupakan
i=1

submodul dani M.

Bukti :

1. Karena 0, =» 0,x,, dengan OzeR, xi€X, neZ, maka Oye(X),

i=1

sehingga (X)) # ¢.

2. Ambil sembarang x,ye(X), maka x=) ax dan y=>» bx, dengan

i=] i=1

x;€X, a,,b, € R dan n,meZ". Maka

Untuk n>m:

X o

n n
zaixi + z (_bi )xi
i=1 i=l

= (ayx, +a,x, +---+a,x, )+ ({(=b)x, +(=b,)x, +---+(=b, )x, )+

0x,,, +--+0x, +0x,)

m+1

m n m | n
Za,.x,. s Z a,x; + Z(—bi)xi + ZOxi
i=]

i=m+1 i=1 i=m+1

i

i(ai =b.)x, + Zn: (a; +0)x, = i(ai -b)x, + iaix,.
i=] i=l

i=m+1 i=m+l
Karena a, - b, € R,x, € X dan m,neZ" maka x-ye (X) . Untuk » < m dapat

dibuktikan secara analog.
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3. Ambil sembarang reR dan xe(X). Karena xe(X), maka x =

> a,x, dengan x;eX, a;eR dan neZ", sehingga rx =r) a,x, = ) (ra,)x,
i=l .

i=l i=l

i=]

=Zd,.x,. dengan d,=ra,eRx,eX, neZ dan xr= (Zaixijr
i=1

Z(air)x,. = Zk,.x,. dengank, = a,r € R,x; € X Jadi rxe (X) dan rxe (X)
i=l i=l

Dari 1,2 dan 3 terbukti bahwa (X') submodul dari M. L

Definisi 3.4.3

Jika M modul atas gelanggang R dengan elemen satuan dan X himpunan

bagian dari M, maka (X)= {Zr,.x,. rreRx eX,ne Z*} disebut
i=l

submodul vang dibangun oleh X

Perhatikan bahwa (X)) memuat X sebab (VxeX) x = 1x. Selanjutnya dapat
diperlihatkan bahwa (X) merupakan submodul terkecil yang memuat X, yaitu
harus ditunjukkan bahwa setiap submodul lain yang memuat X memuat (X).
Ambil submodul lain dari M yang memuat X, misal 7. Akan dibuktikan bahwa T
memuat (X). Ambil sembarang xe(X), maka ada r,€e R dan x,eX
sedemikian sehingga x =nx, +r,x, +---+r,x,. Diketahui X <7 , maka x, 7.
Karena 7 submodul, maka x=rx +rx,+--+rx, juga dalam 7. Jadi

(X)cT.
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Himpunan X dikatakan membangun A jika A = (X) yang berarti untuk

setiap meM dapat ditulis sebagai kombinasi linear m = Zr,.x,. dengan r;eR dan

i=]

x;eX. Jika X berhingga, maka (X) disebut submodul yang dibangun secara

berhingga. Suatu modul A atas gelanggang R disebut modul yang dibangun secara

berhingga jika A/ memuat himpunan berhingga yang membangun M. Secara
khusus, jika X = {x}, maka (X)={rx | reR} juga merupakan submodul.

Submodul ini disebut submodul siklik vang dibangun oleh x, dan ditulis Rx.

Teorema 3.4.4

Diberikan A/ modul atas gelanggang R. Jika X cM dan M dibangun oleh X,
maka (X)= ) Rx,,denganx; € X, neZ".
i=l

Bukti :

Ambil sembarang ye Y Rx,maka y =rx, +r,x, +--+r,x, dengan rieR,

i=1

xeX, danneZ" . Akibatnya ye (X). Jadi Y Rx, C(X) oo (1)
i=]

Ambil sembarang te (X), maka f=rx +7,x,+---+r,x, dengan riek,

x;eX, dan neZ . Akibatnya t € ZRx,. ) Jadi
i=1
(X)SD R v )
i=1

Dari (1) dan (2) maka (X) =) Rx, ,dengan x,€X, danneZ". |
i=1
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BAB IV

MODUL ATAS RANAH EUCLIDES

Dalam Bab III sudah dibahas tentang modul atas gelanggang R. Dalam bab
ini akan dibahas tentang modul yang daerah operatornya adalah suatu ranah
Euclides. Modul tersebut kita kenal sebagai modul atas ranah Euclides. Namun
sebelumnya terlebih dulu akan kita bahas ranah Euclides beserta dengan definisi-
definisi dan teorema-teorema yang berkaitan. Di akhir bab ini juga akan kita bahas

teorema-teorema yang berlaku pada modul atas ranah Euclides.

A. Ranah Euclides
Sebelum memasuki pembahasan tentang ranah Euclides terlebih dulu di-

perkenalkan beberapa konsep yang mendasari, di antaranya adalah pembagi nol,

ranah integral dan fungsi Euclides.

Definisi 4.1.1

Jika R gelanggang komutatif, maka aeR, a # 0 disebut pembagi nol bila

dan hanya bila ada 6eR, b # 0 sedemikian sehingga ab = 0.
Definisi 4.1.2

Suatu gelanggang komutatif dengan elemen satuan yang tidak memuat

pembagi nol disebut ranah integral.

44
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Teorema 4.1.3
Setiap medan merupakan ranah integral.
Bukti :
Diberikan medan /. Akan ditunjukkan bahwa F tidak memuat pembagi nol.

Ambil sembarang a,be F, a#0 dengan ab= 0. Karena a#0 dan F

medan, maka ada a”' € F sedemikian sehingga aa™ =a~'a =1. Didapat

a'lab = a'0
16 =0
b =0

Jadi F tidak memuat pembagi nol, sehingga F ranah integral. W

Definisi 4.1.4

Suatu fungsi /pada ranah integral D yang memetakan elemen-elemen tak

nol dari D ke Z" U{0} dan memenuhi
1. (Va,be DYa#0Ab=#0)= f(a)< f(ab)
2. (Va,be D,b#0)3q,r € D)a=bg+r, denganr=0 atau/(r) < /()

disebut fungsi Euclides.

Definisi 4.1.5

Suatu ranah integral D disebut ranah Euclides jika terdapat fungsi Euclides

pada D.
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Contoh Ranah Euclides :
Diberikan medan F* dengan fungsi / yang didefinisikan Aa) = 0 untuk
setiap a € F,a # 0. Ambil sembé'rang abeF, b#0, makaada q=5b""a
dan r = 0 sedemikian sehingga bg+r=56b"a+0=a. Jadi syarat (2)
fungsi Euclides dipenuhi. Ambil sembarang a,b € F dengan a#0,b# 0.
Karena /' medan, maka menurut Teorema 4.1.3, F merupakan ranah inte-
gral. Jadi F tidak memuat pembagi nol, sehingga ab # 0. Akibatnya /(a) =
/S (b)= Aab)= 0. Jadi berlaku Aa) < Aab), yaitu syarat (1) fungsi Euclides
dipenuhi. Jadi medan F dengan fungsi / tersebut merupakan ranah

Euclides.

Definisi 4.1.6
Jika D ranah integral, elemen taknol #eD disebut unit jika #v = 1 untuk

suatu ve D dengan 1 elemen satuan dalam D.

Definisi 4.1.7

Jika D ranah integral dan g,b€D. Elemen b dikatakan habis membagi a

(atau b faktor dari a) jika ada elemen ¢ € D sedemikian sehingga a = cb

(ditulis b |a).
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Teorema 4.1.8
Jika D ranah Euclides dengan fungsi Euclides / dan a,b€D dengan a # 0
dan b # 0, maka berlaku : .
1. Jika b unit, maka /(a) =/(ab)
2. Jika b bukan unit, maka /(a) < f(ab)
Bukti ¢

1. Ambil sembarang a,beD dengan a # 0 dan b # 0. Karena b unit, maka
terdapatlah 5" sedemikian sehingga bb™' =1. Karena / adalah fungsi
Euclides, maka berlaku /(a) < f(ab). Karena a # 0, b # 0 dan D ranah
integral maka ab # 0, sehingga diperoleh / (ab) < £ (abb™) =/ (a).
Karena f(a) < f(ab) dan f(ab) < f(a), maka f(a)= f(ab).

2. Ambil sembarang a,beD dengan a # 0 dan b # 0. Karena # bukan unit
maka ab tidak habis membagi a. Jadi terdapat g,r €D sedemikian se-
hingga a = abg + r dengan f (r)< f (ab). Sehingga r = a — abq =
a(1-bg) dengan 1- bg # 0. Karena / adalah fungsi Euclides, maka ber-
laku £ (a) £ f(a (1-bq)) = f(r). Karena f(a) < f(r) dan f(r)< f(ab),
maka f(a)< f(ab). W

Teorema 4.1.9
Jika D suatu ranah Euclides dengan fungsi Euclides /, maka :
1) /(1) adalah terkecil di antara semua /(a) untuk aeD dan a # 0.

1)  wueD adalah unit bila dan hanya bila /(x) = /(1)
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Bukti :

i)  Diketahui D ranah Euclides dengan fungsi Euclides /. Ambil semba-
rang aeD dengan a # 0. .Kr;lrena leD dan / fungsi Euclides, maka
/(1) £ f(la) = f(a). Jadi untuk setiap aeD dan a # 0 berlaku
/(1) £ f(a). Terbukti bahwa / (1) adalah terkecil di antara semua
/(a) untuk aeD dan a # 0.

i1) (=) Diketahui » unit dalam D. Maka terdapat veD sedemikian se-

hingga uv = 1. Karena / adalah fungsi Euclides, maka
S () £ f(uw)= f(1). Karena /(1) < f(u)dan f(u) < (1), maka
S(w)y= /().

(<) Diketahui ueD, u # 0 dan /(u) = /(1). Karena / adalah fungsi
Euclides, maka ada g,r €D sedemikian sehingga 1 = ug + r dengan
r =0 atau /£ (r) < f(u). Karena /(1) = /(1) terkecil di antara se-
mua /(a), a # 0, maka tidak mungkin /() < /(u), sehingga ha-

ruslah » = 0. Jadi 1 = ugq. Terbukti bahwa u unit. u

Definisi 4.1.10

Jika D ranah integral, elemen a,beD dikatakan bersekawan jika a = bu un-

tuk suatu unit « dalam D.

Teorema 4.1.11

Diketahui D ranah integral. Bila a |6 dan b|a, maka a dan b bersekawan.
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Bukti :

Karena a|b, maka ada veD sedemikian sehingga b = va. Karena b |a,
maka ada veD sedemikian sehinéga a = bu = (va) u. Sehingga a- (va)u =
a- (av) u= a- a(vu) = a(l-vu) = 0. Karena D ranah integral dan a # 0, maka

1-vu = 0. Sehingga diperoleh vu = 1. Jadi u adalah unit dalam D. Terbukti

bahwa a dan b bersekawan. n

Definisi 4.1.12

Misalkan D adalah ranah integral. Suatu elemen taknol peD yang bukan

unit disebut elemen taktereduksi bila dan hanya bila jika p = ab maka a unit

atau b unit.

Definisi 4.1.13

Suatu ranah integral D disebut ranah faktorisasi tunggal jika dua syarat

berikut ini dipenuhi :
1. Jika a elemen €D, a # 0 dan a bukan unit, maka m,m,,--.m, e Mdi
mana p, (i=12,...,n) merupakan elemen taktereduksi dalam D.

2. Jika a=pp,--p, =49,°q,, makan = m dan p, =q, berseka-

wan dengan i = 1,2,;..,n dan j=12,...,m.

Definisi 4.1.14

Suatu ranah integral D disebut ranah ideal utama jika setiap ideal di dalam

D merupakan ideal utama.
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Teorema 4.1.15

Setiap ranah Euclides merupakan ranah ideal utama.

Bukti :
Andaikan D ranah Euclides dengan fungsi Euclides / dan N ideal dalam D.
Jika N ={0}, maka N =(0)={0n|ne D}. Jika N # {0}, maka terdapat
beN dengan b # 0. Dipilih b sedemikian sehingga / (b) terkecil di antara
semua /(n), n €N. Akan ditunjukkan bahwa N =(b) = {bn|ne D}. Ambil
sembarang a€/N. Karena D ranah Euclides dan N < D, maka
(3q,r e DY(a=bg+r, r=0 atau f(r)< f(b)). Perhatikan bahwa a-bg = r
di mana ¢,6 € N. Karena be N, q € D dan N ideal, maka bge N sehingga
a - bge N. Jadi re N. Karena / (b) terkecil di antara semua / (n) untuk
n € N dan r € N, maka /£(b) < _f(r). Jadi tidak mungkin /(r)< £ (b), se-
hingga haruslah r = 0. Maka a = bq. Karena untuk setiap ae N berlaku
a = bg di mana geN, maka N =(b). Terbukti bahwa D merupakan ranah

ideal utama. |

Teorema 4.1.16
Diberikan N ranah ideal utama. Suatu elemen u € N adalah unit bila dan
hanya bila (u) = N.
Bukti :
(=) Diketahui N ranah ideal utama dan wu unit dalam N. Jelas bahwa

(u)  N. Karena u unit, maka »v = 1 untuk suatu v € N. Ambil semba-
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rang n € N, maka n=Iln=(w)n=u(vn). Jadi ne(u), sehingga
N c(u). Terbukti (w) =N. .
(«<) Diberikan (¥)=N untuk u € N. Karena le N, maka 1e (u), sehingga

1 = wv untuk suatu v € N. Terbukti u adalah unit. =

Teorema 4.1.17
Diberikan N ranah ideal utama. Jika n € N adalah elemen taktereduksi,
maka (n) adalah ideal maksimal.

Bukti :
Diketahui N ranah ideal utama. Diberikan » € N dengan n elemen
taktereduksi. Karena N ranah ideal utama, maka setiap ideal dalam N

merupakan ideal utama. Ambil sembarang ideal dari N, misalnya (a),
dengan (n) < (¢) c N. Akan ditunjukkan bahwa («¢)=(n) atau (¢) = N.
Karena (n) c {(a), maka ne (a), yaitu n = xa untuk suatu xeN. Karena n

elemen taktereduksi, maka x unit atau ¢ unit. Jika @ unit menurut Teorema

4.1.16, maka (a) = N. Jika q bukan unit, maka x haruslah unit, sehingga ada
ueN sedemikian sehingga xuz = 1. Karena n = xa dan xz = 1, maka
nu=(xa)u=(ax)u=a(xu)=al = a Jadi (n)c{a). Selanjutnya akan
ditunjukkan (a) c (n). Ambil sembarang y e (a), berarti y = ra untuk
suatu reN. Karena « = nu, maka didapat y =r(nu) =r(un)=(ru)yn=r'n,
dengan r'=rue N. Sehingga ye (n). Jadi (a) c (n). Karena (n) c (a)

dan (a) c (n), maka (@)= (n). Jadi (n)adalah ideal maksimal. B
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B. Modul atas Ranah Euclides

Sebelum memasuki pembahasan tentang modul atas ranah Euclides
terlebih dulu kita pelajari beberapa konsep yang berkaitan. Dalam pembahasan
sebelumnya sudah kita kenal modul atas gelanggang R yaitu modul yang dibentuk

oleh gelanggang R. Modul yang dibentuk oleh suatu ranah Euclides disebut modul

atas ranah Euclides.

Definisi 4.2.1
Himpunan tak kosong S ={s,,s,,...,s,}dari modul A atas gelanggang R
disebut bebas linear, jika untuk setiap r,,7,...,r, € R,
rSy + s, +--+r,s, =0
hanya dipenuhi jika n, =r, =---=r, =0. Sebaliknya himpunan S dikatakan

tak bebas linear (bergantung linear) jika dapat ditemukan r,r,,...,r, € R

E

yang tidak semuanya sama dengan nol sedemikian sehingga berlaku

ns, +rs, +---+r,s, =0.

Contoh :

Diberikan gelanggang Z dan modul M = Z? atas gelanggang Z . Pasangan

terurut (3,0) dan (5,0) adalah bergantung linear karena terdapat skalar yang
tak nol sedemikian sehingga 5(3,0)-3(5,0) = (0,0). Sedangkan pasangan
terurut (2,0) dan (0,7) bebas linear karena jika ¢;(2,0) + ¢,(0,7) = (0,0),

maka ¢;=c¢;=0.
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Definisi 4.2.2

Diberikan modul M atas gelanggang R. Himpunan bagian X dari M disebut

basis jika X bebas linear dan' X membangun M.

Definisi 4.2.3
Jika M adalah modul atas gelanggang R yang dibangun secara berhingga

oleh himpunan X ={m,,m,,...,m,}, maka M dikatakan dibangun secara

bebas oleh X bila dan hanya bila X bebas linear (X merupakan basis). M
disebut modul bebas jika M dibangun secara bebas oleh suatu himpunan

bagian berhingga.

Definisi 4.2.4
Dimensi dari modul M atas gelanggang R adalah banyaknya elemen dalam

suatu basis dari M. Jika M mempunyai basis yang anggotanya sebanyak #,

maka ditulis dim(M) = n.

Teorema 4.2.5
Modul atas ranah Euclides yang dibangun secara berhingga isomorfis

dengan suatu jumlah langsung eksternal dari modul-modul siklik.

Bukti :
Andaikan M adalah modul atas ranah Euclides D yang dibangun secara
berhingga oleh himpunan X = {x,,x,,---,x,}, yaitu M = (X). Berarti setiap

m € M dapat ditulis sebagai m = rx, + r,x, +---+r,x, dengan r, € D dan
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x;€ X. Dapat dibentuk modul-modul siklik yang dibangun oleh
X, X,,...,X, , yaitu

Dx, = {rxl‘r € D},D-)c2 = {rxz‘r € D},---,Dx" = {rxn‘r € D}
Didefinisikan suatu pemetaan 6:M — Dx, ® Dx, ®---® Dx, dengan
aturan @(m) =6(r.x, +r,x, +---+r,x,)=(nx,,r,x,,-++,r,x,) untuk setiap
m e M . Akan ditunjukkan apakah @ terdefinisi dengan baik (well-defined).
Ambil sembarang m,,m, € M sedemikian sehingga m, =m,. Karena M
dibangun secara berhingga, maka

m =8X, +8,x, +--+5,x, dan m, =t x, +6,x, +---+1,x

nn n

dengan s,,t, € D,x, € X . Karena m, =m,, maka m, +(—m,)=0.
81X +8,%, +o+ 8,0, (X —,x, —---—1,x,)=0
(81 =1)x (s, —15)x +++ (s, —1,)x, =0

(s —1)=0,(s, —1,)=0,---,(s,—1,)=0
Sehingga didapat
Sy =U,8, =1y, 8, =t,. Maka s;x; =,X,8,%, =l,X,,*,8,X, =, X,,.
Sehingga  (s,x,,8:%5, -+, 8,%,) = (X, 0:%5,--,¢,%,). Jadi O(m)=06(m,).
Jadi @terdefinisi dengan baik. Selanjutnya
O(m, +my,) =0((s,x; +5,%, +--+5,x )+t X, +,x, +---+1,x.))

= O((s;x; +1,x) +(8,x, +1,x,)+ -+ (s, x, +1,X,))

= ((8,x; +1,%,),(8,%, +1,X,),++,(5,x, +1,%,))

nn n
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= (80X, 85X, 5000 8,%, ) (8 XX, LX)

*>"n'n
= G(5,%, +5,%, ++0+8,%,) O, X, +1,%, +-+1,%,)

n-n

= G(m,)+6(m,). |

O(rm) = 0(r(s,;x, + 8,%, + -+ 5,x,)) = O(rs,x, +rs,x, + - +7rs,x,)

nn
= (X, 7S5 Xy 50 05 1S, X))

= r(8,%],8,%5,...,8,%,) = r6(m,).

O(mr) =60((s,x;, +8,%, +---+5,x,)) = 0(s,X,7 + S, X, 7 + -+ 5 x,7)
= (8,X,7,8,X,7 ..., 8, X,T)
= (8,%),8,%55...,8,%,)r = O(m,)r.
Jadi & homomorfisme. Akan dibuktikan bahwa € injektif dan surjektif. An-
daikan = my = s;x + S, +eoc 4 s,x,  dan o om, =6x Hx, £ 41X

nn

sedemikian sehingga 6(m,)=6(m,). Maka (s,x,,5,%,,...,5,%,) =

(tyx,85%,,...,0,%,),  sehingga  diperoleh  s.x, =¢£,x,, 5,%, =t,%,,-+,
s,x, =t,x,,yaitu m, =m,. Jadi (Vm,,m, € M)0(m,)=60(m,)= m, =m,.
Jadi Ginjektif. Ambil sembarang
(8)%),8,%5,...,8,%,)€ Dx, ® Dx, ®---® Dx,,
maka ada (s;x, +s,x,+---+5,x,)e M sedemikian sehingga diperoleh
O(s,x, +8,%, +--+5,x,) = (8,%,5,%,,...,5,X,). Jadi @ surjektif. Karena €
adalah homomorfisme yang injektif dan surjektif, maka @ adalah isomor-

fisme. Jadi M = Dx, ® Dx, ®---® Dx,,. n
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BAB V

KESIMPULAN

Berdasarkan uraian pada bab-bab sebelumnya dapat disimpulkan hal-hal

sebagai berikut :

L.

V8]

Modul atas suatu gelanggang merupakan generalisasi dari ruang vektor
atas suatu medan. Dengan kata lain ruang vektor adalah modul atas
suatu medan.

Modul M atas gelanggang R merupakan jumlah langsung internal
apabila penjumlah langsungnya berupa submodul-submodul dari A,
dan modul M atas gelanggang R merupakan jumlah langsung eksternal
apabila penjumlah langsungnya berupa modul-modul.

Modul M atas gelanggang R dikatakan dibangun oleh himpunan X jika

setiap m e M dapat ditulis sebagai kombinasi linear m = Zrix,.

=1
dengan r, € Rdan x, € X dan ditulis M = (X).

Modul M atas gelanggang R dikatakan dibangun secara berhingga jika
M dibangun oleh suatu himpunan bagian berhingga dari M. Jika M

dibangun oleh himpunan dengan elemen tunggal, maka A/ disebut

modul siklik.
Modul M atas gelanggang R yang dibangun secara berhingga oleh

himpunan X ={m,,m,,---,m,} c M dikatakan dibangun secara bebas

oleh X bila dan hanya bila »m, +r,m, +---+r,m, =0 hanya dipenuhi

56
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jika n=ry=--=r,=0. Modul M disebut modul bebas jika A
dibangun secara bebas oleh suatu himpunan bagian berhingga.

6. Suatu gelanggang R yang komutatif dengan elemen satuan | dan tidak
memuat pembagl nol serta dilengkapi dengan suatu fungsi Euclides
disebut ranah Euclides.

7. Modul atas ranah Euclides yang dibangun secara berhingga isomorfis

dengan suatu jumlah langsung eksternal dari modul-modul siklik.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

58
DAFTAR PUSTAKA

Artin, M (1991) Algebra. Upper Saddle River, NJ : Prentice-Hall.

Cameron, P.J. (1998) Introduction (o Algebra. London : Oxford Science
Publications.

Dummit, D.S & Foote, R. M. (1991) Abstract Algebra. Upper Saddle River, NJ :
Prentice-Hall.

Durbin, J.R. (1985) Modern Algebra. New York : John Wiley & Sons.

Gardiner, C. F. (1985) Modern Algebra : A Natural Approach, With Applications.
New York : John Wiley & Sons.

Hartley, B & Hawkes, T. O. (1970) Rings, Modules and Linear Algebra. London :
Chapman and Hall.

Herstein, 1. N. (1964) Topics in Algebra, 2™ edition. New York : John Wiley &
Sons.

Herstein, I. N. (1990) Abstract Algebra. New York : Macmillan.

Hungerford, T.W. (1974). Algebra. New York : Springer-Verlag.

Wono Setyo Budhi. (1995) Aljubar Linear. Jakarta : PT. Gramedia Pustaka

Utama.




