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ABSTRAK

Setiap matriks polinomial dapat dinyatakan sebagai suatu polinomial
dengan koefisien matriks atas R. Untuk setiap polinomial matriks dapat
dibagi oleh suatu polinomial matriks yang koefisien utamanya tak-singular.
Jika polinomial matriks bujur sangkar dibagi oleh polinomial matriks
berderajat satu dengan sisa matriks atas R, maka sisanya itu merupakan
nilai fungsional dari polinomial matriks tersebut. Polinomial matriks skalar
A(x) habis dibagi oleh (x/-B) bila «(B) = O. Setiap matriks bujur sangkar 4
memenuhi persamaan karakteristiknya. Untuk sebarang matriks polinomial
dapat direduksi ke dalam bentuk Normal Smith melalui serangkaian
transformasi elementer. Sebarang sistem persamaan diferensial linear biasa
dapat diselesaikan melalui serangkaian teransformasi elementer terhadap
matriks koefisiennya (matriks yang elemen-elelemennya berupa polinomial
operator diferensial) sehingga diperoleh sistem yang ekivalen tetapi lebih

mudah diselesikannnya.
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ABSTRACT

Each matrix polynomials can be written as a polynomial with
coefficient matrices into R. Each polynomial matrix can be divided with a
polynomial matrix which 1s leading coefficient non-singular. If the
polynomial matrix n-square is divided with one degree polynomial matrix,
with the remainder matrices into R, so the remainder 1s functional values of
that polynomial matrix itself. The polynomial matrix scalar A(x) is divisible
by with (x/-B), if the a(B) = O. Every square matrices 4 satisfies its
characteristic equation. Each matrix polynomials can be reduced into
Normal Smith form trough a unite of elementary transformations.

The similar system of ordinary linear differential equations can be solved by
a unite of elementary transformation through the coefficient matrices
(matrices which polynomial operator differential elements) so that obtained

the equivalent system, so that will be easier for the solution.
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BAB I

PENDAHULUAN

Latar Belakang

Telah dipelajari dalam aljabar linear elementer, bahwa untuk
mempermudah menyelesaikan sebuah sistem persamaan linear yang terdiri
dari m persamaan dengan # variabel, sistem itu dituliskan dalam persamaan
matriks dengan elemen-elemennya berupa koefisien-koefisien bilangan real
dari variabel dalam sistem tersebut. Penyelesaian sistem persamaan linear itu
dilakukan dengan pengoperasian matriks koefisien, serta menggunakan sifat-

sifatnya.

Secara umum untuk mempermudah mencari penyelesaian suatu sistem
persamaan adalah dengan menyatakannya ke dalam bentuk persamaan
matriks. Matriks yang muncul ternyata tidak selalu dengan elemen-
elemennya bilangan real. Misalnya dalam sistem persamaan diferensial
linear biasa dengan koefisien konstanta ternyata matriks yang muncul adalah
matriks dengan elemen-¢lemen berupa polinomial (matriks  polinomial).
Oleh karena itu dalam skripsi int akan dibahas matriks polinomial dan sifat-
sifatnya serta pencrapannya dalam mencarn penyelesatan suatu sistem

persamaan diferensial linear biasa.
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Perumusan Masalah
Dan uraian di atas, masalah-masalah yang akan dibahas dalam skripsi
ini adalah:
. Bagaimana pengertian dan sifat-sifat matriks polinomial.
2. Bagaiman konsep matriks polinomial dapat diterapkan dalam
menyelesaikan suatu sistem persamaan differensial linear biasa dengan

koefisien konstanta real.

Tujuan Penulisan Skripsi
Skripsi ini bertujuan untuk:
l. Membahas pengertian dan sifat-sifat matnks polinomial.
2. Membahas penerapan matriks polinomial dalam menyelesaikan suatu

sistem persamaan differensial linear biasa.

Manfaat Penulisan
Skripst int diharapkan mempunyai manfaat untuk berbaga: pihak

terutama antara lain :
. Bagi Universitas Sanata Dharma scbagai tambahan buku-buku referensi
kepustakaan dan dapat digunakan scbagai bahan acuan bagt pihak-pthak

yang memerlukannva.

£

Bagi penulis dapat menambah pengetahuan, pengalaman dan wawasan
yang lebih luas berkenaan dengan matnks polinomial, memperdalam

konsep dasar matriks dan hubungannya dengan polinomial, bagaimana

[ RV
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matriks polinomial dapat diterapkan dalam menyelesaikan suatu sistem

persamaan differensial linear biasa.

Metode Penulisan
Dalam menulis skripsi, penulis menggunakan metode study pustaka

antara lain dengan membaca buku-buku dan literatur yang terkait.

Sistematika Penulisan

Materi pembahasan meliputi landasan teori antara lain:

Pada BAB [ pembahasan meliputi pendahuluan yang terdin dari latar
belakang, perumusan masalah, tujuan penulisan, manfaat penulisan, metode
penulisan dan sistimatika penulisan serta materi prasyarat.

Dalam BAB II pembahasan meliputi uraian singkat tentang definisi
matriks, jenis-jenis matriks, operasi-operasi pada matriks, determinan
matriks, adjoint matriks bujur sangkar, transformasi elementer matriks,
definisi polinomial, operasi-operasi polinomial serta sifat—sifatnya.

Pada BAB Il pembahasan matriks polinomial meliputi : pengertian
matriks polinomial dan polinomial matriks, operasi-operasi polinomial
matriks serta sifat -sifatnya, nilai fungsional polinomial matriks, polinomial
matriks skalar, determinan dan karakteristik polinomial matriks, tnvers dari
suatu matriks non-singgular sebagai polinomial dengan koefisien bilangan

real serta transformasi elementer dan himpunan kanonik matriks polinomial.

(V3]
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Pada BAB [V pembahasan meliputi penerapan konsep matriks
polinomial dalam menyelesaikan sistem persamaan differensial linear biasa
homogen dan sistem persamaan diferensial linear biasa non-homogen.

Dalam BAB V pembahasan meliputi keismpulan dan saran.

G. Materi Prasyrat

Dalam skripsi ini diasumsikan pembaca telah mempelajari matriks atas
R dan polinomial atas R serta persamaan diferensial linear biasa dengan
koefisien konstanta. Bahan yang sudah diberikan dalam kuliah tidak akan
dibahas secara mendetail, tetapi akan ditulis secara singkat dengan tujuan
hanya untuk mengingatkan saja. Konsep dan sifat-sifat yang tidak
berhubungan lansung dengan matriks polinomial tidak dibahas pada
landasan teor.

Dalam pembahasan landasan tecori yang di amabil hanya sub-sub
pokok bahasan yang nantinya akan digunakan dalam pembahasan matriks
polinomial sebagai konsep dasar bagi kemudahan dalam memahami matnks

polinomial, terutama matriks dan polinomial serta operasi—operasinya.
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BAB II

LANSAN TEORI

Dalam bab II ini akan dibahas matriks atas-® dan polinomial atas -R

serta sifat-sifatnya yang akan digunakan dalam pembahasan bab selanjutnya.

Matriks atas -R

Pada subbab pertama akan dibahas matrnks atas-R (matriks dengan
elemen-elemen bilangan real) yang meliputi definisi, operasi-operasi dan
sifat-sifatnya, determinan matriks bujur sangkar serta ekivalensi dua buah

matriks.

Pengertian Matriks

Definisi 2.1 (Matriks atas -R)

Matriks didefinisikan sebagai sederetan bilungan-bilungan real vang diatur
menurul baris dan kolom vang diapit oleh sepasang kurung siku schingeu
herbentuk persegi panjang, di mana punjung dan lebarnva ditentukan oleh

bunvaknva buris dun kolom.

Matriks biasanya dinotasikan dengan huruf kapital tebal, misalkan A.
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Secara umum suatu matriks A yang terdiri dan m baris dan » kolom ditulis

sebagai berikut:

ay Ay a,
Ay Ay .. Gy,

A= atau Aq.a = (g
aml amZ amn

Bilangan-bilangan real a; pada matriks A disebut e/lemen matriks A.
Karena a;e®R (R: himpunan semua bilangan real), maka matriks A sering
disebut matriks atas-R. Matriks A di atas disebut matnks berukuran mxn.
Bilangan a; menyatakan elemen matriks A untuk baris k-1 dan kolom k-j.
Dalam menuliskan indeks (subcript) ganda, indeks pertama menunjukkan
bans dan indeks kedua menunjukkan kolom di mana elemen terletak.
Misalnya a»;, menyatakan elemen matriks A yang terletak pada baris kedua

dan kolom pertama.

Definisi 2.2 (Matriks bujur sangkar)
Suatu muatriks atas -R dikatakan matriks bujur sangkar bila bunyaknyu

haris suma dengan bunvaknva kolom.

Secara umum matriks bujur sangkar A ditulis sebagai:

’—“1[ - Um—‘

[ o Ua

. 21 22 2n .
A= atau A, = (uy).

n2 e nn
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Definisi 2.3 (Kesamaan dua matriks)
Dua matriks A = (a;) dan B = (b)) dikatakan sama (ditulis A = B) bila
keduanya berukuran sama dun setiap elemen yang seletak bernilai sama

(aj; = bjj untuk setiap i dan j).

Definisi 2.4 (Matriks identitas)
Matriks bujur sangkar A = (ay) disebut matriks identitas dan dinotasikan

dengan 1 bila a;; = | untuk setiap i =jdan a; = 0 untuk setiap i #j.

Definisi 2.5 (Matriks diagonal)
Matriks bujur sungkar A = (uy) disebut matriks diagonal bila a; = k untuk

setiap i = j dan ay = 0 untuk setiap i #j, di mana k sebarang bilangan reul.

Definisi 2.6 (Penjumlahan dua matriks)

Diberikan Ay~ (ay) dan By, ~ (by) dua matriks berukuran suma, maku
Jumlah matriks A dun B ditulis A + B didefinisikan sebagai matriks
Chaw  (cy) di muna clemen-clemenn matriks C  diperoleh  dengan

menjumlahkan clemen-elemen vang scletuk dari matriks A dan B.

Dua buah matriks hanya dapat dijumlahkan bila keduanya memiliki

banyaknya baris dan kolom yang sama.
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Teorema 2.1 (Komutatif dan asosiatif terhadap penjumlahan matriks)

Operasi penjumlahan matriks memenuhi sifat komutatif dan asosiatif.

Bukti

Andaikan A, . = (@) , Bma = (by) dan Cy. = (cj7) adalah tiga matriks
berukuran sama, maka:
A+ B = (ay) + (by) = (a;+ b;j) = (b; + a;) = (bjj) + (ay) =B+ A4 dan
(A+B)+C=[(a) + (b)] + (e) = [ty + by) + €51 = [ty + (by + ¢y)]

= (@) +(b+cp)]=A+(B+C) u

Definisi 2.7 (Hasil kali dua matriks)

Andaikan dua matriks A, = (ay) dan By, = (by), maka hasil kali matriks A
dan B (ditulis AB) didefinisikan sebagai suatu matriks misalkan C,,, - (ciy
sedemikian sehingga AB = C, di mana elemen-¢lemen C duri baris ke-i dun

kolom ke-j diperoleh dengan aturan

H
Cij Wby W SECE B 0 Z dighyy, dimana i 1,2, ... . m
k=1

dan | 1,23, n

Hasil kali dua matriks A dan B hanya dapat didefinisikan bila

banvaknya kolom dari matriks A sama dengan banyaknya baris matriks B.
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Teorema 2.2 (Asosiatif dan distrnibutif terhadap perkalian)

Operasi perkalian bersifat asosiatif dan distributif.

Bukti
Sifat Asosiatif
Andaikan matriks Am«a = (@), B = (8i) dan Cyq = (¢jj). Elemen

pada baris ke-i dari A adalah «;, aj, ..., ain dan elemen pada kolom k-j dan

P P P
BC adalah > b,¢,, > bycy. ..., D b,c, sehingga pada letak baris ke-i dan
k=1 k=1 k=1

” P n D
kolom ke-j dari A(BC) adalah A(BC) = a, (Z bk,c'y] = a4, Y b,
k=| /=] /=]

k=1

p n
= [Za,kbk, ]c,j =(AB)C. Jadi A(BC) -(AB)C =
1=1

k=1

Sifat distrbutif

Andaikan matriks A, B dan C masing-masing An.n = (dy), Ba.p = (hy)
dan C,., = (cy). Elemen pada baris ke-i dari A adalah «;i, 2, ..., ajy, dan
elemen pada kolom ke-j dari B + C adalah Ay, + ¢y, b3, + ¢op ooy Dy o 0y
Maka elemen pada baris ke-t dan kolom ke-j dari A(B + C) adalah
ium (b, +cy )= iuu by + 'Z'u,ml ~AB+AC
k=t k=l k={

Jadi A(B+C) = AB+AC untuk sctiap / dan /.

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan (A + B )C = AC + BC yaitu:
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(A+B)C => (a, +b,)c, =D auc, + D b,c,=AC+BC.®
k=1 k=1 k=l

Definisi 2.8 (Perkalian matriks dengan skalar)
Diberikan suatu matriks A, = (ay) dan k € R, maka Hasil kali matriks A

mm = (@) dengan k adalah matriks

ka,, ka, .. ka,,
F ka,  ka,, .. ka,,

kA =k (a;) = - - -
kaml kamZ e amn

Matriks identitas memiliki beberapa sifat khusus antara lain:

LLL....... =/ dan [ +[+7]+
_v—_/ N

A
p ftaktor p suku

....... .= p./, di mana p bilangan bulat positif.

Definisi 2.9 (Invers suatu matriks)

Diberikan A dun B dua matriks bujur sangkar sedemikicn sehinggu

AB = BA = I, muka B disebut invers duri A yang ditulis B = A",

10
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Determinan matriks bujur sangkar

Pandang permutasi berbeda dari himpunan bilangan-bilangan bulat
{1,2,3}adalah 123 132 213 231 312 32I.

Dua permutasi berbeda dari himpunan bilangan {1,2} adalah 12 dan 21.

Secara umum himpunan bilangan-bilangan bulat {1, 2, ..., n} akan

mempunyai n! permutasi yang berbeda. Untuk menyatakan permutasi umum
dari himpunan {1, 2, ..., n}, selanjutnya dituliskan sebagai (j1, 2, ..., jn).
J1 menyatakan bilangan bulat pertama dalam permutasian, j» menyatakan
bilangan bulat kedua dalam permutasian dan seterusnya. Jika dalam
permutasian (j1, j2, ..., j») yang diketahui bilangan bulat yang lebih besar
mendahului bilangan bulat yang lebih kecil, maka disana terdapat suatu
Invers.

Banyaknya invers yang terjadi dalam permutasi dapat ditentukan
dengan cara mencari banyaknya bilangan bulat yang lebih kecil dan j; dan
yang membawa j; dalam pormutasi tesebut (/ = 1, 2, ..., n-1). banyaknya
bilangan-bilangan ini akan sama dengan banyaknya invers seluruhnya dalam

permutasi tersebut.

Contoh 1
Banyaknya invers dalam permutasi 213 dan 321 adalah | dan 3 yaitu:
f+0+0=1dan2+1+0=3.

Suatu permutasi disebut genap atau ganjil tergantung banyaknya invers

genap atau ganjil. Permutasi 213 dan 321 adalah ganjil.

11
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Definisi 2.10 (Hasil kali elementer)

dy Uy ay,

a, da, a
. . 21 9n 2
Andaikan matriks A, = '
anl an2 arm

Yang dimaksud dengan hasil kali elementer suatu matriks A, adalah setiap
hasil kali n elemen A,, di mana dua di antaranya tidak boleh berasal dari

baris yang sama atau dari kolom yang sama.

Contoh 2

ap a;,

S R
S

Daftar hasil kali elementer matriks A3 = | a,, a,; | sebagai berikut:

Uy Uy Uy

Karena setiap hasil kali elementer mempunyai 3 faktor yang masing-masing
berasal dari bans yang berbeda, maka hasil kali elementer dapat ditulis
dalam bentuk «.¢>.a;. . Karena tidak terdapat dua faktor dalam hasil kali
tersebut berasal dari kolom yang sama maka nomor kolom tidak mempunyai
pengulangan dan sebagai konsekuensinya nomor kolom tersebut harus
membentuk permutasi himpunan {1, 2, 3} Dari sini permutasi 3! = 6
menghasilkan daftar hasil kali elementer berikut:
dndnus: dpdadsy dizdadsy dpdndiy o dpadadiy o dpadoads)
Secara umum matriks A, mempunyai #! hasil kalt clementer. Hasil kali

clementer tersebut adalah hasil kalt yang berbentuk:a, a,, g, ...a, di

",

mana faktor-faktor telah di susun sehingga bilangan-bilangan dari indeks

12
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pertama (indeks yang menyatakan baris) adalah urutan biasa 1, 2, 3, ...,n dan
bilangan-bilangan j; j, j: . j, dan indeks kedua(indeks yang menyatakan
kolom) adalah salah satu dari n! Permutasi bilangan bulat 1, 2, ,5 ...,n.

Untuk permutasi indeks kedua j; j, /3. . j.yang berikan, didefinisikan
(-1) = -1 atau +1 tegantung kepada apakah banyaknya invers (i) genap atau
ganjil dalam permutasian j; j2, j3, .. Jjn» dan bentuk hasil kali bertanda

(-'a, a,,a, ...a, , selanjutnya akan digunakan untuk mendefinisikan

T

determinan suatu matriks.

Definisi 2.11 (Nilai determinan matriks bujur sangkar)
Nilai determinan suatu matriks bujur sangkar adalah jumiah semua hasil

kali elementer bertanda dari suatu matriks A,, dan ditulis sebagai:

Determinan matriks A = det(A) = | A = i (-D'a,a,ay .a, dengan

n! =Banyaknya permutasi {1,2,3,...,n}

i = Bunyaknya invers dualam permutasi yang bersesuaian dengan jy, ja, ., Ju.

Contoh 3

T

Misalnya Ay = |y, u.,  ds,

Uy, U,

Dattar semua hasil kalt elementer adalah:
ajuxdszs a|dzy d13dadsy ddazds: djadz3dzy dyzdndsg

semua hastl kali elementer bertanda dari matriks A; adalah:
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0 1 _

(-1) anaxnas; = ananas; (-1) anaziazz = -ajunias;
2 1 _

(-1) apanas; = aizazas (-1) anaaas; = -unaxnas:
2 3

(- apanas = apazas; (-1Y apaxnas = -ajzanus;

IAI = a)axndsz - dipdy a3zt d;3andsy - d)d23dsy T d)2dadsg - dp3dnds)

= ayy (anas; - axas;) - ain ( a2dss - anpas) + aiz (anas- anas)

Definisi 2.12 (Minor pertama matriks bujur sangkar)

Andaikan matriks A = (a;) adalah suatu matriks bujur sangkar berukuran

nxn, yang determinannya diberikan oleh | A |=z": (-)'a,a,a, .a,
. (B [ Ma

Jika suatu elemen pada baris ke-i dan kolom ke -j duri A dihapus, nilai

determinan matriks bujur sungkar sisunya berukuran (n-1) disebut minor

pertama dari A dan dinyatakan oleh| M; |

|A/['|j |s:—n'ng disebut minor dari a;. Minor bertanda (-1) 7 disebut
kofaktor a; dan dinotasikan simbol o;.

CIH dy, U,

Misalnya A; = (u;) =|u,,  d.  d,, |[maka kofaktor ¢; yang dinyatakan

(Jl‘1 u_;: U_H
oleh Q5 adalah:
U:: U:_}
141
o= (-1 ,A’/H):]A“[ll}:a‘, s,
1+2 e
o =(-1) ‘|A/[12|=-|A’712|='a“ Us;
R 3

14
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3| - | a, dp a;, dg
‘ 3 .
oz = (-1 Mpl=IM;sl= QL =- -
3= (1) 3 BE ay  ayp) %2 Tlay,  ag
a, A dy 4y di; A
- ) o=
2 |a;, ay| FBT 7|ay, dy,|%T g, ay,

a||(1“+a|2(112+a|3(1‘3=anl My |- apl M|+ ail Mis |

Dari contoh 3 (axas3 - a23a3z), ( axass - axas) dan (azasq- axas) tak lain

adalah minor-minor dari a;, maka

|Al=anl My |- anl Mia |+ aysl M| = ay i+ ap ot azans

Secara umum dapat disimpulkan bahwa:

1. Determinan dar suatu matriks bujur sangkar 4, adalah jumlah hasil kali
yang diperoleh dari perkalian tiap elemen suatu baris atau kolom | A |
dengan kofaktornya yaitu :

a.  |Al=ayon+ apoint s oint . + @Oy = 2 auOus
b. , A , = ay; al_i+ ax Ot asjot .+ a0y = Y g Oy

(L,j=1,2,3,...n).

all al.‘ aII al} all al?_

and, tapd.,,taa,;=-apn a,, +ap

G -dy1e = 0
as; a; Ay Ha,, a,

Perhatikan bahwa ini adalah pengurataan nilai determinan dari matriks:
ayy a,, (l”
u,, u,, «,|di mana dua baris identik schingga M =0.

Uy Uz dy

Karena detreminan dari matriks bujur sangkar yang dua baris atau

kolomnya sama adalah nol, maka secara umum dapat dikatakan bahwa:

15
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2. Jumlah hasil kali yang dibentuk dengan perkalian elemen-elemen suatu
baris atau kolom matriks bujur sangkar A dengan kofaktor padanannya
dari baris atau kolom A lainnya adalah nol yaitu :

anoynt apontaios =0 dan aypopt a0t as oz = 0.

Definisi 2.13 (Rank suatu matrik)

Matriks tidak nol A = (ay) dikatakan mempunyai rank r bila paling sedikit
satu dari minor bujur sangkar rXr tidak sama dengan nol, sedangkan setiap
minor bujur sangkar (r+1)(r+1) jika ada adalah nol. Matriks nol

mempunyai rank nol.

a, 4,; 4,
Misalkan suatu matriks A = (a;) =| ua,, d,, d,; |, dengan |A|=0.

dz  dyp Uy

a, dp

Jika |M33 |= # 0 maka r = 2. Matriks bujur sangkar A;. disebut

d; dm

tak-singgular bila ranknya “ r = n “ atau dalam arti | A |# 0. Jika |Al=0,
maka A, disebut singgular. Misalkan terdapat matriks bujur sangkar

A (uy)dan B = (b;), maka| AB|= | Al |B| Karena| AB|=|Al.[B ],
maka dapat dikatakan bahwa hasil kali antara dua atau lebih matriks bujur
sangkar yang tak singgular adalah tak-singgular. Sedangkan hasil kali dua
atau lebth matriks bujur sangkar adalah singgular bila paling sedikit salah
satu diantaranya ada yang singgular. Misalkan sebarang matriks bujur

sangkar A = (a;) dan B = (6;) maka

16
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i. |AB|=1A|.|Bl#0, bila|A|=0dan |B|=0.

ii. |ABl=|Al.IB|=0,bila |A|=0ataul B|=0.

Definisi 2.14 (Adjoint matriks)
Andaikan matriks A = (ay) adalah matriks bujur sangkar berukuran nxn

dan @, adalah kofaktor dari a;;, maka adjoint A didefinisikan sebagai:

all a:l

Adjoint A= adj (ay) = |2, A - 2,

o, 2., .. A

n 2n nn

di mana kofaktor elemen-elemen baris (kolom) ke-i dari A adalah elemen -

elemen baris (kolom) ke-i dari adj A .

dy dy 4y
Misalnya A3 = |d,, d,, dsy

a3 dy dy

an =D Myl o =D I ML, o =D M

o = (- M| aan = U2 Maa | oaa = (<17 | My

3+1 342 L] 343
o = (D" My o = (1Y M | aan = (<17 | As |
Xy, a, Ay
Maka Adj(4d) =|a, ..«
al\ a?_} al\
a, ap ay|ja, Oy Oy by, n by
Andaikan |a,, a, a, ||®, O0n @, |=|b, b, b
3 Ay @y, || O 0Oy Oy by by by

17
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by =anai +ano + ez = |4)= by = bs;s

Al ¥4

bia=apay taptn + apoan=0=5b;3=>b=...

Secara umum dapat disimpulkan bahwa

ay 4y . 4y, |Gy Ay . &,

. . a; G4y dy, || T2 Ty - Ay
A(adj A)=A (adj (ay)) =

anl anZ arm aln aZn ann

= diagonal (| Al,IAl,lAl, ....,|Al)=1A|.I= (adjA) A

£

Contoh 4

Matriks A; =

LV - o

|
1
3
|Al=ay | M| - anl M|+ asl M|
Fapditdpanpt asa;s
=aa, + apa,, + apa .

= 1(-5) +2(5) + 3(0) = 5.

12 3|/-5 7 | 5 00
Sedangkan AadyA)y=|{ 1 2{{ 5§ -8 [ =0 5§ b |
3 3 1 0 3 =1 0 0 5

Dengan mengambil detreminan | A.adj(A) | tersebut didapat:

Al ladj(a )l =1 Al"=]adjA)] | Al.

18
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Definisi 2.15 (Transformasi elementer suatu matrnks)

Transformasi elementer pada suatu matriks tanpa mengubah ordo atau

ranknya didefinisikan:

1. Pertukaran suatu baris ke-i dengan baris ke-j yang dinyatakan oleh Bj;.
Dan pertukaran kolom ke-i dengan kolom ke-j dinyatakan oleh K;;

2. Mengalikan baris ke-i dengan suatu konstanta tak-nol misalkan “c¢”
dinyatakan Bi(c). Mengalikan suatu kolom ke-i dengan konstanta tak-nol
“c”, dinyatakan dengan K(c)

3. Penambahan pada elemen-elemen baris ke-i dengan c kali elemen-
elemen padanannya dari baris ke-j dinyatakan oleh Bj(c), Penambahan

pada elemen-elemen kolom ke-i dengan ¢ kali elemen-elemen

padanannya dari kolom ke-j dinyatakan oleh Ki(c).

Transformasi B disebut transformasi elementer baris, dan transformasi
K disebut transformasi ¢lementer kolom.

Dua matriks A dan B disebut setara “A~B™ jika yang satu diperoleh
dari yang lainnya melalut serangkaian transformasi elementer.

Jika matriks A direduksi menjadi matriks B hanya menggunakan
transformasi ¢lementer baris atau kolom saja , maka matriks B discbut sctara
baris atau setara kolom terhadap matriks A tergantung transformasi
clementer yang digunakan. Dengan transformast elementer, sebarang

matriks A dengan rank r > 0 dapat direduksi kesalah satu bentuk normalnya

19
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N A A I
Sl I Y r

Hasil Penerapan transformasi elementer suatu baris atau kolom
dikenakan pada matriks I disebut matriks elementer baris atau kolom.
Matriks-matriks elementer baris atau kolom yang berpadanan dengan
transformasi-transformasi elementer baris atau kolom yang mereduksi
matriks A menjadi matriks B dan dinyatakan sebagai: B, B, ...Bs; K1, K, ...,

K, dengan B, adalah transformasi baris yang pertama dan seterusnya maka

Bs...Bz.Bl.A.Kl.Kz...Kl = PAQ T B, dimana P = BS...Bz.Bl dan Q = K].KZ...K[

Definisi 2.16 (Ekivalensi dua matriks)
Dua matriks A dan B dikatakan ekialen jika terdapat matriks-matriks tak

singgular P = B;...B;.B; dan Q = K.K,...K, sedemikian sehingga PAQ = B.

Polinomial atas -R
Pada subbab kedua ini akan dibahas ploinomial atas -R (polinomial
dengan koefisien bilangan real) yang meliputi definisi, operasi-operasi yang

berlaku serta sitat-sifatnya.

20
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Pengertian dan operasi polinomial atas-R
Definisi 2.17 (Polinomial dengan koefisien real)

Andaikan -x suatu variabel. Suatu bentuk Aljabar:
2 i S K
P(x) =ap+ ax + ax’ + .. * QuyX" " + QX" ZZ“/.--‘ , di mana koefisien-
k=0

koefisien ayeR disebut polinomial dalam -x atas -R.

Koefisien a, disebut koefisien utama dan P(x) dan jika a, # 0 maka
P(x) disebut polinomial berderajat m. Polinomial (x) disebut polinomial nol
dan ditulis P(x) = 0 bila g; = 0 untuk setiapk =0, 1, 2, .., m.

Jika P(x) = a¢ # 0 maka P(x) disebut polinomial berderajat nol. Jika
koefisien utama P(x) yaitu a, = | maka P(x) disebut monik. Himpunana

semua polinomial dalam variabel —x atas -R dinotasikan dengan R[x].

Definisi 2.18 (Kesamaan dua polinomial)

nt

Andaikan P(x), Q(x) € 3/x] dengan P(x) Zu‘_x"' dan ((x) Zb‘,xk i

k=0 k=0
Polinomial P(x) dikatukan suma dengun Q(x) dan ditulis P(x)  Q(x) bilu

ap by untuk setiapk 0, (., 2, ..., m.

21



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Definisi 2.19 (Penjumlahan dua polinomial)
Andaikan P(x), Q(x) € $x] dengan P(x) => a,x* dan Q(x) = > b, x* .
k=0 k=0

Maka hasil jumlah P(x) dan Q(x) yang ditulis P(x)~Q(x) didefinisikan

sebagai:

1. P)+Q(x) =D (a, +b,)x" bilam =n.
k=0

2 P()+ Q@) =) (a, +b)x" + ap "+ L~ anx" bilam > n.
k=0

3. P« Q) =) (a, +b)x* = bpx™ - - bx" bilan>m.
k=0

Operasi penjumlahan polinomial memenuht sifar komutatif, asosiatif.

Andaikan P(x), O(x), T(x) € Hx] dengan P(x) = Z a.x* ; Ox) = Z b x*

k=0 k=0
Al
dan (x) = chx" .Jikam=n , maka
k=0

n n

L P+ O =D apx* Y bt D (a, +h )" D (b +a )Xt
k=0 k=0 k=0 k=0

ihkxk -Za,‘_xk ((x) = P(x).

k=0 A0
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan /(x) + O(x) = ((x) - P(x)

untuk »>n dan m<n.

2. { P+ Ox) ) +1x)= {Zakxk + bkxk} S ckxk
k=0

k=0 k=0
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m ”n S
= Zakxk + {Zbk,\"' + ch,\"‘}

k=0 k=0
= P(x) + {Q(x) + T(x)}, untuk m = n =s.
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa

{ P(x)+ O(x) } + T(x) = P(x) + {O(x) + T{x)}untuk m<n<s dan seterusnya.

Definisi 2.20 (Hasil kali dua polinomial)

Andaikan P(x), O(x) € $[x] dengan P(x) - Za‘t dun Q(x) = Zb xiB

k=0

Maka hasil kali P(x) dan Q(x) yang ditulis P(x).Q(x) didefinisikan sebagui:

P(x).0(x) = rg[Za‘ ,‘}\‘

i=0 \ k=0

Jika u,, # 0 dan b, # 0 maka derajat tertinggi dari £’(x).(J(x) tepat sama
dengan m - n. Jika F(x) = 0 tetapi £(x).()(x) =0, maka (J(x)=0. Sebaliknya
jika O(x) = 0 tetapi £(x).(J(x) =0, maka /’(x) = 0

Andaikan £’(x) # 0 dan £(x)./i(x} = £7(x).r(x), maka /i(x) = r(x).

Operasi perkalian polinomial memenuhi sifut komutatif, asosiatif’ dan

distributif.
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Andaikan P(x), O(x), T(x)eR[x] dengan

P(x) =iakxk ,O() = Zbkxk dan 7(x) = chxk
k=0 k=0 k=0

1. P(x).0(x) =iakxk > b x* =Z(Zakb,._k ] = (Zb,._kak jx'
k=0 k=0

i=0 \ k=0 =0 \ k=0

= 3 bxt .S apxt = Q).P(x)
2. {P(x)Q(x)}.T(x) ={iak.\:k. y bkx"} Zs:ckx" ="H"[Zi:akb,._k ]x’ Zs:ckx"

Z {E[Z b, ACA]V } P){Q)T(x))

k=0 =0\ k

3. {P(x)+ Q(x)}. T(x) ={ia‘ X +Zb‘ it } Zc‘

k=0 k=0

=’f[2a‘ ,‘} +§(Zb )| ‘]r

i=0 i=0 \ k=0
= P(x) T(x) + O(x)T(x).

Dengan cara yang sama P(x) {(J(x) +7(x)} = P(x) Q(x) + P(x)1{x).

Teorema 2.3 (Hasil bagi)

”

Anduikan P(x), O(x) € % x/ dengun P(x) Za‘ x* dan Orx) Zbk'\'k )

k0 -0
Jika Ofx) = 0 muka terdupat polinomial [(x) dan H(x) dengan tunggal
dalum Y x [, di muna H(x) aduluh polinomial nol atau berderajat kurang
dari derajat (Q(x) sedemikian sehingga,

Px) = F(x). Q(x) + H(x).
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Dar sini H(x) disebut sisa dalam pembagian P(x) oleh Q(x)rl.”
Jika H(x) = 0 maka Q(x) disebut membagi P(x), sedangkan (J(x) dan F(x)
keduanya disebut faktor—faktor dar P(x). 7,
Bukti ‘
Andaikan P(x) =po + pix + ... + pox" dan Q(x) = qo + q1x + + gmx" .

Jika P(x) = 0 atau » < m maka teorema terbukti. Andaikan » > m maka

bentuk P(x) -Bix"""Q(x) = Pix) =ap + aix + apx* + ... + apx’ adalah

polinomial nol atau berderajat kuarang dan derajat P(x). Jika P(x) =0 atau

berderajat kuarang dari derajat O(x) maka teorema telah terbukti dengan

Fx) = Lo ™™ dan H(x) = P,(x). Jika tidak, bentuk

m

P Pu _nm ap - 3 : e .
(x) - L X" O(x) - =L X" Q(x) = Py(x). Jika P,(x) =0 atau berderajat

m qm

kuarang dari derajat ()(x) maka teorema telah terbukti. Jika tidak proses
diatas diulang dan karena dalam setiap langkah derajat sisa direduksi ,
akhirnya akan sampai pada suatu sisa H(x) = £’y(x) yang berupa polinomial

nol atau berderajat kuarang dari derajat (J)(x) B

Bukti ketunggalan
Andaikan /’(x)  /(x). Q(x) - H(x)dan P(x) ((x). Q(x) - K(x), dimana
derajat dan #/(x) dan K(x) kurang dari derajat ()(x), maka

F(x). Q(x) ~H(x) = G(x). O(x) +K(x)

25
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[F(x) - G(x)] O(x) = K(x) — H(x). Pandang K(x) — H(x) berderajat kurang
dari derajat O(x) yaitu m, sedangkan, terkecuali F(x)- G(x)=0

[F(x) - G(x)] O(x) berderajat sama atau lebih besar dan m. f(x) - G(x)=0
maka K(x) — H(x) = 0 atau K(x) = H(x) sehingga juga berlaku

F(x)= G(x). Maka F{(x) dan A(x) keduanya tunggal W

Teorema 2.4 (Teorema sisa)

Andaikan P(x) e H|x] dan F(x) = x — a, di mana ae #, maka

P(x) = h(x) .F(x) + r = h(x).(x —a) + r, dimana r skalar.

Dari sini dapat diyatakan bahwa r = P(a), sedemikian sehingga diperoleh:

1. Bila P(x) dibagi dengan (x — a) sampai diperoleh sisa berupa skalar,
maka sisa itu adalah P(a), akibatnya

2. Suatu polinomial P(x) mempunyai (x - aj sebagai faktor bila P(a) =0.

Bukti

Andaikan P(x) = py + pix + ... + p,x" dan A(x) = hy + hix + .+ h, x" di
mana m = n-1. P(x) = h(x).(x-a) + r,di mana r skalar benar. Berdasarkan
kesamaan polinomial bahwa /’(x) = hi(x).(x-u) + r hanya bila

-1

pot prxtpxt ot paxXT 4 pL X! = (ready) + (homatn )b (In-aln)e b

1 o . . . . .
(Amor-ahy, )X + X" Sekarang di uraikan masing-masing suku-demi suku
sebagai berikut:

po=(r-ahg) &= po+ahy

pr=C(hp-aly) <= O0=p-hotama
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pr=(m-ah) < O=pr-h+ah)a’...ccoo........
Pn1 ™= (hm-l'ahm) -~ (0 =Pn-t - hm-l‘ ahm)am

P = P & (0=p, - hpe)d™"'

r=pot+pa+ p2a2+ e FPpad” + p,,a'"” =P(a) |

Akibatnya polinomial £(x) mempunyai (x — a) sebagai faktor bila P(a)=0
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BAB I1I

MATRIKS POLINOMIAL

Dalam bab ini akan dibahas konsep matriks polinomial dan sifat-
sifatnya. Sifat-sifat yang berlaku dalam matriks atas-R dan polinomial atas-R

akan digunakan untuk membahas sifat-sifat yang berlaku dalam matriks

polinomial.

Pengertian Matriks Polinomial dan Sifat-sifatnya

Pengertian Matriks Polinomial
Definisi 3.1 (Matriks polinomial)

Matriks polinomiul  adulah muatriks yung elemen-elemennyva  berupu

polinomial dalam -x dengun kocfisicn-koefisien bilungan reul.

Secara umum matriks polinomial berordo mxn dapat ditulis scbagat:

r_a”(x) a,,(x) . ul”(_\‘)

A@) = [ao] = 20 4l G g e ) e R

Clml (x) (‘lmz (x) (Inm(x)
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Definisi 3.2 (Polinomial matriks)

Polinomial matriks adalah polinomial dalam variabel x dengan koefisien-

koefisien matriks atas- 91

Pandang elemen-elemen a;(x) dan matriks polinomial A(x) adalah

polinomial atas-R dengan

”n
2 k .
agx) =do+ ax + ax” + ..+ ax’ = E ax" , a, # 0 di mana n dan
k=0

bergantung pada / dan j. Jika p adalah derajat tertinggi dari polinomial-

polinomial ay{x), maka A(x) dapat dituliskan sebagai suatu polinomial

matriks berderajut p dalam x yaitu:

A(x)y=Ap + Arx = Asx? = v Apyx™ -~ ApxP= 4.x*  dimanad,#0
k=0

dan 4; matriks-matriks berukuran mxn atas-R

Matriks A, disebut koefisien wamu dari x. 4o disebut polinomial matriks

berderajat nol .

Himpunan matriks Kkocfisien (Ao, A, A0 Ay, A} vang
didefinisikan atas-R dinotasikan A,,., (R) dan himpunan semua polinomial

matriks dengan koetisien atas Ay, .,(R) dinotasikan dengan “Ad,«,(R)(x) ™
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Contoh 3.1

l+x+x2 5+3x* +2x  +x*
A(x) = 3 2, 3
—4+x —3x +x

\ ]adalah matriks polinomial.

Perhatikan bahwa polinomial a,,(x) berderajat 2. Polinomial a;(x) dan
ay(x) kedua berderajat 3 dan polinomial a(x) berderajat 4. Karena derajat
yang tertinggi dari elemen-elemen matriks polinomial A(x) yaitu polinomial

ay2(x) adalah 4 maka A(x) dapat ditulis sebagai polinomial matriks berderajat

4 yaitu:

A() l+x+x>+0x* +0x* S+0x+3x>+2x* +x*
x .
' —4+0x+0x°+x* +0x* 0+0x-3x2+x*+0x"
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Definisi 3.3 (Kesamaan polinomial matriks)
V4 ) 2 )
Diberikan A(x),B(x) eMpx(R)(x). A(x) = Z Akx" dan B(x) = z B, Rl
k=0 k=0

A(x) dikatakan sama dengan B(x) dan ditulis A(x)= B(x) bila Ay = By untuk

setiapk =0, 1,2,... p.

Definisi 3.4 (Penjumlahan polinomial matriks)
Vi q
Andaikan A(x), B(x) eMux(R)X). A(x) =D A X", B(x)=) B.x*.
pany k=0

Suatu polinomial matriks D(x) dikatakan sebagai hasil jumlah dari A(x) dan

B(x) dan ditulis: D(x) = A(x) + B(x) , bila

q
1. D(x) = Z(Ak +B)x* L untukp - q.
k=0

14

2.0(x)= D (A + B)x* + B, x4 Box L untik pog
k=0
o ‘

3. D(x) =Z(Ak + B U AP unuk p g

k=0
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Operasi penjumlahan polinomial matriks bersifat komutatif dan assosiatif.

Sifat Komutatif

)4 q
Andaikan A(x), B(x) EMuxn(R)x). A(x) = D A, x*, B(x) =) B,x* .
k=0 k=0

P
L A(x) + B(x)= D> (A, + B)x" ,untuk p=q.
k=0

Perhatikan bahwa 4, + By adalah penjumlahan dua matriks atas-R, maka

Ax+ By =By + Ax untuk setiap £ =0, 1, 2, ..p.

Jadi A(x) = B(x) =Zp:(Ak + B, )x* =i(3k + A )x = Bx) + A(x).
k=0 k=0

[89)

P q r q
CA(X) B = D (A +Boxt D Buxt =D (B +A0x + Y B
k=0 k=0

k=p+l k=p+l

= B(x) 4 A(x), untuk p < q.

()

g r /i Id
CA) OB = DA+ B Y B =Y (B + 4 )x Y B

k=0 k=gl k=0 k=gl

= B(x) + A(x), untuk p > q.

Sifat Asosiatif

IY
Andaikan A(x), B(x), C(x) €M R)(x) dengan A(x) = Z A xt

k=0

93
o
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q r
B(x) =Zkak dan C(x) =2Ckxk .
k=0 k=0

1. Jikap=q=r.

[A(x)+B(x)] + C(x) =[Zp:(,4k + B, )x* ] + ickx‘ = i[(Ak + B, +)C, ]x*

=i[A,k +(B, +C I =Zp:Akx" {i(&- +C, )xk]
k=0 k=0 k=0

= A(x) - [B(x) - Cx)].

2. Jika p=q<r

[4(x)+ B(x)] + C(x) = [f W8 IR, IA ] + i(f-}- gt
k=0 k=0

P r
= (4, + By I+ D Ot

k=0 k=p+l

P r
=N # (B + Gl + X1
k=0

k=p+l

:if:kx“ # {i(b’k +C 2(",_\-‘}
k-0 Aapel

k=0

= AWx) - [B() - CO)

(VS
(VS
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3.Jikap=r<q.

[A(x)+B(x)] + C(x) =|ii(Ak +B)x* ] + i(kak

p q
=D (4 + B, +H)C x5 + D Cx*
k=0

k=p+(

—Z[A +(B, +C P + ZC x*

k=p+l

=§p: A x* +[i(3‘. +C 1t + }q:ckx‘}
k=0

k=0 k=p+l

= A(x) ~ [B(x) - C(x)].

4. Jikap<r<gq.

[4(x) - B(x)] + C(x) =[i(Ak + B )" + ﬁ:&_x"} 2(;&'

k=0 k=p+l

P r 4
=>4 +BI+C I + Y [B+C I+ D Bxt

k=0 k=p+l k=r+l

I
ZA +(B, +C ) +Z(/5’ +O et r?/ﬁ’ x*
k=

k=pel

/Z {Z(B +( ).V+ZHV}

k=0 k=r+l

= A(x) + [B(x) -~ C(x)].
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S.Jikap<g<r.

[4(x)+ BE)] + C(x) =[ (4, + B s + 23‘,«-} >iC

k=0 k=pl

=Zf:[(A +B)+C ] + Z[B +C e+ ZC x*

k=p+1 k=g+|

-Z[A +(B, +C )k + Z(B +C, ek + ZCx'

k=p+l k=¢+1

=§ ,:Z(B+C)»:+ZBVJ

k=q+1

= A(x) - [B(x) - C(x).

6.Jikag~p<r

[A(x)+B(x:] + C(x) = [Z(A + Bk + ZB x J i(.‘kx"

k=q+l

‘Z(A + B+ Jx +ZB +( }Y'*'Z( x*

k=q+1 k=p+l

”M\

[4 (B + ) +Z</>>+< )v+Z< xt

k=grt kepit

=§A [Z(B +C ).r+ZBrJ

k=gq+l

=A(x) ~ [B(x) ~ C(x)].
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7.Jikag <r<p.

q

[A(x)+B(x)] + C(x) =[Z(Ak + Bt + iB‘,xk}r Zr:C‘,.r"

&=0 k=q+l k=0

q r P
=D (A +B)+C 1 + D [B +C, W+ > Cpx*
k=0

k=q+\ k=r+l

q r V4
=D N4 + (B +COK* + D (B +C ' + > Ot
k=0

k=g+l K=r+l

= Zp:A‘_x" +(:Zq:(8k +C ) + inxk:(
k=0 k=0 x

c=q+1
= A(x) + [B(x) = C(x)].
8. Jikar<g<p.

q

[A(x)-B)] + Cx) =| D (4, + B, " + }p:ka"} i(‘k.\-*

k=0 k=q+l

r q r
=Z[(‘Ak e 9 Z[B/.- +C i+ Z('/.--"k

k=0 k=rsl k=gl

r Y r
=Y LA+ (B ACOI + (B + O+ Y

A=t} A=rel A=yl

= i)/l,‘__vk +lii(b’k +0, iﬁ,\,ﬂ]

k=0 k=0 k=r+l

=A(x) = [B(x) - ((x)].
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Dengan cara yang sama dapat diperlihatkan bahwa

[4(x) + Bx)] + C(x) = A(x) + [Bx) + Cx)] r=p<gq.

Definisi 3.5 (Perkalian polinomial matriks)
Diberikan A(x)€Mmx(R)(x) dan B(x) eM, < (R)(x) dengan A(x) = Zp: A x*
k=0

B(x) = zq B, x* . Polinomial matriks D(x) dikatakan sebagai hasil kali A(x)
k=0

dan B(x) yang dituliskan D(x) = A(x)B(x) bilu D(x) di definisikan sebagui:

~

pPrq i . r a
- Dix) = Z(ZAkBi—k }'l = ZD,-X' dimanar =p ~qdund, B, = O

i=0 \ k=0 i=0)

I

pra (i ' .
. Dfx)= Z(Z AB_, Ix'= Z D.x" . di mana r-p ~q untuk A,B, = 0

i=0 \ k=0 =0

Lo

praf i |
. Dix) - Z[Z A B, }r' O bila 4By O untuk setiup 1 dun k.

i=0 \ k=0

Operasi perkalian pada polinomial matriks memenuhi sifat asosiatif

dan sifat distributif
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Sifat Asosiatif

p q
Andaikan A(x), B(x) dan C(x): A(x) =Z Akxk , B(x) =Z B, x* dan
k=0 k=0

C(x)= ickx" , di mana A(x)e My, (R)(x) dan B(x) eM,x, (R)(x), dan
k=0

C(x) eMpxy(R)(x). Pandang

[A(x)B(x)]C(x)=§[2Ak8,_k }r  Coxt =3 At qz(z B,.C. }(

1=0 \ k=0 k=0 k=0 =0 \ &

Karenag[iAB J r C,= Zp:A‘ i[z B""CJ untuk setiap / dan £

=0 \ k=0 =0 k=0 1=0 3

,..

maka [A(x)B(x)]C(x) = A(x)[B(x)C(x)]

Sifat Distributif

1. [4(x) + BL)]C(x) (2(4 +B)¢)Z(;.\f
[0

k=)

— A(x) C(x) + B(x) C(x), untuk p ¢
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2. [A(x) + B(x)]C(x) =[i(,4k + B )x* + inx* JiCk,rk

k=0 k=p+l

k=p+l

-S(Eac S Fmc -5 Lo |

= [4(x) C(x) + B(x) C(x)], Untuk p < g.

e e e

3. [A(x) + B(x)]C(x) ={§q:(,4k + B, "+ Zp:kak }2@..&'

k=0 k=p+l

[ Sine Sz

i=0 \ k=0 =0 \ k=p+l

i=0 \ k=0 i=0 \ k=0 =0 \ k=p+l

= [A(x) () + Bx) ()]

Nilai Fungsional Polinomial Matriks

,
Diberikan A(x)e M, ., (R)x) dengan A4(x) :Z Ak.\“' hika x /[ suatu

k=0

yd
skalar maka persamaan tersebut menjadi A(/) = Z A"
k=0
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Ini tidak mengubah makna  persamaan tersebut. Tetapt jika x=C,
CeMux(R) maka dapat diperoleh dua macam hasil berdasarkan kenyataan
bahwa secara umum perkalian dua matriks tidak komutatif. Letak matriks
bujur sangkar C akan memberi pengertian berbeda pada hasil akhir operasi

tersebut.

2
Misalkan A(x) suatu polinomial matriks berderajat-2 dengan A(x)= D> A, x*.
k=0

A(x) dapat di tuliskan dalam enam bentuk tanpa memperhatikan letak A

dengan variabel-x sebagai benkut:
AX)=Ag+ A;x + Apx?= Ao~ Ayx + x Aa=Ap - x A; + Asx"
Ap + A]X + XAsx=Ap+xA; ~x "Ag:An ~XA; - xAx

Keenam bentuk ini menunjukkan bahwa variabel —r bersifat komutatif

terhadap setiap matriks koefisier: 44 yang bersesuaian.

Jika mengambil x - (,CeM,x,(R) maka secara umum A(()) dapat
memberikan enam sembarang matriks bujur sangkar berbeda sebagai

berikut:
Ay AjC - AC 0 Ay A C - Cods oy - CAy e AsCF
Ay - A;C - CAC L Ay - CAdyp - Codo s Ay - CAp - CASC

Dari ke-enam matriks bujur sankar berbeda tersebut akan didefinisikan

dua pengertian berbeda berdasarkan letak matriks (.

40
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Definisi 3.6 (Nilai fungsional matriks polinomial)

p
Andaikan A(x) €My H)x) dengan A(x) = D A x* , maka
k=0

P
1. Ar(C) = Z A,C*, CeMxn(F) disebut nilai fungsional kanan dari A(x)
k=0

P
2. Ai(C) = Z C* A, ,CEMypyxm(H) disebut nilai fungsional kiri dari A(x)

k=0

Contoh 3.2

2
A(x)=[x {+1}=[0 l}+ti0 l:|.\‘+l:1 O}'zdan("={l 2}
x-2 x"+2 -2 2 1 o 0 1 3 4
{o 1J [o 1}[1 2} [1 0}[1 2}3 {10 15}
A(C) = + + =
-2 2 1 oll3 4 0O 1)3 4 14 26
AL((:):{O 1}{1 zJ[o 1]{1 2]{0 1}:[0 lzJ
— 2 2 [N el BT 0 17 17

Operast penjumlahan terhadap nilai fungsional polinomial matriks
secara umum dapat disimpulkan bahwa nilai fungsional hasil jumlah
polinomial matnks selalu sama dengan hasil jumlah dart nilai fungsional

polinomial matriks. Sedangkan pada operasi perkalian nilai fungsional hasil

41
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kali polinomial matriks tidak selalu sama dengan hasil kali dari nilai

fungsional polinomial matriks.

P q
Misalkan A(x) = Z A.x*, B(x)= Z B, x" dengan A;, Bi,C eMyx, (H)
k=0 k=0

P P P
1. A(x) + B(x) =Y (4, +B)x* => D.x* = D(x), Dy =) (4, +B,)untuk p=gq
k=0 k=0 k=0

P q
ARC)=D" A,C* ; Bi(C)=)_ A, C*
£=0 k=0

2
ARC)+Ba(C) =D (4, + B, )C* = DR(C).
k=0
Dengan cara yang sama dapat diperoleh

r
ARC) = Br(C) =D (A, + B)C* = Dp(C), untuk p< q dan p > q.
k=0

[7
Untuk ntlai fungstonal kiri A;/C’) - B;(() Z(."‘(Ak +B,)=D,;(0).

k=0

o Py ) !
2. A(x)B(x) Z,—f;,bj_k}( Zl),x’ D(x), untuk 4,8, £ O, D, =Z.‘4k B_, .

120\ 4 =0} =1 k-

Py i ‘ s
Dy(C) Z(Z A B, }'ﬂ AoBy £ AaBC A By AoBa (7 L

=0 \ k=0

AR(C) BRCY = AoBo + AoCBy + A\BoC + Ao(PBa + .. .

42
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Secara umum A4oB,C # AoCB,. Akibatnya Agr(C) Br(C) # Dg(C).
Demikian pula 4;(C) B (C) # D (C).

Berdasarkan definisi nilai fungsional matriks polinomial (Definisi 3.5)

maka secara analog diperoleh suatu teorema dibawah ini.

Teorema 3.1 (Hasil bagi polinomial matriks)
14 g q )
Diberikan A(x), B(x) eMx(R)(x). A(x) = z Akx‘ dan B(x)= Z B.x*.
k=0 k=0

Jika B, tak-singgular,maka terdapat dengan tunggal polinomial matriks
Fix), Fax) dan G;(x), Gox) di mana Gix), Gix) adalah polinomial

matriks nol atau berderajat kurang dari derajat B(x) sedemikian sehingga

Ax) = F(x) Bx) - GHx) .o 1)
A(x) = B(x) I75(x) ~ GAX)eeieen 2)
Bukti

Untuk persumaan......1). Jika p < g ,maka A(x) = ((x) dan [)(x) = O
Andaikan p >q, maka ((x) = A(x) - 4, B RB(x)y, dimana ((x) adalah nol

atau berderajat paling tinggi p-1. Jika (((x) nol atau kuarang dari ¢, maka

diperoleh persamaan ...1) dengan
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Fi(x) = 4p B! ¥ dan G(x) = ((x). Jika C(x) = Co + Cix + CxP+ .+ C,

di mana r > g maka bentuk D(x) = A(x) — 4, Bq" B(xx - C, Bq“ B(x)x™.

Jika D(x) = O atau berderajat kurang dari q, diperoleh persamaan ... 1)
dengan Fi(x) = APB;‘,\’H’ + C,B;'x"" dan Gi(x) = D(x). Jika belum

diperoleh persamaan ...1) maka langjutkan proses yang sama sampai
diperoleh hasil-hasil dalam suatu runtunan polinomial matriks C(x), D(x)
yang derajatnya menurun, pada akhirmya diperoleh suatu polinomial matriks

nol atau berderajat kurang dari q sehingga didapat persamaan ...1).

Untuk persamaan ...2)

Sekarang dimulai dari C(x) = A(x) - B(x) B" Apx™ | selanjutnya prosesnya

sama. Jika p < q ,maka A(x) = Gx(x) dan /“xx) = O.

Andaikan p >q, maka C(x) = A(x) — B(x) Bq“ Apx™, di mana C(x) adalah
nol atau berderajat paling tinggi p-1. Jika C(x) adalah nol atau berderajat
kurang dari q, maka diperoleh persamaan ...2) dengan /:5(x) = Bq“ Apc™ dan
Ga(x) = C(x). Jika C(x) = Cy + Cx + (s 4+ O, di mana r > q maka
bentuk D(x) = A(x) — B(x) /3(;‘ A - B(x) /"Jl C.x™ Jika /)(x) = () atau

berderajat kurang dari ¢, maka diperoleh persamaan ... 2) dengan

I55(x) = BJ' Apd™ + /3‘[-‘ C. x"" dan (53(x) = I)(x). Untuk selanjutnya kita

lakukan proses serupa seperti pada kasus persamaan ... 1).
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Bukti ketunggalan.
Untuk persamaan ... 1).

Andaikan 4(x) = F(x)B(x) + Gi(x), dan A(x) = H\(x)B(x) + Li(x), di mana

derajat G,(x) dan L(x) kurang dari q.

Fi(x)B(x) + G(x) = Hx)B(x) + Li(x)

[F1<x) - Hi(x)]B(x) = Li(x) - G1(x).

Dart sini jelas bahwa L(x) - G(x) kurang dari g, sedangkan
[F1(x) - H\(x)]B(x) berderajat sama atau lebih besar dari g untuk

Fi(x)-H (x) # O maka terjadi kontradiksi. Kesimpulannya £(x)- H(x) = O
dan L(x) - Gi(x) = O. Untuk persamaan ... 2) prosesnya sama persis dengan

persamaan ....... [)m
Akibat dan teorema didefinisikan bahwa :
1. Jika G(x) =0 maka B(x) disebut pembagi kanan dari 4(x)

2. Jika (G2(x) = () maka B(x) disebut Pembagi kirt dan A(x).
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Contoh 3.3

3

. Y120 -1 X —x-1 2xf—x —x?+x-1
DibenkanA(x)=[x e o },B(x)z{ T T }

S+t x> +1 —x* 42 x*—x

Tentukan matriks polinomial /(x), F3(x) dan G(x), Ga(x) sedemikian

sehingga: a. A(x) = Fi(x)B(x) + Gi(x) dan b. A(x) = B(x)F2(x) + Ga(x)

-1 -1] o -1] [o o], [2 1], [t O],
A(x) = + X+ x° + X+ "
1 1] 0 of [1 0 11 00

0 1] [-1 1] [2 =17,
B(x): ]+[ X+ jlxb

1 11
1 }makaB;‘ = [l 7} -} B2l =1, tak-singgular

a. A(x)= 4,8y B(x)x*

[x* 420 =1 X —x—1] 1 O][1 1][2e?=x —-x?+x-1],
= o X
L+ ] x4l [0 Ol 2fi-xT+2 X —x

AR S RS g [1 1] [ B T v —.\'ZJ

3 & &
X +x"+1 X +1

B +2x =1y —x—1 x4 2xt -1
x4 '+ 0 0

3x7=2x7 -1 xP+x?-x-1
X +xt+l 3 +1 '
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=|:_1 —l:|+[0 _l]x+[—2 l}x2+[3 .[]x3=C(x).
1 1 0 0 1 O 1 1

C(x)- C,B;'B(x)x= -t + 103 X+ 2 2 2 =D(x)
B2 1 1 -6 2 (3 1f ’

Ol B ) SR W R RS I
% 9 s5|7=2 3[ | -9-2x 5+3x|

Maka

F(x)=(4,x* +C.x+D)B'=
1) = (4, ; 5, { 442x 54+ 3x

-1 -1 0 -1 1 0 2 1
b.A(Jc)—B(x)BZ"/LxZ=[1 l}+|:0 OJX+[_1 O}x2+[2 1}c“——-C(x)

C(x)- B(x)B;'C,x* = N o AT e R, )
/i e - sy i el B

A 8+ x 4—x .
D(x)-B(x)B;, D, = k. =(1,(x).
-7+x ~-3+x

4+4x+x° 6+5x+x2}

) 44+dx+x
Fy(x) = B (A7 +Cox+ 1)) = e
) ' - 9+6x+x"
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Polinomial Matriks Skalar

Definisi 3.7 (Polinomial matniks skalar)

P
Andaikan A(x) eEMpxn{R)(x). A(x) =Z A,‘x"'. A(x) dikatakan polinomial
k=0

matriks skalar bila A, = all,, di mana I, matriks identitas dan a,eR untuk

setiap k.

Polinomial matriks skalar A(x) diatas dapat dituliskan dalam bentuk

A(x) =(zp: a‘_xkjln= zp:al_l Jxt = a(x), a(x)eMx]. Karena (al,)B = B(ail,),

k=0

P p
BeMuo(R) maka Ax(B)= D a,B*1= Y B'a,/=AyB).
K=0 K=0

Jika A(x) dan B(x) masing-masing adalah polinomial matriks skalar
bujur sangkar, maka jumlah dan hasil kali keduanya juga merupakan suatu

polinomial matriks skalar yang memenuhi sifat komutatif.
Misalkan A(x) = a(x)/, dan B(x) = b(x)/, maka
A(x) + B(x) = (ax) + b(x) ), = ( bx) + alx) ), = Bx) + A(x).

A()B(x) = [a(x)b(x)]]y = [b(x)alx)|], = Blx) A(x)
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Jika QO(x) = [g(x)] sebarang polinomial matriks bujur sangkar dan B(x) =
b(x)I,, maka perkalian Q(x) dan B(x) didefinisikan memenuhi sifat komutatif

yaitu:
Qx)B(x) = [g5()1bC)n = [g()1nb(x) = [gi(x)]b(x) = b(x)[gii(x)]
= b()hlg5(x)] = B(x)Q(x).
Karena Q(x)B(x) = B(x)((x), maka Q(x)B(x) + R(x) = B(x)((x) + R(x)

Akibatnya jika A(x) sebarang polinomial matriks bujur sangkar nxn dibagi
oleh B(x) = b(x)/, maka terdapat dengan tunggal polinoimal matriks bujur

sangkar nxn ((x), R(x) sedemikian sehingga

A(x) = Q(x)B(x) + R(x) = B(x)Q(x) + R(x), di mana (Xx) disebut hasil bagi

dan dan R(x) disebut sisa hasil bagi.

Contoh 3.4

xP#2x Vx+l
AndaikanA(x)=[t A & | }dan/«,\-):(ﬁz)/g.

x =1 2x+]1

( X 1}[”2 0 } 0 —l}
A(x) = + . L | = 0O(x) B(x) + R(x)
x+2

> =D

[x+2 0 }[ X |} 0 —1}
A(x) = + = B(x) O(x) + R(x)
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Teorema 3.2 (Polinomial matriks yang habis dibagi B(x) = b(x)/) |
Polinomial matriks A(x) habis dibagi oleh polinomial matriks skalar

B(x) = b(x)] bila hanya bila setiap polinomial ay(x) habis dibagi oleh b(x).

Bukti
a,(x) a,(x) .. a,(x)
= Andaikan A(x) = [az (x)] = | 42 (%) A= () ag,(5)
a,(x) a,,(x) .. a, (x)

dan andaikan tidak berlaku bahwa untuk setiap elemen-elemen dan matriks
A(x) habis dibagi oleh b(x) atau dengan kata lain ada sekurang-kurangnya
satu elemen a;;(x) sedemikian sehingga berlaku a;(x) = ¢, ,(x)b(x) + ri(x), di
mana ri(x) # 0. Akibatnya A(x) = O(x)B(x) + R(x). Dengan demikian terjadi

kontradiksi. Jadi pengandaian salah.
< Andaikan untuk setiap polinomial «;(x) habis dibagi oleh A(x).

Berarti a;(x) = g;(x)b(x) untuk sctiap ij. Berarti A(x) = Q(x)B(x). Dengan
demikian polinomial matriks A(x) berderajat p habis dibagi oleh polinomial

matriks skalar A(x) m
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Contoh 3.5

242 2
Andaikan A(x) = l:x Fex o X+

dan B(x) = (x+2) />. maka
x-4 2x+4] ()= )

1 (x*+2x x+2 x 1
xX)= —— = .
o) x+2[x2—4 2x+4] [x-2 2:‘

% i > ™0
Tadi A(x) = Liz 2] [x; t+2}=Q(x)B(x)

Lemma 3.1

Andaikan A(x)eM,x(R)x) dan B,eM,x(R). Karena polinomial matriks
berderajat satu (xI-B) tak-singgular maka terdapat polinomial matriks

dengan tunggal,C(x), D(x) sedemikian sehingga
A(x) = C)(XI-B) ~ Ryeoeeeeiiiieiee 1)

Ay =(x[-B) .D(x) = Raueooovviioiiiiiiiiiei 2)

di mana Ry, R; €My, (R) dun masing-masing dischut sisa dari husil bugi

A(x) oleh (xI  B) .
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Bukti

Berdasarkan teorema hasil bagi polinomial matriks (teorema 3.1) bahwa itu

benar. Jadi cukup membuktikan matriks R;, R;€ Mp(R).
Andaikan A(x) = Ao +Ax + ... + ApxF, C(x) = Co +Cix +..+ Cgx?
di mana p=g+1

1). A(x) = C(x).(x] — B) + R,. Oleh definisi kesamaan dua buah polinomial

matriks pada pembahasan sebelumnya bahwa 4(x) = C(x).(x/-B) + R, atau

Ao+Ax+ ..+ A = (R1-CoB) + (Co-CiB)x + ...+ (Cyur-CoByc + Cprpx?™’

bila hanya bila

Ao = Ry - CoB o Ry =Ay - (B

4, =Co-C\B = Co =4, - C\B

Ay - Cy— (OB o ) =4y (LB

................................ fam

Apy Cpz CpaB e 5, gy T )
A, Coa

Kesamaan im masing-masing menentukan R, Co, ), ., Cup, Cg

berdasarkan matriks Ax dan matriks B sehingga diperoleh polinomial matriks
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C(x). Karena R, = Ay + CoB, di mana Ao, Co, BeMpw(R) maka R, e M, (R).
Dengan cara yang sama dapat diperoleh nilai Ry, Do, D\, ..., Dp.y untuk

persamaan 2).
Jadi R), R, merupakan matriks atas-Rm

Berdasarkan lemma 3.1 akan dibutktikan teorema berikut.

Teorema 3.3 (Nilai fungsional polinomial matriks dan sisa hasil bagi)
Andaikan A(x) € My (R)(x) dan matriks B =[b;/,B & M,.(R).

Polinomial matriks A(x) dibagi oleh (xI,-B) dengan sisa R;, R;& Myx (%),

maka R; = Ap(B) dan R, = A, (B).

Bukti
A(x) = C(x).(x/-B) + R, atau
Ao +Aix+ 4 A" (Ri-CoB) + (Co-CiBYx + ot (Co=CoBie + Cox? !

Kesamaan R, = Ay + (,B dan seterusnya dikalikan dengan /, B, B:,
dan menjumlahkannya sehingga tereliminast dan ini diperlihatkan sebagai

berikut:
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(R =4y + CoB).1

(0=4,+ CiB-Cy).B

(0O=A,+ C:B-Cp). B ...

(0 =Ap; + CpiB—C,). B!

(0=(Cp1=A)8" +

Ri=Ao+ 1B+ 4,8 + ...+ A B = Ax(B)

Dengan cara yang sama diperoleh R;= A4, (B) m

Akibatnya dapat dikatakan bahwa:

1. Jika Ar(B) =0, maka x/ — B disebut pembagi kanan dari A(x)

2. Jika A, (B) = 0, maka x/ — B disebut pembagi kiri dari A(x)

Contoh 3.6

1+ x 3 ~1+x -2 10 15
A(x) = + =C(x)(xl = B)+ R,
4 4+x|| -3 -4+x 14 26

54



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

y ~1+x -2 1+x 3 N 9 12 (xl = B).D(x)+ R
= =(X/ — . X
() 3 4 4+x| |17 27 2

0 0 11 27 1 ot 271° [20 15
R, = A (B) = + + -

-2 2] [1 0)3 4) [0 13 4] |14 26

o 17 M 270 17 1 271 o] [20 15
R, = A,(B)= + + =

-2 2] 13 4)1 0] [3 4]0 1} |14 26
Lemma 3.2

Andaikan A(x) = a(x)l, dan matriks B, = (by) , maka terdapat dengan
p-1 p-1
tunggal polinomial matriks C(x) = Z(,Tk.rk dan D(x) = ZDk.r"
k=0 k=0
sedemikian sehingga
A(x) = CCo)(xl-B) = Reooooooovee 1

A) = (BB D) = R 2)

dimana B, R eM, ..(%).

Bukti

Karena opersi perkalian matriks dengan skalar komutatif maka
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P P
R=Ar(B) =Y a,IB* =) B*a,/ =A(B)=
=0 k=0

Akibat dan lemma 3.2, jika A(x) adalah suatu polinomial matriks skalar

berukuran nxn dibagi dengan x/-B sampai diperoleh sisa R € Mp,,(R) maka:

P
R=Y.aIB* = (ay~a;B+a; B+ .. +a,B").]1 =a(B).I.Dari

k=0
persamaan ini dapat disimpulkan bahwa suatu polinomial matriks skalar

A(x) = a(x)./ dibagi habis oleh (xI -B) bila a(B) =0.

Determinan Matriks Polinomial
Pengertian Determinan Matriks Polinomial
Definisi 3.8 (Determinan matriks polinomial)

Determinan dari matriks polinomial hujur sangkar didefinisikan sebagai:

a,(x) a,(x)y .. a,,(x)

Dix) /4“)/ “::(-\') (’33(~\') . (R

a (x) a(x)y . oa,(X)

Jika ®(x) # 0, maka penguraian determinan ini menghasilkan suatu

polinomial atas R(x). Jika ®(x) = 0 maka d(x) disebut persamaan
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determinan dan x;= t|, x; = ta, ..., X, = ,, menyatakan akar-akar dan
persamaan itu. Derajat paling tinggi dan persamaan i1tu sama dengan p.
Matriks polinomial 4(x) disebut singgular atau tak singgular tergantung pada
nilai determinan A(x) nol atau tidak nol. Selanjutnya A(x) disebut wajar atau
tidak wajar tergantung koefisien utama polinomial matriks tak singgular atau

singgular.

Matriks polinomial pada contoh 3.1 di atas adalah tak singgular dan
tak wajar, sebab determinan 4(x) tidak sama dengan nol tetapi determinan 4,

sama dengan nol.

Jika A(x) adalah matriks polinomial bujur sangkar , maka rank darn
A(x) didefinisikan sebagai: Jika sekurang-kurangnya satu dari minor
determinan A(x) berordo r tidak sama dengan nol maka rank dan A(x) sama

dengan r.

Analogi dengan matriks atas -R, Adjoin dart matriks polinomial A(x)

mempunyai sifat-sifat 4(x) adj(4(x)) = adj (4(x)) A(x) = | A(x)| /.

Karena relasi A(x) adj(A(x)), ( A(.r)l [/ adalah menyatakan perkalian suatu
matriks polinomial dengan adjoin padanannva vang berhubungan dengan
diagonal matriks polinomial maka ad) (.4(x)) dari suatu matriks polinomial

adalah juga matriks polinomial.
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Persamaan Karakteristik Polinomial Matriks

Definisi 3.9 (Karakteristik suatu matriks)

Jika Ae My o(R), maka polinomial matriks berderujat sutu (x{-A) disebut

karakteristik marriks A.

Definisi 3.10 (Persamaan karakteristik)

Jika A€ Moo R) maka [xI-Al = D(x), di mana Bx)eR([x] disebut
polinomial karakteristik dari matriks A, dan persamaan @(x) = 0 disebut

persamaan karakteristik matriks A.

Derajat tertinggi dari pesamaan karakteristik suatu matriks sama

dengan ukuran matriks tersebut dan nilat x,, x», ..., x, yang menjadikan nilai

polinomial ®(x) = 0 disebut akar-akar dari polinomial ®(x).

Contoh 3.7
Dl
Diberikan matriks A ={ | 3 1. Polinomial karaktenstik A4 adalah
12 2
x=-2 =2 —1
W) l-Aj= | =1 x=3 —l|=x'-7¢+1lx-5.
-1 -2 x-2
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Persamaan karakterisitik matriks 4 adalahdrx) = -7+ llx-5=0dan

akar-akar karakteristiknya adalah x; =5 ; x; =x; =1.

Teorema 3.4 (Polinomial karakteristik matriks bujur sangkar)

Andaikan A € My;(R), maka polinomial karakteristik matriks A dinyatkan
sebagai:

Dx) =[xl -A[=x"+ 55" + 5,5+ 5 spux + (-1)" A/, di mana

S (m =1, 2, ..., n-1) adalah (-1)" kali jumiah semua minor prinsipal bujur

sangkar mxm dari A.

Bukti
x-a, -—a, .. -a,
-d, X-dy, .. -—a,
Pandang |x/ - 4 = "
—d —-d X—da

nl n2 e T By

dan setiap elemen berupa suatu binomial, andaikan bahwa determinan telah
dinyatakan sebagai jumlah dari 2" Salah satu dari determinan-determiana ini
mempunyai —x sebagal elemen-elemen diagonal dan elemen-elemen sealain
diagonal nol. Nilainya adalah x” dan elemen lainnya tidak memuat -x yang
dinyatakan (—I')"|A|. Determinan-determinan sisanya mempunyai m kolom,
(m =1, 2, 5,..,n-1) dani -4 dan n-m kolom masing-masing mengandung

hanya satu elemen tak nol —x.
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Pandang satu dari determinan-determiana im dan andaikan kolom-

kolomnya diberi nomor i,/,,...,1, adalah kolom-kolom dar-4.

Setelah suatu bilangan genap dari baris-baris dan kolom-kolom yang

verdampingan dipertukarkan, maka determinan menjadi

(D" - - - - - - R
0

1, E——
1:52-0
AT
0 comg B

20 oy

m

di mana adalah suatu minor prinsipal bujur sangkar mxm dari

m

i,

i

1o
4.
I

Vi N

A. Sekarang s, = (-1)" Zp dengan i, is,..., i, berjalan sampai

_a(n—1)..(n—m+1)

Rim— m

kombinasi yang berbeda dari 1, 2, ..., » diambil m

pada satu saat m
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Contoh 3.8

1 -4 -1 -4
2 0 5 -4
-1 1 =2 '
-1 4 -1

Diketahui suatu matriks bujur sangkar 4, =

§
N W

s, =(-1)'[1+0-2+6]=-5

s, = (—1)2[

5, =8-34+2-5+16-9=9

1 -4 (1 -1
2 0 |-t -2

+ +

-1 6} 1 -2 4 6] |-1 6

NP ke

|

1 -4 -1 |v -4 -4 |1 -1 -4 0 5 -4
s;=(=H112 0 S{+12 0 -4/+-1 -2 3l+1 -2 3
-1 ARSI MRl 6] o -1 6

s,=—1(-3+16-8+2)=-7

|4|=2. Jadi [x/ — 4| =x" =5x" +9x" = Tx+2

Darn persamaan determinan dan karakteristik polinomial yang telah

dibahas sebelumnya, maka dengan uraian itu membuktikan lemma 3 3.
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Lemma 3.3

Jika x;, X3 X3 .., X, adalah akar-akar dari karakteristik matriks bujur
sangkar A, dan h(y) adalah suatu polinomial berderajat p dalam variabel
¥, maka

| A(A) | = h(x)).h(x2)... A(x0).

Bukti
Andaikan | x/-4 | = (x-x1).(x-x2)....(x"Xp) oo..... 1) dan
L IR Gy T (s, W 2). Maka
h(A) = c(s1I-A) (s2I-A)... (s,]-A) dan
|yl = Isi-Al | sal-al | s -4l
= { e($1X0).(S1=X2).eo (S 1260} {€(52Y1 ).(S2-2). . (S2X,0) ...
{ (5p21).(Sp=X2).o- (SpXr))
= { (5121 )(52-X1 ). (Spx 1)} {€(51-X2).(52-X2)....(Sp=X2) ..
{ c(s1=).(S2-%n)-..(Sp=Tn)
= (1) h(x2)...J(x).

dengan menggunakan 2) m

Berdasarkan pembahasan matriks polinomial skalar dan torema sisa
teorema penting yang berkattan langsung dengan persamaan karakteristik

vaitu teorema Cayley-Hamilton .
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Teorema 3.5 (Teorema Cayley-Hamilton)

Andaikan sebarang matriks A<, = (a;) yang mempunyai karakteristik

matriks (xI — A) dan persamaan karakteristiknya adalah @(x) = [xI-A /= 0.

Setiap matriks Aux, memenuhi persamaan karakteristiknya yaitu @4) = 0.

Bukti

Adjoin dan matriks (x/ — 4) adalah juga merupakan matriks polinomial.

Berdasarkan sifat-sifat dan adjoin suatu matriks yaitu :
A(adj4)=|4l1, maka (x/ — 4) (adj(x/— 4) ) =| xl-A| I = D(x).]

Dart sini diperoleh relasi antara tiga matriks polinomial (x/ - 4), ( adj(x/ -
A) ), xl-4 1. Sedangkan penguraian bentuk | x/-4 | / adalah suatu matriks
polinomial skalar, maka realast antara (x/—A4), ( adj(x/ — 4) ),dan | xl-A]1
memperlihatkan bahwa (x/ — 4) merupakan pembagi kiri dari matriks

polinomial skalar| x/-4 1 1. Dengan demikian nilai fungsional kiri untuk x =

/A adalah 0. Akan tetapi karena | x/-4 | / adalah suatu matriks polinomial

skalar maka ®g(A) = P, (A), untuk x = 4 (4 sembarang matriks bujur

sangkar).
Jadilxt-A11=(ap + wix + uxx - .- apd) O, untuk x - A4

Jadi aplvaj A+ ay T A+ . va,l A" =uglv A +a A+ . +a,4"=0
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Jadi ®(x)./ dapat dibagi dengan (x/ — A)dan ®(4)=0m

Contoh 3.9
2 M -24+x =2 -1
Misalkan 4=11 3 lldanx/I-A4=! -1 ~3+x -1 |, maka
[y -1 —1 - 2+x

persamaan karakteristik dan 4 adalah : ®(x) =

/- A=x>-7x" +11x-5=0

32 62 31 7 12 6
A4*=131 63 31{A’={6 13 6 |maka:
31 62 32 6 12 7
32 62 31 7 12 6 Bl
d4)=[31 63 311-76 13 6(+11|1 3 1|-5[=0
31 62 32 6 12 7 1 2 2
Jadi ©(4) = 0.

64



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Invers Matriks Dalam Bentuk Polinomial

Menurut Teorema 3.5 (Polinomial karakteristik matriks 4) suku
konstanta polinomial karakteristik matriks 4 adalah «, = (-1 )“l Al , atau
dengan kata lain a, dapat diperoleh dengan mensubtitusikan x = 0 ke dalam

[xI-A| yaitu

ap=101-Al=[-A]= (1)1 4 sehingga untuk setiap matriks tak singgular,

polinomial karaktesitiknya selalu memuat suku konstanta yang tak nol.
Dengan teorema Cayley — Hamilton diperolah relasi sebagai berikut:

DA = aol + a A + arlA* + ..+ ay JAT + a,JA" = O.
Jika kedua ruas dikalikan dengan 4™ dari sebelah kanan maka diperoleh:

ad A a A A+ w At A+ AT AT a4 A= 0 atau

-1

| N
== (end + aad + uzA™ + ...+a,,A"'l)

("'l)" 14
2 1 f
A " ((11:4-1 R (Ij_/ + (1;44 S (1",4”"')
14|
":1" -3 ((Iu[ + (11,4 + (12143 + 4 “”_}‘,""I)

d

H

(n~l [+ l.’ + ,’.‘\ - " "
- ((1;).' (.- [ChNs e (I,,_)xf )
(e}

n
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Contoh 3.10
1 1 2

Diberikan 4=|3 1 1. Dengan menggunakan teorema Cayley-Hamilton
2 31

dapat ditentukan A 40 a4t 4t

Perhatika bahwa | 4| =11, maka ao = (-1)*| 4| =-11

x—1 1 2 8 8
|xli-Al=| 3 x=1 1|=x-3-7x-11=0.4"=|8 7
3 x-1 13 8
8 8 5 1 1 2 42
A =342 +74+M1=3[8 7 8[+7|3 1 1|+115=]45
13 8 8 D | 53
A'=34"+747+114
42 31 29 8 8 5 I 193 160
=3145 39 3t1l+708 7 gl+11{3 1 1| =[224 177
53 45 42 13 8 8 2 3 ] 272 224
A - 34%-74=n 1, maka diperoich:
: 1[8 8 5 . % )
A"=ﬁ(A:-3,4—7!)=l—] 8 7 8-3(3 1 1]-7{0 1
113 8 8| 12 3 1 0 0
J~2 5 -
- -1 -3 5
[
7 -] =2
IH | 2 I 0 0 -2
A'3=-l'—l(xl-y—m‘*):l'—l 300 1(-310 1 0-% -1
1_2 301 0 0 1 7
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-8 -2 29
=— 140 -1 -24

121
~27 40 -8

Transformasi Elementer Matriks Polinomial

Pengertian Transformasi Elementer

Definisi 3.11 (Transformasi elementer matriks polinomial)

Yang dimaksud dengan transformasi elementer matriks polinomial adalah:

. Pertukaran suatu baris ke-i dengan baris ke-j yang dinyatakan oleh By
Pertukaran kolom ke-i dengan kolom ke-j dinyatakan oleh Kj;

2. Mengalikan baris ke-i dengan suatu konstanta tak-nol misalkan “c”
dinyatakan Bifc). Mengalikun suatu kolom ke-i dengan konstanta tak-
nol “c”, dinvatakan dengan Kifc)

3. Penambahan hasil kali fix) (sebarang polinomial dalam $)x]) dengan

baris ke-j pada baris ke-i dinyatakan oleh By (1(x)). Penambahan hasil

kali f{x) dengan kolom ke-j pudu kolont ke-i dinyatakan oleh Ki(f(x))

Definisi 3.12 (Ekivalensi dua buah matriks polinomial)
Duu polinomial matriks bujur sangkar <A(x) dan B(xi dengan clemen-
elemen di R[x) dikatakan ckivalen bilu terdapat matriks Cixj  Be ..ByB;

dan Dix) K K. K, sedemikan schingga B(x)  C(x) 4A(x) D(x).
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Teorema 3.6 (Faktor persekutuan terbesar dua matriks polinomial ekivalen)
Andaikan matriks polinomial A(x) dan B(x) adalah ekivalen dengan rank r,
maka faktor persekutuan terbesar semua minor bujur sangkar sxs dari A(x)
dengan s < r adalah juga faktor persekutuan terbesar dari semua minor

bujur sangkar sxs dari B(x).

Bukti

Pandang P(x). A(x) dimana P(x) masing-masing satu dari tiga tipe matriks-
matriks elementer baris. Andaikan R(x) sebagai minor bujur sangkar sxs dari
A(x) dan S(x) sebagai minor bujur sangakar sxs dari £(x).A(x) yang serupa
dengan R(x). ditetapkan P(x) = By;, pengaruhnya pada A(x) adalah:

1. Membiarkan (x) tidak berubah atau

9

Mempertukarkan dua baris dari 2(x) atau

(V8]

mempertukar suatu baris dari R(x) dengan suatu baris bukan dari R(x).
S(x) = R(x) dalam kasus 1, S(x) = - R(x)dalam kasus 2, dalam kasus (3) S(x)
adalah minor bujur sangkar sxs lainnya dan A(x) kecuali mungkin berbeda
tanda. Pandang /’(x) = Bi(c), maka S(x) = £(x) atau S(x) = cR(x).

Akhirnya , pandang /’(x) = B;(f(x)). Pengaruhnya pada A(x) adalah

[. membiarkan R{x) tidak berubah atau

2. memberbesar satu dan baris-baris 2(x) dengan f(x) kali baris lainnya dan

R(x) atau
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3. memperbesar satu dari baris-baris /#(x) dengan f(x) kali baris lainnya
yang bukan dari R(x). Dalam kasus (1) dan (2) S(x) = R(x) dalam kasus
(3)

S(x) = R(x) % flx).7(x), dimana 7(x) adalah suatu minor bujur sangkar sxs

dari A(x). Jadi sebarang minor bujur sangkar sxs dan P(x).A(x) adalah

kombinasi linear dari minor-minor bujur sangkar sxs dari 4(x). Jika g(x)

adalah pembagi persekutuan terbesar dari semua minor-minor bujur sangkar

sxs dari P(x).A(x), maka g(x) membagi g(x).

Tetapkan B(x) = P(x).A(x) sekarang A(x) = P'l(x).B(x) dan P'l(x) adalah hasil

kali dan matriks-matriks elementer. Jadi g\(x) membagi g(x) dan g,(x) =g(x)

=>Pandang £(x) dan (O(x) adalah hasil kali matriks-matriks elementer,
maka pembagi persekutuan terbesar dari semua minor bujur sangkar sxs dan

P(x).A(x).O(x) adalah juga pembagi persekutuan terbesar dari semua minor

bujur sangkar sxs dari 4(x).

Ditetapkan B(x) = P(x) A(x) dan C(x) = B(x) (J(x). Karena (’(x) =

(’(x)B’(x) adalah hasil kali matriks-matriks elementer, maka pembagi

persekutuan terbesar dari semua minor bujur sangkar sxs dari (”(x) adalah

pembagi persckutuan terbesar dari semua minor bujur sangkar sxs dari

B(x). Tetapi pembagi persckutuan terbesar dart semua minor bujur sangkar

sxs (”(x) adalah pembagi persckutuan terbesar dart semua minor bujur

sangkar sxs dari ((x) dan hal yang sama juga benar untuk #°(x) dan /3(x).

Jadi pembagi persekutuan terbesar dari semua minor bujur sangkar sxs dari
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C(x) = P(x).A(x).Q(x) adalah pembagi persekutuan terbesar dari semua

minor bujur sangkar sxs dari A(x).

Teorema 3.7 (Bentuk Normal Smith)
Setiap matriks polinomial A(x) dengan rank r dapat direduksi dengan

transformasi-transformasi elementer ke bentuk:

[ p,(x) 0 0 .. 0]
0 po(x) .. 0 .. 0
Nx) = 0 0 v px) .. O, di mana setiap pi(x) adalah
0 0 0 0
0 0 0 - Y

monik dan pi(x) membagi p;-,(x), (i = 1, 2,..., 1-1). Mx) disebut bentuk

normal smith

Bukti

Teorema benar untuk A(x) = 0. Andaikan A(x) = 0, maka terdapat suatu
elemen ajj(x) # 0 dengan derajat paling kecil. Dengan transformasi tipe (2)
elemen ini dapat dibuat monik dan dengan pertukaran baris-baris scrta
kolom-kolom vang scsuai dibawah ke posist (1,1) dalam matniks a)(x) vang
baru.

1. Andaikan «(x) membagi setiap elemen 4(x) lainnya. Maka dengan

transformasi tipe ke (3) A(x) dapat direduksi ke
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0
{pléx) B(x)] , dimana p\(x) = ay(x).

2. Andaikan ay)(x) tidak membagi setiap elemen A(x). Tetapkan a(x)
adalah elemen pada baris pertama yang tidak dapat dibagi olah a;;(x).
Maka menurut teorema pembagian matriks polinomial diperoleh:

ay; (x) = g(x) ay(x) + ri(x), dimana r;(x) berderajat lebih kecil dan derajat

aji(x). Dan kolom ke -j kurangkan hasil kali g(x) dan kolom pertama

sehingga elemen pada baris pertama dan kolom ke-j sekarang adalah r(x).

Dengan suatu transformasi tipe (2) gantikan elemen ini dengan satu yang

monik dan dengan pertukran kolom-kolom membawanya ke posisi (1,1)

sebagai a,;(x) yang baru. Jika sebarang a,,(x) membagi setiap elemen A(x),

maka diperoleh matriks bentuk a. Jika tidak setelah sejumlah berhingga

pengulangan proses diatas maka diperoleh suatu matriks dimana setiap
elemen pada baris pertama dan kolom pertama dapat dibagi oleh elemen

vang menempati posisi (1,1).

Jika elemen ini membagi setiap elemen A(x), maka diperoleh bentuk a. Jika

tidak, andaikan «;{x) tidak dapat dibagi oleh «;;(x). Tetapkan

ai(x) = gin(x).ay(x) dan ayi(x) = ¢yi(x).a;(x). Dari baris ke-i kurangkan hasil
kalt ¢;(x) dan bans pertama. Ini menggantikan «,(0) olech 0 dan «,(x) olch
ai{X) — gir(x).a1j(x). sekarang tambahkan baris ke-1 terhadap baris pertama.

[ni mambiarkan «y,(x) tidak berubah tetapi menggantikan «i(x) oleh

aij(x) = gir(x).ani(x) + ay(x) = ap(x) + g {1 -gile) janx)

Karena ini tidak dapat dibagi dengan «,(x), kita bagi dia dengan a(.x) dan

seperti sebelumnya dapatkan pengganti yang baru (sisa) untuk a)(x).
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Prosedur ini dilanjutkan selama polinomial monik yang terakhir dipilih
sebagal a)|(x) tidak membagi setiap elemen matriks. Setelah sejumlah
berhingga langkah dipasti akan diperoleh a;)(x) yang memang membagi
setiap elemen sehingga telah samapai pada (1).

Selanjutnya dengan prosedur yang sama untuk B(xr) dan mencapai suatu

p(x) 0 0
hasil: { 0  p,(x) 0 |, akhimya diperoleh bentuk normal Smit yang
0 0 C)

dicari. Karena p(x) adalah pembagi setiap B(x) dan p»(x) adalah pembagi
persekutuan terbesar darn elemen-elemen B(x), maka p\(x) membagi p.(x).
Dengan proses yang sama ditemukan bahwa setiap pi(x) membagi pi+i(x).
Bilamana suatu matriks polinomial A(x) dengan rank r telah direduksi
kedalam bentuk normal Smith maka Pembagi persekutuan terbesar dari
semua minor bujur sangkar sxs dari A(x) dengan s < r adalah juga pembagi
persekutuan terbesar dari sernua minor bujur sangkar sxs dari M(x).
Karena dalam M(x) setiap p(x) membagi p;+i(x), maka pembagi persekutuan
terbesar dari semua minor bujur sangkar sxs dari M(x) dan dari {(x) adalah:
2:(x) = pi(x).pa(x).px), (s = 1,2, ..., r)
Andaikan A(x) telah direduksi ke N(x) = diag(p(x).p2(x)....pAx). 0, ... 0)
dan ke Ni(x) = diag(/(x),/12(x),....ALx), 0, ..., 0). Maka bentuk g(x) menjadi
(X)) = pr(x).pa(x)...pdx) = (), fa(x),. il X).
Sekarang pandang gi(x) = pi(x) = A(x), gi(x) = pi(x).pax) = A(x).Aa(x)
sehingga pa(x) = Ax(x), ..., secara umum jika didefinisikan go(x) = 1 maka

Zs(x) gs-1(x) = ps(x) = hy(x), (s = 1, 2, ..., r) dan ini menunjukkan polinomial
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matriks A(x) menentukan dengan tunggal M(x). Jadi matriks-matrks

polinomial normal Smith adalah suatu himpunan kanonik untuk kesetraan

dalam R[x].
Contoh 3.11
x x-1 x+2
Reduksi A(x)=1{ x? +x R x* +2x | kebentuk normal Smith.
x2=2x x*-3x+2 x*+x-3
X x-1 x+2 K.(-1) 1 x-1 x+2
x> +x x’ x24+2x |2 x x?2 x2+2x
x2=2x x*-3x+2 x*+x-3 x=2 x*-3x+2 x*+x-3

By(=x) |l x-1 x+2} K, (I-x)|1 0 O
~ 0 x 0 ~ 0 0
B, C=x)[0 0 FEEHIUVIRG -SR0S R

=

b # 1 0 ol 1 0 |Bu(x+1[1 0 0
2s( )o x —x-1 23‘()0 -1 —x-1 ~ 0 1 x+1
0 0 x+1 0 x+1 x+I1|B,(-1)|0 0 ~x*-x

Ko(=x-D[L 0 0
~ 01 0 !|=Nx.
K,(-1) {0 0 x*+x
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- BABI1V
PENERAPAN MATRIKS POLINOMIAL PADA

SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR BIASA

Salah satu penerapan matriks polinomial yang akan dibicarakan adalah
untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear biasa dengan
koefisien konstan. Pada bab ini akan ditelaah lebih lanjut bagaimana
matriks polinomial dapat diterapkan untuk menyelesaikan sistem persamaan

diferensial linear biasa dengan koefisen konstan.

Operator Persamaan Diferensial

Sebelumnya akan ditinjau beberapa konsep dalam persamaan
diferensial linear. Suatu persamaan a," + a,. """ + .+ apy’ + agy = fx),
dengan «,, a,.1, ..., 4|, 4y konstanta real disebut persamaan diferensial linear
biasa non-homogen. Jika f(x) = O maka bentuk ini disebut persamaan
diferensial linear biasa homogen. Jika v, adalah penyelesaian khusus dan
andaikan penyelesaian umum persamaan diferensial lincar homogen yang
terkait di tulis y. discbut penyclesaiaan komplementer dari persamaan

diferensial linear biasa non-homogen a3 + a,. ™"

oot ay Fay =0,
maka penyelesaian umum dari  persamaan diferensial linear non-homogen

adalahy - y. +y,.
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Setiap penyelesaian dari persamaan ini merupakan kombinasi linear
dengan derivatif-derivatifnya yang memenuhi setiap persamaan tersebut.
Meskipun ada banyak fungsi yang mempunyai sifat ini, suatu fungsi yang

derivatifnya adalah kelipatan konstanta dengan dirinya sendiri adalah ™.

2 mx,

Jika y = ¢™ maka derivatifnya adalah y’ = m ™, y" =m" ™ ; ..,

y® = m" ™. Dengan mensubtitusikan bentuk ini kedalam persamaan

diperoleh:

am'e™ + a,m™'e™ + .+ ayme™ + ape™ =0 atau

[ mx nx

(@,m" +a,qm™" + .. +am +ag)e™ = 0. karena ¢"* tidak pernah nol maka

persamaan ini dipenuhi untuk semua nilai m pembuat nol. Polinomial

1

P(m)=am" + a,qym™ + .+ am + ap= 0 disebut persamaan karakteristik

dan diselesaikan dengan menentukan akar-akarnya. Jika m; adalah akar

mlx

persamaan P(m) = 0 maka y = ¢” adalah penyelesaiaan persamaan

diferensial lincar biasa dengan koefisien konstanta. Akibatnya jika

) -1 +

persamaan bantu untuk a3 + a,.1V .. Y aiy’ + apy = 0 mempunyai

akar-akar real berbeda m;, m,, ..., m,, maka penyelesaiaan umumnya dapat

20

disajikan oleh y = ¢, """+ ¢y "* + ...+ ¢, ¢, dimana ¢, ¢1 ..., ¢, adalah

konstanta real. Jika akar- akar m; = m~» = .. = m, maka penyelcsaian

ny

disajikan oleh y = (¢ + ¢ax + .+ ¢x") ¢ Untuk menyederhanakan
penulisan dan penyelesaiaan sistem persamaan diferensial lincar biasa

tingkat n dengan koefisien konstanta akan diperkenalkan konsep polinomial

H

operator diferensial. Dinotasikan )" = —  n bilangan bulat positif.
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Definisi 4.1 (Polinomial operator diferensial)
Kombinasi linear operator berturunan yang berbentuk:
a,D" + ap, D"+ .+ aD + ay disebut polinomial operator tingkat n yang

dapat ditulis D) dimana a,, a,.,, ... , a;, ap adalah konstanta real.

Untuk menyatakan bahwa f{D) dapat digunakan pada fungsi yang
berturunan n kali dapat ditulis :
fiD)y=(auD "+ an D™ + .. +aD+ay)y

=a,D"y+a D™ y+ . . +aDy+ayy

n n-1

d
" y+a"_lc—ix—n_l—y+...+al:1¥y+a0y

=d

Contoh 4.1
y"+3y"'— y = 0 atau dapat ditulis dalam polinomial operator diferesial /)

yaitu Dy + 3Dy—-y =0.

Polinomial operator diferensial f(/)) mempunyat sifat antara lain :
L ADY i+ yv2) = (D) vy + D) y2

20 DY (evy=c D)y
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Sistem Persamaan Diferensial Linear Biasa Homogen

Definisi 4.2 (Sistem persamaan diferensial linear biasa homogen)

Suatu himpunan berhingga dari persamaan diferensial linear biasa
homogen dengan koefisien konstanta dalam n buah fungsi y\, ys, ..., v, tak

diketahui disebut sistem persamaan diferensial linear biasa homogen.

Secara umum sistem persamaan diferensial linear biasa homogen

dengan koefisien konstanta ditulis sebagai:

£, (D)y, + £,,(D)y, +...+ f,,(D)y, =0
T D)y, + f,( D)y, + ...+ £5,(D)y, =0

T (DY)y + f,,(D)y, +..+ £, (D)y, =0

di mana fi{D) adalah polinomial operator tingkat —n dengan koefisien
konstanta real, dan y,, y,, ..., ¥, adalah fungsi-fungsi real yang mempunyai
semua turunan yang diperlukan untuk menentukan setiap persamaan dari
sistem itu identitas.

Bila sistem mempunyai suatu penyelesaiaan, maka sistem itu
dikatakan konsisten. Jika tidak demikian sistem tidak konsisten. Suatu
sistem yang kosisten hanya mempunyai penyelesaiaan tunggal atau tak
hingga banyaknya penyelesaiaan

Untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial linear biasa dapat
dilakukan dengan menggantikan sistem yang diberikan dengan sistem baru
yang memepunyai himpunan penyelesaiaan (v, ya, ..., V) yang sama dengan

penyelesaiaan yang lebih mudah. Sistem baru ini umumnya didapatkan
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dalam suatu tahapan dengan menerapkan tipe operasi untuk menghilangkan
fungsi-fungsi tak diketahui secara sistematis. Dua sistem dikatakan ekivalen
bila setiap penyelesaian masing-masing sistem merupakan penyelesaiaan
dari yang lainnya. Karena polinomial operator diferensial dapat dipandang
sebagai matriks koefisien dari sistem persamaan diferensial linear biasa
diatas, maka sistem yang ekivalen dengan sistem persamaan diferensial
linear biasa diatas dapat diperolah dari sistem itu sendirt dengan menerapkan
serangkaian transformasi elementer.

Sistem persamaan di atas dapat ditulis dalam bentuk notasi matnks

sebagai berikut :

fuD) (D) . [.(D)]]| ¥y 0
SaDYy (D) o D)y |0
0
0

atau disingkat menjadi:
SuD) f2,(D) o [P Y,
F.Y =0, dengan F =[fij (D)l dan Y= (1, y2, ..., ¥u ).

Untuk menyelesaikan sistem ini akan menggunakan serangkaian
transformasi elementer bernkut untuk membawa matriks polinomial
I" = [fi{D)] ke dalam matriks kanoniknya (yang ekivalen) atau ke dalam
bentuk normal Smith schinga diperoleh sistem persamaan diferensial yang
ekivalen, tetapi lebih mudah untuk diselesaikan
1. Pertukaran suatu baris ke-1 dengan baris ke-j yang dinyatakan oleh 5.

Dan pertukaran kolom ke-i dengan kolom ke-j dinyatakan oleh Kj;
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2. Kalikan baris ke-1 dengan suatu konstanta tak-nol misalkan “c”
dinyatakan B{c). Mengalikan suatu kolom ke-1 dengan konstanta tak-nol
“c”, dinyatakan dengan Ki{(c)

3. Penambahan hasil kali D) dengan baris ke-/ pada baris ke-i dinyatakan
oleh B; (fD)). Penambahan hasil kali {D) dengan kolom ke-/ pada
kolom ke-/ dinyatakan oleh K;{f(D)), dimana f{D) adalah polinomial
operator diferensial.

Jika elemen-elemen matriks “f (D)”adalah polinomial berderajat paling
tinggi p dalam D, maka sistem tersebut dikatakan bersuku p dan ditulis :
(A4,DP+ A, D”' + .+ A\D+ Ay) y;=0 atau disingkat manjadi
(4D )yi=0;dimanai=0, 1,2, ..., p dan 4o, Ay, ..., A, matriks atas- R dan
Ap#0.

Sistem persamaan diferensial biasa linear homogen selalu konsisten
karena y; = 0, y» = 0, ..., y» = O selalu merupakan penyelesaiannya.
Penyelesaian ini disebut penyelesaiaan trivial. Jika ada penyelesaiaan lain
(selain y; =0,y, =0, ..., v = 0) maka peneyelesaiaan tersebut dinamakan

penyelesaian tak trivial.
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Contoh 4.2
Andaikan suatu sistem persamaan diferensial biasa linear dengan

koefisien-koefisien konstan sebagai berikut :
" "y 2 12 d v
Wty =0 g2t g
. . atau
W= y+y, +y,=0

+Ex—'v2 =0

d
E}ﬁ_}’l"”ayz‘*ﬂvz =0

Sistem di atas dapat ditulis dalam polinomial operator diferensial sebagai

berikut:

Dzyx'Dy1+l)yz =0<:>(D2"D)y1+Dy2 =0
Dy, -y +Dy,+y,=0 (D-Dy, +(D+Dy, =0

Jika dalam notasi matriks sebagai berikut :

D*-D D ||y 0 "
7i ,atau disingkat 4.Y = O
D = 1 D + 1 )”2 0

, D*-D D v, 0
di mana 4 = Y= O= )
’ D-1 D+1 Vs 0

Perhatikan bahwa A adalah matriks polinomial berderajat dua dalam D.
Dengan mengguanakan serangkaian transformasi elementer terhadap matriks

koefisien di atas diperoleh:

D'-D D |~ Qe | o= D D=1 D+1
B,(-D B 2 | B(=1) +
D-1 D+l D=1 D+1 0 =D 0 D-

Sistem persamaan diferensial linear biasa homogen yang ekivalen dengan
sistem persamaan diferensial linear biasa homogen semula adalah;

(D-Dy, +(D+1)y, =0
Dz)’z =0
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Dengan menggunakan metode persamaan diferensial elementer yaitu:
Dy>= c¢;, maka y>=c) + c;x dan
DO-1y1=-(D+ 1)y =-Dy-y:
=-C1-Cy—CyX

Persamaan homogen yang terkait adalah D y, — y,=0.
Persamaan karakteristiknya adalah m-1 = 0 yang mempunyai akar real 1,
maka penyelesaiaan komplementernya y. = cse. Perhatikan bahwa
polinomial operator D* menghapus -¢ - ¢; — ¢;x karena
D (<c1 - ¢2 — ¢ax) = 0. Jadi D*(D ~ 1 )y; = 0. Penyelesaiaan umum dari
persamaan diferensial homogen ini adalah adalah y, = ¢ + 2¢: + cax + cae’,
dimanay,= ¢+ 2c; + cpx.
Jadi penyelesaiaan umum dan sistem persamaan diferensial di atas adalah

y=c +2c+cx+ce’

V=t ex

Sistem Persamaan Diferensial Linear Biasa Non-Homogen

Definisi 4.3 (Sistem persamaan diferensial biasa linear non homogen)

Suatu himpunan berhingga duri persamaan diferensial linear biusa non-
homogen dengan kocfisien konstanta dalam n buah fungsi vy, v, ., v, tak

diketahui disebut sistem persamaan diferensial linear bhiasa non- homgen.

Secara umum sistem persamaan diferensial lincar biasa non-homogen

dengan koefisien-koefisien konstanta ditulis sebagai berikut:

81



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

TuOWn + [2(D)y, + .o+ [, (D), = A(X)
JuDWy + fo(D)y, +...+ f5,(D)y, = hy(x)

dimana mana A;(x), Ay(x), ..., hn(x) adalah fungsi-fungsi real dan —x.
Penyelesaian umum dari system persamaan diferensial linear biasa
non-homogen dibentuk dan penyelesaiaan komplementer (y.) yaitu berlaku

penyelesaian system homogen terkait dan penyelesaiaan khusus (y,).

Contoh 4.3
Selesaikan sistem persamaan diferensial linear biasa

W+ +2y, =0 . . L .
, ] . Sistem persamaan diferensial ini ditulis dalam notasi
Y +2y,—y, =c0osx

matriks dengan menggunakan polinomial operator menjadi

2 3 0
DT+l - 207 an|_ atau disingkat 4Y = H, di mana
D 2D*-1jy,| [cosx
241 2D v
A . D <+ D : Y.z yl , H:
D 2D -1 ) ot

Dengan menggunakan serangkaian transformasi elementer terhadap matriks
A vakni:

o o]

r B 3

)2 ' e 0]+ oo -]
pret 2l B, - D, : B, - DB,
Cp 20210 o awr-iflo v |7




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

X 10

0 1 10 1 =D
1 D W1 =D 0 D=1||-D D?+1 ~>P
K,-DK
{o Dz—l][—D D2+l] 2 8
N

Andaikan Y= QZ dan AY = H, maka AQZ = A

Menurut definisi 3.11 BAB III. PAQ = N, maka PAQZ =NZ = PH

) 2L 522

Z; = -Dcosx = sinx.
(D*= 1)z, = (D™+1)cosx
= -COSX + COSX
=0;
Persamaan karateristiknya adalah n°-1 = 0, ya'ng mempunyai akar-akar real

-1 dan 1 maka z, = cie” + cre™

I -D sin x , )
Y=QZ= __|. Jadi penyelesaiaan umumnya adalah
O BLlfc i e e

yi=sinx—cie" + e’

v1=cie'+ o™
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Contoh 4.3

Selesaikan sistem persamaan diferensial linear biasa berikut

NWHy+y, =0
Y, +2y, -y, +y, =x , di mana y,, y,, y3 adalah fungsi-fungsi riil tidak
y'z +); +y,+2y,=e

diketahui dari suatu peubah x. Sistem persamaan diferensial 1ni ditulis dalam

notasi matriks dengan menggunakan polinomial operator diferensial menjadi

D D+l 0 Y 0
D+2 0 —-D+1i{y,{={| x|, disingkat AY = H, di mana
0 D+1 D+2 ||y, 4
D D+1 0 A 0
A=ID+2 0 -D+1L, Y=}y, |,H=|x
0 D+1 D+2 Vs e’

Dengan mengguanakan serangkaian transformasi elementer terhadap

matriks koefisien di atas diperoleh:

1 0 0 l 0 0
0 1 0 -1 [ 0
0 0 1 0 0 I |
D D+l 0 | &¢" §O i B D+l 0 71 00
p+2 0 -p+tlo t o/*2 hia 0 Zpllo 1o
L0 D+l p+2]0 0 1 |[=(W+h D+1 p+2]|0 0 1
l 0 0
-1 l 0
B, (-1) |0 0 |
- l -D+1l) 0 -1 0 0
D+2 0 ) 0 1 0
—-(D+1 D+1 D+2 0 0 |1
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~ 1 0 0 -1 0
D+2 (D+1)XD+2) 1-D 0 1
0

-(D+1) (D+)=(D+1)) D+2

1 0 0
i 1 0
B, (-D -2) 0 0 1

4 ] 0 0 -1 0 0
0 (D+1D+2) 1-D| |D+2 1 0

- O O
| I— |

-(D+1) (D+H)=(D+1* D+2 0 0 1
1 0 0
-1 1 0
B, (D +1) [0 0 1}
~ ] 0 0 -1 0 0
0 D+1XD+2) 1-D D+2 1 0
L (D+1)=(D+D? D+2| {—(D+l) 0 1}
1 D+1 0]
-1 - D 0
K, (D) 0 D
L 0 0 N
Tt o) 1% N ORRE* 0
0 D D+ 2 0 0 I

I

- 0 0 10 0
0 —5p -7 sp+6 1 -4
0 N D42 -+ 0 1
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1 L(D+1) 0
-1 -iD 0
K,($)| 0 T 1
~ 1 0 0 -1 0 0
0 1 =-5D-7 0 1 0
0 LD D+2 0 0 1
1 L(D+1) L(D+1)5D+7)
-1 -iD ~-1(5D* +71D)
K,(5D+7)| 0 +D %(5D2+7D+2)
~ 1 0 0 -1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 LD 3pioDw 0 0 1
1 2(D+1) (D+D)(ED+7)
-1 -iD 15D +7)
B,(-iD)| 0 iD L(5D°+7D+2)
~ LRG0 ~1 0 0
0 1 0 5D+6 1 -4
0 0 Lwbw —-3D'-4D-1 -1D 2D+I
1 LD+ H(D+1)5D+T7)
-1 =50 =150+
B,(2)] 0 1D 15D +7D+2)
~ [ 0 0 -1 0 0
0 1 0 SD+6 1 -4
0 0 SD*+9D+4 —(5/) +8D+2) =) 4D+?2
[ LD+ LD+ISD+7)
-1 =iD - L(5D* +7)
K (Hl o 1D LGDT+TD+2)
~ 1 0 0 -1 0 0
0 1 0 5 +6 { -4
~-(5D*+8D+2) -D 4D+2

0 0 D*+iD+4/5
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Dani sini diperoleh matriks bentuk normal:

1 0 0
N=[0 1 0 = PAQ, di mana
0 0 D*+3D+4
-1 0 0
P= 5D+6 1 -4

—(5D*+8D+2) ~D 4D+2

1 i(D+1) {(5D*+12D+7)
Q=-1 -iD ~+(5D% +7)
0 iD +(5D* +7D +2)

Dengan transformasi linear ¥ = Q7 untuk membawa AY = H ke dalam
AQZ=H .

Dan PAQZ = NZ = PH diperoleh:

10 0 z, o 0o o0 ][0
0 1 0 z, | =| 5D+6 I -4 ||x
0 0 D*+%D+%||z,| |-(5D°+8D+2) -D 4D+2||e

Z, = 0 20— x-4e*
(/)2 + A D+ i};} =4Dc" +2¢" - Dx=6¢" - 1.
5 5
Penvelesaiaan persamaan diferensial lincar biasa homogen yang terkait
9 4 -
D +§l)+ 3 z;= O atau (5/° + 9D + 4)z; = 0 dan akar-akar persamaan

karaterisk Sm® + 9m + 4 = 0 adalah bilangan real -4/5 dan -1, maka

penyelesiaan komplementernya z.=c; ¢ ™’ +¢c; ¢ .
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Karena (D2-D)(6¢* — 1) =0. (5D + 9D + 4) z; = 30¢" -5

(D2-D)(5D? + 9D + 4) z; = (D*-D)(30¢" -5) =0

(D*-D) z; = 0. dari sini diperoleh D = 0 atau D = 1, maka penyelesaiaan
khusus dari persamaan diferensial biasa linear itu adalah z, =3 + cse”.
Pt cie”, z, =z, =cse”.

(S5D*+ 9D +4)z,=5 cse" + 9 cye” + d(c3 + cae”) = 30e" -5.

Dari sisni diperoleh 18cse” + 4¢3 = 30e” -5, maka ¢4 = 5/3 dan ¢; = -5/4

Penyelesaiaan khusus zp = 3e* — 5/4.

Maka penyelesaiaan umum dari persamaan diferensial biasa linear yang

_dx

dimaksud adalah z; =y, +3,= cie ° +c e +ie* —5/4.

Y = 0Z, maka penyelesaian umum dart sistem tersebut dimaksudkan adalah:

Y -0z

¥ 1 LD+l £GP +12D+7) 0
», |=l-1 =-3iD L(5D*+7) , X
vl 10 ID  LGBD*+TD+2)

3 ) |
Cie SRR cSaR- - ot o

n=3ce *+ +-x - +

4x

=

- 1
v2=12cie ° + e T 7

4
T, L, 1
Vi = Dewe O+ 7€ + T
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BAB YV

PENUTUP

A. Kesimpulan

Dari pembahasan pada bab sebelumnya diperoleh beberapa

kesimpulan sebagai berikut:

1. Setiap matriks polinomial A4(x) = [a;(x)] yang berukuran mxn dapat
dinyatakan sebagai suatu polinomial dengan koefisien matriks atas-R

(Polinomial matriks) yaitu: A(x)= Ao+ Aix + Aox" + ..+ A

2. Jika A(x), B(x) polinomial matriks bujur sangkar »xn dengan koefisien
utama dari B(x) tak-singular, maka terdapat dengan tunggal polinomial
matriks F(x), F2(x) dan G (x), G2(x) di mana G(x), (G2(x) adalah
polinomial matriks nol atau berderajat kurang dari derajat B(x)

sedemikian sehingga

A(x) = I70(x) B(x) - Gi(x)dan A(x) [7ax) B(x) - (7Ax)

(V3]

Jika polinomial matriks .4(x) berukuran nxn dibagi oleh (.x/,-B,,), dengan
sisa matriks 22|, X; atas-R, maka R,/ masing-masing merupakan nilai

fungsional kanan dan nilai fungsional kiri dari A4(x)

R9
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4. Polinomial matriks skalar 4(x) = a(x)./ habis dibagi oleh (x/ -B) bila

a(B)= 0.
5. Setiap matriks 4 memenuhi persamaan karakteristiknya yaitu &(4) = O.

6. Sebarang matriks polinomial dapat direduksi ke bentuk Normal Smith

melalui serangkaian transformasi elementer.

7. Setiap sistem persamaan diferensial linear biasa dapat diselesaikan
melalui serangkaian transformasi elemter terhadap matriks koefisien dari
sistem persamaan tersebut (Matriks yang elemen-elemennya berupa
polinomial operator diferensial) sehingga diperoleh sistem yang ekivalen

tetapi lebih mudah penyelesaiaannya.

Saran

Materi yang dapat dibahas lebih lanjut adalah similaritas karakteristik
matriks polinomial. Similaritas karakteristik matriks polinomial ini lebth
lanjut dapat diterapkan untuk menyelesaikan sistem linear dari persamaan

diferensial linear.
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