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MOTTO

Jadikanlah sabar dan sholat sebagai penolongmu dan sesungguhnya
yang demikian itu sungguh berat, kecuali bagi orang-orang yang khusyu’

(Q.S. Al Bagarah : 45)

‘Gampang Kalawan ewuh apan ana ingkang akarti, lamun wania ing
gampang wedia ing ewuh, subarang nora fumeko, yen antepan, gampang

kalawan ewuh dadi siji ...." (Serat Romo : R. Ng. Yosodipuro I).

Orang yang jatuh, itu biasa. Tetapi orang yang tiap jatuh bangun

kembali itu baru luar biasa (Mirabeau).
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ABSTRAK

Modul M atas ring R dengan elemen satuan disebut modul Artin jika
submodul-submodul dari M yaitu N;, N, N;,... memenuhi syarat rantai turun
yaitu setiap barisan turun N; > N, o N; o..., ada bilangan bulat » sedemikian
sehingga N, = N,, untuk semua m > n, dan rantai turun tersebut dikatakan stabil
pada n. Barisan komposisi untuk sebarang modul M atas ring R adalah barisan
{0} = My c Mic M,c... ¢ M, = M sedemikian sehingga untuk setiap M;-; Mi
adalah modul sederhana. Bila M adalah modul atas ring R yang dibangkitkan
secara berhingga dan R adalah ring Artin maka A merupakan modul Artin atas
ring R dan M mempunyai barisan komposisi.

Vil
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ABSTRACT

A module M over a ring R with unity is called Artinian module if the
submodules of Mie. N;, Nj N;,... satisfies the descending chain conditiqn that is
every descending sequence N; > N; o N; o.., there is an integer n sgch that
N, = N, for all m > n, and the descending chain 1s ¢alled stabil on n. The
composition series of a module M over a ring R 1S sequence
{0} = MycM,cM,c..c M, - Msuch that for every M, ., Mi 1s a simple module.
If M is a module over a ring R that is finitely generated and g is Artinian ring then
M is Artinian module over a ring R and has composition serigs.

Vil
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‘BABI

PENDAHULUAN

A. LATAR BELAKANG

Dalam perkuliahan telah dipelajari matakuliah Struktur Aljabar yang
membahas tentang grup dan ring. Grup merupakan himpunan tak kosong yang
dilengkapi dengan operasi biner yang bersifat tertutup, assosiatif, mempunvai
clemen identitas dan setiap elemen mempunyai invers. Grup Abel merupakan
grup yang bersifat komutatif. Sedangkan ring merupakan himpunan tidak kosong
R yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian, dimana R dengan
operasi penjumlahan merupakan grup Abel dan operasi perkalian bersifat tertutup.
assosiatif serta berlaku sifat distributif perkalian terhadap penjumlahan.

Struktur yang iebih luas dcri grup dan ring adalah modul. Modul merupakan
ruang vektor atas ring. Bila M merupakan grup Abel dan R merupakan ring yang
memuat elemen satuan maka M disebut modul atas ring R jika dan hanya jika
terdapat pemetaan MxR ke M yang memenuhi aksioma dari modul yaitu untuk
setiap m,n dalam M dan setiap r,s dalam R berlaku :

1).m(r+s) = mr + ms;

2).m(rs) = (mr)s;

3).(m+n)r = mr + nr; dan

4). ml=m.

Himpunan bagian dari M yang bersesuaian terhadap operasi perkalian dan

penjumlahan di M disebut submodul dari M.
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Dalam tulisan ini akan dikenalkan modul khusus yang disebut modul Artin.

Modul Artin merupakan modul khusus dimana pada submodui-submodulnya

memenuhi syarat rantai turun yaitu setiap barisan turun dari submodul-

submodulnya adalah stabil. Disamping itu akan diperlihatkan keterkaitan antara

modul Artin dengan ring Artin dan barisan modul. Ring Artin merupakan ring

dimana 1deal-idealnya memenuhi syarat rantai turun. Sedangkan barisan modul M

atas ring R mernipakan barisan dari submodul-submodui dari M.

Berdasarkan keterkaitan dan kekhasan tersebut di atas, penulis tertarik untuk

mendaiami konsep modul Artin guna mengetahui iebih daiam mengenai sifat-sifat

yang ada dalam modul Artin dan hubungannya dengan konsep-konsep tersebut.

.U:l

.(‘}.

PERUMUSAN MASALAH
Dari topik tersebut dapat dirumuskan permasalahan pokok sebagai berikut :
1. Apa yang dimaksud dengan modul Artin dan bagaimana sifat-sifatnya 7

2. Apa hubungan modul Artin dengan ring Artin?

3. Apa hubungan modul Artin dengan barisan komposisi dari modul?

TUJUAN PENULISAN
Tujuan dari penulisan ini adalah :
1. Untuk memahami tentang konsep dari modul Artin dan sifat-sifatnya.

2. Untuk memahami tentang hubungan modul Artin dengan ring Artin.

3. Untuk memahami tentang hubungan modul Artin dengan barisan

komposisi dari modul.
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(V%]

D. METODE PENULISAN

Metode yang digunakan dalam penulisan ini adalah metode studi pustaka.
E. PEMBATASAN MATERI

Materi yang akan dibahas dalam tulisan ini meliputi grup, ring, ideal dan
modul sebagal mater prasyarat. Sedang sebagai materi pokok akan dibahas
tentang ring Artin, barisan komposisi modul dan modul Artin.

Untuk mempersempit penulisan penulis tidak membahas materi logika
matematika, himpunan dan pemetaan, bilangan bulat dan operasinya dan
sebagainva. Namun penulis menggunakan konsep-konsep yang ada di dalamnya
dalam penulisan ini dan penulis mengasumsikan bahwa pembaca telah

mempelajar sebelumnya.

F. SISTEMATIKA PEMBAHASAN

Adapun sistematika dalam penulisan ini adalah sebagai berikut. Bab pertama
membahas tentang gambaran umum dar 1s1 tulisan 1ni.

Bab dua membahas tentang materi prasyarat sebagai landasan teoritis dar
tulisan 1m yaitu tentang grup dan homomorfisma grup. Selanjutnya dibahas
tentang ring, dan homomorfisma dari ring serta tentang ideal. Kemudian dibahas
tentang modul dan homomorfismanya.

Bab tiga membahas ientang materi pokok yaitu modul Artin dan bab terakhir

yaitu bab empat berisi tentang kesimpulan dari tulisan ini.
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BAB I1

LANDASAN TEORI

Di dalam bab ini akan dibahas materi prasyarat. Dalam subbahasan
pertama akan dibahas tentang grup yaitu mengenai definisi grup, subgrup,
homomorfima grup, contoh dan sifatnya. Subbahasan kedua membahas ring.
Dalam subbahasan ketiga dibahas tentang ideal dan homomorfisma ring. Dalam

subbahasan keempat dibahas tentang modul.

A. GRUP
Definisi 2.1.1 :
Grup adalah pasangan terurut (G, *) dimana G adalah himpunan tidak kosong
dan * adalah operasi biner pada GG yang memenuhi aksioma-aksioma berikut ini :
i.  Operasi biner * bersifat assosiatif yaitu ( va,b,c € G ), a* (b*c) = (a*b)*c
ii. (FeeG)(VaecG) are =e*a=a

iii. (VaeG)(Fa'eG),a*a’ =a'*u=e

Dan untuk selanjutnya e disebut elemen identitas dari grup (G, *) dan elemen
a’e G dalam aksioma iii disebut elemen invers dari ¢ € G. Jika operasi biner
pada grup G merupakan operasi penjumlahan maka G disebut grup aditif.

Di dalam penulisan selanjutnya, untuk menyederhanakan penulisan a * b

cukup ditulis ab dan grup (G, *) ditulis dengan G.
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Contoh 2.1.1:

Himpunan bilangan genap £ = { x | x= 24, a € Z} dimana Z adalah himpunan

semua bilangan bulat, bersama operasi penjumlahan adalah grup.

Contoh 2.1.2 :
Himpunan Z-{0} bukan grup dibawah operasi perkalian. Karena terdapat
elemen 5 e Z- {{/} yang tidak mempunyai invers dalam Z- {0}. Karena invers 5

terhadap operasi perkalian adalah / 5 & Z-{0}.

Definisi 2.1.2 :
Grup ( disebut grup Abel( grup komutatif ) bila dan hanya bila berlaku

ab = ba ,untuk semua ¢, b € G.

Contoh 2.1.3 :
Himpunan bilangan kompleks C = { x x =a - bi,a b e R} adalah grup Abel

terhadap operasi penjumlahan.

Teorema 2.1.1 :
Misal G adalah grup,maka:
a) Elemen identitas dari G adalah tunggal, yaitu jika ¢ dan f elemen dari &

sedemikian sehingga ea = ae = adanfa = af =a, Vae G makae=f.
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b) Setiap elemen dalam grup G mempunyai invers tunggal yaitu jika «, x dan
y elemen dari G, e adalah elemen identitas dan G dan ax = xa = e dan
ay = ya = e maka x = y.
Bukti :
1. Andaikan e dan f elemen dari G sedemikian sehingga e« = ae -~ « dan fu = af
=a, Vue G.Karenaea = a, vae G,makaef=/............. (1)
Karena af = a , vue G maka diperolehef =e ..................(2)
Dari (1) dan (2) didapatkan e = f.
2. Misal ¢, x, y € G, e adalah elemen identitas dari & dan ax = x¢ - e dan
ay = ya = e.
Makax =xe=x(ay) =(xaj)y =ev- -y

Jadi x = y. |

Teorema 2.1.2 :
Misaikan G adalah grup maka :
a) Jikaa,b,ce G dan ab = ac maka b=c ( hukum kanselasi kir1 )
b) Jikaab,ce G dan ba = ca maka b=c ( hukum kanselasi kanan )
¢) Jikaae G maka TR =
d) likaab e G maka (ab)”’ = b'a’
Bukti :
a) Misal a,b,c € G, dengan ab = ac. Akan dibuktikan b =c.
Karena « € G maka ada ¢’ € G sehingga

altub) = a(uc) & (a'a)b =(a’ajc  ( sifat assosiatif )
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~)

< eb

i

ec ((a'a) = e J
<bh = ¢ ( karena e elemen identitas )

b) Bukti untuk b) analog dengan bukti dari a).

¢) Misal ae G maka menurut definisi grup ada ¢’ e G sedemikian sehingga
aa”’ =a'a = e Karenaad'e G terdapat (a')yleG sehingga
a"i(a‘i)'I = (@')"a’ = e dimana (@'’ invers « ' maka «‘a -« ()", dan
menurut (a) diperoleh a = (@)

d) Misal ,b € G maka ab e G. Invers dari «b adalah elemen tunggal x
sehingga (ab)x = e. Sekarang (ub)(b'a’ ) = atbb™')u’ = aed’ - aa’ - e

Jadi invers ab yaitu (ab)'1 =pb'al |

Definisi 2.1.3 :
Himpunan bagian / dari grup (s adalah subgrup dari (; jika H sendiri merupakan

grup terhadap operasi biner pada G.

Contoh 2.1.4 :
Himpunan bilangan bulat dengan operasi penjumliahan merupakan subgrup

dari grup himpunan bilangan real dengan operasi penjumlahan.

Contoh 2.1.5:

Jika e adalah elemen identitas dari grup G maka {e} adalah subgrup dari G.
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Teorema 2.1.3:
Misal GG adalah grup dan A adalah subgrup dari G
1. Jika f adalah elemen identitas dari 4 dan e adalah elemen identitas dari G
maka f = e.
2. Jikaa e H maka invers dari ¢ di H sama dengan invers dari « di G.
Bukti :
Misal (; grup , H adalah subgrup dari G.
Andaikan f'adalah elemen identitas dari A dan e adaiah elemen identitas dari G.
1. Karena fadalah elemen identitas // maka f/ = /. Andaikan invers fdi G adalah
f ! maka diperoleh </ (7 = f
' f)f =e
ef =e
VL=¢
2. Misal ¢ € G. Andaikan ¢’ e G merupakan invers @ di G dan ¢ € H
merupakan invers a di H, maka
ac=ca=e
Selainituaa’ =a'a=e
Jadi diperoleh a ¢ = a a’

Berdasar hukum kanselasi( Teorema 2.1.2) makaa' =¢c. W

Teorema 2.1.4;

Misal (G, *) adalah grup dan / himpunan bagian dari G. Maka H adalah subgrup

dari ( bila dan hanya bila :
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1. H #¢( H bukan merupakan himpunan kosong )
2. lJikaab e H makaa*h e H
3. Jikaa e Hmakaa'e H
Bukti :
(=)
1. Karena / subgrup G maka (H,*) grup, setiap grup harus mempunyai elemen
1dentitas , jadi / memuat paling sedikit satu elemen identitas sehingga H # ¢.
2. Karena (H,*) grup maka untuk setiap a,b € H maka berlaku ¢*be H
3. Jika « € H maka ¢ mempunyai invers dalam H yaitu ¢’ € H, karena (H, *)
grup.
(<)
Diketahui 1,2,3, akan dibuktikan /A adalah grup.
» Sifat asosiatif terhadap * berlaku pada H karena diketahui # < G dan (G, *)
grup
o Jikaa e Hmakaa'e Hsehinggaaa ' =e e H
Jadi (FeeH)(VaeH) e*a = a*e = a

Jadi ( H,*) merupakan grup. K

Teorema 2.1.5:

Himpunan tidak kosong H dari grup  adalah subgrup bila dan hanya bila

ab™! € H untuk setiap a,b € H.
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_ Bukti :

=)

Misal H subgrup dengan ¢,b & H maka b™' & H sehingga ab™ e H.

(<)

Bilab e H diperoleh e b™'= b e H. Jikaa, b € H,makaa, b e H sehingga

ab™')™" = ab e H . Jadi H adalah subgrup dari G, menurut teorema 2.1.4. W

Definisi 2.1.4:
Jika (G, *) adalah grup dan (H, =) adalah grup maka pemetaan o : GG— H

disebut romomorfisma grup jika a(a *b) = a(a) # a(b), Vu,b €.

Definisi 2.1.5:
Jika 6 : (G—H adalah homomorfisma grup maka kernel dari 6 adalah
himpunan semua eiemen « eG sedemikian sehingga Ga) - e;; dengan ey adalah

elemen identitas grup H, dan dinotasikan sebagai Ker 6

Contoh 2.1.6:
Diketahui R adalah himpunan bilangan real dan R* himpunan bilangan
real positif.Pemetaan g : (R,+)—>(R*, .) dimana f(x) = ¢" adalah homomorfisma

karena f(x +y) = & = & & = Bx) By), (Vxy € R). Dengan kernel g = {0}.
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Definisi 2.1.6 :

Andaikan G suatu grup, H subgrup dari grup G dan a sembarang elemen
G, maka :
1. Himpunan aff = { ah  h € H} disebut kosef kiri dari A dalam &

2. Himpunan Ha ={ ha | h € H} disebut koset kanan dar H dalam .

Jika G adalah grup aditif dan / subgrup (G maka koset kiri dari // dalam (-
adalah himpunan ¢ ~ H = { a - h h € H} dan koset kanan dari / dalam

adalah himpunan H-a={h~-a heH}untuk vu € (.
Teorema 2.1.6 :
Andaikan G adalah grup, H adalah subgrup dari (G maka :
l. He=H
2. Ha=H <uaeH
Bukti :
aj menurut definisi (2), He ={ he h e Hi={h heH} H
b) (=)Andaikan Ha = H. Karena e« eHa, dan Ha = H maka ea €H, sehingga
aef.
(<=)Andaikan « € H. Maka ( v/ eH)(ha H) sebab H adalah subgrup dari .
Akibatnya Ha < H. Misal h,a €H a, maka HcHa. Karena HacH dan HcHa

disimpulkan / = Ha. o
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Teorema 2.1.7 :

Misaikan A adalah subgrup dari grup G, dan a,b G maka kondisi-kondisi

dibawah ini adalah ekuivalen :

I ab’ eH
2. a = hb, untuk suatu 7 eH
3. a eHb
4. Ha = Hb
Bukti :

Diketahui /7 adalah subgrup dari grup s dan 4,6 €G
(1) = (2). Diketahui ab”’ eH berarti ada h €H sedemikian sehingga ab™’ = h.
Sedangkan

ab” = h < (ab’ )b ~ hb < alb' b)- hb <> a ~ hb untuk suatu h eH
(2)=(3)
Diketahut ¢ = /i1b untuk suatu 1 €H. Karena b €Hb maka a €Hb. jadi a = hb
maka a eHb.
(3)=(4)
Diketahui ¢« €Hb maka a = kb, untuk suatu 2 €H. Misal x eHa maka x = hja
untuk suatu #; eH. Karena ¢ = hb , h eH maka x = h;hb = (h;h)b = hb dimana
h;h = hyeH karena H subgrup dari GG. Untuk x = /b dan h;eH berarti hb eHb
sehingga%eHb. Jadi  HacHb..............(1)
Diketahui ¢ €f/b maka a -~ hib,untuk suatu # eH. Karena A subgrup dari ( maka

ada k' eH yang merupakan invers dari & €H. Sekarang Wla=thb o h'la=>b
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Misalkan k' = hyeH sehingga hya = b. Ambil x eHb maka x - h;b untuk suatu
hyeH. Karena hpa = b maka x = hjhpa = (hihg)a = hya dimana hhy = hyefd
karena H subgrup dari ;. Untuk x = hya dan fi,eH berarti h,a €Ha sehingga
xeHa Jadi HbcHa . .............(2)
Karena (1) dan (2) dapat disimpulkan bahwa Ha ~ Hb.

(4)= (1)

Ha = Hb berarti a eHb sehingga ¢ ~ hh untuk suatu 4 eH. Sekarang

a=hh <abl = hbb! < ab’ h Karena h eH maka ab”’ eH.

Jadi teorema sudah terbukti. H

Definisi 2.1.7:
Subgrup A dari grup G disebut subgrup normal dari (; jika dan hanya jika
gng'j € N untuk semua n € N dan semua g € G. Dan bila N subgrup normal G

maka dinotasikan N< G.

Contoh 2.1.7 :
Jika N subgrup dari grup Abel G, dan n € N dan g € G maka
gng’ = gg'n = en = n € N. Sehingga setiap subgrup dari grup Abel adalah

subgrup normal.
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Teorema 2.1.8:
Misalkan N adalah subgrup normal dari grup G dan misalkan G/N adalah
himpunan semua koset kanan dari N dalam G. Untuk semua Na e G/N dan

Nb eG/N, didefinisikan operasi (Na)(Nb) = Nfab). Maka G/N adalah grup dengan
operasi yang didefinisikan sebelumnya.

Bukti :

Akan ditunjukkan lebih dulu bahwa operasi pada G N yang didefinisikan dengan
(Na)(Nb) = N(ab) adalah terdefinisi dengan baik, yaitu jika Na; = Na, dan
Nb; = Nby maka Nfu;b;) = N(asb,). Dari Na, = Na, didapat a; =n;a;,, untuk suatu
n;eN. Dart Nb;, = Nb, didapat b; = mb,, untuk suatu n,e N. Maka
aib; = nyamb, Namun amas’ n; untuk n:e N karena N< (5. Maka diperoleh
amy = (aznzaz—j)ag = ndy, dan sehingga a;b; = nynzasb, Misal n a;b;eNf(ab; )
maka na;b; = mnsazb; = ngab, untuk suatu ny = nam; e N. Padahal
nyayb, € Nazb, sehingga N(a;b;) < Nazby)..................(1).

Karena Na, - Na; didapat a, =n;a;, untuk suatu n;eN. Darni Nb, = Nb; didapat
by = nyb,, untuk suatu n,e N. Maka ayb, = njamyb;. Namun a,n;a,"' = p3 untuk
suatu n;e N karena N< (5. Dari sini diperoleh nza; = (a,n;a,'j)aI = an,, dan
sehingga Cll]bg = mmzab; Ambil sembarang n ayb,eN(a,b, ) maka
naxb, = nnmzah; = nya;b; untuk suatu ny = nnnze N, Padahal nga;b; eNab,;
sehingga Nfayby) cN(uiby)..................(2).

Karena (1) dan (2) maka diperoleh N(ab,) = N(a;b,). Jadi Na;Nb; = Na,Nb, Jadi

operasi tersebut terdefinisi dengan baik.
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Operasi pada G/N  bersifat assoc<iatif sebab jika abc € G maka
Na(NbNc) = Na(N(bc)) = N(a(bc)) = N((abjc) = Niab)Nc = (NaNb)Nc. Elemen
Ne adalah elemen identitas dari (/N sebab jika a G maka NeNa = Nfea) = Na
dan NaNe = N(ae) = Na. Elemen Na' adalah elemen invers dari Na sebab
NaNa' = N(a a’{) = Ne dan N ¢'Na = Nfa'a) = Ne. Jadi terbukti bahwa G N

adalah grup. W

Dan untuk selanjutnya (G N beserta operasi yang didefinisikan dengan

(Na) (Nb) = N( ab), ¥(Naj, (N b) €(i'N disebut grup faktor dari (5 oleh N.

B. RING
Dalam subbab ini akan dibahas tentang ring.
Definisi 2.2.1:
Suatu ring (K,—, .) adalah himpunan tidak kosong R yang dilengkapi dua operasi
biner yang didefinisikan pada R yang diberi nama penjumlahan (+) dan perkalian
(. ) sedemikian sehingga memenuhi aksioma-aksioma berikut ini :
1. (R,—,.) merupakan grup Abel yaitu :
a) (VabceR)(a~b)+c=a~(b~c) (sifatassosiatif)
b) (WeR)(VaeR) 0+a=a+ 0=a(0adalah elemen identitas ring
R)
c) (Vu e R)(Fae R), a + (-a) = (~a)+~ a = 0 (-a adalah invers aditif
dari a)

d) (vabeR) a+b=b+u ( sifat komutatif')
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2. Rbersifat tertutup terhadap perkalian: ( Va,b e R ), a.b € R

(V%]

Perkalian di R bersifat assosiatif : ( va,b,c e R) (a.b).c =a.(b.c)
4. Berlaku hukum distributif perkalian terhadap penjumlahan
( Vabc e R) a(b+ c)=a.b~ ac dan

(Vabc eR)(a+b).c=ac+ bc

Contoh 2.2.1:
Himpunan semua bilangan real (R, +, .), himpunan semua bilangan bulat (Z, +, .),
himpunan bilangan rasional (), +, .), himpunan bilangan kompleks (C, +, .)

dengan operasi penjumlahan dan perkalian biasa merupakan ring.

Contoh 2.2.2:
. a b
Misal M(2,7)= ﬁ”l— j‘ | a,b,cde wa
UL J
M(2, Z) merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian matriks-

matriks.

Contoh 2.2.3:

Himpunan bilangan bulat positif dengan operasi penjumlahan dan perkalian

bilangan bulat biasa bukan merupakan ring. Karena (Z°, ) bukan grup.

Di dalam penulisan selanjutnya, untuk menyederhanakan penulisan

operasi perkalian a.b cukup ditulis b dan ring (R, +, .) ditulis dengan R.
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Misal G adalah grup dengan operasi penjumlahan. Misal ¢,b € G dan

-b € ( adalah invers aditif dari » di G maka a + (-b) ditulis dengan a - o

Teorema 2.2.1:

Misal R merupakan ring dan «,6,¢ € R, maka berlaku :

1. Elemen identitas di R tunggal

2. Setiap elemen R terhadap operasi + mempunyai invers tunggal
3. Jikaa + b = a+ cmaka b = ¢ ( hukum kanselasi kiri )

4 Jikab - a = ¢+ amakab = ¢ ( hukum kanselasi kanan )

5. Untuk settapadalam R | -(-a)=a

6. Untuk setiap ¢, b dalam R, -(u- b) = (-a) ~ (-b) = -a-b

Teorema 2.2.1 tidak akan dibuktikan karena sudah dibuktikan dalam teori grup. B

Teorema 2.2.2:
Misal R merupakan ring dan @,b,¢ € R, maka berlaku :
I. O0a=al=20
2. a(-b) = (~a)b = -(ab)
3. (-a)(-b) = ab
4. afb-c) =ab—~acdan(a-b)c=ac—bc
Bukti :
1. Oa = (0 +0) a = Oa ~ Ou padahal Ja = Oa + 0 sehingga diperoleh
O0a + O0a = Oa + 0 , dengan menggunakan hukum kanselas1 kin

diperoleh 0Oa = 0.
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Untuk bukti a0 = 0 anaiog seperti di atas.
2. Akan dibuktikan terlebih dulu bahwa a(-b) = -(ab)
ab +a(-b) =a(b + (-b)) =al =0
a(-b) = -(ab) + ab ~ a (-b) = -(ab) + 0 = -(ab). Jadi a(-b) = -(ab)
untuk bukti (~a)b = -(ab) analog seperti diatas.
3. (@)-b) = -(a(-b)) = -(-(ab)) = ab

4. a(b-¢) = a(b+(-c)) = ab + a (-c) = ab - ac u

Definisi 2.2.2:

Ring R disebut ring komutatif jika operasi perkalian di R bersifat komutatif, yaitu

(Vab eR) a b=b a

Contoh 2.2.4:

Himpunan bilangan bulat dengan operasi penjumlahan dan perkahan
merupakan ring komutatif karena operasi perkalian pada bilangan bulat bersifat

komutatif. Contoh lain ring komutatif adalah (R, -, .),(Q,+, ),(C,+, .)

Definisi 2.2.3:
Misal R adalah ring, elemen e dalam R disebut elemen satuan ring R jika dan

hanyajika(Va eR) ae=ea=ua

Ring R yang memiliki elemen satuan disebut ring dengan elemen

satuan.Dalam penulisan selanjutnya elemen satuan e ditulis dengan 1.
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Definisi 2.2.4 :

Jika R adalah ring komutatif maka ¢« € R, a =0 disebut pembagi nol bila dan

hanya bila ada b € R, b =0 sedemikian sehingga ab = 0.

Definisi 2.2.5

Suatu ring R disebut daerah integral, jika R adalah ring komutatif, mempunyat

e¢lemen satuan 1 dan tidak memuat pembagi nol.

Contoh 2.2.5:

(Z,+,.),(Q,+, ), (R,+, .), (C, +, .) adalah daerah integral.

Definisi 2.2.6:
Misal R adalah ring dengan elemen satuan 1. Suatu elemen x e R disebut unif dari
R jika terdapat y eR sedemikian sehingga xy = yx = [. Dan y disebut invers dari x

dan ditulis y = x,

Definisi 2.2.7 :

Ring R dengan elemen satuan dimana elemen-elemen tidak nolnya mempunyai
invers muitiplikatif atau elemen-elemen tidak nolnya merupakan unit disebut
field. Jadi field adalah daerah integral dimana elemen-elemen tidak nolnya

merupakan unit.
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Co_ntoh 2.2.6:

Dalam contoh 2.2.5 semua merupakan field kecuali (Z, +, .) karena ada 5 € Z

yang tidak mempunyai invers multiplikatif.

Definisi 2.2.8:
Misal D adalah daerah integral. Misal a, b € D, b = 0 maka b disebut pembagi

habis dari a jika ada ce D sedemikian sehingga ¢ = bc. Elemen o, b € D

dikatakan bersekawan jika a - bu dengan v adalah unit dalam D.

Definisi 2.2.9 :
Elemen tidak nol p yang bukan unit dari daerah integral D adalah eiemen tak
teredusir jika dalam sebarang faktorisasi p = ab dalam D maka beriaku a atau b

adalah elemen satuan 1.

Definisi 2.2.10:
Daerah integral D disebut duerah fuktorisasi tunggai jika memenuhi pernyataan
berikut :
1. Setiap elemen selain nol dan unit dari D dapat dinyatakan sebagai
perkalian berhingga dari elemen tak teredusir yaitu
a = piPaPs..-Pm = qiq2Gs...Ga dimana p; dan ¢q; adalah elemen tak
teredusir dalam D.
2. Jika a = pip2P3-..Pm = 4192Gs..- G dimana p; dan q; adalah elemen tak

teredusir maka m = n dan terdapat permutasi X darl
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{1, 2,...,m}sedemikian sehingga p; dan qx adalah bersekawan untuk

1=1,2,...,

m.

Contoh 2.2.7:

Ring (Z, +, .) merupakan daerah integral. Misal x €Z sedemikian sehingga
x # 0 dan x # 1 dan x # -1. Menurut teorema fundamental aritmatika, setiap
bilangan bulat yang lebih besar dari satu dapat dinvatakan sebagai hasil kali dari

sejumiah berhingga bilangan prima. Misal 15 = 3x5 = 5x3, 16 = 2Zx2x2x2,

wn

17 = 17, dan sebagainya. Dalam hal contoh 17 = 17, istilah "hasil kali" dianggap
mencakup kemungkinan bahwa hanya mempunyai satu faktor yang dapat
dinyatakan. Untuk bilangan negatif yang lebih kecil dari -1 dapat dinyatakan
sebagai hasil kali antara bilangan-bilangan prima dengan suatu bilangan vang
merupakan negatif suatu bilangan prima. Misalkan -12 = -2x2x3 = 2x(-2)x3 =
2x2x(-3).Sehingga syarat pertama dari daerah faktorisasi tunggal dipenuhi.

Andaikan X = pipap3...Pm = q1G2Gz...qn dimana p; dan g; adalah bilangan prima
atau negatif dari prima untuk 1 =1,2,... ,m dan j = 1,2,...,n. Andaikan m # n. Jika
m > n maka terdapat q; = p;px untuk suatu r = 1,2,...,m dan k = 1,2,...,m.
Sehingga terdapat kontradiksi kalau q; prima. Jika m<n maka terdapat p; = qsq
untuk suatu s = 1,2,....ndan t = 1,2,...,n. Sehingga terdapat suatu kontradiksi
kalau p; adalah prima. Sehingga benar m = n. Dan permutasi yang dapat dibentuk
adalah permutasi yang menghubungkan suatu pi dengan q; sedemikian sehingga p;
= * q. Maka jelas bahwa p; dan q; bersekawan. Maka Z merupakan daerah

faktorisasi tunggal.
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Definisi 2.2.11:

Himpunan bagian S dari ring R disebut subring dari R jika dan hanya jika S

sendiri merupakan ring terhadap operasi yang sama pada R

Contoh 2.2.8:

Himpunan bilangan genap £ merupakan subring dari himpunan bilangan bulat Z

dengan operasi penjumlahan dan perkalian biasa.

Teorema 2.2.3:

Diketahui K ring dan S adalah himpunan bagian dan R, maka S subring dar1 R bila
dan hanya bila :

L. S=¢

2. (VabeS)a~beS dan ad €8

3. (VaeS)-aeS

Bukti :

(=)

Diketahui R ring dan S adalah subring dari R . Maka S merupakan ring, yang

berarti:

e S # ¢karena S ring sehingga terdapat elemen 1dentitas penjumlahan yaitu 0 S
sehingga S tidak kosong.

o (VubeS)a+beS dan ab €S, dipenuhi karena S ring

e (VueS)-aes, dipenuhi karena (S, +) grup.
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(=)
Diketahui R ring dan S adalah himpunan bagian dari R, dan berlaku :
s S#¢
e (VabeS)a~beS dan ab 8§
o (VaeS)-aelS
Misal a & S maka menurut (3) -« € S. Dengan sifat (2), a ~ (~a) = 0 € S.
Sekarang « +(-a) = 0
a+(-a) ~a=0-a
a+0=0+a=a
Jadi § memuat elemen identitas yaitu (. Karena S adalah himpunan bagian dari
R dan R ring maka sifat assosiatif perkalian dan sifat distributif perkalian
terhadap penjumlahan dipenuhi oleh S. Jadi § ring berdasarkan definisi S subring

darir. W

C. IDEAL DAN HOMOMORFISMA RING

Dalam subbab ini akan dibahas tentang ideal dan homomorfisma dalam
ring.
Definisi 2.3.1:

Jika [ subring dari R dan untuk setiap ¢ € [ dan r € R berlaku ar e/
maka [ disebut ideal kanan dari ring R. Jika [ subring dari R dan untuk setiap
va € 1dan r € R berlaku ra eI maka [ disebut ideal kiri dari ring R. [ disebut

ideal dari R jika I merupakan ideal kanan dan ideal kiri.
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Contoh 2.3.1:
Himpunan bilangan genap £ dengan operasi penjumlahan dan perkalian yang
berlaku didalamnya merupakan ideal dari himpunan bilangan bulat dengan operasi
penjumlahan dan perkalian yang berlaku di dalamnya, karena :
- I subring dan Z
- E={xeZ x=2nn e/} untuk setiap ¢ € Z dan x € £ maka berlaku:
=a(2n) = (a2)n = 2(an) = 2k, ke E dan xa = (Znja = 2(naj =2b, be £

Jadi £ merupakan ideal dar Z.

Contoh 2.3.2:

Misal M(2,Z)= ﬁ[’fa b]
LLC aj

Merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian matriks-matriks.

L= ﬁ”ro 0 d Z]? adalah ideal kanan tetapi bukan merupakan ideal kir dari
L i J

o
o

M(2, Z)Sedangkan K = ﬂ'
.

[
hb,de Z¥merupakan ideal kiri namun bukan
|

4
=

merupakan ideal kanan dar1 M(Z, Z).

Teorema 2.3.1:
Misal R adalah ring komutatif dengan elemen satuan e dan ¢ R maka

<a> = {ar/r eR} merupakan ideal dari R.
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N

Bukii :

e <a> subring dari R sebab :

1. 0 e<a>karena 0 = a0, 0 € R sebab R ring sehingga <a> tidak kosong.

|

2. Misal x,y € <a> maka (Fmne R) x = am dan y = an. Sedangkan
x =y =am + an = afm-n) = ak, k € R sebab R ring sehingga
x +y e<a>. Sekarang xy = (am)(an) = a (man) = afamn) - ap dengan
amn = pe R sehingga xye ~a:

3. Misal x e<a> maka (Fre R) x = ar. Karena re R dan (R, -) grup Abel
maka (F(-r) € R sehingga a(-r) = -ar = -x. Jadi -x € ~a -

e Misal r € R dan x (a). Karena x € <a> maka/Fme Rjx - am sehingga

rx = rlam) = (ra)m = (arym = afrm) =ah, h =rm € Rdanra - ar karena

R ring komutatif. Jadi rx e<a>. Sedangkan xr =(amjr = a(mrj - upp mre

R sehingga xr € <a-.

Jadi <a> = {ar/r €R} merupakan ideal dan R. u

Definisi 2.3.2:

Diketahui R ring komutatif dengan elemen satuan ¢ dan ¢ R maka
<a> = {ar. r eR} adalah ideal yang dibangkitkan oleh a. Dan elemen «a disebut
pembangkit atau generator dari ideal <a>, dan selanjutnya disebut ideal utama
yang dibéngkitkan oleh a. Daerah integral yang setiap idealnya merupakan ideal

utama disebut daerah ideal utama.
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Teorema 2.3.2:

Misal J adalah ideal dari Z maka ada bilangan bulat d yang membangkitkan J. Jika
J #{0} maka dapat diambil 4 adalah bilangan bulat terkecil dalam .J.

Bukti:

Misal J adalah ideal dari Z Misal .J adalah ideal nol yaitu J = {0} maka J = <>
Misal J #{0}. Andaikan ne.J maka -n = (-I)n sehingga -n €J. Dengan demikian .J
memuat beberapa bilangan bulat positif. Andaikan d adalah bilangan bulat terkecil
dalam /. Akan ditunjukkan ¢ adalah pembangkit dari./. Misal n €J dann = dx ~ r
dengan 0 <r - d dengan xe Z Maka r = n - dx &/ karena J adalah grup aditif.
Karena r ~ d dan d adalah bilangan bulat positif terkecil dalam J maka r = 0.

Akibatnya n - dx. Jadi d adalah pembangkit dari./. W

Contoh 2.3.3:

1. Misal R ring komutatif dengan elemen satuan e maka R adalah ideal dar R
yang dibangkitkan oleh e karena R = {eri r eR} = <e>.

2. Ring (Z, +, .) adalah daerah ideal utama menurut teorema 2.3.3 sehingga

setiap idealnya berbentuk nZ = {nx| x €Z} untuk beberapa n bilangan asli.

Definisi 2.3.3:
Diberikan R dan § adalah ring. Maka pemetaan y : R—S disebut
homomorfisma ring bila dan hanya bila memenubhi :
1) yta+b)=y(a) + y(b) Vab R

2) y(ab) = y(ajy(b), Vab eR
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Definisi 2.3.4:
Misal y - R—S adalah homomorfisma ring. Maka kernel dari y atau Ker(y)

didefinisikan sebagai { r €R “ ¥ (r ) = 0, } dimana 0, adalah elemen identitas

dalam ring S.

Contoh 2.3.4:

o £ e | |
Misal Z adalah himpunan bilangan bulat dan K = { |a,b e Z; adalah ring
( l

J
terhadap jumiahan dan perkaiian matriks. Pemetaan /- K —» Z yang didefinisikan
L d

T
\

o]
(on
e

= a adalah homomorfisma ring.

(@]

I

Contoh 2.3.5:

Misal Z adalah ring himpunan bulat dengan operasi penjumlahan dan perkalian
bilangan bulat dan £ adalah ring himpunan bilangan genap dengan operasi
penjumlahan dan perkalian pada himpunan bilangan bulat. Pemetaan X : Z —» £
dengan aturan K(n) = 2n, Vn &Z adalah bukan merupakan homomorfisma ring

karena untuk m #0 dan n =0 maka K(mn) = 2(mn) =(2m)(2n) = K(nm)K(n).

Andaikan / adalah ideal dari ring R maka / merupakan subgrup normal
dari grup aditif dari R sebab (R, -) merupakan grup Abel. Karena / merupakan
subgrup normal dari grup (R,+), maka dapat dibentuk grup faktor R/ dimana

elemen-elemennya adalah koset-koset yang berbentuk / + r, V'r eR.
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Teorema 2.3.3 :
Misal / adalah ideal dari ring R, dan R = {I + r / r €R }. Bila pada R/
didefinisikan operasi (+) dan (.) sebagai berikut :

(I+a-(1+b) =1+ (a+b)

(I + @+ b) =1+ (ab), untuk semua (I + a), (I + b) elemen dari R/],
maka (R, +, . ) merupakan ring dan untuk selanjutnya disebut dengan ring faktor

darn R oleh ideal I.

Bukti :

Diketahui bahwa R/ merupakan grup terhadap operasi penjumiahan (+)
berdasarkan teorema 2.1.8. Akan dibuktikan bahwa operasi perkalian dalam R/7
bersifat well-defined.

Misal I - a5, I - a;, [ - by, ~ bye RI dimana [ + «; = I - «, dan
I~ b, -1+ b, Akan dibuktikan bahwa (1 + a; )(1+ b;) = (I + a; )(I + b, ).
Karena / ~ «¢; = I + a,; maka berdasarkan teorema 2.1.7 diperoleh a; - a, €
sehingga (a; - ay) b; € [ karena / ideal dari R. Demikian pula / + b; = [ + b, maka
by - b; € ] sehingga ay(b; - by e [ karena [ ideal dan R. Sehingga diperoleh
(a;-ay b;=ab;-ab;dan ay(b; - by)= ab; - ab,dalam 1.

Sehingga a;b; - aby; = (aib; - azb;) + (axby - azb;) €1

Jadi berdasarkan teorema 2.1.7 diperoleh / + ajb; = I + azb, , jadi operasi
perkalian dalam R7 bersifat well-defined.

Berlaku sifat assosiatif perkalian :

Misal / + a, I + b, I + ¢ dalam /] maka

I+ af(1+b)(1+ 0}~ (I+a)(]+bc)
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-1 - (a(be))
=1~ ({ab)c)
(I - (ab))(I + ¢)
A - a)l = B}~ ¢
Berlaku sifat distribusi perkalian terhadap penjumiahan :
(l~awi{tl-b)-(I-c)j=(~-a(l*+(b-c)
=1 - (afb+c))
[ (ub - ac)
(I - (ab))- (I ~ ac)
() b)f~ {1~ a)l - cf

Jadi /R [, -, . ) merupakan ring, dan selanjutnya disebut ring faktor. |

Teorema 2.3.4:

Misal R adalah ring dengan elemen satuan ldan I adalah ideal kanan tidak nol dari
R. Jika I memuat unit dari R maka [ = R.

Bukti :

Misal R adalah ring dengan elemen satuan 1dan I adalah ideal kanan tidak nol dari
R. Andaikan I memuat unit dar1 R. Akan dibuktikan I = R.

Jelas I ¢ R karena 1 adalah ideal dari R. Misal a adalah unit dari R sedemikian
sehingga acl maka ada beR sedemikian sehingga ab = 1. Misal xe R maka
x = 1x = (ab)x = a(bx). Karena 1 ideal kanandari R maka a(bx) e 1. Sehingga xel.

Jadi Rcl. Jadi dapat disimpulkanR =1. W
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Akibat teorema 2.3.4:;

Setiap field tidak mempunyai ideal nontrivial. l

D. MODUL

Dalam subbab ini akan dibahas tentang modul dan submodul dan beberapa
contohnya.
Definisi 2.4.1. :

Misal R adalah ring dengan elemen satuan. Himpunan tidak kosong M
disebut modul (kanan) atas R, bila M dilengkapi dengan dua operasi yaitu operasi
penjumlahan (+) dan operasi perkalian dengan skalar dari elemen R, yang dapat
dinyatakan dengan pemetaan f : MXR—M dimana f(v,r) = vr € M, untuk setiap
veM dan r eR sedemikian sehingga memenuhi aksioma berikut ini

1. Himpunan M bersama operasi penjumlahan (+) merupakan grup Abel.

2. Operasi perkalian skalar elemen R dengan elemen A memenuhi

aksioma berikut :

m(r +s) = mr +ms, Vrs eR, me M,

m(rs) = (mr)s, Vr,s eR, m e M,

(m +n)r=mr+nr, Vr eR mn € M,
e ml=m VYmeM
Dari definisi terlihat bahwa operasi perkalian setiap elemen A/ dengan
setiap elemen R dari kanan didefinisikan dengan f : MXR—M dengan fla,r) = ar

e M , sehingga disebut modul kanan atas ring komutatif R. Jika pada definisi
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diatas operasi skalar didefinisikan /- RXM~—M dengan f{r.a) = ra e M, maka M

disebut modul kiri atas ring R.

Contoh 2.4.1. :

Misal R adalah ring dengan elemen satuan 1. Maka R adalah modul kanan
atas dirinya sendiri dan bila R ring komutatif maka R sekaligus juga merupakan
modul kiri atas dirinya sendiri karena R adalah grup Abel dengan operasi

penjumlahan dan operasi perkalian skalar elemen R dengan elemen R sendiri yang

memenuhi aksioma modul.

Dan selanjutnya R disebut modul reguler dan dinotasikan dengan Ry

Untuk seianjutnya ring yang dipakai adalah ring dengan elemen satuan.

Contoh 2.4.2. :

Misalkan R adalah ring komutatit dan M/ = {0} adalah grup komutatif
dengan satu elemen. Jika didefinisikan V7 eR, Or = 0 eM, maka M adalah modul
kanan atas ring R (ian disebut modul trivial.

Contoh 2.4.3. :

Jika G grup Abel, maka (G merupakan modul kanan atas ring Z dengan
perkalian ‘skalar yang didefinisikan melalui pemetaan f : ZXG — G dengan aturan
fin, @) = na, dimana untuk setiap »n €Z dan a G di definisikan :

[ a+a+a+..+a(nkali),untuk n >0
na:i 0, untuk n =0

(-a)+(-a)+..+(-a),in|kali, untuk n <0
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Untuk selanjutnya dalam tulisan ini yang dimaksud modul atas

ring R adalah modul kanan atas ring R.

Teorema 2.4.1:
Jika M modul atas ring R maka untuk semua ¢ € M dan semua r < R berlaku -
1. aOg= Oy
2. Ower = Oy
dimana Og dan Oy, berturut-turut adalah elemen identitas dalam R dan M.
Bukti :
Misal M modul atas ring R
1. Misal Og elemen identitas di R , Oy elemen identitas di A/ dan a € M
aOg = a( Or = Og) = aOpr + aOg
Karena M modul atas ring R maka aOrp € M sehingga ada + aOp je M
shingga berlaku «Ogr + (-(aOg)) = aOg + aOgr + (-(aOg))
Ory = aOgr + Ou
Oy = Oy =a0Or + Oun
O = aOg ( teorema 2.2.1(4))
2. Misal Oy, elemen identitas di AM/danr e R
Opmr = (On + Orr = Opgr + Opgr
Karena M modul atas ring R maka Opr € M sehingga ada { Oyr )e M
sehingga berlaku Oy + (-(Opr ) = Opr + Opr + (-(Orar )

O = Opr + Opy
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Oy + On = Opyr + Oy

Orn = Our (teorema2.2.1(4)). N

Definisi 2.4.2. :

Diberikan modul M atas ring R dan N adalah himpunan bagian tidak
kosong dari 7. Himpunan N disebut submodul dari M bila dan hanya bila :

1) N subgrup aditit dari Af

2) (Vr e R)(vn € N)nr e N.

Berdasarkan definisi diatas himpunan bagian tidak kosong N adalah
submodul dari modul M atas ring X bila N merupakan subgrup dari M dan tertutup

terhadap operasi perkalian dengan skalar.

Teorema 2.4.2:

Biia & submodul dari modul A/ atas ring R maka N juga merupakan modul
atas ring R.
Bukti:
Misal N submodul dari modul M atas ring R Akan dibuktikan & modul atas ring
R. Karena N submodul dari M, berdasarkan definisi 2.4.2 berarti N subgrup aditif
dari M dan berlaku nr € N, VreR, vin eN. Berdasarkan definisi 2.1.3 berarti N
grup aditif Abel. Selanjutnya dibuktikan aksioma modul :
Misal n € N, r,s € R maka berlaku n(r + s) = nr + ns e N dannfrs) = (nr)s € N
Misal n, p € N, ¥ € R maka berlaku (n + p)r =nr + pr e N

Misal ne N, I € R maka berlaku n/ =n e N. Jadi N modul atas ring R. M
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Contoh 2.4.4. ;

Misalkan / adalah ideal dalam ring R, ring R merupakan modul atas ring R

sendiri dan berdasarkan definisi ideal / maka / merupakan submodul dari R.

Contoh 2.4.5. :

Setiap modul M atas ring R mempunyai submodul trivial yaitu A dan {0}.

Teorema 2.4.3 :

Misal 4, B adalah submodul dari modul dari A atas ring R, maka 4 » B adalah
submodul A/
Bukti:
Misal 4, B adalah submodul dari modul dari M atas ring R, maka 4 » B
adalah submodul M sebab :
o A N B subgrup aditif dari M karena :
e OcANnBkarena0 € A dan 0 € B dan 4, B submodul dari M
sehingga A M B tidak kosong.
e Bilax e4 "Bmaka-x € A "Bkarena-x e Adan-x € B.
e Billax+yeAnBmakax -~y eAd nBkarenax + y € 4 dan
x +y € B dan 4, B subgrup aditif dari M.
e Bila x € AnB dan reR maka x4 dan xeB. Karena x €4 dan reR
maka xr €4 sebab A adalah submodul M. Karean x B dan r eR maka
xr €B sebab B adalah submodul M. Sehingga xr e4AB.

Jadi ANB submodul dari A/ W
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Teorema 2.4.4 :

Misal R adalah ring dengan elemen satuan dan M adalah modul atas ring
R. Himpunan bagian N dari M adalah submodul bila dan hanya bila

1) N#¢

2) (Vxy e N(Vr e R)(x + yr € N)
Bukti :
Diketahut R ring dengan elemen satuan, A7 adalah modul atas ring R dan N adalah
himpunan bagian dan M.
(=)
Diketahut N submodul dari M, maka 0 N sehingga N = ¢. Berdasarkan definisi
2.4.2., N adalah subgrup aditif dari M dan N tertutup terhadap operasi perkalian
dengan skalar sehingga ¥y € N dan Vr e K berlaku yr € N. Karena N subgrup
aditif M maka berlaku x + yr € N untuk semua r € R dan semua ry eN.
(=)
Diketahui (1) dan (2) harus ditunjukkan N submodul dari modul A atas ring R.
Karena R ring dengan elemen satuan 1, maka / € R, dan -/ & R sehingga
x - y(-1) € N. Diperoleh x — y e N. Berdasarkan (1) dan teorema 2.1.5 (untuk
grup aditif), maka disimpulkan N adalah subgrup aditif dari M. Karena N subgrup
aditif dari M maka 0 eN. Misalkan x = 0 dan berdasarkan (2) maka diperoleh
yreN untuk setiap y eN oleh elemen R. Sehingga berdasarkan definisi 2.4.2 maka

N adalah submodul dari M atas ring 2. B
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Definisi 2.4.3. :

Misalkan R adalah ring dan misal M dan N adalah modul atas ring R maka
pemetaan f . M—N adalah homomorfima modul atas ring R jika untuk setiap
x,y eMdanr € R memenuhi :

0 fix+y) =fx) = fiy)

2 flxr) = for

Definisi 2.4.4. :
Jika M dan N adalah modul atas ring # dan jika pemetaan /' : A/ — N
adalah homomorfisma modul atas ring R maka didefinisikan kernel dari f yaitu

Ker f = { m eM =~ fimj = ( } dan bayangan dari f vaitu

Imf=fM)={neN  n=fim), m e M}.

Berdasarkan definisi 2.4.3 dan definisi 2.4.4 terithat bahwa jika f
homomorfisma dari modul A ke modul N maka f juga merupakan homomorfisma
dari grup aditif sehingga kemel dari f adalah kermnel homomortisma grup aditif.
Namun bila diketahui / homomorfisma grup M ke N maka f belum tentu
merupakan homomorfisma modul karena kondisi (2) dan definist 2.4.3. belum

tentu dipenuhi.
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Contoh 2.4.6. :

Misal Z adalah ring himpunan bilangan bulat yang merupakan modul atas
dirinya sendiri. Bila « : Z — Z dengan afx) = 4x, untuk setiap xe Z maka «a
merupakan homomorfisma modul karena :

alx +y) =4x+y) =4x + 4y = afx) - afy)

afxr) = 4xr = (4x)r = a(x) r, Vre Z. Dengan Ker o = {0}.

Contoh 2.4.7. :

Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan adalah modul atas
dirinya sendiri dan M = {0} adalah modul atas ring R. Maka pemetaan § : R—M
dengan fx) = (), Vx e R adalah homomorfisma modul sebab :

Px -y =0=0~0=px -~ py)

pixr) =0 = 0r = B(xjr ,dengan Ker § = R.

Definisi 2.4.5 :
Himpunan semua homomorfisma dari modul M ke N dilambangkan dengan
Hom(M,N). Untuk selanjutnya didefinisikan :
1. Monomorfisma adalah homomorfisma vang injektif yaitu untuk /' : M—N
berlaku (Va,beM) fla) = f(b) = a=b
2. Epimorfisma adalah homomortfisma yang surjektif yaitu untuk f @ M—N
berlaku (VyeN)(Fxe M)(y = f(x))
3. Isomorfisma adalah homomorfisma yang bijektif yaitu jika homomofisma

tersebut injektif dan surjektif.
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4. Endomorfisma adalah homomorfisma dzri modui M ke modul M.
Jika /- M—N adalah suatu isomorfisma, maka A dan NV dikatakan isomorfik dan

ditulis M = N.

Teorema 2.4.5 :
Misalkan M dan N adalah modul atas ring R. Dan f : M — N adalah
homomorfisma modul, maka berlaku -
1. f(Oyy) = Ox
2. f(-x) = -fix), Vx e M
Buiti :
Misalkan M dan N adalah modul atas ring R. Dan f : M —» N adalah
homomortfisma modul.
I. Akan dibuktikan f(0y) = 0\, dimana 0, ,0y adalah elemen identitas
dalam M dan M. Misal 0y, = Oxs + Oy maka f(Oxg) = f{Or + Opy) = f(Oyy)
+ f(0,, karena f adalah homomorfisma. Karena f(U;;) = f(Ovy) +~ f(Ory
Ox + f10h) = flOrg) ~ f(Ory)
berdasarkan teorema 2.2.1(4) diperoleh Oy = f{0yy).
2. Akan dibuktikan ff-x) = -f{x), V' x € M. Misal x € M, karena M grup
Abeil maka ada - x € M sedemikian sehingga x + (-x) = 0.
Sekarang 0 = f{0) = f{x -x) = f{x) + (= f{X)).erecrevrerec.s (1)
fix=x) = f{x = (-x)) = 1X) + HX)ererereern.. (2)
Berdasarkan (1) dan (2) diperoleh fix)( - fix)) = f(x) + f{-x)

Menurut teorema 2.2.1 (3) diperoleh - f{x) = f{-x).
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Jadifi=x) = -fx), Vx e M W

Teorema 2.4.6 :

Misal M dan N adalah modul atas ring R dan aeHom(M,Nj. Kernel dan
bayangan « yang didefinisikan sebagai berikut Kerfa) = {ver afv) - 0} dan
afM) ={ afv)’ veMy}, berturut-turut merupakan submodul dari A/ dan submodul
dari V.

Bukti :
Misal a: M—N adalah homomorfisma modul, akan dibuktikan bahwa Kerfa)
adaiah submodul dari A7
a.  Kerfa) cM
b. Karena a: M—N homomorfisma maka berdasarkan teorema 2.4.5(1)
diperoleh a(0yy) = On. Jadi UyyeKer(a) berarti Ker(a) # ¢
¢c. Misalr eR, a b € Ker (o), maka
afa+br) = afa)+ afbr) = afa)+ afb)r = Oy + Oy .r = Oy + Oy - Oy
berdasarkan teorema 2.4.4. Jadi a-br € Ker().
Jadi Ker (o) submodul M.
Akan dibuktikan (M) adalah submodul dari .
l. oM) cN
2. Karena a: M—N homomorfisma maka berdasarkan teorema 2.4.5(1)
diperoleh aflyy) = On. Jadi Oy eafM) berarti afM) = ¢.

3. Misalr €R, a,b € afM) makaa = afx), b ~ afy),dengan x,y eM.
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4. Sekarang ‘a - br =afx)+ ofy)r =a(x)+ afyr) ~afx + yr), padahal

x+yr eM.
Jadi a + br € arM).

Jadi berdasarkan teorema 2.4.4 maka a(M) merupakan submodul dari /. H

Teorema 2.4.7 :
Misal M adalah modul atas ring R dan S adalah submodui dari /. Misakan

MS = {m - S m eM}. Misalkan operasi jumlahan dan perkalian dengan skalar

pada M S didefinisikan sebagai berikut :

(my-S) - (my~-S) ~(my -my)-S dan

(my- S)r=mr -S
untuk setiap m; - S, my; - S eM S danr € R, maka M § adalah modul atas ring R.
Bukti :
Akan ditunjukkan bahwa kedua operasi pada M S tersebut adalah well-defined.
Misal m; = S, m, -~ S e MSdenganm, + S=my, + Sdanmz ~ S, my - S e M:S
dengan m; - S = my, — §. Akan dibuktikan (m, — m3) - S = (m; + m;) - S.
Karenam; - S = my ~ Sdan m; ~ S = my + S, maka berdasarkan teorema 2.1.7
maka m; - m, € S dan mz— my €S, sehingga (m,; - m,) ~ (mz—my) &S.
Akibatnya (m; - m3) - (m; ~ my) € S. Berdasarkan teorema 2.1.7, diperoleh
(m; — my -~ S = (my - my) - S Misal mj + S, my + S € MS dengan
m;~ S = my; ~ S maka m;=m;, ~ s dan r,r; €R dengan r; = r, Akan ditunjukkan
mir;— S = myry- S. Karena m;=m, -~ s , maka m; r; = m, r; + s r; Diketahu

r; = rymaka m; r; = my ry - s ry . Diketahui S adalah submodul dari M maka
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s rye S. Andaikan s r2= s untuk suatu s; € S maka diperoleh m; r; = my ry + 5, .
Maka berdasarkan teorema 2.1.7 diperoleh myr;~ § = m; r;f. S.. Jadi operasi
perkalian pada M/S bersifat well-defined.
Akan dibuktikan M S adaiah grup aditif komutatif. Operasi penjumiahan pada A/ S
asosiatif karena untuk m; + S, my ~ S, mz + S € M S berlaku :
[(m; = 8) ~(my+ S)] -~ (mz ~S) = [(m; ~ my) —S]~ (mz ~S)
= [(my - my — mz] + S
“fmy - (my; - mzy)f] - S
“(my; - S) - [(my - omz)- S
=(m; S} [ (my; - 8)  (mz~ S}/

Jadi operasi penjumlahan pada M S bersifat assosiatif.
Elemen 0 - SeM § adalah elemen identitas, karena untuk setiap m; - SeM S
maka berlaku (m; +S) ~ (0~ S) = (m; ~0) - S =my; + A,
Elemen — m; + § e M S adalah elemen 1invers untuk m; - S eM S karena
memenuhi

(my=S)+(-my+S)=(m; -(-my))~-8S=0+S dan

(-m;+8S)+m~S)=(m +~m)+S=0+8§
Operasi penjumlahan pada A S bersifat komutatif, karena :

[(tm; +8) =~ (my=§)]=(m ~my)~+S

= (my; ~ my) - S (‘karena M grup Abel )
=(my;+S) +(m;+S)

Jadi M § dengan operasi penjumlahan merupakan grup aditif komutatif.

Aksioma-aksioma modul :
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Misal r,p e R, danm; + S, m; + § € M/S, maka :
L ((m;+S)+ (mx+§))r=((m +m;)+S)r
=(m;+myr+S
=(myr~myr)+ S
=(myr+S)+myr-3S)
= (m; = S)r = (my - S)r
2. (my+S)(r+p)=(mr-p +S)
=(myr-mp S
=(myr~8S)-(mp+S)
={(m;- S)r-(m;~-S)p
3. (my+S)(rp)=(my~S)(rp) = ((m;+ S)r)p
4 my=S)l=mi-8§S =m-S§

Jadi M-S adalah modul atas ring R. B

Definisi 2.4.6 :

Modul M-S dalam teorema 2.49 selanjutnya disebut sebagai Modul

Fakior.

Teorema 2.4.8:
Misalkan M adalah modul atas ring R. Jika A dan B adalah submodul dari M dan

A < B maka B/A adalah submodul dari M/A.
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Bukti:

Misalkan M adalah modul atas ring R dan A dan B adalah submodul dari M

dengan A < B. Akan dibuktikan B/A adalah submodul dari M/A Terlebih dahulu

akan ditunjukkan A submodul dari B. Jelas bahwa A bukan himpunan kosong

karena A submodul dar1 M. Misal x,ye A dan r € R maka yr € A karena A

submodul dar1 M sehingga x + yr € A. Berdasarkan teorema 2.4.4 maka A adalah

submoduli dari B.Akan ditunjukkan B/A submodul dari M/A. Sekarang,
1. B/A # ¢ karena A = A+ 0 dengan 0 € B sehingga A € B/A
2. Misal A + b € B/A dengan beB. Karena B submodul dari M maka
b € M sehingga A +b € M/A. Jadi B/A ¢ M/A.

3. Misal r € R dan A + x, A + y € B/A dengan x,yeB maka
(A +y)r=A+ yr € B/A karena B submodul dari M sehingga yr € B.
Sekarang (A+x)+t(A+y)r=(A+x)+(A+yr)=A+(x+yr)e
B/A karena x + yr € B dengan B submodul dart M.

Jadi B/A submodul dari M/A.

Teorema 2.4.9 :

Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan 1 dan R adalah
modul reguler. Himpunan bagian A dari R merupakan submodul dan modul R
bila dan hanya bila A merupakan ideal dari ring R.
Bukti :
Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen satuan 1 dan R adalah modul

reguler.
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Misal 4 himpunan bagian R dan 4 submodul dari Rz. Akan dibuktikan 4 ideal dari
ring R. Berdasarkan definisi 2.4.2 maka A subgrup aditif R. Misal x,y €4 maka
x,y €R. Karena 4 submodul dari R maka xyeA. Jadi A subring R. 4 submodul
dari Rz dan karena Kz modul kiri maupun modul kanan maka berdasarkan definisi
2.4.2 berlaku ar €4 dan ra €4, YueA dan r eR. Jadi 4 1deal dan R.

(<)

Misal A4 ideal dari R maka A4 subring dari R dan 4 subgrup aditif dari X dan
berlaku ar = ra €4, VaeA dan reR Berdasarkan definisi 2.4.2 maka 4

submodul dari Rz. W

Definisi 2.4.7 :
Misalkan 4,B adalah submodul dari modul M atas ring R. Jumlah dari A

dan B adalah himpunan 4 + B = {a~b ' u €4, b € B}.

Teorema 2.4.10:
Misalkan 4 dan B adalah submodul dari modul M atas ring R maka 4 + B adalah

submodul dari M.

Bukti :
Misal 4 dan B adalah submodul dari modul M atas ring R. Akan dibuktikan 4 - B

adalah submodul dari M. Karena 4 dan B adalah submodul dari M berarti 4 dan B
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adalah subgrup aditif maka. 0 € 4 dan 0 € B dimana ( adalah elemen identitas
dari M. Sehingga 0 =0 + 0 € A + B. Jadi A + B bukan himpunan kosong.
Misala + b, x +y € A + Bdimanag, x € 4, dan b, y € B dan re R Sekarang
(a+b)+(x~yr={(a+b) +(xr +yr) = (a ~ xr) ~(b + yr) € A+ B karena
a+ xreAdanb + yr € Bdimana 4 dan B merupakan submodul dari A,

Berdasarkan teorema 2.4 .4 maka 4 + B adalah submodul dari A/, B

Teorema 2.4.11(Teorema Isomorfis pertama):

Misal M dan N adalah modul atas ring R dan f: M —N adalah suatu
homomorfisma modul. Maka M’ Ker (f) = fiM).
Bukti :

Misal M dan N adalah modul atas ring X dan f : M —N adalah suatu
homomorfisma modul. Didefinisikan pemetaan g : M Ker (f) — f{M) dengan
g( Ker(f) + m) = fim) untuk Ker(f) + m eM Ker (f). Akan dibuktikan
g : M/ Ker (f) — fiM) adalah isomorfisma. Ker(f) adalah submodul M dan
M- Ker (f) adalah modul faktor. Misal Ker(f) ~ m;, Ker(f) + my; € M Ker (f)
dengan Ker(f) + m; = Ker(f) + m, . Karena Ker(f) - m; = Ker(f) + m; maka
berdasarkan teorema 2.1.7 diperoleh m;- m, € Ker (f). Jadi f(m;- m; ) = 0. Karena
f homomorfisma maka f (my)- f (m; ) = f (m- my ) = 0 dan akibatnya

f(my)=f(m;) . Sehingga g(Ker(f) + m;) = f (my) =f(my) = g(Ker(f) ~ mz ).
Jadi g well-defined.

Akan ditunjukkan g homomorfisma.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

46

Misal 7 € R, dan Ker(f) + m;, Ker(f) + my e M/ Ker (f) -
gl(Ker(f) + my) + (Ker(f) + my)] = g [Ker(f) + (m; + m3 )]
=flm; + my)
=fimy) + f(mj)
= g(Ker(f) + m;) — g( Ker(f) ~ my)
gl(Ker(f) + myr] = g[Ker(f) ~ (mr)]
=f(mir) = fim)r = [g(Ker(f) = m))]r.
Jadi g homomorfisma modul.
Misal Ker(f) - m;, Ker(f) ~ my € M Ker (f) dan g(Ker(f) - m=g( Ker(f) - m; ).
Maka f(m,;) = f{my) sehingga fim,) - fimj) = 0. Karena f{m,) - f{my) = flm;-my) = 0
dimana f homomorfisma maka m;-m, € Ker (f). Berdasarkan teorema 2.1.7
diperoleh Ker(f) -+~ m;= Ker(f) + m; . Jadi g injektif.
Misal x € f(M). Maka x = f{m) untuk suatu m € M. Maka Ker(f) -~ m € M Ker (f)
dan g(Ker(f) + m) = x. Jadi untuk semua x € f/{M) ada Ker(f) - m € M Ker (f)
sehingga g(Ker(f) ~ m) = x. Jadi g surjektif.
Maka pemetaan g : M/ Ker (f) — f(M) adalah suatu 1somorfisma dan dapat ditulis

M Ker () =fivy). B

Teorema 2.4.12 (Teorema Isomofisma Kedua)
Misal M adalah modul atas ring R dan 4, B adalah submodul dari modui M atas

ring R maka (4 + B)/B = A/(AnB).
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Bukti :

Misal M adalah modul atas ring R dan 4, B adalah submodul dari M Berdasarkan
teorema 2.4.10 dan teorema 2.4.3, 4 + B dan ANB adalah submodul dari M

Sekarang akan ditunjukkan B adalah submodul dari 4 + B.
— Jelas B tidak kosong sebab B adalah submodul M
— Karena 4 adalah submodul dari M maka 0 € A. Ambil b € B, maka
0+ b =>bsehinggab ed + B JadiBcA +~ B.
— Misal r € R, x, y € B, karena B submodul M maka x~ yr € B.
Jadi B adalah submodul dari 4 + B.
Sekarang akan ditunjukkan 4B adalah submodul dari 4.
— Jelas AnB tidak kosong karena A8 submodul M.
— Misal x € A8 maka x € 4 dan x €B. Diperoleh x € 4 maka A~Bc A
— Andaikan r € R dan x, y € AnB maka x + yr € ANB karena ANB
adalah submodul M
Jadi AB submodul 4.
Sekarang didefinisikan /- 4+B — A (AnB) dengan aturan fla ~ b) =(ANB) + a,
untuk ¢ + b € A+B. Misal a; + b;, ap —~ b, € A~ Bdengana; + b; = a, + b;
maka a;- a, = by — b,. Karena 4 adalah submodul dari M maka a;- a, € 4. Karena
B adalah submodul dart M maka b, - b; € B. Karena «;- a> = b, — b; maka
a;- a; € B. Jadi a;- a; € ANB sehingga (ANB) + a; = (ANB) + a, Sehingga f
adalah pemetaan yang terdefinisi dengan baik.

Misal ¥y e R, a; + by, ay + b, € A+ Bmaka



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

48

flar +by+(ay+ b)) =f((e;+ ay)+( b1~ by)
= (ANB) + (a;+ ay
= ((ANB) + a})=((ANB) + ay)
=fla; + by = fla; + by
fla; + byr) = flayr ~ byr) = (ANB) + ayr = ((ANB) = ayr = [flu; = by]r
Jadif adalah homomorfisma modul.
Misal x €A4/(AB) maka x = (A"B)+ a untuk suatu ad €A. Sehingga ada - b €4
+ B danmemenuhi fla-b) =(ANB) ~ a = x.
Jadi f surjektif sehingga /{4~ Bj) = A/(ANB).
Akan diperiihatkan Ker(f) = B.
Ker(f) ={a~beAd~Biflarb) = ANB }
={a-beA-B (ANB) + a=ANB}
“f{fa-beA-B.a € ANB}.
Karena ¢« € AnBmakau €4 dan ¢ & B sehingga a+b e B. Jadi Ker(f) = B.
Menurut teorema 2.4.11, diperoleh A+ B Ker(f) = f{A-+ B) yaitu

(A4+B)B= A (A~B). &

Teorema 2.4.13 (Teorema Isomorfisma Ketiga) :
Misalkan A/ adalah modul atas ring R. Misal 4, 5 adalah submodul M dengan

A B maka (M/A)/(BA) =M B
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Bukti :

Misalkan M adalah modul atas ring R. Misal 4, B adalah submodul A/ dengan
A cB. Akan dibuktikan (M'A4)/(B/A) =M/B. Berdasarkan teorema 2.4.8, B/A adalah
submodul dari M/A4.

Didefinisikan f - M A4 —M B dengan aturan f{4 + m) = B + m untuk
A+meMA meM Misal4 + m, A + my e MiA dengan 4 ~ m; = A + m,.
Karena 4 + m; = A — m> dan berdasarkan teorema 2.1.7 maka m; - m, € A.
Karena A cBmakam;-m; e B.Jadi B - m; = B~ m,.

Sehingga /(A — m;) = f{A - m;). Jadi f pemetaan yang terdefinisi dengan baik.
Akan ditunjukkan f'adalah homomorfisma modui.
Misal A -~ m;, A — m> e M Adanr € K. Maka:
HA = my = (4 -mj]=f[ A~ (m -my)]
=5 - (m; - my
=(B-m;)~(B+ my
= (A - my) - {4 - my)
JI(A = mpr] = A = myr) =B~ myr = (B~ myr = [flA+ my)]r
Jadi fadalah homomorfisma modul.
Misal x e M'Bdimanax = B + m untuk suatu m € M, maka ada 4 + m € M-4
sedemikian sehingga f{A+~m) = B~m = x. Jadi f surjektif dengan f{/AM/4) = M/B.
Akan ditunjukkan Ker(f) = B/A.
Ker(fy ={A+meMA fld-m) =B}
={A+meMA|B+m=B}

={Ad+meMA meB}
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= {A+meB/A} =BA

e

Maka berdasarkan teorema 2.4.11(teorema isomorfisma pertama) maka

(M/A)/Ker(f) =f{M/A) yaitu (M/A)/(B/A) 2h 5.

Definisi 2.4.8 :

Jika M adalah modul atas ring R dan N;, N, ..,N; merupakan submodul-
submodul dari M. M adalah jumlah langsung dan N;, N, .. N; bila dan hanya
bila setiap m e A dapat dinvatakan sebagai jumlah m n; - n> - . - mg secara
tunggal dengan n; € N; untuk 7 = /,2,3,... k. Jika M sebagai jumlah langsung dari
N1, Nj .., Ny dinotasikan sebagai M = N; @ N, @ .. @ N;. Dan Ny, N; Ny

disebut sebagai penjumliah langsung dari M.

Teorema 2.4.14:

Misalkan 4 dan B adalah submodul dari modul A7 atas ring X maka 4 @ B adalah
submodul dar1 M.

Bukti :

Misal 4 dan B adalah submodul dari modul M atas ring £. Akan dibuktikan 4 @ B
adalah submodul dari M. Karena A dan B adalah submodul dan M berarti 4 dan B
adalah subgrup aditif maka 0 € 4 dan 0 € B dimana 0 adalah elemen identitas
dari M. Sehingga 0 =0 ~ 0 € A @ B. Jadi A @ B bukan himpunan kosong.
Misailm=«a -~ b, n=x+y eA+Bdimanag, x € 4, dan b, y € Bdan re R

Sekarang,
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m+nr=(a+b+t(x+yr=(+b) +{xr+yr)=(a+xr)+(b+yr) € A®B
karena a + xre A dan b + yr € B dimana 4 dan B merupakan submodul dari M.

Berdasarkan teorema 2.4.4 maka 4 & B adalah submodul dari A7, B

Teorema 2.4.15:
Misal 4 dan B submodul dari modul M atas ring R sehingga berlaku M = 4@B
maka M'A=B.
Bukti :
Misal 4 dan B adalah submodul dari modul M atas ring R sehingga berlaku
M = A®@ B. Misal x eM maka x dapat dinyatakan dengan tunggal dalam bentuk
X -a - bdengana €4 dan b eB. Didefinisikan /' : M — B dengan f(a + b) = b.
Misal x,y € M sedemikian sehingga x = a;+ b; dan y = a,+ b, dimana x = y.
Sekarang f(x) = fla;- b;) = b; dan f{y) = fla+ by = b, , karena x = y maka
fy) = b; = f(x). Jadi pemetaan f terdefinisi dengan baik. Misal diambil suatu b €B
maka b =0 - b €e A@B= M dan f{b) = b. Sehingga f merupakan fungsi surjektif.
Misal x,y € M maka ada a;, a; € A dan b,, b, € B yang memenuhi x = a;+ b,
dan y = a,- b, Sekarang f{x ~ y) = f{(a;+ b))+(ay+ by))
=fl(a;+ ay+(b;+ by) = byt by=fx) + f13)

Andaikan r e Rdan x eM dimanax =a + b, a4, b €B.

fixr) = f(lat+b)r) = f{ar + br) =br=f(a+ b)r.
Jadi fadalah homomortfisma surjektit.

Akan ditunjukkan Ker (f) = A
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Misal x eKer(f) maka f{x) = 0. Karena x eKer(f) < M maka terdapat a €4 dan
b e B sedemikian sehingga x = « - b. Jadi fix) = b = 0, akibatnya x = g sehingga
Ker(f) < A. Misalkan ¢ €éd maka ¢ - « - (0 € A & B. Sehingga Ha) = 0,
akibatnya a eKer(f), jadi A ¢ Ker(f). Akibatnya Ker(f) = A.

Jadi menurut teorema 2.4.11 maka M 4=5. W

Teorema 2.4.16 :

Modul M atas ring R merupakan jumlah langsung dari submodul-
submodul Ny, N,, ..., N; bila dan hanya bila:
/" M ] N] ' ;‘7\"'3 T ;\";\-

2. N in {0} untuk setapi 1.2,k

Bukti :

(=)

Misalkan A adalah modul atas ring R vang merupakan jumlahan langsung dari
submodul-submodul N, N,, .. ,N, Akan dibuktikan berlakunva sifat 1 dan 2.

Misal m € M. Karena M jumlah langsung dari N;, N, ..,\; maka ada tunggal

n; € N;sehinggam = n;, - n, - .. -n. Makam € N; - N, - .. + N; sehingga
McN; - Ny - N ...

Ambil m € N;y - N; - .. - Ny maka ada n; € N; untuk 7 = /,2, . k sehingga
m = n; ~ ny .. 1 Karena &; adalah submodul dan M | maka N, < M untuk

setiap ¢ = /,2,...k Sehingga n; ,n, ,...n; eM. Karena M grup aditif maka

n;+ny - meM Jadim eM, sehingga N, - N, + .~ NecM. .. ... (2)
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Dari (1) dan (2) disimpulkan M = N; + N, + . + N,

Misal m e N;n ZN_,. ,untuk i = 1,2, k. Makam e N;dan m e ZN, ,Karena

j#i J#i

me Nyjmakam=mn=0+..+ 0+ n+0+...+ 0 untuk suatu n; € N; . Karena

m e ZN: , dengan ZN,: Ny + Ny = . + Ny + Nioy + .. + Ny maka
1L ’ TED ;
m = n; = np C..tRgpt Mg toBmgonntuk suatu n; € N; . Karena M jumlah

langsung dari N, N, ...,N; maka diperoleh n; = 0 untuk i = /,2,... k. Jadim = 0.

Terbukti bahwa Ni 3" N = {0}

(<)
Diberikan modul M atas ring R dan N;, N, ...,N; submodul-submodul dari A/
yang memenuhi :

I. M=N;~N;~- ..~ N;

2. Nin > N, = {0} untuk setiapi=12,... k.

i

Akan dibuktikan M adalah jumlah langsung dari N;, N, ...,N; . Ambil m eM.
Karena M = N; + N, = .. + Nymakam = n; + n, +... +nydengan n; € N;,
i=12 .,k Misalkanm = w; + wy +_. *widengan w; e N;,i = 1,2, .. ,k, maka
(n;-wp+ (ny-wy+ ... +(n,-wy) =0, diperoleh

(i - wy) = (Rp - W) Ry - Wy (g - Wit iy - Wis)E L (e - wy)

sehingga -(n; - w)) € N;dan (n;j-w;) € ZN , Jmaka -(n; - w) € NN ZNJ i

j#i j=i

Karena N; M ZNj = {0} maka -(m; - wy) = 0. Jadi n, = w; untuk semua

j#i

i = 1.2 ..k Jadi Mjumlah langsung dari N;, Ny, ...,N;. B
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Teorema 2.4.17:

Misal M adalah modul atas ring R. Jika N adalah submodul dari A/ maka
<N= = {nir; - .+ mry:rieR, nieN, keZ }adalah submodul dari A/,

Bukti:

Misal M adalah modul atas ring R dan N adalah submodul dari A/ Akan

dibuktikan -~ N submodul dari M.

/. Misal 0\,e M sehingga O\, = a; Op - .. +a,0r dimana OreR dan ¢; e N c M
sehingga Oy, 0Oy - .. - Oy, Oyye N Jadi " N- =g

2. Misalx, v € N -maka
X arp .. - ayrydengan rieRdana, e N oM.
Voodsp .. dpsydengan s,eRdana; e N M

untuk #» - m. Misal r ek maka
VI {UgS) L AmSwE (ST (ASi)T = Ai(SiT) L A(Sr).
Karena reK dan s;eR dan «; € N maka a;(s;r) € Nuntuk 7 = 1,2,..,m.

Jadiyre N . Sekarang,

i=i i=m+i i=i
= Zai(r,. +ar )+ Zair,.
i=i i=m+i
Karena r, s, r €R dan R adalah ring maka r; + s7 €R dan ¢; € N ¢ M maka

x + yr e~ N -. Jadi berdasarkan teorema 2.4.4 disimpulkan N> adalah submodul

dari M. Untuk bukti dari n -~ m dan m = n analog dengan bukti diatas. Wl
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Definisi 2.4.9 :

Submodul <N> dalam teorema 2.4.17, untuk selanjutnya disebut
submodul dari M yang dibangkitkan oleh N. Himpunan N dikatakan
membangkitkan M jika M = <N>, yang berarti setiap m eM dapat ditulis dalam
bentuk m = nyr; +.. + mry dimana r; ,r;,...rr €R, dan n, Ay, ., €N untuk
suatu bilangan asli k. Suatu modul M dikatakan dibangkitkan secara berhingga

Jika M memuat himpunan berhingga yang membangkitkan M.

Teorema 2.4.18 :
Misal M adalah modul atas ring R dan meM, maka <m> = {mr ' r R}
merupakan submodul dari A4,
Bukti:
Misal A7 adalah modul atas ring R dan m eM.
Akan dibuktikan <m> = {mr | r eR} merupakan submodul dari M.
a. Misal Og € R sehingga mOg = Oyre <m>. Jadi <m> = ¢,
b. Misalx, y € <m> maka
¢ = mr; dengan r; eR dan y = mrydengan r,eR .
Sekarang untuk setiap r eR berlaku:
X+ yr=mr;+ (mr))r = mr;+ m(r;x) = m(r;+ rx)
Karena R adalah ring maka (r; + r;r) € R sehingga x + yr € <m>. Sehingga

menurut teorema 2.4 .4 maka <m> adalah submodul dari A7, H
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Definisi 2.4.10:
Submodul dari M yang berbentuk <m>={mr |r R} seperti dalam teorema
2.4.18 disebut submodul siklik. Modul M disebut modul siklik bila terdapat meM

sedemikian sehingga M == -m> dan M dikatakan sebagai modul yang

dibangkitkan oleh eiemen m M.

Dan untuk selanjutnya <m> sering ditulis dengan mR.

Teorema 2.4.19:

Misal M adalah modul atas ring R, dan N adalah submodul dari M dan
NR={nr|r e R ne N} maka NR =N.
Bukti :
Misal M adalah modul atas ring R dan N adalah submodul dari M dan
NR = { nr |r € R, ne N}. Akan dibuktikan NR =N. Karena N submodul dari
M maka nr € N untuk semuar € R dan semua n eN. Sehingga NR cN.
Misal x € N. Akan ditunjukkan x € NR.
Sehingga harus diperlihatakan bahwa x = xr dengan x € N dan r R
Sekarang x = x.1 dengan 1 € R dan x € N sehingga x € NR. Jadi N < NR.

Jadi terbukti bahwa N = NR. W
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Teorema 2.4.20:

Misal R adalah ring komutatif dan M adalah modul atas ring R. Misalkan
I={x e R|mx =0, Vim € M}, maka [ adalah ideal dari R.

Bukti :

Misal R adalah ring komutatif dengan elemen satuan dan A adalah modul
atas ring R. Diketahui / adalah himpunan elemen x & R sedemikian hingga
mx = 0, ¥m € M, akan dibuktikan [ adalah ideal dari R. I subring R karena :

1. 0 elkarena 0 = m0 = 0 sehingga ] bukan himpunan kosong.

2. Misal x,y €l dan m € M maka mx = 0 dan my = 0. Sekarang x ~ y €R

karena R ning sehingga mx + my = m(x+y) = 0 karena mx ~ my =0+0 = 0

sehingga x + y &l . Sekarang m(xy) = (mx)y =0y = 0.

U2

Misal xel dan m € M maka xeR sehingga ada -xeR sehingga
—xm = ~(xm) =-0=0, -x €l.
Jika a € R dan x €/ maka : m(ax) = m(xa)= (mxja = Ua = 0 dan

m(xa) = (mx)a = 0a =0, Ym € M. ladi [ 1deal dari R. |

Teorema 2.4.21:
Modul M atas ring R adalah siklik bila dan hanya bila M = R/ untuk suatu
ideal / dari R.
Bukti :
(<)
Misal M = R/I, untuk suatu ideal / dari R. R/ adalah modul siklik atas ring R yang

dibangkitkan oleh koset / + I, sebab sebarang elemen R// mempunyai bentuk
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I+ r=(I+1)runtuk semua r € R. Karena M = R/I maka ada isomorfisma
[:R1 —Mschinggabilal + r e R/, maka f{I+r) = f{(I+ I)r) = [f{l+1)]r. Karena
/ surjektif maka semua elemen M berbentuk [f(I+1)]r. Jadi M modul siklik vang
dibangkitkan oleh f{7+1).
(=)
Misal M adalah modul siklik atas ring R, berarti M = {mr' r € R} untuk suatu
meM. Didefinisikan a : R — M dengan a (r) = mr.
Misal r,, r, € R dan r;= r; maka af r;) = mr;= mr; = af ry). Jadi pemetaan
terdefinisi dengan baik.
Misal r, r;, r; € R maka :

alri= ry =mlri~ry) =mr;—~mry=a(r) - afry

dan afryr) = m(r;r) = (mrjr = af ryr.
Jadi « adalah homomorfisma modul.
Misal x € A/ dimana x = mr, untuk suatu r € R berart1 ada re R sehingga
afr) = mr = x. Jadi & merupakan homomorfisma vang surjektif. Akan ditunjukkan
Ker (aj merupakan ideal dari R.

Ker (o) = {r e R ,/a(r_) =mr =0}

- frekRk | mr = 0}=1

Berdasar Teorema 2.4.20. / ideal dari R dan berdasar Teorema 2.4.11 disimpulkan

M=Rr] R
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BAB III

MODUL ARTIN

Dalam bab sebelumnya telah dibahas mengenai materi yang
memprasyarati pembahasan materi pokok dari tuiisan ini. Sekarang, dalam bab
tiga ini akan dibahas mengenai topik dari tulisan ini yaitu modul Artin. Namun
sebelumnya akan dibahas terlebih dahulu tentang ring Artin karena berhubungan
erat dengan pembahasan modul Artin Dan berkaitan dengan nama “Modul Artin”

akan diceritakan sekilas tentang matematikawan Emii Artin di akhir bab ini.

A. RING ARTIN

Dalam subbab ini akan dibahas tentang ring Artin. Namun sebelum
membahas tentang ring Artin, terlebih dahulu akan dibahas tentang syarat rantai

naik dan syarat rantai turun..

Definisi 3.1.1:

Ring R dikatakan memenuhi syarat rantai naik jika setiap barisan naik
dari 1deal-ideal dalam R yaitu N; ¢ N, € N3 < ..., ada bilangan bulat k sedemikian
sehingga N; = N, untuk semua 1 > k. Ring R dikatakan memenuhi syarat rantai
turun jika setiap barisan turun dari ideal-ideal dalam R yaitu N; D N, D N; o ...

ada bilangan bulat j sedemikian sehingga &; = N; untuk semua i > j.

59

59
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Definisi 3.1.2 :

Ring R memenuhi syarat maksimum bagi ideal-ideainya jika dalam setiap
himpunan tidak kosong S dari ideal-ideal dari R ada ideal yang merupakan elemen
maksimum dalam himpunan tersebut yaitu ideal T € S sedemikian sehingga untuk
setiap R € S maka R ¢ T. Ring R memenuhi syarat minimum bagi ideal-idealnya
jika dalam setiap himpunan tidak kosong dari ideal-ideal dalam R ada ideal vang
merupakan elemen minimum dalam himpunan tersebut vyaitu ideal A e S

sedemikian sehingga untuk setiap Be S maka A ¢ B.

Contoh 3.1.1 :

Misal S adalah sebarang himpunan tidak kosong dari ideal-ideal dari ring
himpunan bilangan bulat (Z) terhadap operasi penjumlahan dan perkalian biasa.
Menurut teorema 2.3.2 ring Z adalah daerah ideal utama maka S = {<n> |n €Z}.
Misal Aje S maka ada bilangan bulat positif n sedemikian sehingga A, = <n>.
Jika A; bukan elemen maksimum maka terdapat suatu ideal A; = < m >
sedemikian sehingga A A, Maka n # m dan m membagi habis n. Jika A,
bukan elemen maksimum maka terdapat suatu ideal A; = < k > sedemikian
sehingga A,c Az Maka k # m, k # n dan k membagi habis m dan n. Jika A;
bukan elemen maksimum maka proses berulang. Pada contoh 2.2.7, Z merupakan
daerah faktorisasi tunggal berdasarkan teorema fundamental aritmatika maka n
mempunyai sebanyak berhingga pembagi yang berbeda. Sehingga proses berhent

setelah sejumlah langkah. Berarti terdapat bilangan bulat positif j, sedemikian
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sehingga A; merupakan elemen maksimum. Sehingga Z memenuhi. syarat

maksimum.
Misal <32 > < <16 >  <8> < <4> < <2> c <I>, terlihat bahwa 16 membagi

habis 32. Demikian 8 membagi habis 32 dan 16. Begitu selanjutnya. Dan <1>

adalah elemen maksimum dengan <1>=Z,
Misal dibentuk himpunan K = {mZ | m bilangan bulat positif genap} dari ideal-
1deal dari Z. Untuk suatu mZ € K, maka 2mZ < K dan berlaku mZ > 2mZ. Maka

K tidak mempunyai elemen minimum.

Contoh 3.1.2 :
Himpunan bilangan bulat Z tidak memenuhi syarat rantaji turun sebab
<2>>5<4>><8>> .. adalah rantai tak hingga dengan < 2">>5<2"" >

untukn=123,....

Teorema 3.1.1:
Ring R memenuhi syarat rantai turun(naik) pada ideal-idealnya jika dan
hanya jika R memenuhi syarat minimum(maksimum) pada ideal-idealnya.

Bukti :

(<)

Andaikan R memenuhi syarat minimum pada ideal-idealnya. Maka himpunan
{I; | i 21} mempunyal elemen minimum sebut /, Karena /, elemen minimum
maka untuk setiap /; berlaku /, < [;. Misal /; o I, o/ >.. merupakan barisan

turun ideal-ideal dalam R maka untuk 1 > n diperoleh /, o> /; . Karena I, < /; dan
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I, o I, maka diperoleh /; = J,.untuk setiap i >n. Jadi R memenuhi syarat rantai

turun.

(=)

Andaikan R memenuhi syarat rantai turun pada ideal-ideainya maka untuk setiap
barisan turun /; 2/, 213 > ..., ada bilangan bulat j sedemikian sehingga /; = /;
untuk semua 1 2 j. Misalkan S ={I; i > I} adalah himpunan tidak kosong dari
ideal-ideal dalam R. Misal /; € § maka /; adalah elemen minimum atauada /> € §
sedemikian sehingga /; > I, Maka /, adalah elemen minimum atau ada /: € S
sedemikian sehingga /, o I; Bila proses ini berlangsung terus menerus maka akan
diperoleh barisan turun dari ideal-ideal dari ring R yaitu /; >/, /3 > .... Karena
R memenuhi syarat rantai turun maka proses berhenti pada j langkah. Sehingga I;
adalah minimum dalam S. Jadi R memenuhi syarat minimum. Jadi bila R
memenuhi syarat rantai turun pada ideal-idealnya maka R memenuhi svarat
minimum pada ideal-idealnya.

Untuk bukti ring R memenuhi syarat rantai naik pada ideal-idealnya bila dan

hanya bila R memenuhi syarat maksimum, analog dengan yang diatas. o

Definisi 3.1.3 :
Ring R adalah ring Artin kiri (atau kanan) jika R memenuhi syarat rantai
turun pada ideal-ideal kiri ( kanan )nya. Ring R disebut sebagai ring Artin jika R

memenuhi ring Artin kiri dan ring Artin kanan.
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Contoh 3.1.3;

Himpunan bilangan rasional Q merupakan field. Karenanya Q hanya mempunyai
dua ideal yaitu ideal trivial. Sehingga rantai turun yang dibentuk ideal-idealnya

adalah berhingga, maka Q merupakan ring Artin.

Contoh 3.1.4 :

Himpunan bilangan bulat Z bukan merupakan ring Artin karena ada rantai turun

dari 1deal-1dealnya seperti dalam contoh 3.1.2 yang merupakan rantai tidak

hingga.

B. MODUL ARTIN

Dalam subbab ini akan dibahas mengenai modul Artin dan sifat-sifat yang
berhubungan dengan modul Artin.

Contoh 2.4.1 mengatakan bahwa setiap ring komutatif’ adalah modul atas
dirinya sendiri yang disebut modul regular. Dan berdasarkan teorema 2.4.9 bahwa
ideal-ideal dari ring tersebut merupakan submodul- submodul dari modul regular.

Misalkan R adalah ring< Artin, berarti R memenuhi syarat rantai turun bagi
ideal-idealnya. Ring R merupakan modul regular dan ideal-idealnya merupakan
submodul-submodulnya. Karena R adalah Artin maka ideal-ideal dart R
memenuhi syarat rantai turun. Sehingga berdasarkan teorema 2.4.9 berarti

submodul-submodul dari modul regular R memenuhi syarat rantai turun.
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Definisi 3.2.1 :

Modul M atas ring R dikatakan memenuhi syarar rantai naik Jika setiap
barisan naik dari submodul-submodul M yaitu N, = N, < N; < ..., ada bilangan
bulat k sedemikian sehingga N, - N, untuk semua i > k. Modul M atas ring R
dikatakan memenuhi syarat rantai turun jika setiap barisan turun dari submodul-
submodul dalam M vaitu N; 5 A, 5 N: o ., ada bilangan bulat j sedemikian

sehingga N; = N, untuk semua i > j.

Definisi 3.2.2 :

Modul M atas ring R memenuhi svarar maksimum bagl submodul-
submoduinya jika dalam setiap himpunan tidak kosong S dari submodui-
submodul dart M ada submodul vang merupakan elemen maksimum dalam
himpunan tersebut yaitu submodul T € S sedemikian sehingga untuk setiap R € S
maka R < T. Modul M atas ring R memenuhi svarat nunimum bagi submodul-
submoduinya jika dalam setiap himpunan tidak kosong submodul-submodul dari
M ada submodul yang merupakan elemen minimum dalam himpunan tersebut

yaitu submodul A€ S sedemikian sehingga untuk setiap B € S maka A ¢ B.

Definisi 3.2.3 :
Misalkan M adalah modul atas ring R dan N adalah submodul dari M maka N
dikatakan sebagai submodul maksimum bila dan hanya bila N = M dan bila P

merupakan submodul dar1 M yang memenuhi N — P maka berlaku P = M.
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Teorema 3.2.1:

Modul M atas ring R memenuhi syarat rantai turun pada submodul-

submodulnya bila dan hanya bila A7 memenuhi syarat minimum pada submodul-

submodulnya.

Bukti :

(<)

Misal /; o [, oI .. merupakan barisan turun submodul-submodul dalam M
maka untuk i > n diperoleh /, o /; . Karena A/ memenuhi syarat minimum pada
submodul-submodulnya, maka himpunan submodul-submodul M yaitu {/; | i > I}
mempunyal elemen minimum sebut /, Karena /, elemen minimum maka untuk
setiap /; berlaku /, < /. Karena /, < /; dan /, > /; maka diperoleh /; = /,, untuk
setiap 1 2n. Jadi M memenuhi syarat rantai turun pada submodul-submodulnya.
(=)

Misalkan § ={/; i 2>/} adalah himpunan tidak kosong dari submodul-submodul
dalam M. Misal /; € S maka /; adalah elemen minimum atau ada I, & S
sedemikian sehingga /; o I, Maka /, adalah elemen minimum atau ada [; € S
sedemikian sehingga /; o /3 Bila proses ini berlangsung terus menerus maka akan
diperoleh barisan turun dari submodul-submodul dart M yaitu /; o/, o1; o ...
Karena M memenuhi syarat rantai turun pada submodul-submodulnya maka untuk
setiap barisan turun /; o /; > I3 o ..., ada bilangan bulat j sedemikian sehingga

J; = I; untuk semua i > j. Sehingga I; adalah minimum dalam S. Jadi M memenuhi
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syarat minimum. Jadi bila M memenuhi syarat rantai turun pada submodul-
submodulnya maka M memenuhi syarat minimum pada submodul-submodulnya.
Untuk bukti M memenuhi syarat rantai naik pada submodul-submodulnya bila dan

hanya bila M memenuhi syarat maksimum, analog dengan yang diatas. L

Definisi 3.2.4 :
Misal M adalah modul atas ring R. M disebut sebagal modul Artin bila dan

hanya bila M memenuhi syarat rantai turun pada submodul-submodulnya.

Contoh 3.2.1 ¢

Himpunan bilangan rasional Q adalah modul atas ring Q. Karena Q adalah field
maka Q hanya mempunyai dua ideal trivial yaitu Q dan {0}. Sehingga submodul
dari Q adalah {0} dan Q. Maka rantai turun dari submodul-submodul Q adalah

berhingga. Maka Q merupakan modul Artin.

Definisi 3.2.5 :
Misal R adalah ring dan M adalah modul atas ring R. M disebut modul

sederhana jika dan hanya jika M mempunyai submodul sejati tunggal yaitu {O0}.

Dengan lain perkataan, M disebut sebagai modul sederhana bila

submodulnya hanya M sendiri dan {0}.
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Teorema 3.2.2 :

Jika M adalah modul atas ring R, maka M modul sederhana bila dan hanya bila M
dibangkitkan oleh sebuah elemen tidak nol dalam M.

Bukti :

(=)

Misalkan M adalah modul sederhana. Misalkan xeM dengan x # 0. Karena
berdasarkan teorema 2.4.18 maka < x > = {xr | reR} adalah submodul siklik dari
M. Sehingga {0}#<x > M. Karena M adalah modul sederhana maka < x > = M.
(<)

Misalkan N adalah submodul dari M dimana N = {0}. Misalkan x € N dengan
x # 0. Karena M dibangkitkan oleh sebuah elemen tidak nol maka M = < x >
Karena < x > < NR dan menurut teorema 2.4.19 berlaku NR = N, maka M = < x >

< NR =N ¢ M. Jadi N = M sehingga M merupakan modul sederhana. u

Teorema 3.2.3 :

Jika M modul atas ring R dan N submodul dari M maka modul faktor M/N adalah
modul sederhana bila dan hanya bila N adalah submodul maksimum.

Bukti :

=)

Misal M/N adalah modul sederhana. Andaikan terdapat submodul Q dari M yang
memenuhi Nc Q. Menurut teorema 2.4.8, maka Q/N adalah submodul dari M/N.
karena N # Q maka Q/N # {N+ 0} Padahal M/N modul sederhana maka

Q/N = M/N. Karena Q submodul dari M maka Q ¢ M. Misal x € M maka dapat
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dibentuk N + x eM/N. Karena Q/N = M/N maka N + x e Q/N. Jadi x € Q
sehingga Mc Q. Jadi Q = M, sehingga N adalah submodul maksimum dari M.
(<)

Misal N adalah submodul maksimum dari M.

Maka N # M sehingga M/N # {N + 0}. Misal N+ x € M/N dengan N+ x # N + 0,
Berarti xeM dan x ¢ N,

Karena <x >= {xr|r € R} adalah submodul dari M dan N adalah submodul dari
M. Maka menurut teorema 2.4.10 berlaku N + < x > adalah submodul dari M.
Misal y € N. Karena y =y + x.0g untuk Or € R dan x € M, makay € N+< x >
JadiNEN+<x>.

Misal zeN + <x>maka z = n + xr dengan xr € <x> dan n € N. Sekarang x = x.1,
dengan 1eR sehingga xr = x untuk r = 1 € R. Karena M grup aditif dan N
subgrup aditif maka menurut teorema 2.1.3(1) elemen identitasnya sama vaitu 0.
Sehingga ada p =0 + x = x eN + <x>. Karena x¢N maka p ¢ N. Akibatnya ada
z=n+xr ¢ N dengan n = 0 dan r = 1, sehingga Nc N + <x> . Karena N
submodul maksimum maka N + <x> = M. Misal N + z eM/N, dengan z € M.
Karena M = N + <x> maka z=n+ xr untuk suatun € N.
SehinggaN+z=N+(n+xr)=(N+n)+xr=N+xr=(N+x)re (N+x)R.

Jadi M/N ¢ (N + x )R,

Misal (N + x)r € (N+ x)R maka (N+ x)r = N + xr € M/N dengan xr € M. Jadi
(N+xr)Rc M/N. Sehingga M/N = (N+ x)R.

Jadi untuk setiap N+x € M/N dengan N+ x = N + 0, maka (N+x)R = M/N.
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Jadi M/N adalah modul sederhana, berdasarkan teorema 3.2.2. |

Teorema 3.2.4:

Misal M dan N adalah modul atas ring R dan M=N. Jika M adalah modul
sederhana maka N adalah modul sederhana.

Bukti:

Misal M dan N adalah modul atas ring R dan M=N. Andaikan M adalah modul
sederhana. Akan dibuktikan N adalah modul sederhana. Karena M adalah modul
sederhana maka menurut teorema 3.2.2 maka M dibangkitkan sebuah elemen
tidak nol dalam M, misal xe M dengan x #0. Sehingga M = <x> = {xr | reR}.
karena M=N maka ada isomorfisma f : M—N sehingga bila xr € M maka
f{ xr ) =1 ((x)r) = [f(x)]r. Karena f surjektif maka setiap elemen N berbentuk
[f(x)]r. Menurut teorema 2.4.5 berlaku bahwa f(0) = 0 dan karena x # 0 dan
M = N maka f(x) # 0. Sehingga N = < f(x) > dengan f(x) # 0. Jadi menurut

teorema 3.2.2, N adalah modul sederhana. |

Teorema 3.2.5 ( Hukum Modular)
Misal A, B dan C adalah submodul dart M dengan A © B maka :
. An(B+C)=B+(ANC)
2. JikkaA+C=B+CdanAnC=BnNnCmaka A=B
Bukti :

Misal A, B, dan C adalah submodul dari M dan A o B
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(1) Akan dibuktikan A N (B + C) = B + ( A n C). Untuk itu harus diperlihatkan
ANnB+C)oB+AnC)danAnNnB+C)c B+ (AN C). Misal
x eB+ (AN C)maka x=b + a, dan x =b + ¢ dimana a = ¢ karena berlaku
hukum kanselasi , atau x =b + a=b + ¢ dimana acA, beB, ceC . Karena B
c A dan A, B submodul maka B submodul A. Akibatnya b + a € A atau
b + a = ajuntuk suatu a;€A. Karenaa=cmakaa,=b+c=x Jadix € AN
(B+C). JadiB+(ANC)cAn(B+C)...(1)
Andatkanx e AN (B+C)makax=a=b+cdimanaae A,be B, c e C.
Karenaa=b + ¢c € A maka ¢ = a-b. Diketahui Bc A makaa—-b=c € A.
Karenac € Adanc € C makac € AnCsehinggax=b+ceB+(AnC).
Jadi AN(B+C)cB+(ANC) ... (2)
Berdasar (1) dan (2) diperoleh AN (B+C)=B + (A m C).
2)Misal A+C=B+CdanAnC=BnC
Dan dari (1) berlaku An (B +C)=B + (A n C). Akan ditunjukkan A =B.
Karena A= A N (A +C) maka
AN(A-C) =An(B+C)
=B+(ANC)
=B+ (BnNOC)
=B N (B+C)
=B

Jadi A=B [ |
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Definisi 3.2.6: - -

Misal M adalah modul atas ring R dan M,, M, M, .., M, adalah submodul-
submodul dari M maka rantai berhingga {0} = M, c M, c ... € M, = M disebut
sebagai barisan dalam M. Faktor dari barisan ini adalah modul faktor Af;.; Af;

untuk 1= 0,1,2,... n-1. Panjang dari barisan adalah banyaknya faktor dari barisan.

Sehingga panjang dari barisan di atas adalah n.

Definisi 3.2.7:

Penghalus dari barisan {0} = M, c M; c... € M, — M adalah barisan
yang diperoleh dengan menyisipkan sejumlah berhingga submodul-submodul ke
barisan {0} = M, c M, © ... © M, = M. Penghalus sejati dari barisan adalah
penghalus dari barisan tersebut yang panjangnya iebih panjang dari barisan asli.
Dua barisan adalah equivalen jika mempunyai panjang sama dan faktor-faktornya

isomorfis pada indeks tertentu.

Teorema 3.2.6 (Teorema Schreier-Zassenhaus):

Sebarang dari dua barisan modul M atas ring R mempunyai penghalus yang
equivalen.

Bukti:

Misal {0}‘= X,cXic..cXp=Mdan {0} =YV, cY, c... c ¥n= M adalah dua
barisan dari M. Kita dapat memperhalus barisan X dengan menyisipkan
submodul-submodul Xi; = X; + ( Xis MY;) untuk semua i=0,12,.n1 dan

#=0,1,..,m-1.
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Andaikan i dibuat tetap maka diperoleh barisar °

XicXpcXiic.. KXims SXim.

Sekarang Xim = X + ( Xjr N\Yp) = X; + (X "M)=Xy N (X + M) = X
dan Xiv1 0= X1 + ( Xia "Y0) = Xiwp + (X2 M {03) = X + {0}= X1

Sehingga diperoleh barisan :

Xi & X0 X1 S Ximi S Xim =Xi-1 = X110 BN e

Karena Xi+10 = X m maka faktor-faktor dari barisan X;; berbentuk X; .1/X;; untuk
1=0,1,....n-1 dan j=0,1,... m-1.

Sekarang Xi; = X; + ( X+ NY)) = Xin N (X+Y) =%,

Sehingga dengan hukum Modular (teorema 3.2.5) dan teorema isomortisma 2

( teorema 2.4.12) diperoieh :

Xi.j+l \ X +[Xia 0 Y_i+1] J X+ [X;. 0 Yj+1] v B Yj+1]
X X X [Xin M Y_m} NX;;
) X 0 Y0 : [Xioi Y,
Xig Y ] + X Y] X Y+, Y )
_ [Xi N Y]
X A Y] A Y]

Karena Xi+1 N Yj+1 2 XinN Y dan X; N (XN Yis) =X 0 Y.

Sedangkan untuk barisan Y dapat diperhalus dengan menyisipkan submodui-
submodul :

Yij= Y;+( Yi+x1 nX;) untuk semua i=0,1,2,..n-1 dan j= 0,1, ,m-1.

Andaikan j dibuat tetap diperoleh barisan : ¥, c Yo, < Vi <0 Sy S Yoy
Sekarang

Yo, = Y+ e NXy) = Y+ ( Y AM) = Y+ A ( Y; + M) = Y
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~dan Yo = Yin +( Yisa nXo) = Vi +( Yia ™ {0}) = Yy + {0}= Yin
Sehingga diperoleh barisan : Yych;cYyc. clwc Vj =Y = Yo .
Karena Yo+ = Yn; maka faktor-faktor dari barisan Yi; berbentuk Yy /Y juntuk
1=0,1,... ,n-1 danj=0,1,... ,m-1.
Sekarang ¥i; = Y; + (Xi NYjn) = Y N (X +Y) = Y;

Sehingga dengan hukum Modular (teorema 3.2.4) dan teorema isomorfis 2

( teorema 2.4.12) diperoleh :

Y _ o XN Y_m] B Y+ [Xa 0 Yj—l] A (XM Y]
Yi,j Y, Y, ; [Xia Yj+1] NY;,
_ [Xm M Y_i+1] _ [Xm M Y_m]
[Xian Y, ] Y, +(X;nY,)] XY I+[Y,n(X,, " Yl
[Xi+) a Yj+}]

[Xi+1 n Yj] +[X; M Yj+i)]

Sehingga dapat disimpulkan setiap X;+1/Xi; =Y1/Yi;. Panjang barisan
penghalus adalah banyaknya faktor dari barisan penghalus. Karena barisan
penghalus dari barisan X dan Y mempunyai faktor-faktor vang isomorfis dalam
urutan indeks tertentu maka panjang kedua barisan i1tu adalah sama. Jjadi dapat
disimpulkan bahwa sebarang dua barisan modul M atas ring R mempunyai

penghalus yang equivalen. B

Definisi 3.2.8:
Barisan komposisi untuk modul M atas ring R adalah barisan {0} =
M, c M; c... c M, = M sedemikian sehingga untuk setiap faktor M;.,"M; adalah

sederhana. Dan panjang dari barisan komposisi disebut panjang komposisi dari M
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dan dinotasikan dengan Len M. Faktor dari sebarang barisan tersebut disebut

Jaktor komposisi dari M.

Misalkan {0} = M, M) c .. € M, = M adalah sebarang barisan komposisi
dari M maka len M = n dan faktor-faktor komposisi dari M adaiah M; Mo, M M,

Mz M, ... MM, ).

Teorema 3.2.7 ( Teorema Jordan Hoider):
Sebarang dua barisan komposisi dari modul M atas ring R adalah equivalen.
Bukti:

Misal {0} = M, c M, c... € M, = A adalah barisan komposisi dari M.
Maka setiap M;. ; M; untuk 1 = 0,1,2, .. .n-1 adalah modul sederhana. Andaikan Q
adalah submodul dart M sedemikian sehingga M; < U < M., . Dan menurut
teorema 2.4.8 Q/M; adalah submodul dann M;-; M; sehingga berdasarkan teorema

isomorfis 3 diperoleh —— & = =L

oD

it

Karena M;. ;7M; adalah modul sederhana maka hanya mempunvai dua submodul
yaitu M;-;’M; dan {0}. Sehingga diperoleh Q = M; atau Q = M. Jadi tidak ada
submodul dari M yang termuat diantara M; dan M;:,. Akibatnya sebarang
penghalus dari barisan komposisi {0} = M, < M, g' ... < M, = M hanva
menyisipkan submodul Q dengan Q = M; atau Q = M;+; dan mempunyai faktor

yang sama dengan barisan asli.
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Jadi menurut teorema 3.2.6 dapat disimpulkan sebarang dua barisan komposisi

dari modul M atas ring R adalah equivalen. B

Teorema 3.2.8:

Misal M adalah modul atas ring R

(1) Misal N adalah submodul M. M mempunvai barisan komposisi bila dan hanya
bila N dan AN mempunyai barisan komposisi, lebih lanjut lagi,

len M = len N + len M N dan himpunan dari faktor-faktor komposisi dari M

adalah gabungan dari N dan M/N.

(2) Misal M = Z i Ni adalah jumlah langsung berhingga dari beberapa
submodul sederhana &, Maka A/ mempunyai barisan komposisi yang
panjangnya n dan faktor komposisi NV, N>, Ns;, .., N,

Bukti :

1). Misalkan M adalah modul atas ring R. Misal & adalah submodul dari modul A/

atas ring R.

(=)

Andaikan M mempunyai barisan komposisi. Misal barisan komposisi M adalah
{0})= M, c M, ¢ .. € M, = M Karena N adalah submodul dari A/ maka
berlaku {0} < N < M. Barisan {0} ¢ N < M adalah barisan dan M.Dibentuk

penghalus dari barisan komposisi M dengan menyisipkan submodul N di antara

M dan M-, untuk suatu k.
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Diperoleh {0j~ M, cM;c . cMycN My, c .. cM, M. Karena
M+ /M sederhana dan berdasarkan teorema Jordan Holder maka N — M; atau
N=Mgs;.

Misal M; = N untuk suatu M; dalam §0}= M, < M, c..cM, Al

Sehingga nampak bahwa {0 = M, c M, c .. < M, — N adalah barisan

komposisi dari N.Jika i > k berarti N termuat dalam setiap M. dan berdasar

M"l
X . M, ;
teorema 2.4.13 berlaku N = Mo gan Mut sederhana berdasarkan
M, M, M;
N
defimsi 3.2.8, dan sim diperoieh
M, M M M
OV = K~ TTRel e e, L AL IO : sist dart AN
-} ax f= = adalah barisan kemposist dart A7
N N N N R

(<)

Andaikan N dan M/N mempunyai barisan komposisi.

Misal {0} = N, € N; € .. < Ny ~— N adalah barisan komposisi dari N dan
misalkan {0} -~ 4, c 4 < .. <€A, M N adalah barisan komposisi dari M/N.
Misal f: M — M/N adalah suatu pemetaan dimana f{m) = N-m untuk setiap
meM. Misal x, v eM dengan x - v. Sedangkan ffx) - N - x dan ) N - y.
Karena x = y maka ffv) - N - x. Diperoleh N - x - N : yschingga fix)  f(y).
Jadi pemetaan f terdefinisi dengan baik.

Akan ditunjukkan f'adalah homomorfisma modul.
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Misal r e Rdanx, y eM.

Jo=y) =N+ (x=y)=(N+x)+(N+y =fx)+fy)

Jxr) = N+ xr=(N+x)r = flx)r.
Jadi /' homomorfisma modui.
Akan ditunjukkan 7 surjektif.
Misal N + a € M'N maka ada ¢ eM danfla) = N + a_Jadi fsurjektif.
Sehingga f': M—M N merupakan suatu epimorfisma.
Akan ditunjukkan Ker (f) ~ N
Ker (fy={x eM | f(x) =N+ 0}

~f{xeM N-x-=N}

{xeM x eN}

- N.
Karena f surjektif maka setiap f{x) eM/N mempunyai kawan di M sehingga dapat
didefinisikan M; = f'(A;) = {x eM | f(x) € 4;} dimana M; adalah submodul dari M
dan A; adalah submodul dari M/N, sebagai bayangan invers darn A;. Karena setiap
A; memuat N + 0 maka setiap M; memuat Ker(f) = N. Menurut teorema 2.4.11
M/Ker(f) = My/N =f(M;) = A; sehingga A; = M; / N. Faktor komposisi dari barisan

M

i+l

Z

A,
komposisi M/N adalah —A—‘ﬂ: M adalah modul sederhana. Berdasarkan
N
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Ml"
A, .
teorema 2.4.13 Owrluku'—;ii—'-— f\JA = Maka menurut teorema 3.2.4

M;+1/M,; juga sederhana.
Karena setiap M; memuat N maka diperoleh
W} = NocNyc.. cNy NcM,cM, =.. cM, = M yang merupakan
barisan komposisi dari M.
Sekarang akan ditunjukkan bahwa len M = len N + len M/N. Misalkan

Misal /0] M, &M < . M, M adalsh barisan komposisi dari M. Faktor-
faktor dan barisan adalah M, Mo, M, M, 4, M, . M, M, Len M adalah
panjang barisan tsb vaitu banyaknva faktor dari barisan, sehingga len M = n.
Karena N adalah submodul dari M maka /) ¢ N < M adalah barisan dari
M.Dibentuk penghalus dari barisan komposisi M dengan menyisipkan submodul
N di antara M, dan M, ., untuk suatu k.
Diperoleh [0} -M,cM;c.. cMicNcM, ,c . M, M.
Karena M,.; M, sederhana dan berdasarkan tcorema Jordan Holder maka N = M,
atau N=M; ., .
Misal M N untuk suatu A dalam {0}= M, cM, <. <M, M.
Sehingga nampak bahwa {0} - M, c M, c .. =M, N adalah barisan komposisi
dari N. Faktor-faktornya adalah M; Mo, M, M,, M M,, ... MM ;. Sehingga len

N = k. Jika i > k berarti N termuat dalam setiap M,, dan berdasar teorema 2.4.13
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/
i+1,7
berlaku —<N = s gop Moy sederhana berdasarkan definisi 3.2.8 | sini
L ViV V) n -, Sederhana ber asarkan defims1 3.2.8, dari sini
diperoleh
M,  M,, M. M .
{0) = —ng Iil\ L. C N“ T adalah barisan komposisi dari AN,

Faktor-faktornya adalah M. /M, Mix’Mgo;, .. M/M,.,. Banyak faktornya
adalah n-k sehingga len M/N = n-k. Jadi dapat ditarik kesimpulan bahwa
len M =n =k + (n-k) = len N + len M/N. Dan himpunan faktor-faktor komposisi
dari M vaitu

{ My Mo, M> M), Ma'M,, ... My M, } =

i M, Mo, My M, M My, }U {M/‘-wl"Mk, M2 Mgy, ... My/M,., }

2). Misal M= @3 N; dengan N; adalah submodul sederhana dari M. Misal

dibentuk M; = & Z ) Ni maka Mj;; = © ¥/ N; dan berdasarkan teorema 2.4.15

1=l
M 1+1 = r_
maka " ! M. = N;+ adalah sederhana maka {0} =M, cM;c... cM, =M

barisan komposisi dari M dan » = /r M dan faktor komposisinya adalah N, N,

N31 “eny Nn' .

Dalam definisi 3.2.8, didefinisikan tentang barisan komposisi untuk modul
M atas ring R. Teorema berikut akan memperlihatkan keterkaitan barisan

komposisi dengan syarat rantai dalam sebarang modul.
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Teorema 3.2.9:

Modul M atas ring R mempunyai barisan komposisi bila dan hanya bila
memenuhi syarat rantai naik dan syarat rantai turun.

Bukti :

Misaikan M adalah sebarang modul atas ring R.

(=)

Andaikan M adalah modul atas ring R yang mempunvai barisan komposisi S
dengan panjang n. Akan dibuktikan M memenuhi syarat rantai turun dan syarat
rantal naik. Misalkan M= Ny ©N; 5 N; o N3 o ... adalah sebarang rantai turun
submodul-submodul dari M. Andaikan M tidak memenuhi syarat rantai turun
berarti tidak ada bilangan bulat positif k sehingga untuk m > n berlaku N, = N.
Pandang barisan turun T yaitu M= Ny, > N; > N2 ... 2 N,.; dengan panjang
n + 1. Menurut teorema Schreier- Zassenhaus, barisan T dan S mempunyai
penghalus yang equivalen yaitu mempunyai panjang sama dan faktor-faktornya
isomorfis. Menurut teorema Jordan Holder, setiap penghalus dari barisan
komposisi S mempunyai panjang n seperti S. Sedangkan setiap penghalus dari T
mempunvai panjang minimal n + 1. Jadi terdapat kontradiksi kalau barisan-
barisan equivalen mempunyal panjang sama. Jadt M memenuhi syarat rantai
turun. Untuk bukti M memenuhi syarat rantai naik analog dengan bukti M
memenuhi syarat rantai turun.

Jadi bila M mempunyai barisan komposisi maka M memenuhi syarat rantai turun

dan syarat rantai naik pada submodul-submoduinya.
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(=)

Akan dibuktikan jika M memenuhi syarat rantai turun dan syarat rantai naik maka
M mempunyai barisan komposisi.

Andaikan M memenuhi syarat rantai turun dan syarat rantai naik. Misal himpunan
S = { N; | iel} adalah himpunan tidak kosong dari submodul-submodul dari M.
Ambil N, €5. Jika N, bukan elemen minimum maka ada N, &S sehingga N, 5N .
Jika N, bukan elemen minimum maka ada N;eS sehingga Ny > N; o N; . Bila
pengambilan ini berlangsung terus maka akan diperoleh N} D N, 5 N; 5 ...
Karena M memenuhi syarat rantai turun, terdapat bilangan bulat n sedemikian
sehingga N,, = N, untuk semua m > n dan barisan stabil pada n. Submodul {0}
adalah elemen minimum dari S sehingga N, = {0}.

Sekarang barisan {0} = N, < N, ... €N,c N, adalah barisan naik submodul-
submodul dari M. Karena M memenuhi syarat rantai naik berarti S memuat
elemen maksimum yaitu M sendiri. Misal M = N) maka barisan terakhir yang
diperoleh adalah M = Ny o N; o N, o ... 5 N, = {0}. Akan ditunjukkan untuk
semua 1= 1, 2,..., n berlaku bahwa N;/N;+; adalah sederhana. Berdasarkan barisan
yang diperoleh maka n adalah bilangan bulat terkecil sedemikian sehingga
N, = {0}. Akibatnya untuk semua k < n maka Ny # { 0 }. Akan diperlihatkan
terlebih dahulu N+, adalah submodul maksimum dari N;.

Diketahui N; D Ny artinya N; > Ny atau N; = Ny, Bila N; = Ny, maka harus
memenuhi N; D Ny dan N; © Niy. Untuk N; 5 Npyy jelas terpenuhi.

Misalkan x e N; maka x belum tentu dalam N+, karena N; o Ny tidak

menjamin X € N;j;;.Sehingga ada x € N; dan x ¢ Ny . Jadi Ny adalah
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submodul maksimum dari N; Sehingga menurut teorema 3.2.3 Ny/N;;, adalah
modul sederhana.

Sehingga barisan M =N; 5N, D N3 5 ..o N, = {O}adalah barisan komposisi
dari M.

Jadi M mempunyai barisan komposisi. u

Teorema 3.2.10:

Misal Af adalah modul atas ring 2. Misal N adalah submodul dari 7. Maka
M adalah modul Artin bila dan hanya bila N dan M N adalah modul Artin
Bukti :
Misalkan A7 adalah modul atas ring £ dan A adalah submodul dari A1,
(=)

Andaikan A/ adalah modul Artin maka M memenuhi syarat rantai turun pada
submodui-submoduinya. Sebarang rantai turun submodul-submodul dari V adalah
rantai turun dari submodul-submodul A/, sebab N adalah submodul dar1 A
Sehingga N memenuhi syarat rantai turun karena N submodul M dan A memenuhi
syarat rantai turun. Sekarang akan dibuktikan bahwa M/N adalah modul Artin.
Diketahui M memenuhi syarat rantai turun pada submodui-submoduinya karena
M adalah modul Artin. Menurut teorema 3.2.9, M mempunyai barisan komposisi.
Sehingga berdasarkan teorema 3.2.8 (1), diperoleh N dan M/N mempunyai
barisan komposisi dan berdasarkan teorema 3.2.9 maka N dan M/N memenuhi
syarat rantai turun pada submodul-submoduinya sehingga N dan M/N merupakan

modul Artin.
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Misal N dan M/N merupakan modul Artin. Misalkan M; >M, 5 M; 5 ...adalah
barisan turun submodul dari M maka
(MINnN)oO(MonN)o..oOMNN) ...
adalah barisan turun submodul-submodul dari N dan rantai stabil misal di p. Misal

M, +N M, +N M, +N
2 =22
N |

> ..adalah barisan turun dari submodul-

submodul M/N dan stabil misal di q. Jika t= maks {p,q} maka My "N =M, N
dan Mg + N= M, + N. Dimisalkan M; > M, > M; o ... adalah barisan turun
submodul-submodul dari M maka berlaku M; DM+, . Karena My " N= M N
dan My, + N= M + N serta M; > My maka berdasarkan teorema 3.2.5
disimpulkan M, = M4,. Jadi terdapat bilangan bulat positip t sedemikian sehingga
M, = M+ sehingga memenuhi syarat rantai turun. Jadi M merupakan modul

Artin. [ ]

Teorema 3.2.11:
Misal M adalah modul atas ring R. Misal { N; ! iel} adalah keluarga dar

submodul-submodul sederhana dari modul M dan Mz@z N, . Maka M adalah

iel
modul Artin bila dan hanya bila / berhingga.
Bukti: -

Misalkan { Ni | i €l} adalah keluarga dari submodul-submodul sederhana dari

Mdan M=® > N;.

iel
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=)
Misal M adalah modul atas ring R. Misal { N, | i/} adalah keluarga dari

submodul-submodul sederhana dari modul M dan MzéBZNi. Misalkan M

iel

adalah modul Artin. Akan dibuktikan / berhingga.

Andaikan [ tidak berhingga maka M= @Z N, =@ z N. . Misal dibentuk

iel =1

barisan turun submodul-submodul dari M dengan setiap kali menghapus satu

penjumlah dari jumlah langsung M=@® i N, . Sehingga diperoleh:

i=1

© oc—] x-2
M=@> N, 2@) N,2®> N, o... Barisan yang diperoleh adalah

i=1 i=1 i=1L
barisan tak berhingga dan tidak pernah berhenti. Sehingga barisan tidak stabil.
Jadi M tidak memenuhi syarat rantai turun. Sehingga kontraposisinya berlaku, bila
M Artin maka I berhingga.
(<)
Misal / berhingga. Akan dibuktikan A/ adalah modul Artin. Karena /

berhingga berarti M merupakan jumliah langsung berhingga dari N, Sehingga

n
M;EBZNi. Sehingga berdasarkan teorema 3.2.8 (2) maka M mempunyai

1=1
barisan komposisi yang panjangnya n yaitu M=M; 5> M, > M; 2..M, = {0}
Karena M mempunyai barisan komposisi maka berdasarkan teorema 3.2.9, M
memenuhi syarat rantai turun pada submodul-submodulnya. Jadi A/ merupakan

modul Artin. o
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Teorema 3.2.12:
Misal M; , M>, M; ..., M, adalah modul atas ring R maka jumlah langsung
M, @M, @ M; &.... &M, adalah modul Artin atas ring R bila dan hanya bila setiap
M; adalah modul Artin atas ring R dengan 1=1,2,.._ n.

Bukti:

Misal M, , M;, M;, ..., M, adalah adalah modul atas ring R.

(=)

Misal M; @ M, @ M: @.... &M, adalah modul Artin atas ring R. Akan dibuktikan
setiap M; adalah modul Artin atas ring R. Akan ditunjukkan setiap M; adalah
submodul dart M; @M, @ M: @.... DM,

Misal xe M; maka x = 0+ ... +0+ x +0 + ... +0 untuk xeM; dan o €M, dengan
j#i1dan1i= 1,2,..,n sehingga x € M, & M, & Mz @... &M, . Karena M; adalah
modul atas ring R maka ada Oe M,; sehingga M; bukan himpunan kosong.

Misal x, ye M; dan re R maka x + yr € M; karena M; adalah modul atas ring R.
Jadi menurut teorema 244 setiap M; adalah submodul dari
M, & M, & M; &..6M, . Karena setiap M; adalah submodul dari
M, @M, & M; @..BM, dan M; & M, @ M; @.... ®M, adalah modul Artin atas
ring R maka menurut teorema 3.2.9 M; dan (M, @ M, @ M; @... EM, )/ M; adalah
modul Artin atas ring R dengan 1 = 1, 2,... ,n. Dengan simplifikasi disimpulkan
bahwa setiap M; adalah modul Artin atas ring R.

(<)

Misalkan setiap M; , M, , Mz ..., M, adalah modul Artin atas ring R. Akan

dibuktikan M, @ M, & M; &.... &M,, adalah modul Artin atas ring R.
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Andaikan M; & M, @ M; @....&M, bukar modul Artin. Dibentuk barisan turun
submodul-submodul dari M; @M, @ M; &... &M, yaitu

(M M, B... M)A M, PM; B..EM, ;) D(M; DM, &... DM, 3) >...

Karena M; @ M, é@ Mz @.... &M, bukan modul Artin berarti barisan tidak pernah
berhenti. Sehingga bila diperpanjang menjadi :

M, @M, @..EM)A M) @M, @..EM,) >( M M, @..EM, ;) 5. >
M, &MOM; DA DA, DA ..

Dengan A4;, A, A3 ... adalah submodul darn suatu M, misal M. Bila diperhatikan
bagian terakhir barisan turun itu vaitu M; 5 A4, D A, 2 A; >... maka nampak
bahwa ada suatu M, yaitu M; yang tidak memenuhi syarat rantai turun. Jadi bila
M; @M, & M;z @... @M, bukan modul Artin atas ring R maka ada M; yang bukan
modul Artin atas ring R. Jadi kontraposisinva berlaku bahwa jika setiap M, , M-,
Ms ..., M, adalah modul Artin atas ring R maka M; @ M, @ M; @....&M, juga

modul Artin atas ring R. n

Teorema 3.2.13:

Misal M adalah modul atas ring 2. Misal M modul vang dibangkitkan secara
berhingga atas ring R. Jika R Artin maka M juga Artin.
Bukti:

Diketahui M adalah modul atas ring R vang dibangkitkan secara berhingga.
Misal R adalah ring Artin. Akan dibuktikan A adalah modul Artin. Ring R adalah
Artin berarti Ry juga modul Artin atas R sendiri. Misalkan / adalah 1deal kanan

dari R berarti berdasarkan teorema 2.4.9 7 submodul dari Rg. Karena Rp modul
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Artin dan / submodul dari Rz maka berdasarkan teorema 3.2.10 maka / dan R//
merupakan modul Artin. Berdasarkan hasil terakhir dan teorema 2.4.21
disimpulkan setiap modul siklik atas ring R adalah modul Artin.

Diketahui M modul atas ring R yang dibangkitkan secara berhingga. Misalkan
M dibangkitkan oleh {m;, my, ..., m,}. Berarti setiap me M dapat ditulis dalam
bentuk m = m; 1y ~ my 1, + ... + m, 1, dimana I}, I3, ..., Ine R. Sekarang mr; e
mR, mar; € myR, .., mar, € m,R sehingga M dapat ditulis

M=mR-mR~+ ... ~mBR... . .. (D

Sekarang akan ditunjukkan m.R mz m, R ={O0}untuk i=12,.. n.

k=i

Misal xe mR r\z m, R maka xe mR dan xe Z m, R Karena xe mR dan M

k=i k=i
adalah modul yang dibangkitkan secara berhingga maka

x=mr=0+..+0+mr+0+.. + 0 untuk suatu mir € m;R.

Karena xe kaR , dengan kaR= mR -~ ..+ m R-m R+ .+ m,R
k= ki

maka X = myr = mor < ...+ mpgre mer ~ ..~ myrountuk suatu mit € myR.

Karena M dibangkitkan secara berhingga oieh {m;, m,, ..., m,}maka diperoleh

mir = 0 untuk [=1,2_.. n. Jadi x = 0 sehingga m.R r\z mR ={0}....... 2)

k=i

Dari (1) dan (2) dan berdasarkan teorema 2.4.16 maka M = EBZ mR.

i=1
Karena setiap m;R adalah modul siklik atas ring R dan modul Artin maka menurut

teorema 3.2.12 disimpulkan M adalah modul Artin atas ring R. n
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Teorema 3.2.14 :

Misal M adalah modul atas ring R yang dibangkitkan secara berhingga. Jika R
mempunyai barisan komposisi maka M mempunyai barisan komposisi.
Bukti :

Rr mempunyai barisan komposisi maka berdasarkan teorema 3.2.9 Rj
memenuhi syarat rantai turun pada submodul-submodulnya dan merupakan modul
Artin atas R sendiri. Akibatnya R adalah ring Artin. Misal Af adalah modul atas
ring R yang dibangkitkan secara berhingga. Akan ditunjukkan M mempunyai
barisan komposisi. Berdasarkan teorema 3.2.13 maka M merupakan modul Artin.
Karena M adalah modul Artin maka A/ memenuhi syarat rantai turun pada
submodul-submodulnya. Sehingga berdasarkan teorema 3.2.9 maka M juga

mempunyai barisan komposisi. |

Teorema 3.2.15:

Misalkan 4 dan B adalah nng dimana BcA4 dan Ay adalah modul A atas ring B
yang dibangkitkan secara berhingga. Jika B ring Artin maka 4 juga ring Artin.
Bukti:

Misalkan 4 dan B adalah ring dimana BcA4 dan A adalah modul A atas
ring B yang dibangkitkan secara berhingga. Diasumsikan B adalah ring Artin.
Akan dibuktikan 4 adalah ring Artin. Sehingga harus dibuktikan setiap barisan
ideal dari A memenuhi syarat rantai turun. Karena Az adalah modul atas ring B
yang dibangkitkan secara berhingga dan diasumsikan B nng Artin maka

berdasarkan teorema 3.2.13 diperoleh 45 adalah modul Artin. Karena A4p adalah
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modul Artin dan BcA maka 44 yaitu modul reguler 4 adalah modul Artin. Ini
berarti bahwa submodulsubmodul dari 44, memenuhi Syarat rantai turun. Karena
menurut teorema 2.4.9 setiap ideal-ideal dari A adalah submodul dari A

akibatnya setiap barisan ideal dari A juga memenuhi syarat rantai turun. Jadi A

adalah ring Artin. L

C. BIOGRAFI EMIL ARTIN

Seorang tokoh matematika yang berhubungan erat dengan modul Artin
adalah Emil Artin. Emil Artin adalah tokoh matematika abad 20 vang
menyumbang banyak dalam aljabar linear dan aljabar abstrak. Emil Artin lahir
pada tanggal 3 Maret 1898 di Vienna, Austria. Artin memperoleh gelar Ph.D
(Doctor of Philosophy) di Universitas Leipzig tahun 1921. Tahun 1923 sampai
dengan tahun 1937 ia tinggal di Amerika dan mendapat gelar Profesor di
Universitas Hamburg. Setelah satu tahun di Notre dame, Artin masuk ke
Universitas Indiana. Tahun 1946, Artin pindah di Princeton, sampai tahun 1958.
Dan kariernya dia habiskan di Hamburg. Artin meninggal dunia tahun 1962 dalam
usia 64 tahun karena serangan jantung.

Emil Artin adalah munid dann Amalie Emmy Noether (1882 — 1935 ),
matematikawan wanita berkebangsaan Jerman, yang terkenal dengan © The
General Theory of Ideals”. Noether mengenalkan syarat rantai naik pada ideal-
ideal dalam ring. Dan namanya menjadi nama kelas ring tersebut yaitu ring

Noether.
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Sumbangan Emil Artin dalam matematika diantaranya dalam teori
bilangan, teori grup, teon field, teori galois, aljabar geometri dan aljabar topologi.
Emil Artin mendapat penghargaan American Mathematical Society’s Cole Prize
dalam hal teori bilangan. la juga telah menvelesaikan satu dan 23 masalah
terkenal yang dikemukakan matematikawan David Hilbert tahun 1900. Dalam
teori ring, nama Emil Artin diabadikan sebagai nama dari kelas suatu ring yaitu
ring Artin yang merupakan kelas ring dengan syarat rantai turun pada ideal-
idealnya.

Emil Artin merupakan guru matematika yang terkenal. Beberapa mund
Emil Artin menjadi tokoh matematika. Putra Emil Artin yaitu Michael Artin
adalah seorang profesor matematika di MIT dan pernah menjadi presiden di
American Mathematical Society. Dan dia yang meneruskan teori ideal dari Emil

Artin.
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PENUTUP

Setelah membahas matert Modul Artin dalam tulisan ini, penulis dapat

mengambil beberapa kesimpulan sebagai berikut :

1.

o

(V8]

n

Misal M adalah modul atas ring ® dan N adalah submodul dari A/ maka M
adalah modul Artin bila dan hanya biia N dan M/N adalah modul Artin.

Bila 4 adalah keluarga dari submodul-submodul sederhana dari modul M atas
ring R dan A/ adalah jumiah langsung dari submodul-submodul daiam 4 maka
Al adalah modul Artin bila dan hanya bila / berhingga, dimana / adalah
himpunan indeks-indeks dari submodul-submodul dalam A.

Misal M;, M, ..., M, adalah modul atas ring R. Maka jumlah langsung
M © M:® ...® M, adalah modul Artin atas ring R bila dan hanya bila setiap
M. Ma, ..., M, adalah modul Artin atas ring R.

Jika R adalah ring Artin maka R adalah modul Artin atas dirinya sendiri.

Jika R adalah ring Artin maka modul M atas ring R yang dibangkitkan secara
berhingga adalah modul Artin atas ring R

Modul M atas ring R mempunyai barisan komposisi bila dan hanya bila M
memenuhi syarat rantai turun dan syarat rantai naik.

Bila modul reguier R mempunyai barisan komposisi maka modul M atas ring

R vang dibangkitkan secara berhingga juga mempunyai barisan komposisi.
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