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If you think you are beaten, you are... .....
If you think you dare not, youwon't... ... .....
Success begins with your ownwill ... .. ... ... ...
1t’s all in your state of mind
Life’s battles are not always won
By those who are stronger or faster
Sooner or later the person
Who wins

Is the person who thinks we can !!!/

Sebab Aku ini mengetahul rancangan — rancangan apa yang ada pada- KU
mengenai kamu, demikianlah Firman Tuhan, yaitu rancangan damai sejahtera dan
bukan rancangan kecelakaan, untuk memberikan kepadamu hari depan yang
penuh harapan.

( Yeremia29:11)

Segala perkara dapat aku tanggung di dalam DIA yang memberi kekuatan

kepadaku.( Filipi 4 : 13)
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ABSTRAK

PENERAPAN PERSAMAAN DIFERENSIAL LINIER
TINGKAT SATU DALAM EKONOMI

Karya ilmiah ini bermaksud untuk memperlihatkan hubungan antara
matematika dengan ekonomi. Disini penulis mengambil persamaan diferensial
sebagai salah satu bidang matematika. Pada dasarnya matematika dapat
diterapkan pada berbagai bidang kehidupan. Ekonomi merupakan salah satu
bidang kehidupan yang banyak sekali diminati karena hasilnya dapat langsung
dilihat. Persamaan diferensial dapat dibagi menjadi dua, persamaan diferensial
linier dan persamaan diferensial nonlinier. Persamaan diferensial linier sendiri
dapat dibagi menjadi dua, persamaan diferensial linier homogen dan persamaan
diferensial linier nonhomogen. Persamaan diferensial linier dapat diterapkan
dalam bidang ekonomi ke beberapa model. Ada empat model ekonomi, Model
Makro Domar, Model Hutang Domar, Model Penyesuaian Harga Evans dan
Model Pendapatan — Konsumsi — Investasi.

Model Makro Domar, model ini memperlihatkan hubungan antara
tabungan, investasi, dan pendapatan.

Model Hutang Domar, model ini memperlihatkan perbandingan antara
pendapatan nasional dengan hutang nasional.

Model Penyesuaian Harga Evans, model ini memperlihatkan hubungan
permintaan, penawaran dan harga.

Model Pendapatan - Konsumsi - Investasi, model ini menunjukan bahwa
ada hubungan antara pendapatan, konsumsi dan investasi.

Selain model — model tersebut, ada juga beberapa contoh kasus penerapan
dalam ekonomi.

Vil
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ABSTRACT

ECONOMIC APPLICATION OF FIRST — ORDER LINEAR
DIFFERENTIAL EQUATION

This scientific work is intended to show a mathematical relationship with
economy. Here the author was taking a differential equation as one of mathematic
areas. Basically, that mathematic is able to be applied on various field of this life.
Economic is one of the most desirable fields because its results could be seen
directly. A differential equation could be divided in two, linear and non linear
differential equation. The linear differential equation could be divided in two, a
homogenous and non homogenous linear differential equatons. It is could be
applied on economic field in some models. There are four economic models,
Macro Domar Model, Debt Domar model, Evans Price Adjustment Model and
Earning — Consumer — Investment Model.

Macro Domar Models, this model shown a comparison between saving
investment and earning.

Debt domar Model, this model shown a comparison between national
earning and debt.

Evans Price Adjustment Model, this model shown relationship between
demand, offering, and price.

Earning — Consumer — Investment Model, this model shown that there is a
relationship between earning , consumers and investment.

Besides those models, there are some other examples in the economic
application cases.

viii
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BAB1

PENDAHULUAN

A.LATAR BELAKANG

Matematika mempunyai banyak sekali manfaat. Salah satu manfaatnya adalah
untuk menggambarkan situasi dalam kehidupan nyata dangan bahasa yang lebih
sederhana yaitu dalam bentuk matematika yang disebut dengan pemodelan. Salah

satu materi pemodelan yang digunakan untuk menggambarkan masalah dalam

dunia nyata adalah persamaan diferensial.

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat turunan dari
satu atau beberapa fungsi yang tidak diketahui. Meskipun persamaan seperti itu
scharusnya disebut persamaan turunan, namun istilah persamaan diferensial

( aequatio differentialis ) yang diperkenalkan oleh Leibniz dalam tahun 1676

sudah umum digunakan. Beberapa contoh persamaan diferensial adalah :

1. dy=é"dx
2. dy=(y +x)dx
3. Yyrdy=(L+1)

4. X’dy+ 3ydx=25dx

5. yy' +x=3
dy

6. —+xy=3
dx Y
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d2 d 2

7. dy{:(n 5)( Yx? + 32)
S*u S%u
52 &%

Persamaan diferensial dapat diklasifikasikan dengan banyak cara. Jika fungsi
yang belum diketahui dalam persamaan diferensial bergantung hanya pada satu
variabel bebas maka persamaan itu disebut persamaan diferensial biasa. Jika
fungsi yang belum diketahui bergantung pada dua atau lebih variabel bebas maka
persamaaan tersebut disebut persamaan diferensial parsial. Dalam contoh diatas
yang merupakan persamaan diferensial biasa adalah contoh 1 — 7 sedangkan yang
merupakan persamaan diferensial parsial adalah contoh 8.

Persamaan diferensial dapat diklasifikasikan berdasarkan orde ( tingkat ) dan
derajat. Yang dimaksud orde ( tingkat ) dari suatu persamaan diferensial adalah
tingkat tertinggi turunan dalam persamaan diferensial. Sedangkan yang dimaksud
dengan derajat dalam suatu persamaan diferensial adalah pangkat dari tingkat

tertinggi turunan yang muncul dalam persamaan tersebut. Sebagai contoh :

1. i =2x+6 orde 1 derajat 1
dt
4
2. [%)i] ~-5¢> =0 orde 1 derajat 4
t

2 3
d”y _,_[QJ +x2=0 orde 2 derajat 1
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2 7 3 >
[CZ{;J +[fﬁf’) =75y orde 3 derajat 15

Persamaan diferensial dapat terbagi lagi menjadi dua kelompok besar, yaitu
persamaan diferensial linier dan persamaan diferensial nonlinier. Persamaan

diferensial tingkat ke-n disebut linier dalam y, jika persamaan diferensial itu dapat

ditulis dalam bentuk :

a, ()Y +a,_ ()" + +a (x)y +a,(x)y = f(x)

Dimana ay, ¢y, ..., ¢, dan fadalah fungsi — fungsi kontinu pada suatu interval
yang memuat x dan a, (x) # 0 pada interval itu. Fungsi a; (x) disebut fungsi —
fungsi koefisien.

Definisi itu menyatakan bahwa persamaan diferensial biasa adalah linier jika
syarat — syarat berikut dipenuhi :

» Fungsi yang belum diketahui dan derivatif — derivatifnya secara aljabar

hanya berderajat satu.

= Tidak ada hasil kali yang berkaitan dengan fungsi yang belum diketahui

dan derivatif — derivatifnya dari dua atau lebih derivatif.

» Tidak ada fungsi transendental dari y, y', ", dan seterusnya.

Persamaan diferensial yang tidak linier disebut nonlinier.

Contoh persamaan diferensial linier adalah :

® " -3y+3y=x’

& x)'+ye’ +5=0
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Perhatikan bahwa penggantian variabel bebas dalam persamaan diferensial
tidak mempengaruhi klasifikasi linier.

Contoh persamaan diferensial nonlinier adalah :

e () +2y=1x nonlinier karena derivatif pertama fungsi yang belum

diketahui berderajat tiga.

e y'+5y=cosy nonlinier karena cos y adalah fungsi transendental dari
fungsi yang belum diketahui.

Persamaan diferensial dapat diterapkan ke berbagai bidang kehidupan. Disini
Penulis mengambil penerapan persamaan diferensial dalam bidang ekonomi.
Dikarenakan ekonomi merupakan salah satu bidang kehidupan yang banyak
diminati oleh banyak orang.

Banyak kasus- kasus yang terjadi dalam bidang ekonomi yang dapat disajikan
dengan persamaan diferensial. Persamaan — persamaan diferensial dapat
diterapkan ke model — model ekonomi. Model — model ekonomi terdiri atas dua
bentuk umum, statik dan dinamis. Model — model statik berkenaan dengan situasi
— situasi kesetimbangan, yaitu situasi — situasi yang apabila dicapai akan
dipertahankan. Model — model dinamik berkenaan dengan situasi — situasi yang
berubah sepanjang waktu. Terdapat dua golongan umum variabel — variabel
dalam model — model ekonomi, vaitu variabel endogenus dan variabel eksogenus.
Variabel — variabel endogenus adalah variabel — variabel yang nilai — nilainya

atau aras — arasnya diprediksikan atau dijelaskan. Variabel — variabel eksogenus
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diasumsikan, ditentukan dan diketahui sebelumnya dan dapat dianggap sebagai
sebuah tetapan dalam model itu. Endogenus dan eksogenus berasal dari kata
Yunani yang masing — masing berarti “ditimbulkan dari dalam * dan “
ditimbulkan dari luar “. Variabel — variabel endogenus diprediksikan dari model,
variabel — variabel eksogenus ditentukan diluar model.

Biasanya sebuah model mula — mula ditulis dalam bentuk persamaan —
persamaan struktural yang menyatakan hubungan — hubungan antara variabel —
variabel endogenus dan eksogenus.

Penyelesaian model — model ekonomi dengan persamaan diferensial dapat
dilihat dalam Model Makro Domar, Model Hutang Domar, Model Penyesuaian
Harga Evans, dan Model Pendapatan — Konsumsi — Investasi. Pada Model Makro

Domar yang dikemukakan oleh £.D. Domar dapat dilihat

S@)=a yl)................co.oiiiiiiii (D
_ %

I(t) ,Bdr(Q)

Sy ) ... ... e R (3)

V(U 35 SRS et s W bl 4)

a >0 B>0

Dimana S adalah tabungan, / adalah investasi, y adalah pendapatan dan
masing — masing variabel — variabel endogenus in1 merupakan fungsi dari waktu.
Persamaan pertama menyatakan bahwa tabungan merupakan proporsi yang tetap

dari pendapatan; persamaan kedua menyatakan bahwa investasi adalah



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 6

berbanding lurus terhadap laju perubahan pendapatan; persamaan ketiga
menyatakan bahwa tabungan sama dengan investasi, persamaan keempat
menyatakan syarat awal. Dari hubungan — hubungan ini, fungsi — fungsi khusus

yang menyatakan variasi — variasi dalam variabel — variabel dapatlah diperoleh.
Karena S (1) = I (t) maka «a (1) = ,B% dan persamaan diferensial yang dihasilkan

% — % y(¢) = 0 diperoleh untuk penyelesaian.

Pada Model Hutang Domar, Domar juga menggunakan seperangkat model
yang serupa untuk menyatakan hubungan diantara pendapatan nasional dan

hutang nasional. Perhatikan model berikut ini :

‘;_lt):ay(z) ................................................. (1)
%—ﬂ ........................................................ )
YU0) =Yoo 3)
ONALY VL B, 4)
a>0 B>0

Dimana D merupakan hutang nasional dan y adalah pendapatan nasional
( keduanya endogenus ). Dalam model ini, pendapatan nasional meningkat pada
suatu kelajuan f yang tetap dan laju kenaikkan hutang nasional adalah merupakan
proporsi yang tetap dari pendapatan nasional. Persamaan ketiga dan keempat

menyatakan syarat — syarat awal. Persamaan kedua diintegralkan dan didapat
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y(t)=Bt+C
Karenay = y,bilat = 0, C = y, maka
() =B+ yo

Substitusikan kedalam persamaan pertama dari model tersebut, dan didapat
dD
—=oft+
i bt + oy,

Domar tertarik pada perbandingan hutang nasional terhadap pendapatan nasional.
Sehingga pada Model Hutang Domar ini, diperlihatkan mengenai perbandingan
hutang nasional dengan pendapatan nasional.

Model Penyesuaian Harga Evans, sebuah model pasar khusus untuk suatu
komoditi. Persamaan — persamaan untuk suatu permintaan dan penawaran adalah
sama seperti yang digunakan untuk model linier sederhana dan dapat diselesaikan
untuk harga kesetimbangan. Jika kelebihan permintaan bernilai positif maka akan
terjadi kenaikkan pada laju perubahan harga. Dan jika kelebihan permintaan

bernilai negatif maka akan terjadi penurunan dalam laju perubahan harga.

dit)=ao+a;pt)................cccccvvivnein (1)
S =B BOR B o W b (2)
dp iy

E—}/(d 5). N S A% W (3)
ai1<0 B;<0 ¥<0

Dimana d merupakan permintaan , s merupakan penawaran, dan p adalah

harga. Substitusikanlah dua persamaan pertama ke persamaan ketiga dan didapat :
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8
Dy (o = B)p)]
I =71y — By +i, — B, Jp(t)
d;
ST CRYNCORYD
Dimana p, = (( ))adalah harga kesetimbangan dalam model yang

diperoleh dengan cara biasa dengan menyelesaikan df?) = s(¢) untuk p(?), harga

kesetimbangan. Misalkan A= 7(0{, - ,Bl)diperoleh persamaan diferensialnya

-CC% = Ap()-p.).

Untuk bentuk persamaan diferensial dari Model Pendapatan — Konsumsi —
Investasi dimana konsumsi dan investasi sekarang adalah fungsi — fungsi linier
dari pendapatan.

Cy(t)=a¥s(1)

1,0 = 7%5(0)

Do JCs )+ 1,0 T5(0))
Y, (0) Y, -7,

O<a<l 0O0<y<lI 0< A <1
Dimana Cy,/;,danY; merupakan penyimpangan — penyimpangan dari
konsumsi, investasi, dan pendapatan, masing — masing dari nilai — nilai
kesetimbangan mereka Cj,/;,danY;. Substitusikanlah dua persamaan pertama

ke dalam persamaan ketiga dan didapat persamaan diferensialnya :
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4y,

—r= Ma+7 -1,
dY; -
N AMor+y — 1)t

Beberapa model diatas merupakan contoh penerapan persamaan diferensial

linier tingkat satu dalam bidang ekonomi yang pembahasannya akan dibahas pada

Bab IIL
B. RUMUSAN MASALAH
Pokok — pokok perumusan masalah yang akan ditulis :
1. Apa yang dimaksud dengan persamaan diferensial linier ?
2. Bagaimana menyelesaikan persamaan diferensial linier tingkat satu?
3. Bagaimana menerapkan persamaan diferensial linier tingkat satu
kedalam bidang ekonomi ?
C. TUJUAN PENULISAN
Berdasarkan rumusan masalah diatas maka tujuan dari penulisan skripsi ini
adalah untuk :
1. Menjelaskan tentang persamaan diferensial linier.

2. Membahas cara menyelesatkan persamaan diferensial linier tingkat

satu.

(V3]

Membahas penerapan persamaan diferensial linier tingkat satu dalam

ekonomi.
D. MANFAAT PENULISAN

Manfaat dari penulisan ini adalah sebagai berikut :
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1. Memperluas pengetahuan penulis mengenai penerapan persamaan
diferensial dalam bidang ekonomi.
2. Membantu guru mengembangkan pengetahuan mengenai penerapan
persamaan diferensial didalam proses pengajaran.
E. PEMBATASAN MASALAH
Pembatasan masalah yang dibahas dalam penulisan skripsi ini adalah sebagai
berikut :
1. Penyelesaian persamaan diferensial linier tingkat satu.
2. Penerapan persamaan diferensial linier tingkat satu dalam bidang
ekonomi.
F. METODE PEMBAHASAN
Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah metode studi
pustaka. Dengan mempelajari beberapa materi dari beberapa buku acuan yang
dipergunakan.
G. SISTEMATIKA PEMBAHASAN
Untuk memberikan gambaran yang lebih jelas mengenai penulisan
skripsi ini , maka diberikan sistematika penulisan sebagai berikut :
BAB I. PENDAHULUAN
A. Latar Belakang.
B. Rumusan Masalah.
C. Tujuan Penulisan.

D. Manfaat Penulisan.
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E. Pembatasan Masalah.

F. Metode Penulisan.

G. Sistematika Pembahasan.
BAB II. LANDASAN TEORI

Persamaan Diferensial Tingkat Satu dan Berderajat Satu.
A. Pengertian.
B. Penyelesaian Persamaan Diferensial Tingkat Satu dan Berderajat
Satu.
BAB III. PEMBAHASAN
Penerapan Persamaan Diferensial Tingkat Satu Dalam Ekonomi
A. Model Makro Domar.
B. Model Hutang Domar.
C. Model Penyesuaian Harga Evans.
D. Model Pendapatan — Konsumsi — Investasi.
E. Beberapa Kasus Penerapan
BAB IV. PENUTUP
A. Kesimpulan.

B. Saran
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BAB II
LANDASAN TEORI
PERSAMAAN DIFERENSIAL TINGKAT SATU

DAN BERDERAJAT SATU

Pada bab ini, akan dibahas mengenai beberapa hal yang menjadi landasan
dalam pembahasan. Kita akan membicarakan mengenai persamaan diferensial
tingkat satu dan berderajat satu.

A. Pengertian
Persamaan diferensial tingkat satu dan berderajat satu dapat ditulis dalam

bentuk :

Jika f(x,y) ditulis sebagai

M(x,y)
N(x,y)

f(xy)=-
maka persamaan (1) mempunyai bentuk diferensial
My Ba SN EELdy =0 ... ». 55 &0 2)

kedua bentuk umum ini dapat dipertukarkan. Misalnya, persamaan

, 2+x 2., .2
= 25 dan (24 xy)de— (42 )dy =0

X +y

mempunyai arti yang sama.

12
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B. Penyelesaian Persamaan Diferensial Tingkat Satu dan Berderajat Satu
Metode —metode untuk penyelesaian dari berbagai persamaan — persamaan
diferensial orde satu dan berderajat satu :

1. Metode Pemisahan Variabel.

Suatu persamaan diferensial yang dapat dibawa ke dalam bentuk

o J(x)
g g(y)

atau ekuivalen dengan

glady+f(x)de=0 ... 4)

disebut persamaan diferensial yang dapat dipisahkan.

Kita melihat bahwa persamaan (4 ) variabel — variabel x dan y
“ dipisahkan “ dan bersesuaian dengan diferensial — diferensialnya.
Proses penyesuaian g (v ) dengan dy dan f ( x ) dengan dx disebut
pemisahan variabel - variabel. Dalam banyak hal persamaan
diferensial tidak dengan segera berbentuk persamaan ( 4 ) dan
beberapa manipulasi aljabar harus dilakukan untuk memisahkan
variabel — variabel. Setelah variabel — variabel dipisahkan,

penyelesaian umum persamaan (4) disajikan dalam bentuk implisit

oleh

[e)dy + [f()dx =C oo (5)

Dimana C konstanta sembarang. Sebelum menggunakan persamaan

(5) koefisien dx harus fungsi x saja dan koefisien dy harus fungsi y

saja.
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Contoh 1:
Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

dx

Jawab :

@ _ .

dx
dy e dx=0

Variabel — variabel telah terpisah dan dengan mengintegralkan

diperoleh :
Idy—jexdx = IO
y—e =C
y=¢e¢ +C
Contoh 2 :

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

(1+x2)%+xy=0

Jawab :
dy

(1 +x? )a + xy = 0 dapat diubah menjadi

(1+x*)dy+xydx=0

[ al 2jdxledy=0
1+x y

Variabel — variabel telah terpisah dan dengan mengintegralkan

diperoleh
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2 e [y =Jo
1+x* y
1 2 .
51n(1+x J+lny=InC
In(y1+x*)=InC
yWl+x> =C
2. Persamaan- persamaan diferensial homogen :
Pandang persamaan diferensial yang tidak dapat dipisahkan
(2x2+y2)dx«xya§/ =0
Kita dapat mengatur persamaan itu ke dalam bentuk
2 2
.dl = 2x" + Y =7 i —+ Z
dx xy b% X
Dalam bentuk ini kita dapat menggunakan substitusi v = Y atau
x

y = xv dan e =y o+ ox % Dengan memasukan ini ke dalam

persamaan diferensial diperoleh :

dv 2
VXl = — =T
dx v
atau
v 2
x_:_
dx v

Variabel — variabel x dan v dapat dipisahkan,
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vdy = zdx
x
2
Ivdv = I; dx

lv‘7:2ln |x| +Inc;
2

atau
vV=4dlnx +2lnc,

2 y
v2 = 1In cx*

(c=ci)

Untuk memperoleh penyelesaian umum dalam x dan y, kita ganti v

dengan 2 adi,
X

2
— = Incx'
x

Y

atau
v =x? In cx’

Definisi 1 :

Suatu fungsi kontinu f ('x,y) disebut homogen berderajat — # jika, untuk

semua k,

flle ky) =K f(xy)

Definisi 2 :
Suatu persamaan diferensial M (x,y ) dc + N (x,y ) dy = 0 disebut

homogen jika M ( x,y ) dan N ( x,y ) keduanya fungsi homogen

berderajat ».
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Teorema 1 :

Jika M (xy)dx+ N(xy)dy =0 adalah persamaan diferensial
homogen ( berderajat » ) maka substitusi y = vx membawa persamaan
diferensial yang diketahui ke dalam persamaan diferensial yang dapat
dipisahkan dalam variabel — variabel v dan x.

Bukti :

Persamaan diferensial homogen yang diketahui dapat ditulis dalam

bentuk
&y M(xy)
dx N(x,y)

Misalkan y = vx , maka

CMGxvx) O xX"M(Lv)
N(x,vx) x"N(,v)

%(vx)=

QOleh karena itu

dav i M(@1,v)

VIR RS

dx N(,v)

Perhatikan bahwa bentuk ruas kanan adalah fungsi dari v, dan jika kita

andaikan g (v) = - M(,v) maka persamaan menjadi
N(,v)

dv
+ —_— =
Vv +x g

Dengan memisahkan variabel — variabel,

dx av
=+

x  v-gO)
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Maka kita telah memperlihatkan bahwa tanpa memandang bentuk
persamaan homogen, kita selalu dapat memisahkan dengan substitusi

y = vx begitupun sebaliknya dengan substitusi x = vy.

Contoh 3 :
Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :
(xty)de+ (xy)dy =0

Jawab :
Persamaan tersebut adalah homogen derajat satu. Substitusikanlah
x =vy, x' =vdy +ydv, didapat
(vwry)(vdy+ydv) +(vy-y)dy=0

(vy*+y?)dvt (viy+2wy)dy =0

yi(v+l)adv +yw>+2v—1)dy =0

N2 PO )
v +2v-1 b%

Variabel- variabel itu terpisahkan dan dengan pengintegralan,

fﬁ;_—]dv + J.%dy = J.O

%ln(v2 +2v—1)+lny=mC

y: +m—1) % =C
YRR 2v_])=C

Substitusikanlah Vo= , diperoleh

i
y
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2
Vs +2iony=c
Yy Yy

x2+ 2xy-y* =C
X —y? 4+ 2xy=C
Contoh 4 :

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

. x3 +y3
xy2

Jawab :

Persamaan tersebut adalah persamaan homogen berderajat satu.

Substitusikanlah y = vx , didapat

3 )3 3
) = x +2\ 2x
xv° x
dv 1+v?
—X v = >
v
1
—X+v=—+V
v
dv 1
= £ —
dx v?
) 1
vidv = —dx
x
Variabel — variabel tersebut sudah terpisahkan dan dengan
pengintegralan

]
jvzdv=j;dx
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lv3 = ln‘x\ +C

3

Substitusikanlah v =2 , diperoleh
X

3
%i}—3=1n1x|+c

v =x’3 ln’x( +¢)

y = x(3njx|+ c)é

3. Persamaan — persamaan diferensial eksak
Persamaan diferensial tingkat satu
M(xy)dc +N({Exy)dy =0
disebut eksak jika M (x,y ) dx + N (x,y ) dy adalah diferensial total
suatu fungsi U (x,y ).
Teorema 2 :
Andaikan M (x,y ) dan N (x,y ) adalah fungsi — fungsi dengan derivatif
— derivatif parsial kontinu pada a < x < b dan ¢ < y < d, maka
persamaan diferensial
M(xy)dx+Nxy)dy=0

cksak jika dan hanya jika M= 9
dy ox

Bukti :



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI ,;

Jika M (xy ) de + N (x,y ) dy = 0 eksak maka ada fungsi U (x)

sedemikian rupa sehingga ruas kiri persamaan berbentuk

U g+ %Y 4y 3adi,
Ox dy
M = v dan N = G
Ox %Y

Ambil dertvatif parsial persamaan pertama terhadap y dan persamaan

yang kedua terhadap x,
oM U oN U
= — dan —=
oy Oyox Ox  Oxdy
Karena aﬁ dan {;l kontinu dan dari teorema kalkulus berlaku
34 29
bahwa
'l I o'U
oyox oxoy
maka jika persamaan diferensial eksak berlaku M %ﬂ :
x

Jika sebuah persamaan diferensial adalah eksak, penyelesaiannya
dapatlah diperoleh dengan metode berikut ini :
a. Integralkanlah M(x,y) ke x menggantikan tetapan pengintegrallan

biasa dengan sebuah fungsi f{y) dari y.

F(xy)= [M(x,y)dx =G (xy) +f()
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b. Diferensialkanlah F (x,y } = G (x,y) + f (y) yang diperoleh dari
langkah satu ke y dan bandingkanlah dengan N (x,y ) dari

persamaan diferensial yang akan diselesaikan untuk mendapatkan
L. 0
nilai —f(y ).
9

G Opy=-X

& oy %7

¢. Integralkanlah 82 1 (y) ke y untuk mendapatkan f(y ).
Y

J2rtr)dy~£(v)
y

Tidaklah perlu untuk mencakup tetapan pengintegralan biasa,
karena tetapan itu dinyatakan pada langkah akhir dari
penyelesaian.

d. Penyelesaian, dari langkah- langkah 1 dan 3 adalah :
F(xy)=G(xy)+fy)+C=0
Jelaslah, penyelesaian itu dapat juga diperoleh dengan
mengintegralkan terlebih dahulu ke y.

Contoh 5 :

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

2+ x*y)/x* [ dx = [ (1-2x°)/x* Jdy
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Jawab :

Q[y(2+x3yj: 24+2x°y i£_1—2x3y

ay 3 - 2

jadi, persamaan
X x* ox ] . P

X

diferensial itu adalah eksak.

oF _ (y(Z +x3y]

Ox x*
Integralkan ke x,
Fay)=-2+y"x+f(y) (langkah 1)
X
o 1 9 1
> x—2+2xy + 5f(y):- ;z'+2xy ( langkah 2 )
jadi,
d
—/()=0
oy
fo)=C (langkah 3 )
dan,
F(xy)=-2 +y’x+C=0 ( langkah 4)

Maka penyelesaian itu adalah

x’y*-y=Cx?

Contoh 6 :

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

G-x+y )de—(ye—2xy)dy=0
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Jawab :
S, 2 o) P - . )
5(x —x+y)=2y= 5(_}/6 +2xy), jadi , persamaan diferensial

tersebut adalah eksak.

ol

e x?—x+y’

Integralkan ke x,

F(x,y)=x3—3—§+wz+f(y) (langkah 1)
% =2xy+ %f(y) =—ye’ +2xy (langkah 2 )
Jadi

S 10 =

J)==y-Ne’ +C ( langkah 3 )
Dan

F(x,y):x3—3—xz—2+xy2—(y—l)e’+C (langkah 4 )

Maka penyelesaian itu adalah
2 =3+ 6xy - 6(y-1)& =C
4. Persamaan diferensial linier tingkat satu :
Persamaan diferensial linier tingkat satu mempunyai bentuk
aj(x) y +apx)y=f(x), a; =0 untuk semua x dalam /a,b]
Dengan membagi persamaan ini dengan a; (x) didapat

!

v tpy=qx
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yang disebut bentuk baku persamaan diferensial linier tingkat satu.
Akan diperlihatkan bahwa faktor pengintegral selalu dapat ditentukan
untuk persamaan diferensial linier tingkat satu. Jika v (x) adalah faktor
pengintegral persamaan diferensial linier tingkat satu, maka
vix) y tv(x)px)y=v(x)q(x)
harus persamaan diferensial eksak. Persamaan ini dapat ditulis sebagai
v(x)dy+[v(x)pE)y-v&)q(x) ] dc=0

dan kemudian dengan menggunakan syarat eksak didapat

9w =L px)p@y-vea®]
ox oy

karena fungsi v adalah fungsi x saja, maka ai v (x) = % dan
X

derivatif parsial pada ruas kanan adalah v (x) p (x).

Jadi berlakulah
v A
— =vX)p(x
— (x) p (x)
atau
dv
7 =p (x) dx

Dengan mengintegralkan persamaan ini didapat
lnv = I p(x)dx

Konstanta integrasi dihapus karena hanya satu faktor pengintegral

yang diinginkan. Dalam bentuk eksponen faktor pengintegral itu

adalah



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI .

v = ej p(x)dx

Oleh karena itu kita selalu dapat menyelesaikan setiap persamaan
diferensial linier tingkat satu.
Langkah menyelesaikan persamaan diferensial linier tingkat satu :
a. Tulis persamaan diferensial dalam bentuk baku
Y tp(x)y=q(x)

b. Tulis p (x) dan hitung v (x) = eI i

¢. Gandakan bentuk baku persamaan dengan v (x )

d. Integralkan kedua ruas persamaan baru dan selesaikan ke y.
Untuk langkah (c), penggandaan bentuk baku dengan v(x) menjadikan
persamaan yang diketahui eksak. Dan ruas kiri persamaan selalu
merupakan diferensial total dari hasil kali fungsi dengan faktor
pengintegralan.

Contoh 7 :

Tentukan penyelesaian persamaan diferensial :

2y -dy=16¢

Jawab :

Jadikan persamaan dalam bentuk baku, maka kita dapatkan
y-2y=8¢

Dalam persamaan ini p (x) = -2, sehingga faktor pengintegral

v (x) = ej_m = ¢

X

Kalikan persamaan diferensial baku dengan ¢ | maka kita peroleh
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ey -2ePy=8¢"
atau dalam bentuk diferensial
e dy-2yedc=8¢ dx
Ruas kiri persamaan ini adalah diferensial total dari hasil kali
y. [ faktor pengintegral | =y e >, sehingga persamaan dapat ditulis
d(ye™)=8e* dx
Dengan mengintegralkan kedua ruas diperoleh
ye™ —-Slaii C
atau

y=-8¢ +C é&*”

Contoh 8 :

Tentukan penyelesaian persamaan linier :
x*dy+(y—=2xy—2x")dx =0

Jawab :

Jadikan persamaan dalam bentuk baku, maka
2 dy 2
x*—=—+(y—-2xy-2x°)=0
2 (y—2xy )

2
Q+ y 2xy 2x

ot X
dy 1-2x

—+ =2
dx y( x° ]

Dalam persamaan ini p(x) = !

=0

-2 . .
> ol , sehingga faktor pengintegralnya
X
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(x)e
v(x)= ejp i
1-2x
v(x)=e *

1

e X

Kalikan persamaan diferensial baku dengan —-, maka kita peroleh
X

Ruas kiri persamaan ini adalah diferensial total dari hasil kali y

dengan faktor pengintegralannya, sehingga persamaan dapat ditulis

1 1

e
dy*3) =2
X

o =
2
X

dx

Dengan mengintegralkan kedua ruas diperoleh

y=2x’ +Cxle *

1
y=x*(2+Ce *)
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Persamaan diferensial sendiri dapat dipisahkan menjadi 2, yaitu
persamaan diferensial linier homogen dan persamaan diferensial linier
nonhomogen.

Persamaan diferensial linier homogen mempunyai bentuk umum
a; (x) y'1 ap (x) y = 0 yang mana ini dapat diselesaikan dengan
metode pemisahan.

Persamaan diferensial linier nonhomogen mempunyat bentuk umum
a; (x) y'-+ay(x)y =f(x) yang mana ini dapat diselesaikan dengan

langkah — langkah seperti diatas.
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BAB III
PENERAPAN PERSAMAAN DIFERENSIAL LINIER

TINGKAT SATU DALAM EKONOMI

A.Model Makro Domar

Model makro di bawah ini dikemukakan oleh E.D. Domar.

X0 — ®alt)... v N "N KN . B @)
_ 3P

I(t) = 4 AR (2)

S =I(). . . W . . 3)

VO) =300 @)

0<a<l 0<p<l

Dimana S ( saving ) adalah tabungan, [ ( investment ) adalah
investasi, y ( income ) adalah pendapatan, dan masing — masing
variabel endogenus ini merupakan fungsi dari waktu. Persamaan
pertama menyatakan bahwa tabungan merupakan proporsi / bagian
yang tetap dari pendapatan; persamaan kedua menyatakan bahwa
investasi adalah berbanding lurus terhadap laju perubahan
pendapatan ; persamaan ketiga menyatakan bahwa tabungan sama
dengan investasi ; persamaan keempat menyatakan syarat / kondisi
awal. Dari hubungan — hubungan ini, fungsi — fungsi khusus yang
menyatakan variasi — variasi dalam variabel — variabel dapatlah

diperoleh.

30
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Oleh karena

S@) =1
gV
ay(1) ﬁdt

Maka persamaan diferensialnya diperoleh sebagai berikut :

d
ay(t)“ﬁ;yt
dytﬁ
t ﬂy
Y
di B

Persamaan diferensial tersebut merupakan persamaan diferensial
linier homogen tingkat satu. Kita selesaikan persamaan tersebut

dengan menggunakan metode pemisahan.

b a _
7 ﬂy(t) 0
1 o
——dy——dt=0
YORaN

Variabel — variabel telah terpisahkan dan kemudian dengan
mengintegralkan diperoleh

1 o
E y—J-Edtzj‘O

1ny(t)—%t=lnC

Iy =2t+InC
(1) ; +
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ny()—InC =24
y()—In 7

lni(t—)=21
c B
Y. %)
C
¥(t) = Ce?

Jika y = yp pada 1 = 0, maka yy = C dan penyelesaian khusus

adalah y(1) =y, ¢” .
Perhatikanlah bahwa penyelesaian ini memberikan pendapatan, y ,
sebagai fungsi waktu, 7 dan penyelesaian khususnya. Oleh karena

a>0 , >0, fungsi tersebut memiliki gradien positif yang
naik, laju pertumbuhan dari pendapatan tergantung pada %.

Penyelesaian — penyelesaian untuk variabel — variabel yang sisa

dari model itu, / dan S adalah sebagai berikut :

I =S@) = ayy

4
Karena y(#) =y e’ maka

(24

—t
1) =St =aye’ .
Dalam arti ekonomi, tabungan dan investasi dipengaruhi oleh

pendapatan dan laju pertumbuhan pendapatan. Dimana pendapatan
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dipengaruhi oleh faktor %. Semakin besar nilai dari g, semakin

besar pula pendapatannya.

B.Model Hutang Domar
Domar menggunakan seperangkat model — model yang serupa
pada model makro diatas untuk menyatakan hubungan di antara

pendapatan nasional dan hutang nasional. Perhatikanlah model

berikut
dD
- ay(t)..... PR (1)
P _
in L. e (2)
V(O) e | N (3)
D@ =Dy, 4)
a>0 B >0

Di mana D ( debt ) merupakan hutang nasional dan y ( income )
adalah pendapatan nasional ( keduanya endogenus ). Dalam model
ini, pendapatan nasional meningkat pada suatu kelajuan g yang
tetap dan laju kenaikan hutang nasional adalah merupakan proposi
yang tetap dari pendapatan nasional. Persamaan — persamaan yang
ketiga dan keempat menyatakan syarat — syarat atau kondisi awal.

Persamaan kedua diintegralkan dan didapat

dy
dr A

dy = fdt
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fa= [
y)y=pt+C
Karena y = yy bilat = 0, C = y,, didapat
y(t)= Bty
Hasil ini dapat disubstitusikan ke dalam persamaan pertama dari
model itu dan dapat diselesaikan :

abD

Z:ay(l)

dD
= i3
dt a(ft+y,)

dD
—=aft+
> Bt + oy,

D= %a,li’t2 +oyt+C
Karena D = Dy bilat = 0, C = D, didapat
L2
D= Eaﬁt +oy,t + D,
Penyelesaian model itu menjadi
1 2
D(t) = Eaﬂt +ay,t+ D, dan

y(t)=pB1t+y
Domar tertarik pada perbandingan hutang nasional terhadap

pendapatan nasional.

1
Dty Eaﬂtz +ay,t + D,
w(1) B+ y,
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35
Atau
1 2
DO _ Dy ayt 2
vy PBi+y, Py, P+
Bilar > «,
D
° 50
B+ y,
Dl __ Do, Do ( sebuah tetapan )
Bt+y, Yo B
ﬂ+t
laﬁﬁ
2 e 5
B+ y,
. D(1) i !
Maka bila 1 — W —o0. Dan untuk model ini, perbandingan
Y

hutang nasional terhadap pendapatan nasional meningkat
sepanjang waktu tanpa batas. Versi kedua dari model hutang
Domar diperoleh dengan memodifikasi persamaan kedua dalam
model di atas, sehingga pendapatan meningkat dengan proporsi

yang tetap dari pendapatan, dan membiarkan hal — hal lain tidak

berubah.
dbD
E:ay(t) .......................... (1)
A _
o =BY(H).......o 2)
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D@)=Dg...c.cooooviiiiii 4)
a>0 p>0
Persamaan kedua merupakan persamaan diferensial linier

homogen tingkat satu. Kita selesaikan persamaan diatas dengan

menggunakan metode pemisahan.

dy
E—ﬁy(t)
- By()=0

——dy— fdt =
y( )
Variabel — variabel telah terpisahkan dan dengan mengintegralkan

persamaan tersebut diperoleh :

_d -
()y Bdt =

L fpi=fo

In y(1)~ fi =
Iny(t)=pt+InC
Iny(®)~InC = gt

y()
C

In—~=

= pi

(1) _
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Karena y(1) =ypbilat =0, C =y, dan didapat
Y =yoe”
Substitusikanlah ke dalam persamaan pertama dari model dan

integralkan, didapat

dD A
o e

7 2940

dD = ay e dt

IdD = Iayoeﬂ’dt

a
D :Eyoeﬂt +C
Karena D = Dybilat =0, C = Dy - %yo , in1 berarti

(¢4 a
D =D, —E)’o +—y,e”

B
D =Dy +2% py(e” -1)
B
Penyelesaian dari model menjadi
D(t)= Dy +Zy,(e” -1)
B
Perbandingan hutang nasional terhadap pendapatan nasional adalah

o
Do +7y0(eﬂr _1)

D() _ B
y(1) yoe”

Do _ Dy ,af, 1
y(t)—yoe”’Jrﬂ[1 e’”j
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Bilat —»

D"ﬁ{ -0

Vo€

o 1 J o

— | ]l-—{—> —

/3[ e B
Maka, pada ¢ —>ow L, — ﬁ’ sebuah tetapan

y(1) B

( terbatas ).

Dalam arti ekonomi, perbandingan hutang nasional dengan

pendapatan nasional meningkat terbatas yang ditentukan oleh

faktor g.

C.Model Penyesuaian Harga Evans
Sebuah model pasar khusus untuk suatu komoditi dikemukakan
oleh G.C. Evans. Persamaan — persamaan permintaan dan
penawaran adalah sama seperti yang digunakan untuk model linier
sederhana dan dapat diselesaikan untuk harga kesetimbangan
dengan cara biasa. Persamaan pertama menyatakan bahwa
persamaan permintaan meningkat dengan proporsi tetap dari harga.
Persamaan kedua menyatakan bahwa persamaan penawaran
meningkat dengan proporsi tetap dari harga. Persamaan ketiga
menyatakan bahwa laju perubahan harga adalah berbanding lurus

terhadap kelebihan permintaan sebesar ( d — s). Jika kelebihan
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permintaan bernilai positif maka akan terjadi kenaikkan pada laju
perubahan harga. Dan jika kelebihan permintaan bernilai negatif

maka akan terjadi penurunan dalam laju perubahan harga.

dt) =ap + ag P (1)
S = Bot Brpt)eeeeoiiieiiiii (2)
dp B

= (A = 8) e 3)

<0 pi>0 0
Dimana d ( demand ) merupakan permintaan, s ( supply )
merupakan penawaran, dan p ( price ) adalah harga. Kita dapat

mensubstitusikan persamaan pertama dan kedua ke dalam

persamaan ketiga.
dp
—=y(d-s
dat 7 )

% = r((ty + 0, (1)) = (B, + B.0(1)))

B~ ety + ap(t) o - b))

dt
dp
e AL Y. ... . (4)
Kita misalkan p, =Lﬁ° adalah harga kesetimbangan dalam
1 -

model yang diperoleh dengan cara biasa dengan menyelesaikan
d (1) = s (1) untuk p (1), harga kesetimbangan.

d@=s(
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ag -+ ap p(t) = Bo + 1 p(Y)
ag—Po = p1p(1) - a1 p(y)
a9~ Bo = (P1—0o1)p(Y

_ ao_ﬂo
p) = s
) ao_ﬂo
pe B a

Dengan pemisalan tersebut, kita dapat mengganti persamaan (4)

menjadi :
dp
e = 7(“0 -5 +(O[1 _ﬂl)p(t))
!
dp _ h _ a — p
= =1l =+ (e = B p(0)] -

dp ¥ _ a, — B, + o, p(t) - B, p(t)
5—7(6!1 ﬂl{ LY ]

dp _ By —ay, —a,p(t)+ B, p(?)
5—7(6% ﬁ1)[ B —a, ]

dp _ _ (B —a)p(t)—a, + B,
97‘7(“1 ﬂ1)[ ﬂ1‘a1 J

b _ e _%thy
di y(e, ﬂ1)[p(t) B —a, ]

% =yla, - B, Xp(O-p.)

Untuk menyelesaikan persamaan diferensial diatas, kita misalkan

A=ylar-Bi)
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%: 7(0‘1 _ﬁlxp(t)_pe)

dp 3
o Mp()-p,)

dp
e < —pe) =0
” A(pt)—pe)

Persamaan diferensial tersebut merupakan persamaan diferensial
linier homogen tingkat satu. Oleh karena itu, kita dapat
menyelesaikannya dengan menggunakan metode pemisahan

variabel

—i’lﬁ-z (p® —pe) =0
1

1

——  dp-Adt=0
p()-p,

Variabel — variabel telah terpisabkan dan dengan mengintegralkan

persamaan tersebut didapat

1
i el K

In(p(t)—p,)—At=InC
In(p(t)-p,)= A+InC

In(p(t)= p,)~InC = Ut

mm=ﬂ
C
pO-P. _

C
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p6)~p, =Ce”

pt)y=p, +Ce*
Karenap = py bilat = 0, C = py— p. maka

P(t) = pe.+ (po—p.) &"

Dimana , p, =L'B°dan A=y(ar-p;) Karenadl< 0, p—p,
1 0

bila #— . Dalam arti ekonomi, harga akan terus mendekati harga

kesetimbangan dalam waktu yang tak terbatas.

D.Model Pendapatan — Konsumsi — Investasi
Persamaan diferensial dari model pendapatan — konsumsi —
investasi dimana konsumsi dan investasi adalah fungsi — fungsi
linier dari pendapatan. Hal ini ditunjukan oleh persamaan pertama
dan kedua. Laju perubahan pendapatan berbanding lurus dengan
kelebihan permintaan yang ditunjukan oleh persamaan ketiga.

Kelebihan permintaan yaitu konsumsi ditambah investasi dikurangi

pendapatan.

Ca(t):aY(;(t) ................................................... (1)
Is(t) = yYs (00 MR (2)
ddyr 2= MC () + L,(1)=Y5()) oo (3)
Y5(0) = Yo~ Yoot (4)

O<a<l!l O<y<l 0<A</
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Dimana Cj /5 dan Y; merupakan penyimpangan — penyimpangan
dari konsumsi , investasi , dan pendapatan awal. Penyimpangan
tersebut merupakan penyimpangan dari nilai - nilai kesetimbangan
yakni C,, [, dan Y, Persamaan pertama dan kedua dapat
disubstitusikan kedalam persamaan ketiga, dan didapat,

dy,

= MO0+ 1,0 =Y (1)

dY;‘ = @Y, (1) + 3, (1)~ Yy (1))

dy,

=Ma+7-1DY.(t
= (a+y-DY;@)
Yy = A(a +y—1)dt
Y5(1)

Persamaan diatas merupakan persamaan diferensial linier
homogen tingkat pertama, dan kita dapat menyelesaikannya

dengan menggunakan metode pemisahan variabel.

dafy _ Ma+y —1)dt
Y5(2)

Yy

Y5(0)

—~Ma+y-1dt=0

Variabel — variabel tersebut telah terpisahkan dan dengan

mengintegralkan persamaan tersebut didapat,

j;ﬂ;‘;) ~[ A +y -Dyar =j0

InY;(t)-A(a+y-1)=InK
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InY;(t)=Ala+y~1)+InK
InY;(t)-mK =At(a+y—-1)

an‘T(I):ﬂz(aH/—l)

Yo(’) = eﬂl(a+y—1)

Y, (1) = K™=
Karena Ys(t) ~ Yo- Yebilat = 0, K = ¥, - Y, maka
T80) = (¥, - V) " Fagl
Jadi,

Y&(t) — (Yo-Ye) e)u(a+ y-1)t

Karena o +v < 1, maka e*(** 7-1/!

—(0 dan Y —Y, apabila t — co.
Dalam arti ekonomi, penyimpangan dari pendapatan akan terus

mendekati harga kesetimbangan dari pendapatan dalam waktu yang

tak terbatas.

E.Beberapa Kasus Penerapan dalam Ekonomi
Persamaan diferensial tingkat satu ini dapat digunakan untuk
menyelesaikan model — model ekonomi seperti yang sudah
dibahas. Model Makro Domar, Model Hutang Domar, Model
Penyesuaian harga Evans termasuk dalam Fkonomi Makro yang

berarti bahwa ruang lingkup yang digunakan luas. Untuk Model
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Pendapatan — Konsumsi — Investasi termasuk dalam Ekonomi

Mikro yang berarti bahwa ruang lingkup yang digunakan sempit.

Persamaan diferensial linier tingkat satu ini dapat diterapkan untuk

biaya — biaya produksi maupun biaya — biaya nonproduksi.

Berikut ini beberapa contoh dari persamaan diferensial linier

tingkat satu selain model — model diatas :

1.

Sebuah perusahaan manufaktur berpendapat bahwa biaya
pengoperasian dan pemeliharaan perlengkapannya
berhubungan dengan selang waktu dari pemeriksaan
perlengkapannya. Dimana ¢ merupakan biaya pengoperasian
dan pemeliharaan perlengkapannya. x merupakan selang
waktu dari pemeriksaan perlengkapannya. Dan diketahui
persamaan dari laju perubahan biaya adalah :

de_b-1 _ ba
dx x x?

Sedangkan a dan 5 konstan. Nyatakanlah biaya tersebut
sebagai fungsi waktu x dan ¢ = ¢y ketika x = xy.

Jawab :

Persamaan diferensial linier :

de_b-1,__ba

C =
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Persamaan diferensial tersebut merupakan persamaan
diferensial linier nonhomogen. Kita dapat menyelesaikannya
dengan menggunakan langkah — langkah :

a) Tulis persamaan diferensial dalam bentuk baku.

EH[MJ __ba
dx x z

X

{x)dx

b) Tulis p (%eraan bilale p(x) = ¢

p(x)= 2D
w(x) = e_[p(x)dr
_(b—l)dx
v(x) = eJ-T
v(x) — o (Dinx
v(x)= R

¢) Gandakan bentuk baku persamaan dengan v ( x ) untuk

mendapatkan persamaan eksak.

ﬁx—(b—n + cx—(b—l)[_ (& _1)] k- x—(b—l){ﬁJ

dx x x
dic S =g P E ;b; dx.

d) Integralkan kedua ruas persamaan baru dan selesaikan.

d(ex )= x 0 _ 0% 4

2
X

x~6-D

cx N = —baJ. - dx

X



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

cx O = —ba_l.x_”"1 dx
b —ba _
ex O = Tyt K

ex "V =axP+ K

_ax "+ K
RSN

c=ax"x®D + Ky

c=ax' + Kx"?

a -
c=—=+Kx""!
X

¢ = ¢pjika x = xp maka

Sehingga persamaan menjadi :

a CyX,—a ,_
G e 0=l
X xb
0

Ini berarti bahwa biaya pengoperasian dan pemeliharaan

perlengkapan sangat bergantung dari waktu pemeriksaan
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perlengkapannya. Semakin lama waktu maka biaya yang
dikeluarkan juga akan semakin besar.

2. Biaya yang dikeluarkan suatu perusahaan untuk mengerjakan
dan memelihara mesin- mesinnya bergantung pada selang
waktu dari reparasi mesin — mesinnya . Dimana ¢ merupakan
biaya untuk mengerjakan dan memelihara mesin, x merupakan
waktu yang diperlukan untuk reparasi mesin —mesinnya. Dan
diketahui persamaan laju perubahan biaya adalah :

de ¢ 1

dx  x X

Nyatakanlah biaya sebagai fungsi x jika diketahui saat x = 10
maka ¢ =35,05.

Jawab :

Persamaan diatas merupakan persamaan diferensial linier
nonhomogen tingkat satu. Sehingga penyelesaiannya
menggunakan langkah — langkah :

a) Tulislah persamaan diferensial dalam bentuk baku.

dec ¢ 1

dx x T

b) Wulis ) (FCTTIng v — o0 2o

Pl =
X

vg) = el



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 4

v(x)= ej.—;d\
V(X) =e Inx
v(x)=x"

¢) Gandakan bentuk baku persamaan dengan v(x) untuk

mendapatkan persamaan eksak.

d(cx™)y=—-xx"" dx
d) Integralkan kedua ruas persamaan baku dan selesaikan.
d{cx™)y=—x2x"
cx = I—x_3dx

1
cxt=—x*+K
2,

C:L+Kx
2x

Saat x = /0 maka ¢ = 5,05 dengan demikian

5,05= L+ 10K
20

4p
2
Sehingga persamaan biaya menjadi :

1 1
c=—+—x
2x 2
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Ini berarti bahwa biaya untuk mengerjakan dan memelihara
mesin sangat bergantung dari selang waktu reparasi mesin —
mesinnya. Semakin lama selang waktu reparasi maka akan
semakin banyak pula biaya yang dikeluarkan. Untuk

meminimalkan biaya yang dikeluarkan kita dapat menghitung

dengan
i 1 L
c=—+—x
2x 2
¢'=0
- 12+l=0
2x 2
R
2x? 2
xt=1
x =1

Jadi untuk meminimalkan biaya yang dikeluarkan hendaknya

setiap 1 tahun diadakan reparasi mesin — mesinnya.

3. Sebuah pasar khusus untuk suatu komoditi ingin mengetahui
perbandingan antara hutang dan pendapatannya. Dimisalkan D
adalah hutang dari pasar tersebut dan y merupakan pendapatan
dari pasar tersebut. Jika diketahui bahwa laju hutang
merupakan proporsi tetap dari pendapatan dan laju pendapatan

merupakan proporsi tetap dari pendapatan.
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Bagaimana hubungan antara hutang dengan pendapatan dari
pasar tersebut ?
Jawab :

Kita buat kedalam persamaan dan didapat :

aD

E=ay(t)+ﬁ .............................. (1)
dy

E_}y(t) .................................... (2)
a>0 >0 y >0

Persamaan kedua merupakan persamaan diferensial linier
homogen tingkat satu. Sehingga kita dapat menyelesaikannya

dengan metode pemisahan variabel.

dy
~ ()

dy
= m(t)=0
" ()

Variabel — variabel telah terpisah dan dengan mengintegralkan

persamaan tersebut didapat

1
L dy—ydr =0
O

1
Jobs == Jo
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Iny(t)—y=InkK
ny()-InK =n

k

e}’f

(1) = Ke”
y=ypbila f = 0 maka K =y, dan didapat

(1) = yye”
Substitusikanlah kedalam persamaan pertama dari model dan
didapat

abD

E=C€V(f)+ﬂ

dabD

(745 e "
o a(y.e™)+ B

dD = (a(y,e™) + B)d
IdD = I(a(yoe”)+ ﬂ)z’t

D=%ye"+p+K
4
Karena D = Dy bila t = 0, maka K =D, — A V, . Ini berarti,
7
D=2y +p+D,~%y,
4 4

D=D,+Zy,(e" 1)+ pt
¥
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Penyelesaiannya menjadi
i #
D()=D, +—y,(e”" =)+ pt
4
Perbandingan hutang terhadap pendapatan adalah :

o
Dy+ =y (e" =D+ pr
by }/yo( )+ p

y(1) yoeﬂ

s . b
pwy_ 0, 7Y

+
y(1) yoeﬁ yoeﬁ Yo€

7"

@:&4_&(]_@_”)4_&

y(t) oy ¥ yoe”

pt

yoeﬂ

Maka bila t — oo, % — . Dalam kasus ini, perbandingan
y

hutang terhadap pendapatan meningkat sepanjang waktu tanpa

batas.
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4. Sebuah perusahaan taksi “ Jaya Makmur “ ingin mengetahui
bagaimana keadaan perusahaannya selama ini. Dimisalkan R
merupakan biaya menjalankan mobil dan S adalah nilai
penjualan . Dan diketahui bahwa laju perubahan biaya
berbanding terbalik dengan nilai penjualan dan laju perubahan
nilai penjualan merupakan proporsi tetap dari nilai penjualan.
Carilah fungsi dari nilai penjualan dan fungsi dari biaya
menjalankan mobil!

Jawab :

Kita buat kedalam persamaan dan didapat :

dR a

E—% ................................................ (1)
as

E:—AS(T) .............................................. (2)
a>0 A>0

Persamaan kedua merupakan persamaan diferensial linier
homogen tingkat satu.

ds
dt

= —AS(T)

4 | 1S@)=0
dt

1 ds
S(t) dt

LdS + Adt =0
S(r)
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Kita selesaikan dengan metode pemisahan, karena variabel —
variabel sudah terpisah maka kita dapat mengintegralkan

persamaan diatas

dS + Adt = 0
S(#)

1
_[S(Z)dS+_[ﬂdt:_[O

InS@)+ A =lnK
InS(t)—InK =-At

S@) _

In —At
SO _
K
S(t)=Ke™

Karena S = Spbilat = O maka K =S
S(t) = Soe"“

Substitusikanlah kedalam persamaan pertama dari model dan

mntegralkan.
R«
dt S()
drR _ «a
" ——
dR a

@ s,
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dR = [ﬁe* ]dt
S,

IdR = J‘Sie'“dt
0

R, =T
Spa
Karena R(1) = Ry bila ¢t = 0, maka K= R, — a
SeA
Ini berarti,
R()= 0[ e” 0" 0[

+
Sy A S, A

R(t)=R, + S“/i (* -1)

0

Penyelesaian model menjadi,

R(t)=R, +%(e“ ~1)

0

Jadi fungsi dari nilai penjualan adalah :
S(WES e &

Dan fungsi dari biaya menjalankan mobil adalah :

& . u
R(Y=R, +—(e” ~1
(1)=R, St( )

1]
Ini berarti bahwa biaya menjalankan mobil sangat ditentukan

oleh nilai awal penjualan.
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5. Perubahan laba bersih, P , karena pengeluaran advertensi, x ,
diberikan dengan persamaan

d—sz—a(P+x)
dx

Dimana a dan £ konstan. Carilah laba bersih sebagai fungsi x
jika P = Pyuntuk x = 0.
Jawab :
Persamaan diatas merupakan persamaan diferensial linier
nonhomogen tingkat satu. Sehingga dapat diselesaikan
dengan langkah — langkah sebagai berikut :

a) Tulis persamaan diferensial dalam bentuk baku.

ey
dx

d—P+aP=k—ax
dx

iy 2y aiig i T

p(x)=a
o) = e P
P L
W(x)=e™

¢) Gandakan bentuk baku persamaan dengan v ( x )

untuk mendapatkan persamaan eksak.

e”“'.d—P +e“aP = (k- ax)e™
dx
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d(Pe™)=(k—ax)e™ dx
d) Integralkan kedua ruas dan selesaikan
d(Pe®)=(k—ax)e™ dx

P(x)e” = J-(k— ax)e™ dx

P(x).e“ = jke”xdx—jae“xdx

P(x)e™ = Ee‘“ —ae™(x-1)
a

P(x) = k_ a(x 1)
a
P(x) = Py jikax =0

P0=£+a
a

2
P =k+a

a
aby=k+a’
k=aPy-a’
Sehingga penyelesaiannya menjadi,

P(x)= %—a(x -1)

P, -a’
P(x):a 0 — 4

—a(x—1)

Px) =Pp—a—ax + a

Ptx) = Pg—ax
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Ini berarti, semakin besar pengeluaran advertensi akan

menyebabkan semakin sedikit laba bersihnya.
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BAB IV
PENUTUP
Pada bagian ini, penulis akan menyajikan kesimpulan dari pembahasan pada bab —
bab sebelumnya dan saran.
A. KESIMPULAN
Beberapa kesimpulan yang dapat diambil :

1. Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat
turunan satu atau beberapa fungsi yang tidak diketahui.

2. Persamaan diferensial dapat diklasifikasikan berdasarkan orde
(tingkat ) dan derajat.

3. Persamaan diferensial dapat terbagi lagi menjadi dua kelompok
besar, yaitu persamaan diferensial linier dan persamaan diferensial
nonlinier.

4. Bentuk umum persamaan diferensial linier :

a,(x)y" +a, ()Y +. ra(x)y +ay(x)y = f(x)

Dimana ay, aj, ... , a, dan f adalah fungsi — fungsi kontinu pada
suatu interval yang memuat x dan a, (x ) # 0 pada interval itu.
Fungsi a, (x ) disebut fungsi — fungsi koefisien.

Syarat — syarat persamaan diferensial linier :

a. Fungsi yang belum diketahui dan derivatif — derivatifnya secara

aljabar hanya berderajat satu.

60
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C.

61

Tidak ada hasil kali yang berkaitan dengan fungsi yang belum
diketahui dan derivatif — derivatifnya dari dua atau lebih

derivatif.

Tidak ada fungsi transedental dari y, ', )", dan seterusnya.

Persamaan diferensial yang tidak linier disebut persamaan

diferensial nonlinier.

5. Bentuk umum persamaan diferensial linier tingkat satu :

a,(x)y' +a,(x)y = f(x),a; # 0 untuk semua x dalam [ q, b /.

Dengan membagi persamaan ini dengan a; ( x ) didapat

Y+ p(x)y =q(x).

Persamaan diferensial linier dapat dibagi menjadi dua, yaitu

persamaan diferensial linier homogen dan persamaan diferensial

linier nonhomogen.

6. Cara menyelesaikan persamaan diferensial linier tingkat satu :

a.

Persamaan diferensial linier tingkat satu homogen.

Bentuk umum : a,(x)y' +a,(x)y =0

Dapat diselesaikan dengan metode pemisahan. Beberapa
manipulasi aljabar harus dilakukan untuk memisahkan variabel
- variabel

Persamaan diferensial linier tingkat satu nonhomogen

Bentuk umum : a,(x)y' +a,(x)y = f(x).

Bentuk baku : y' + p(x)y = g(x).



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 6

Langkah menyelesaikan persamaan diferensial linier tingkat

satu nonhomogen :

( 1). Tulis persamaan diferensial dalam bentuk baku.

(2). Tulis p (x) dan hitung v (x ) = ejpmdx.

( 3). Gandakan bentuk baku persamaan dengan v (x ).

(4 ). Integralkan kedua ruas persamaan baru dan selesaikan ke
V.

Untuk langkah ( 3 ), penggandaan bentuk baku dengan v ( x )

menjadikan persamaan yang diketahui eksak. Dan ruas kiri

persamaan selalu merupakan diferensial total dari hasil kali

fungsi dengan faktor pengintegralan.

7. Penerapan persamaan diferensial linier tingkat satu dalam ekonomi
dapat dilihat dari model — model ekonomi. Beberapa model
ekonomi :

a. Model Makro Domar.
Model ini meperlihatkan hubungan dari tabungan, investasi dan
pendapatan dalam fungsi waktu. Dimana tabungan dan
investasi dipengaruhi oleh pendapatan dan laju pertumbuhan
pendapatan.

b. Model Hutang Domar.
Model ini memperlihatkan perbandingan dari pendapatan

nasional dengan hutang nasional. Dimana, perbandingan
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hutang nasional dengan pendapatan nasional meningkat
terbatas.

Model Penyesuaian Harga Evans.

Model ini memperlihatkan hubungan permintaan, penawaran
dan harga. Dimana harga akan terus mendekati harga
kesetimbangan dalam waktu yang tak terbatas.

Model Pendapatan — Konsumsi — Investasi.

Model ini menunjukan bahwa konsumsi dan investasi
merupakan fungsi linier dari pendapatan. Dan penyimpangan
dari pendapatan akan terus mendekati harga kesetimbangan

dari pendapatan dalam waktu yang tak terbatas.

1. Untuk Guru

Dalam proses belajar mengajar khususnya pembelajaran

matematika, hendaknya Guru juga menjelaskan penerapannya

dalam bidang — bidang kehidupan. Sehingga murid dapat

menangkap manfaat dari pembelajaran matematika.

2. Untuk Ilmu Matematika

Semoga karya ilmiah ini dapat dijadikan bahan untuk memperkaya

kajian dalam bidang matematika dan bidang ekonomi.
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