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Abstrak

Para matematikawan tidak berhasil membuktikan postulat kelima
Euclides sehingga muncul geometri non-Euclides. Dengan adanya geometri non-
Euclides, maka tulisan ini membahas lebih jauh mengenai model-model geometri
non-Euclides dalam bidang Euclides, untuk menunjukkan konsistensinya relatif
terhadap geometri Euclides. Metode pembahasan yang digunakan adalah studi
pustaka. Yang termasuk dalam geometri non-Euclides adalah geometri Hiperbolik
dan geometri Elliptik. Model-model geometri Hiperbolik dalam bidang Euclides
yang akan dibahas adalah model konformal dan model proyektif. Bidang dalam
geometri Hiperbolik berupa suatu lingkaran tetap yang ditentukan, pada model
konformal disebut lingkaran Q dan pada model proyektif disebut lingkaran o.
Dalam model konformal, titik dalam geometri Hiperbolik berupa sepasang titik
invers terhadap lingkaran Q dan garis berupa lingkaran tegaklurus pada lingkaran
Q. Sedangkan dalam model proyektif, titik-titik dalam geometri Hiperbolik
berupa titik-titik dalam lingkaran o dan garis berupa tali busur lingkaran o.
Dengan model konformal dan model proyektif dapat ditunjukkan bahwa dalam
geometri Hiperbolik terdapat dua garis melalui titik A tidak pada garis r yang
sejajar dengan garis r dan jumlah besar sudut-sudut suatu segitiga kurang dari dua
sudut siku-siku. Model dari geometri Elliptik yang akan dibahas adalah model
dari geometri Double Elliptic dan model dari geometri Single Elliptic. Model dari
geometri Double Elliptic berupa bola, titik-titik dalam geometri Elliptik berupa
titik-titik pada bidang bola, dan garis berupa lingkaran besar pada bola. Model
dari geometri Single Elliptic berupa setengah bola, titik-titik dalam geometri
Elliptik berupa titik-titik pada bidang setengah bola, dan garis berupa setengah
lingkaran besar. Dengan kedua model dari Geometri Elliptik tersebut dapat
ditunjukkan bahwa dalam geometri Elliptik tidak terdapat garis-garis sejajar dan

jumlah besar sudut-sudut suatu segitiga lebih dari dua sudut siku-siku.
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Abstract

Many mathematicians tried to prove the Euclid’s fifth postulate, but did
not succeed and resulted in finding non-Euclidean geometries. Non-Euclidean
geometries include Hyperbolic and Elliptic geometry. The purpose of this
literature study is to understand better the consistency of non-Euclidean
geometries, a relative consistency to Euclidean geometry using models. There are
two Euclidean models for the Hyperbolic geometry, one is the conformal model
and the other is the projective model. The conformal model uses a circle Q2; each
pair of inverse points represents a Hyperbolic point and each circle orthogonal to
Q represents a Hyperbolic line. The projective model uses another circle o; each
point inside circle o represents a Hyperbolic point and each chord of circle ®
represents a Hyperbolic line. Using these models, it can be shown that through a
point A not on a line r can be drawn two parallel lines to r, and also that the angle
sum of a triangle is less than two right angles. There are two kinds of Elliptic
geometry; the Double Elliptic geometry and the Single Elliptic geometry. The
Euclidean model of the Double Elliptic geometry is a sphere; each point on the
sphere represents an Elliptic point and a great circle represents an Elliptic line.
The Single Elliptic geometry uses a hemisphere as a model; each point on the
represents an Elliptic point and each great semicicle represents an Elliptic line.
Using these models, it can be shown that there are no parallel lines in Elliptic

geometry and also that the angle sum of a triangle is greater than two right angles.
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BAB I

PENDAHULUAN

A. LATAR BELAKANG

Dalam geometri Euclides terdapat lima postulat. Postulat kelimanya
menyatakan bahwa jika suatu garis lurus memotong dua garis lurus dan
membuat susut-sudut dalam sepihak kurang dari dua sudut siku-siku, kedua
garis itu apabila diperpanjang tak terbatas, akan bertemu di pihak tempat
kedua sudut dalam sepihak kurang dari dua sudut siku-siku. Beberapa
matematikawan menganggap bahwa postulat kelima ini bukan postulat dan
dapat dibuktikan dengan keempat postulat yang lain. Matematikawan yang
berusaha membuktikan postulat kelima ini antara lain Proclus dari
Aleksandria (410-485), Girolamo Saccheri dari Italia (1607-1733), Karl
Frederich Gauss dari Jerman (1777-1855), Wolfgang (1802-1860), dan
Nicolai Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856). Usaha ini tidak berhasil dan
mengakibatkan ditemukannya geometri non-Euclides.

Menurut Godel tidak ada bukti internal untuk konsistensi dari sistem-
sistem yang menyangkut himpunan tidak terhingga. Oleh karena itu
digunakan suatu model untuk menunjukkan konsistensi geometri non-
Euclides. Model ini merupakan model abstrak yaitu model yang
menginterpretasikan geometri non-Euclides pada sistem geometri Euclides
yang diasumsikan konsisten dan diperoleh konsistensi dari geometri non-

Euclides relatif terhadap geometri Euclides.
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Geomein non-Euchides klasik terdiri dant geometn Hiperbolik dan
geometrt Elliptik. Model dari geometri non-Euclides dalam bidang atau ruang
Euclides digunakan untuk menunjukkan konsistensi geometri non-Euclides.
Model ini digunakan untuk melukiskan garis—garis maupun sisiempat seperti
yang terdapat pada teorema — teorema dalam geometii non-Euchides. Apabila
garis—garis maupun sisiempat tersebut dapat dilukiskan menggunakan model
dalam bidang atau ruang Euclides ini maka geometri non-Euclides konsisten.

Ada dua model dari geometri Hiperbolik dalam bidang Euclides
yaitu model konformal yang ditemukan oleh Pomncare dan model proyektif
yang ditemukan oleh Beltrami-Kiein. Model dari geometri Elliptik dalam
ruang Euclides adalah bola.

Model dari geometri Hiperbolik akan digunakan untuk melukiskan
garis—garis yang istimewa seperti garis yang sejajar dengan suatu garis yang
ditentukan dan melalui satu titik di luar garis tersebut, garis sejajar
persekutuan dari dua garis yang berpotongan, garis yang tegakiurus pada
salah satu dari dua garis yang berpotongan dan sejajar dengan garis yang lain.
Model ini juga digunakan untuk melukiskan sisiempat Saccheri dan sisiempat
Lambert. Model dari geometri Elliptik akan digunakan untuk melukiskan

sisiempat Saccheri dan sisiempat Lambert.

B. PERUMUSAN MASALAH

Pokok - pokok masalah yang akan ditulis adalah :
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[m—

p

:€=-

Lh

Bagaimanakah model konformal dan model proyektif dari geometri
Hiperbolik?

Bagaimanakah model dari geometri Eiliptik?

Bagaimanakah penggunaan model konformal dan model proyekiif dalam
melukiskan gans — garis isimewa dalam geometri Hiperbolik?
Bagaimanakah penggunaan model konformal dan model proyektif dalam
melukiskan sisiempat Saccheri dan sisiempat Lambert dalam geometri
Hiperbolik?

Bagaimanakah penggunaan model dan geomem Elliptik  dalam
melukiskan sisiempat Saccheni dan sisiempat Lambert dalam geometri

Elliptik?

C. TUJUAN PENULISAN

Tujuan penulisan ini adalah :

1

1.

£

Mengetahui dan memahami model konformal dan model proyektif dari
geometri Hiperbolik,

Mengetahui dan memahami model dari geometri Elliptik.

Mengetahui dan memahami lukisan garis — garis istimewa dalam geometri
Hiperbolik yang dilukis dengan menggunakan model konformal dan
model proyektif dari geometri Hiperbolik.

Mengetahui dan memahami lukisan sisiempat Saccheri dan sisiempat
Lambert dalam geometni Hiperbolik yang dilukis dengan menggunakan

mode! konformal dan modei proyektif dari geometri Hiperbolik.
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5. Mengetahui dan memahami lukisan sisiempat Saccheri dan sisiempat
Lambert dalam geometri Elliptik yang dilukis dengan menggunakan

model dari geomerti Elliptik.

D. MANFAAT PENULISAN
Dengan mengetahui dan memahami model - model Geometri non-
Euclides (Geometri Hiperbolik dan Geometri Elliptik) kita dapat mengetahui
konsistensi geometri non-Euclides melalui lukisan garis — garis istimewa,
sisiempat Saccheri, dan sisiempat Lambert dalam geometri Hiperbolik dan

lukisan sisiempat Saccheri dan sisiempat Lambert dalam geometri Elliptik.

E. METODE PEMBAHASAN
Metode yang digunakan adalah metode studi pustaka yaitu dengan

mempelajari beberapa bagian materi dari buku acuan yang digunakan yang

tertera di daftar pustaka.

F. SISTEMATIKA PEMBAHASAN
Untuk memberikan gambaran yang lebih jelas mengenai penulisan
ini, diberikan uraian sistematika penulisan, sebagai berikut.
BABI PENDAHULUAN
Dalam bab ini diterangkan mengenai latar belakang masalah,
perumusan masalah, tujuan dan manfaat penulisan, metode

pembahasan, dan sistematika pembahasan.
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BABII LANDASAN TEORI
Dalam bab ini dibahas beberapa teori yang dipakai dalam
pembahasan bab berikutnya, yaitu : pengenalan geometri Hiperbolik
dan pengenalan geometri Elliptik. Pengenalan geometri Hiperbolik
berisi tentang postulat kesejajaran Hiperbolik, garis-garis sejajar,
sudut kesejajaran, segitiga asimtotik, garis tegaklurus persekutuan,
sisiempat saccheri, dan jumlah besar sudut-sudut suatu segitiga
dalam geometri Hiperbolik. Pengenalan geometri Elliptik berisi
tentang postulat kesejajaran Elliptik, sifat kutub, jumlah besar sudut-

sudut suatu segitiga, dan sisiempat Lambert dalam geometri Elliptik.

BAB III MODEL - MODEL GEOMETRI NON-EUCLIDES
Bab ini berisi uraian mengenai model-model geometri non-
Euclides dalam bidang atau ruang Euclides. Model dari geometri
Hiperbolik dalam bidang Euclides yaitu model konformal dan
model proyektif. Model dari geometri Elliptik yaitu model dari

geometri Double Elliptic dan model dari geometri Single Elliptic.

BAB IV BEBERAPA PENGGUNAAN MODEL - MODEL GEOMETRI
NON-EUCLIDES UNTUK MEMBUAT LUKISAN
Pada bab ini akan dibahas penggunaan model-model geometri non-
Euclides dalam membuat lukisan garis-garis yang melalui suatu

titik dan sejajar dengan suatu garis, garis yang tegaklurus pada satu
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garis dan sejajar dengan garis yang lain dalam geometri Hiperbolik

serta dalam lukisan sisiempat Saccheri dan sisiempat Lambert.

BABV PENUTUP
Bab ini memberikan kesimpulan berdasarkan pembahasan yang
diuraikan pada bab-bab sebelumnyadan saran yang berguna bagi

pengembangan penulisan lebih lanjut.
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BAB 11

LANDASAN TEORI

Bab ini terdiri dari dua subbab yaitu pengenalan geometri Hiperbolik
dan pengenalan geometri Elliptik. Perbedaan utama antara geometri Hiperbolik

dan geometri Elliptik terletak pada postulat kesejajarannya.

A. PENGENALAN GEOMETRI HIPERBOLIK
Geometri Hiperbolik ditemukan oleh Gauss, Bolyai, dan Lobachevsky

secara terpisah. Berikut ini postulat kesejajaran dalam geometri Hiperbolik.

Postulat Kesejajaran Hiperbolik
Melalui satu titik di luar garis dapat dibuat lebih dari satu garis yang
sejajar dengan garis tersebut.

Aksioma 2.1
Untuk setiap partisi dari semua titik pada suvatu garis dalam dua
himpunan yang tidak kosong sedemikian hingga tidak ada titik dari
masing — masing himpunan yang terletak antara dua titik dari
himpunan lainnya maka ada satu titik dari swatu himpunan yang
terletak di antara titik-titik himpunan tersebut dan setiap titik dari

himpunan lainnya.

Catatan :
Postulat digunakan untuk suatu pernyataan yang diterima tanpa bukti dalam
geometri jenis tertentu (misalnya geometri Hiperbolik) sedangkan oksioma
digunakan untuk suatu pernyataan dalam geometri pada umumnya.
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Aksioma 2.2
Jika A dan B dua titik berlainan, maka ada satu titik C yang
memenuhi [A B C].

[A B C] menyatakan titik B terletak di antara titik — titik A dan C.

Dalam teorema 2.1 akan ditunjukkan bahwa terdapat suatu sinar garis yang

terletak di antara sinar garis OA dan OB serta antara setiap sinar lainnya

dari himpunan itu dan setiap sinar dari himpunan lainnya.

Teorema 2.1
Untuk setiap partisi dari semua sinar daiam suatu sudut dalam dua
himpunan yang tidak kosong sedemikian hingga tidak ada sinar dari
masing — masing himpunan terletak antara dua sinar dari himpunan
lainnya, maka ada suatu sinar dari satu himpunan yang terletak antara
setiap sinar lainnya dari himpunan itu dan setiap sinar dari himpunan
lainnya.

Bukti :

0) B -

Gambar 2.1 Sinar yang terletak antara dua himpunan
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Diketahui ZAOB dan perpotongan semua sinar oleh garis AB.

Menurut aksioma 2.1, titik — titik pada AB dapat dibagi dalam dua
himpunan sedemikian hingga ada satu titik dari satu himpunan yang
terletak antara setiap titik dari himpunan itu dan setiap titik dari
himpunan lainnya. Sinar melalui O dan titik tersebut memberikan

sinar yang dimaksud. |

Teorema 2.2
Untuk sembarang titik A dan sembarang garis r yang tidak melalui A,
ada tepat dua sinar dari A dalam bidang Ar yang tidak memotong r
dan yang memisahkan semua sinar dari A yang memotong r dari
semua sinar lainnya yang tidak memotong r.

Bukti :

B C D E

Gambar 2.2 AD sinar terakhir yang memotong r

Pada garis r diambil dua titik B dan C dan dipandang sudut antara

sinar AC dan A/B. Sinar — sinar dalam sudut ini dapat dibagi dalam

dua himpunan yaitu himpunan sinar yang memotong C/B dan yang
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tidak memotong C/B. Himpunan — himpunan ini tidak kosong.
Menurut teorema 2.1 oleh partisi ini ada salah satu sinar dari salah
satu himpunan yang terletak antara setiap sinar lainnya dari himpunan
itu dan setiap sinar dari himpunan lainnya. Sinar istimewa ini disebut
pi. Akan dibuktikan bahwa p; adalah anggota himpunan sinar yang
tidak memotong C/B.

Jika p; memotong C/B misalnya di titik D, maka terdapat [B C D].

Menurut aksioma 2.2, dapat diambil suatu titik E sedemikian hingga
[C D E]. Maka sinar AE ini akan menjadi anggota himpunan yang
tidak memotong, karena p; atau sinar AD adalah sinar terakhir yang

memotong . Sinar AE juga anggota himpunan sinar yang memotong

C/B. Jadi terdapat kontradiksi dan disimpulkan bahwa p; adalah sinar

pertama yang tidak memotong sinar C/B dalam sudut antara sinar AC

dan A/B.

Dengan menukar peranan B dan C yaitu dengan memandang sinar —

sinar dalam sudut antara sinar AB dan A/C, diperoleh sinar istimewa
lainnya q; yang dapat dipandang sebagai sinar terakhir yang tidak
memotong B/C (untuk rotasi berlawanan arah jarum jam). Jadi,
terdapat dua sinar p; dan q; yang memisahkan semua sinar dari A
yang memotong garis r dari semua sinar lainnya dari A yang tidak

memotong 1. =



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 14

Gambar 2.3 p; dan q; tidak memotong r

Karena terdapat dua sinar garis yang tidak memotong garis r maka
diperoleh dua garis yang tidak memotong garis r. Garis a yang terbentuk
oleh sinar p; dan sinar yang berlawanan arah dengan p; tidak memotong r
pada arah kanan. Sedangkan garis b yang terbentuk oleh sinar q; dan sinar
yang berlawanan arah dengan q; tidak memotong r pada arah kiri. Karena
sinar garis p; dan q; merupakan sinar garis pertama dan terakhir yang tidak
memotong garis r maka garis a dan garis b dikatakan hampir berpotongan
dengan garis r.

Dalam geometri Hiperbolik, garis — garis pertama pada arah
berlainan yang melalui satu titik dan tidak memotong suatu garis yang
diberikan disebut garis — garis sejajar. Garis a sejajar pada arah kanan dan
garis b sejajar pada arah kiri dengan garis r. Dalam gambar 2.4 , garis PP
dan Q'Q berpotongan di titik A dan sejajar dengan garis r. Misalkan
terdapat suatu garis tegaklurus pada garis r dan melalui titik A yang
memotong r di titik B. ZBAP dan ZBAQ disebut sudut kesejajaran untuk
jarak AB. Garis — garis yang tidak berpotongan dan tidak sejajar disebut

garis — garis ultraparallel.
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Gambar 2.4 Garis — garis P'P dan Q'Q sejajar dengan garis

Teorema 2.3
Dua sudut kesejajaran yang berkorespondensi dengan segmen yang
sama adalah kongruen dan lancip.

Bukti :

Gambar 2.5 ZBAP dan ZBAQ sama besar dan lancip

Garis r mempunyai titik akhir di titik M dan N, A suatu titik tidak
pada garis r. Misalkan ZBAP dan ZBAQ seperti dalam gambar 2.5

adalah sudut kesejajaran untuk AB.
Misalkan ZBAP dan ZBAQ tidak kongruen, Z/BAP > ZBAQ. Oleh
karena itu terdapat suatu sudut, £ BAE sehingga mZ BAE =

mZBAQ. AE terletak dalam /BAP. Ditentukan titik F pada BN

sedemikian hingga BF = BE. Karena
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BF =BE

m<ZFBA = mZEBA

AB=AB
Maka ABAF = ABAE (8, Sd, S).
Diperoleh, m£ZBAF = m/BAE, padahal m/BAE = mZBAQ.
Sehingga m ZBAF = mZBAQ. Terdapat kontradiksi karena mZ/BAF
< m/BAQ dan disimpulkan bahwa mZBAP = mZBAQ.
Akan dibuktikan bahwa ZBAP dan ZBAQ lancip.
Misalkan ZBAP dan /BAQ siku — siku maka titik — titik A, P, dan Q
segaris. Diperoleh hanya satu garis yang sejajar dengan garis r.
Terdapat kontradiksi dengan postulat kesejajaran Hiperbolik dan

disimpulkan bahwa /BAP dan /BAQ tidak siku — siku.

<Q - P>
]
< S —

Gambar 2.6a ZBAP dan /BAQ siku — siku

Q P
A
o B -

Gambar 2.6b ZBAP dan ZBAQ tumpul
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Misalkan ZBAP dan #/BAQ tumpul. Terdapat suatu sinar garis dalam
/ZBAP dan /ZBAQ misalnya AC dan A—Dsehjngga ZBAC dan
ZBAD siku — siku. Diperoleh garis DC. Dengan demikian AB
tegaklurus pada DC dan garis r. Oleh karena itu DC ultraparallel

dengan garis r. Terdapat kontradiksi karena AP dan _A-a adalah sinar

garis pertama dan terakhir yang tidak memotong garis r. Jadi, ZBAP

dan ZBAQ lancip. ]

1. Garis — Garis Sejajar

Menurut Gauss, Bolyai, dan Lobachevsky, dua garis dikatakan
sejajar bila keduanya hampir berpotongan. Pada gambar 2.4, AP
merupakan sinar garis pertama yang tidak berpotongan dengan garis r.
Atau AP hampir berpotongan dengan garis r. Hal ini menyebabkan
PP’ hampir berpotongan dengan garis r sehingga PP’ dikatakan sejajar
dengan garis r.

Berikut ini akan dibuktikan beberapa teorema tentang
kesejajaran. Notasi p; digunakan untuk salah satu sinar garis dari garis

p yang terbagi dua oleh suatu titik pada garis tersebut.

Teorema 2.4

Jika p; sejajar dengan q; maka q; sejajar dengan p;.
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Bukti :
Misalkan sinar garis p; sejajar dengan sinar garis q;. A adalah

suatu titik pada sinar garis p; dan B suatu titik pada sinar garis q;.

A )
» L >P1
K
; >r,
\ [ >
B o INd

Gambar 2.7 Sinar garis p; sejajar dengan sinar garis q;

Garis bagi sudut A memotong sinar garis q; di titik C dan garis
bagi sudut B memotong AC di titik 1. Ditarik segmen garis 1J
yang tegaklurus sinar garis p;, segmen garis IK yang tegaklurus
AB, dan segmen garis IL yang tegaklurus pada q;. Karena
mZJAl = m/KAI
mZAJI = mZAKI
Al = Al
Maka AAJI = AAKI (Sd, Sd, S). Diperoleh IK = 1J. Karena
mZIKB =m/ILB
m/KBI = m/LBI
BI=BI

Maka AKBI = ALBI (Sd, Sd, S). Diperoleh IK = IL.
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Misalkan r; adalah garis bagi sudut LIJ maka refleksi sinar garis
qi terhadap r; menukarkan titik L dengan titik J dan sinar garis p;

dengan sinar garis q, sehingga q; sejajar dengan p;. ]

Teorema 2.5
Jika p; sejajar dengan q; dan q; sejajar dengan r; maka p; sejajar
dengan r;.
Bukti :
Misalkan p; sejajar dengan q; dan q; sejajar dengan r;. Titik
pangkal p1, q1, dan r; berturut — turut A, B, dan C yang segaris.
Akan dibuktikan untuk q; di antara p; dan r; dan untuk r; di antara p,
dan q;.

e Untuk q; di antara p; dan ;.
A

P1

v

D
A RNKSA
C > I

Gambar 2.8 q terletak di antara p; dan r;

Setiap sinar dari A dalam sudut antara 4C dan P1 memotong
sinar garis q karena p; sejajar dengan q;. Sinar ini juga
memotong r; karena q; sejajar dengan r;. Sehingga setiap sinar

dari A dalam sudut antara 4C dan p1 memotong r;. Maka p,

sejajar dengan r;.
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e Untuk r; di antara p; dan q;.

A E
> D1
B > q1

Gambar 2.9 1, terletak di antara p, dan q

Setiap sinar dari A dalam sudut antara AC dan p1 memotong
sinar garis q; karena p; sejajar q;. Sinar garis r; memotong AD
karena r; memisahkan titik A dan titik D pada 4D . Sehingga

setiap sinar garis dari titik A dalam sudut antara AC dan P

memotong r; maka p; sejajar dengan r;. ]

Teorema 2.6
Jika suatu sinar r; terletak diantara dua sinar sejajar maka ia
sejajar dengan keduanya.

Bukti :
Misalkan p; dan q; dua sinar yang sejajar. r; terletak di antara p,;
dan q;. Dalam gambar 2.9, titik pangkal p;, q;, dan r; berturut —
turut A, B, dan C. Dari pembuktian teorema 2.5 dan teorema 2.4
diperoleh bahwa r; sejajar dengan p;.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa r; juga sejajar dengan q;.

Karena p; sejajar dengan q; maka menurut teorema 2.4, q; juga
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sejajar dengan p;. Oleh karena itu setiap sinar dari titik B dalam

sudut antara BC dan q: akan memotong p;. Misalkan titik

potongnya adalah titik E. r; memisahkan titik B dan E sehingga r;
memotong BE. Jadi, setiap sinar garis dari titik B dalam sudut
antara BC dan q; memotong r; sehingga q; sejajar dengan ri.

Menurut teorema 2.4, r; juga sejajar dengan q;. Jadi r; sejajar

dengan p; dan q;. ]

Misalkan sinar garis p; mempunyai titik pangkal di titik A.
Sinar garis pertama yang melalui titikk A dan tidak memotong p;
adalah p; sendiri. Sehingga p; sejajar dengan p;. Kesejajaran
merupakan suatu relasi ekuivalensi karena sifat refleksif, simetrik, dan
transitif seperti ditunjukkan dalam teorema 2.4, teorema 2.5, dan
teorema 2.6 dipenuhi. Oleh karena itu terdapat himpunan garis — garis
yang sejajar dengan suatu sinar garis. Garis — garis sejajar ini melalui
satu titik di jauh tak terhingga yang oleh Hilbert disebut titik akhir.
Dua sinar garis sejajar dapat juga dikatakan sebagai dua sinar garis
yang mempunyai titik akhir persekutuan atau berpotongan di suatu

titik akhir.

3. Segitiga Asimtotik
Telah diketahui bahwa sinar — sinar garis sejajar mempunyai

titik akhir yang sama. Misalkan AM dan BM dua sinar garis sejajar
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maka bangun ABM disebut segitiga asimtotik. Salah satu sifat segitiga

asimtotik ditunjukkan dalam teorema 2.7.

Teorema 2.7
Sudut luar segitiga asimtotik ABM di titik A dan B masing
masing lebih besar dari sudut dalam di seberangnya.

Bukti :

Gambar 2.10 Segitiga asimtotik ABM
Diketahui segitiga asimtotik ABM dan titik C pada B/A. Akan

dibuktikan bahwa mZCBM > mZBAM.
Ditarik BD sehingga m/CBD = m/BAM. Misalkan m/CBD >

m/CBM maka BD memotong AM dan terbentuk segitiga
dengan sudut dalam sama besar dengan sudut luar di
hadapannya. Hal ini tidak mungkin. Sehingga disimpulkan

ZCBD tidak lebih besar dari Z/CBM.
Misalkan mZCBD = mZCBM. Ditentukan P titik tengah AB.

Ditarik PR tegaklurus pada BM . Ditentukan titik Q pada AM

berseberangan dengan titik R sedemikian hingga AQ = BR.
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Ditarik PQ. Karena mZCBD = mZCBM dan mZCBD =
m/BAM maka mZPBR = mZPAQ.

BR=AQ

m/PBR = m/PAQ

BP = AP
Maka ABPR = AAPQ (S, Sd, S). Sehingga titik — titik P, Q, R
segaris dan ZAQP siku — siku. Garis iii tegaklurus pada AM
dan BM. Sudut kesejajaran yang berkorespondensi dengan
jarak QR adalah sudut siku — siku. Menurut teorema 2.3, hal ini
tidak mungkin. Disimpulkan bahwa ZCBD tidak sama besar
dengan ZCBM. Diperoleh, mZCBD < mZCBM. Karena

m/CBD = m/BAM maka mZCBM > m/BAM. u

Teorema 2.8
Jika AB = A'B' dan m/BAM = m/B'A'M' maka mZABM =
m/ZA'B'M' dan A ABM = A A'B'M..

Bukti :

Gambar 2.11. AABM = A ABM'
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PadaA ABM dan A ABM', AB = A'B' dan m ZBAM =
m/B'A'M'. Akan dibuktikan bahwa mZABM = mZA'B'M.".
Misalkan mZABM # mZA'BM', mZABM > mZABM.
Dibuat ZABC dengan mZABC = mZAB'M'. BC memotong
AM di titik D. Ditentukan titik D' pada A'M’ sedemikian
hingga A'D' = AD, ditarik B'D’. Karena

AB=AB'

mZBAD = mZB'A'D'

AD' =AD

Maka AABD = A AB'D' (S, Sd, S). Diperoleh, mZABD

mZABD. mZABD = mZABC sehingga mZABC
mZABD'. Padahal mZABC = mZA'B'M'. Diperoleh,
mZABD' = mZ A'BM'. Hal ini tidak mungkin dan
disimpulkan bahwa mZ ABM = mZ A'B'M' danA ABM =

AA'BM'. n

3. Sisiempat Saccheri
Sisiempat Saccheri dibentuk dengan menggambarkan segmen
garis tegaklurus yang sama panjang pada ujung — ujung suatu segmen
garis. Kemudian segmen garis tegaklurus tersebut dihubungkan.

Sisiempat Saccheri berupa sisiempat samakaki. Alas sisiempat
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Saccheri adalah sisi yang dibatasi oleh kedua sudut siku — sikunya.
Sisi di depan sisi alas disebut puncak. Sudut — sudut yang membatasi
puncak disebut sebagai sudut puncak. Teorema 2.9 menunjukkan

bahwa sudut — sudut puncak tersebut sama besar dan keduanya lancip.

D C

o = =

L
A B
Gambar 2.12a Sisiempat Saccheri ABCD dengan

alas AB dan puncak CD

Teorema 2.9
Garis — garis yang menghubungkan titik tengah alas dan puncak
sisiempat Saccheri tegaklurus pada keduanya; sudut puncaknya

sama dan lancip.

Bukti :
D H (&

LI

i T
[ ]
A M B

Gambar 2.12b Sisiempat Saccheri ABCD
Misalkan AB merupakan alas sisiempat Saccheri ABCD. M

titik tengah AB dan H titik tengah CD . Akan dibuktikan bahwa

ZADC dan ZBCD sama besar dan keduanya lancip.
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Karena M titik tengah AB maka AM = MB

AD=BC

m/MAD = mZMBC

AM =BM
Sehingga AAMD = A BMC (S, Sd, S). Diperoleh, m ZMDA =
mZMCB.
Karena H titik tengah CD maka DH = HC.

DM =CM

HM = HM

DH =CH
Sehingga AMHD = A MHC (8, S, S). Diperoleh m ZMDH =
mZMCH.
Karena m/MDA = m/ZMCB maka

mZMDA + mZMDH = m/MCB + mZMCH
mZADH = mZBCH

Karena mZADH = mZADC dan m/BCH = mZBCD maka

m/ADC = m/BCD.

D

C E
\\N
A B

Gambar 2.13 ZADC dan ZBCD lancip
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Misalkan B/A mempunyai titik akhir di N. Ditarik sinar — sinar
garis DN dan CN yang sejajar dengan B/A dan E suatu titik
pada C/D. DN berada dalam ZADC dan CN berada dalam
ZBCE sehingga AB tidak berpotongan dengan DC . Menurut
teorema 2.7, dalam segitiga asimtotik CDN

mZECN > mZCDN
Dalam segitiga asimtotik ADN dan BCN,
DA=CB
m/DAN = m/CBN
Mefiutut teorema 2.8, AADN = A BCN.
#/ADN = m/BCN
Pada ADCN, in/CDN < mZECN (teorema 2.7). Katena
m/ADN = /BCN
m/CDN < m/ECN
maka
mZADC < m/BCE
m/BCD < mz/BCE
Sehingga, ZBCD lancip. Dengan demikian ZADC juga lancip.
Jadi, ZBCD dan ZADC sama besar dan keduanya lancip.
Akan dibuktikan bahwa MH tegaklurus pada AB dan CD.

Pada gambar 2.12AAMD = A BMC dan AMHD = AMHC

sehingga
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mZAMD + mZDMH = m/ZBMC + mZCMH
mZAMH = m/BMH
Diperoleh mZMHD = mZMHC dan mZAMH = mZBMH
sehingga ZAMH dan Z/DHM siku - siku dan disimpulkan MH

tegaklurus pada AB dan CD. ]

Lemma 2.1
Jika terdapat suatu garis yang menghubungkan titik tengah dua
sisi suatu segitiga dan ditarik garis tegaklurus pada garis tersebut

dari titik — titik ujung sisi yang lain maka terbentuk sisiempat

Saccheri.
Bukti :
C
H F/1 H\E G
S TANE
-
A D B

Gambar 2.14 Sisiempat Saccheri ABGH

Misalkan ABC suatu segitiga dengan D, E, dan F masing —
masing titik tengah AB, BC, dan AC. Kemudian ditarik garis

yang tegaklurus EF dari titik A dan B. Kedua garis tegaklurus



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI -6

tersebut memotong EF di titik G dan H. Akan dibuktikan

bahwa ABGH suatu sisiempat Saccheri.
Ditarik CJ dari titik C tegaklurus pada EF . Karena
AF =CF
mZAFH = mZCFJ
mZ£AHF = mZCJF
maka AAFH = ACF]J (S, Sd, Sd). Diperoleh, AH = CJ. Karena
BE =CE
mZ/BEG = mZCEJ
m£BGE = mZCJE
maka ABGE = ACJE (S, Sd, Sd). Diperoleh, BG = CJ.

Oleh karena itu AH = BG dan terbentuk sisiempat Saccheri

ABGH. n
Dari lemma 2.1 dapat disimpulkan bahwa sumbt sisi suatu
segitiga tegaklurus pada garis yang menghubungkan titik tengah dua

sisi yang lain. Dalam gambar 2.14, DI tegaklurus pada EF .

Lemma 2.2
Titik tengah segmen — segmen yang menghubungkan pasangan
titik yang berkorespondensi dari dua baris titik yang kongruen
terletak pada suatu garis lurus; kecuali jika segmen — segmen itu

mempunyai suatu titik tengah persekutuan.
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Bukti :
Misalkan A, B C, ... dan A;, By, C;, ...dua baris titik yang
kongruen. Titik — titik A, B, C, ... segaris, titik — titik A;, By, Ci,,
... segaris, dan AB = A;B,, BC = B,C,, dan seterusnya. Titik —
titik M, N, dan P masing — masing merupakan titik tengah E ,
B_BTI , dan FC_I Bila M, N, dan P berimpit maka semua segmen
mempunyai titik tengah yang sama. Misalkan M, N, dan P tiga
titik tengah yang berlainan, ditarik garis BM sehingga

diperoleh B, dengan MB, = MB.

== B

1 1
c, B2

Gambar 2.15 Titik — titik M, N, dan P segaris

Oleh karena itu B dan B, adalah titik — titik yang berlainan.
Titik B, dihubungkan dengan titik B; dan titik A, sehingga
sumbu BB, yang merupakan alas segitiga samakaki ByBjA;

juga merupakan sumbu dari alas segitiga B,B;B dan menurut

——

lemma 2.1 garis sumbu tersebut tegaklurus MN . Kemudian

ditarik 4B, dan ditentukan titik C, sehingga B,C, = BC.

Ditarik C,C, , C,M , dan MC . Karena

AM=A1M
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A1B2 =AB
MB = MB,

maka A ABM = A A;BM (S, S, S).

Karena
AM =AM
mZ MAC = mZzZ MA,C,
AC=A,C,

maka A ACM = A ACM (S, S4, S).

Oleh karena itu titik — titikk C,, M, dan C segaris dan M adalah
titik tengah CC, . Sumbu C,C, alas segitiga samakaki C2C1A
juga merupakan alas segitiga C;C;C dan menurut lemma 2.1

garis sumbu tersebut tegaklurus MP. Karena sumbu alas

segitiga samakaki B,BjA; dan C,Ci1A; merupakan garis yang

sama maka MN dan MP tegaklurus pada garis yang sama dan
M, N, P segaris. Jadi, M, N, dan P merupakan tiga titik yang

segaris. ]

Bila 4B dan 4B, pada gambar 2.16 sejajar maka MN
akan sejajar dengan AB dan 4, B, . Misalkan sudut kesejajaran untuk

garis AB dan 4B, adalah ZQRX dengan X titik akhir AB.
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A2 B G Q

Gambar 2.16 AB ,4,B, ,dan MN sejajar

RQX suatu segitiga asimtotik. MN terletak di antara AB dan A B

yang sejajar. Oleh karena itu bila MN tidak sejajar dengan AB dan
;11_1371 maka MN akan memotong salah satu dari kedua garis sejajar
tersebut. Itu berarti MN bukan tempat kedudukan titik tengah segmen
—segmen garis yang menghubungkan titik — titik dari dua baris titik
yang kongruen. Oleh karena itu apabila AB dan ZE; sejajar pastilah

MN sejajar dengan keduanya.

4. Garis Tegaklurus Persekutuan
Dalam geometri Hiperbolik, garis yang tidak sejajar belum tentu
berpotongan. Ada kemungkinan garis — garis tersebut ultraparallel
yaitu garis tidak berpotongan yang tidak sejajar. Dua garis
ultraparallel tegaklurus pada suatu garis yang disebut garis tegaklurus

persekutuan.
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Teorema 2.10
Dua garis yang ultraparallel mempunyai satu dan hanya satu

garis tegaklurus persekutuan.

Bukti :
, A B K N
E T g M
m [ [ [ I~y
C D L po H

Gambar 2.17 Garis 1 dan m ultraparallel

Misalkan 1 dan m dua garis ultraparallel. Diambil titik A dan B
pada garis | dan dibuat garis tegaklurus pada m melalui titik A
dan B. Jika AC = BD maka ABDC suatu sisiempat Saccheri dan
garis yang menghubungkan titik tengah 4B dan CD
merupakan garis tegaklurus persekutuan untuk 1 dan m.
Misalkan AC # BD, AC>BD. Ditarik CE dengan CE = BD.
Dari titik E ditarik EF pada pihak AC yang terdapat BD
sedemikian hingga mZCEF = mZDBQ dengan Q titik pada
B/A.

Akan ditunjukkan bahwa EF memotong garis 1.

Ditarik CM dan DM yang sejajar dengan B/A. Sinar — sinar

garis tersebut terletak dalam ZACH dan /BDH dengan H pada
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D/C. Pada segitiga asimtotik CDM, mZHDM > m~/HCM
(teorema 2.7). Dari titik C ditarik garis yang memotong garis 1 di

titik J dan membentuk ZHCJ dengan mZHCJ = mZHDM.
Karena CE = DB, mZHCJ = mZHDM dan BM sejajar dengan
DM maka EF juga sejajar dengan cJ pada arah N dengan N
titik akhir CJ .

ABDM = A ECN

—_—

Pada AACJ, EF memotong A4J di titik K. Jadi, EF

memotong garis 1. Ditarik KL tegaklurus pada gatis m. Pada
B/A ditentukan titik O sedemikian hingga BO = EK. Karena

EK =BO

mZCEK = mZDBO

CE=DB
Maka ACEK = ADBO (8, Sd, S).
Pada D/C ditentukan titik P sehingga DP = CL. Ditarik OP.
Karena

CK=DO

CL=DP

mZCLK = mZDPO

maka A CLK = A DPO (S, Sd, S). Diperoleh sisiempat CLKE

kongruen dengan sisiempat DPOB. Akibatnya OP tegaklurus

pada garis m dan OP = KL. LPOK suatu sisiempat Saccheri dan
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)

garis tegaklurus persekutuan untuk 1 dan m adalah garis yang

menghubungkan titik tengah KO dan LP.

Akan dibuktikan bahwa hanya terdapat satu garis tegaklurus
persekutuan untuk 1 dan m.

Misalkan ada dua garis tegaklurus persekutuan untuk 1 dan m
maka terdapat sisiempat yang keempat sudutnya berupa sudut
siku — siku. Hal ini tidak mungkin. Jadi, hanya terdapat satu

garis tegaklurus persekutuan untuk garis | dan m. ]

5. Garis Sumbu Sisi — Sisi Suatu Segitiga
Dalam geometri Hiperbolik, garis — garis sumbu sisi segitiga
berpotongan pada satu titik seperti halnya dalam geometri Euclides.
Teorema 2.11
Garis sumbu sisi — sisi suatu segitiga melalui suatu titik yang
sama.
Bukti :
¢ Kemungkinan pertama, garis sumbu dari dua sisi segitiga
berpotongan pada satu titik biasa. Misalkan ABC suatu
segitiga dengan D, E, dan F masing — masing titik tengah
AB, BC, dan AC. Garis sumbu dari 4B, BC, dan AC
masing — masing 1, m, dan n. Misalkan 1 dan m berpotongan
di titik biasa P. Akan dibuktikan bahwa garis n juga melalui

titik P.
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Gambar 2.18. 1, m, dan n melalui titik P

Karena AD = BD, mZADP = mZBDP, dan DP = DP maka
AADP = ABDP (S, Sd, S). Diperoleh PA = PB. Karena BE =
CE, mZBEP = mZCEP, dan EP = EP maka ABEP = ACEP
(S, Sd, S). Diperoleh PB = PC. Karena PA = PB dan PB = PC
maka PA = PC. Oleh karena itu titik P berjarak sama dari
titik A dan titik C. Itu berarti bahwa titik P terletak pada garis

n. Jadi, garis 1, m, dan n melalui titik P.

¢ Kemungkinan kedua, garis m dan n tidak berpotongan seperti
pada gambar 2.19. MN garis tegaklurus persekutuan dari m

dan n. Akan dibuktikan bahwa garis | tegaklurus pada MN .

C

Ny
/
1

; TM K

H N

Gambear 2.19. 1, m, dan n tegaklurus pada MN
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Misalkan ABC suatu segitiga dengan D, E, dan F titik tengah
AB, ﬁE, dan AC. Garis sumbu EB, ﬁ, dan AC masing
— masing adalah 1, m, dan n. Ditarik E, CcJ s BK , dan DL
tegaklurus pada MN . Kemudian ditarik AN , CN, CM, dan
BM . Dalam segitiga NFA dan NFC

AF =CF

mZAFN = mZCFN

FN=FN
maka A NFA = ANFC (S, Sd, S).
Dalam segitiga HNA dan JNC

mZAHN = mZCIN

AN =CN

mZANH = mZCNJ
sehingga A HNA = A JNC (Sd, S, Sd). Diperoleh AH = CJ.
Dalam segitiga MEC dan MEB

CE=BE

m/CEM = m/BEM

EM =EM
sehingga A MEC = A MEB (8, Sd, S).
Dalam segitiga JMC dan KMC

mZCJM = m/BKM

CM =BM
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m<JMC = mZKMB
maka A JMC = A KMB (84, S, Sd). Diperoleh CJ = BK.

Jadi, AH = CJ = BK. Diperoleh sisiempat Saccheri AHKB
sehingga DL tegaklurus pada MN . DL terletak pada garis L

Jadi, 1, m, dan n tegaklurus pada MN dan disimpulkan
bahwa garis — garis I, m, dan n berpotongan pada satu titik
ultra ideal.

¢ Kemungkinan ketiga, garis 1 dan m sejajar. Akan dibuktikan

bahwa garis n sejajar dengan | dan m dengan arah arah yang

sama.

N AR
AT
M L

< >
< e
n

Gambar 2.20 Segitiga asimtotik LMN

Misalkan garis n sejajar dengan garis |1 dan m pada arah yang
berlainan. Garis n sejajar dengan garis 1 dan berpotongan di
titik akhir M. Garis n sejajar dengan garis m dan berpotongan
di titik L. Oleh karena itu terbentuk segitiga asimtotik LMN.

Misalkan sebuah garis memotong garis 1 di titik S dan
memotong garis m di titik T. Ditarik TM dan ditentukan

titik R pada sinar yang berlawanan dengan TM. Garis ST
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terletak dalam dua sudut yang bertolak belakang, Z/NTM dan

ZRTL. Akibatnya ST tidak memotong garis n. Jadi, garis n
sejajar dengan garis 1 dan m pada arah yang sama. Tetapi
paling sedikit ada satu garis yang memotong ketiga garis 1, m,
dan n.

Misalkan ABC segitiga dengan D, E, dan F berturut — turut
merupakan titik tengah E, BC , dan AC. Besar ketiga
sudutnya berbeda dan ZC merupakan sudut yang paling
besar. Dibuat ZACK sedemikian hingga mA£ACK =

mZBAC. Dibuat ZBCL sedemikian hingga mZBCL =

mZABC. Ditarik garis m dan n sumbu BCdan AC.

A  RIL B
Gambar 2.21 AB memotong garis 1, m, dan n

Karena
mZKAF = mZKCF
AF =CF
mZAFK = mZCFK

maka A AKF = A CKF (S4, S, Sd).
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Oleh karena ituAACK samakaki dan garis n melalui titik K
pada AB. Karena

mZLBE = m/ZLCE

EL =EL

m/BEL = m/CEL
maka A BEL = A CEL (Sd, S, Sd).
Oleh karena ituABCL samakaki dan garis m melalui titik L
pada AB. Garis 1 merupakan garis sumbu AB. Sehingga,
AB memotong ketiga garis 1, m, dan n. Jadi, garis |, m, dan n

sejajar pada arah yang sama. [

6. Jumlah Besar Sudut Suatu Segitiga Dalam Geometri Hiperbolik

Dalam geometri Hiperbolik, jumlah besar sudut suatu

segitiga kurang dari jumlah besar dua sudut siku — siku.

Teorema 2.12

Bukti ;

Jumlah besar sudut — sudut suatu segitiga kurang dari dua

sudut siku — siku.

Suatu segitiga tidak mungkin mempunyai dua sudut siku —
siku atau dua sudut tumpul. Misalkan ABC suatu segitiga

dengan ZA dan /B lancip seperti dalam gambar 2.14. Titik

tengah AC dan BC berturut — turut disebut F dan E. Ditarik
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AH, BG, dan CJ tegaklurus garis EF. TerdapAAHF
kongruen dengan ACJH dan ABGE kongruen dengan ACJE.
AH=CJ=BG
ABGH suatu sisiempat Saccheri.
m/ACB = m/FCJ + m£JCE = m/FAH + mZ/GBE
Jumlah sudut — sudut AABC ialah
m/BAC + mZACB + mZCBA
=m/BAF +m/FAH +m/GBE + mZEBA
=m«/BAH + mZABG
Pada sisiempat Saccheri ABGH, maka /BAH dan ZABG
keduanya lancip. Jadi, jumlah besar sudut — sudutAABC

kurang dari dua sudut siku — siku. ]

B. PENGENALAN GEOMETRI ELLIPTIK
Geometri Elliptik merupakan salah satu geometri non-Euclides
yang ditemukan oleh Bernhard Riemann. Ada dua macam geometri

Elliptik yaitu geometri Single Elliptic dan geometri Double Elliptic.

Postulat Kesejajaran Elliptik

Tidak ada garis - garis yang sejajar dengan garis yang lain.

Dari postulat kesejajaran Elliptik diketahui bahwa dalam geometri

Elliptik tidak ada garis — garis yang sejajar. Jadi setiap dua garis selalu
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berpotongan. Teorema 2.13 ada dalam geometri Euclides yang digunakan
untuk membuktikan adanya dua garis sejajar. Namun teorema tersebut

tidak berlaku dalam geometri Elliptik.

Teorema 2.13 (dalam geometri Euclides)
Dua garis yang tegaklurus pada suatu garis adalah sejajar.

Bukti :
Misalkan diketahui dua garis 1 dan m. Kedua garis tersebut
tegaklurus pada garis n. Titik potong garis | dengan garis n adalah

titik A dan titik potong garis m dengan garis n adalah titik B.

|

i d
-4

Gambar 2.22 Misalkan garis 1 dan garis m tidak sejajar

Misalkan garis 1 dan garis m tidak sejajar. Maka kedua garis

tersebut akan berpotongan, misalnya di titik P seperti pada gambar
2.22. PA diperpanjang sehingga diperoleh titik P' dengan AP' =
AP. Selanjutnya, ditarik BP’ sehingga A ABP = AABP".

m<ZABP = mZABP'=90
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Sehingga BP berimpit dengan BP’ . Karena dua titik menentukan
satu garis maka garis |1 dan garis m berimpit. Terdapat kontradiksi
dengan pengandaian bahwa garis 1 dan garis m berlainan. Jadi,

garis 1 dan garis m sejajar. ]

Pada pembuktian teorema 2.13, Euclides menggunakan prinsip
pemisahan. Prinsip pemisahan menyatakan bahwa setiap garis membagi
bidang dalam dua setengah bidang yang tidak mempunyai titik
persekutuan. Sehingga setiap dua garis berpotongan pada satu titik dan
setiap garis memisahkan bidang dalam dua daerah.

Dalam geometri Elliptik berlaku postulat kesejajaran yang
menyatakan bahwa setiap dua garis selalu berpotongan. Sehingga
pembuktian teorema 2.13 dalam geometri Elliptik belum benar karena
disimpulkan bahwa garis 1 dan garis m sejajar. Garis 1 dan garis m tidak
sejajar apabila dua titik tidak menentukan satu garis. Sehingga Garis 1 dan
garis m berlainan dan keduanya berpotongan di titik P dan titik P'.

Jika prinsip pemisahan tidak digunakan maka titik P dan titik P'
dapat berimpit. Bila prinsip pemisahan tetap digunakan maka titik P dan
titik P' harus berlainan. Dengan demikian terdapat dua kemungkinan,
yaitu:

1.  Setiap dua garis berpotongan pada satu titik dan tidak ada garis

yang memisahkan suatu bidang menjadi dua setengah bidang
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(prinsip bahwa dua titik menentukan satu garis tetap digunakan
namun prinsip pemisahan tidak digunakan).

2.  Setiap dua garis berpotongan pada dua titik dan setiap garis
memisahkan bidang dalam dua setengah bidang (prinsip bahwa
dua titik menentukan satu garis tidak digunakan namun prinsip
pemisahan digunakan).

Kemungkinan pertama menghasilkan geometri Single Elliptic dan
kemungkinan kedua menghasilkan geometri Double Elliptic. Sehingga
diperoleh perbedaan mendasar antara geometri Single Elliptic dan

geometri Double Elliptic, yaitu :

Geometri Single Elliptic
- Dua garis berpotongan pada satu titik.
- Tidak ada garis yang memisahkan bidang menjadi dua setengah
bidang.
Geometri Double Elliptic
- Dua garis berpotongan pada dua titik.

- Setiap garis memisahkan bidang menjadi dua setengah bidang.

Dalam geometri Elliptik, garis yang dapat ditarik dari satu titik di
luar suatu garis dan tegaklurus garis tersebut banyaknya lebih dari satu

garis. Titik potong garis — garis tersebut disebut kutub dari garis tadi.
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1. Sifat Kutub
Misalkan terdapat suatu garis 1. Maka ada suatu titik K yang
disebut kutub dari garis 1, sedemikian hingga :
1. Setiap segmen yang menghubungkan titik K dengan suatu titik
pada garis 1 tegaklurus pada garis 1.

2. Titik K berjarak sama dari setiap titik pada garis 1.

2. Jumlah Besar Sudut Suatu Segitiga dalam Geometri Elliptik
Dalam geometri Elliptik, jumlah besar sudut suatu segitiga
lebih dari jumlah besar dua sudut siku - siku.
Teorema 2.14
Jumlah besar sudut — sudut suatu segitiga lebih dari dua sudut
siku — siku.

Teorema 2.14 akan dibuktikan pada bab IV subbab E.1.

3. Sisiempat Lambert
Sisiempat Lambert berupa sisiempat dengan ketiga sudutnya
berupa sudut siku - siku sedangkan sudut keempatnya berupa sudut
tumpul.
Teorema 2.15
Dalam sisiempat Lambert, ketiga sudutnya siku — siku
sedangkan sudut keempatnya tumpul dan setiap sisi yang
menyusun sudut tumpul ini mempunyai panjang kurang dari

sisi di hadapannya.
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Bukti :

A
Gambar 2.23 Sisiempat Lambert ABCD

Misalkan ABCD suatu sisiempat Lambert dengan sudut siku — siku di
titik A, B, dan D seperti pada gambar 2.23. Akan dibuktikan bahwa
ZC tumpul.

Menurut teorema 2.14, jumlah besar sudut masing — masing AABD
dan ABCD lebih dari dua sudut siku — siku. Oleh karena itu jumlah
besar sudut sisiempat ABCD lebih dari 360. Karena ZA, ZB, dan £D
siku — siku maka ZC tumpul.

Akan dibuktikan bahwa DC < AB dan BC < AD.

Misalkan BC = AD, terbentuk sisiempat Saccheri ABCD. Sehingga
ZADC dan ZBCD sama besar dan keduanya tumpul. ZADC siku —
siku. Terdapat kontradiksi dan disimpulkan BC tidak sama panjang
dengan AD.

Misalkan BC > AD. Ditentukan titik E pada BC sehingga BE = AD
dan mZADE = m/BED. ZADE lancip. Terdapat kontradiksi dan
disimpulkan bahwa BC tidak lebih besar dari AD. BC < AD. Dengan

langkah yang sama diperoleh DC < AB. [
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BABIII

MODEL - MODEL GEOMETRINON-EUCLIDES

Bidang Euclides banyak digunakan untuk melakukan pengukuran —
pengukuran dalam berbagai kegiatan. Oleh karena itu tidak sulit
membayangkan dan menggambarkan bidang Euclides dalam selembar kertas.
Bidang Euclides berupa bidang datar. Pada bab ini, bidang Euclides digunakan
untuk menggambarkan bidang dan geometri non-Euclides. Ada dua model
vang digunakan vyaitu model konformal dan model proyektif untuk
menggambarkan bidang dalam geometri Hiperbolik. Sedangkan bidang dalam

geometri Eiptik digambarkan dengan model dari geometri Double Elliptic.

A. MODEL KONFORMAL

Model konformal merupakan salah satu cara yang digunakan untuk
menggambarkan bidang Hiperbolik dalam bidang Euclides. Penyajian titik,
garis, dan bidang Hiperbolik dalam bidang Euclides adalah sebagai berikut.
» Bidang Hiperbolik berupa suatu bidang iingkaran tetap Q.

» Titik Hiperbolik berupa sepasang titik invers terhadap Q.
» Garis Hiperbolik berupa lingkaran vang tegaklurus pada lingkaran

tetap €2,

44
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1. Titik Hiperbelik
Sebuah titik Hiperbolik berupa sepasang titik invers terhadap
lingkaran Q. Tittk — titk A dan A" discbut sepasang titik invers
terhadap lingkaran Q vaitu Q(O,R) jika OA.OA' = R* . Misalkan
ABC segitiga stku — siku di itk C. Diambil tink D pada AB schingga

CcD tegaklurus AB..

B

. AC . AB
Karena A ABC sebangun dengan A ACD maka 7 P
A AC

AD.AB = (AC)*. Dengan demikian panjang segmen AD dikalikan

panjang segmen AB sama dengan kuadrat panjang sisi miring A ACD.
Hasil tersebut akan dipergunakan untuk menentukan mvers titik A..
Misalnya diketahui titik A terletak dalam lingkaran Q. Akan ditentukan

A" invers dan titik A.

—
\ A /i A \

Gambar 3.2 Sepasang titik invers A dan A
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Lukisan :

1) Ditarik garis OA.

2) Ditarik garis melalu titik A tegakiurus pada OA dan memotong
hngkaran tetap di titik T.

3) Ditarik garis singgung pada lingkaran tetap £2 di tittkk T yang
memotong O4 di titik A’ Diperoleh OAOA' =R’ dan A’

merupakan invers dari titik A terhadap O(O,R).

Invers dari tittk O tidak dapat ditentukan karena gans
tegaklurus pada garis yang melalui titik G tak hingga banyaknya.
Untuk titik A tidak sama dengan titik O, semakin jauh letak titik A
dari itk O maka letak oitik A' semakin dekat dengan titik O. Oleh
karena itu titik A yang terletak pada lingkaran tetap (2 mempunyai
invers A' berimpit dengan tiik A. Tink — tittk seperti imi

menggambarkan titik — titik di jauh tak terhingga.

Gambar 3.3 Semakin jauh letak titik A dari titikk G,

A" semakin dekat dengan titik O
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2. Garis Hiperbolik
Garis Hiperbolik berupa lingkaran vang tegakiurus pada
lingkaran tetap ). Dalam geometri Fuclides, dua lingkaran disebut
saling tegaklurus bila gans singgung masing — masing lingkaran di titik
potongnya saling tegaklurus. Garis Hiperbolik diperoleh dengan
langkah — langkah sebagai berikut.

M
A\\ \

\

/ \
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\ n PN Y
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Gambar 3.4 Salah satu garis Hiperbolik berupa O(P,PM)

Tukisan :
1) Pada lingkaran Q berupa O{O,R), diambii titik M, ditarik garis

singgung pada O(O,R) di titik M.

S

Ditarik suatu garis melalui titk O yang memotong garis singgung

tadi di titik P.

[F8}
R

Dibuat O(P,PM) yang tegakiurus pada lingkaran ( yang

menggambarkan sebuah garis Hiperbolik.

Postulat kesejajaran Hiperbolik menyatakan bahwa melalui
titik A di fuar garis r dapat ditentukan lebih darni satu garis yang sejajar

dengan r. Misalnya terdapat garis r berupa O(P,PM) dan titik A tidak
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pada r. Ganis — garis yang sejajar dengan gans r dan melalui tittk A
berupa O(P,,P\M) dan O(P,,P;N) seperti pada gambar 3.5. Garis —
garis yang sejajar dengan garis 1 tersebut digambarkan dengan langkah

— fangkah berikut.

Gambar 3.5 Garis — garis a dan b berupa O(P,,P;M) dan
O(P,,P>N) sejajar dengan garis 1

Lukisan :

1) Ditentukan garis r berupa O(P,PM) yang tegaklurus pada lingkaran Q.

2) Ditentukan titik Hiperbolik di luar garis r berupa sepasang titik invers
Adan A*.

3) Dibuat garis a berupa O(P;,P1M) yaitu lingkaran yang melalui titik —
titik A, A", dan M.

4) Dibuat garis b berupa O(P,,PaN) yaitu lingkaran yang melalui titik —

tittk A, A', dan N.
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3. Sudut Antara Dua Garis Hiperbolik
Garis Hiperbolik berupa lingkaran, oleh karena itu sudut
antara dua gari Hiperbolik diperoleh dengan menentukan sudut antara
dua lingkaran. Dalam geomeiri Eunclides, sudut antara dua lingkaran
yang berpotongan diperoleh dengan mengukur besamya sudut antara
garis singgung kedua lingkaran di titik potongnya. Besar sudut antara
dua garis Hiperbolik yang berpotongan ditentukan dengan langkah -

langkah berikut.

Gambar 3.6 ZKAL adalah sudut antara garis a

dan garis b

Lukisan :

1) Ditentukan garis a berupa O(P,PiM) yang tegaklurus pada
fingkaran 2.

2) Ditentukan garis b berupa O(P;,P,N) vang tegaklurus pada

lingkaran £).

3) Ditarik garis singgung pada O(P;,P;M) di titik A yaitu KA.
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4) Ditarik garis singgung pada O{P,.PaN) di titikk A yaitu LA . Besar

sudut antara garis a dan garis b sama dengan besar ZKAL.

B. MODEL PROYEKTIF
Model proyektif untuk bidang Hiperbolik dalam bidang Euclides
yang akan digunakan adalah model proyekiif yang ditemukan oleh
Eeltrami. Dalam model i, garis, titik, dan bidang digambarkan dengan
cara berikut.
» Bidang Hiperbolik berupa bidang lingkaran tetap ®.
» Titik Hiperbolik berupa titik — titik dalam lingkaran tetap o.

% Garis Hiperbolik berupa tali busur lingkaran tetap .

M
N Y
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Gambar 3.7 Garis a dan b sejajar dengan garisr
Lukisan :

1. Ditarik garis a berupa tali busur a.

>

Ditarik garis b berupa tali busur b yang memotong a di titik A.

(98]

Ditarik garis yang sejajar berupa tali busur MN. M dan N titik —

titik ideal b dan a.
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Garis — garis yang sejajar dengan r dan melafui titik A ditunjukkan
dalam gambar 3.7. M dan N titik akhir garis r. Garis a dan garis b sejajar
dengan 1 pada arah yang berbeda. Garis a sejajar dengan garis r pada arah
N sedangkan garis b scjajar dengan garis r pada arah M.

Dalam model proyektif, sudut — sudut antara dua garis yang
berpotongan berubah. Oleh karena itu penulis merasa perlu untuk
membahas model Beltrami-Klein. Model Belirami-Klein dapat dikatakan
sebagai gabungan antara model konformal dan model proyektif karena
dalam model ni sebuah titikk dan garis dapat dilukiskan dengan model
konformal dan model proyektif secara bersamaan. Model ini akan

digunakan untuk mengukur besar sudut terutama sudut siku — siku.

Gambar 3.8 BolaX

Misalkan suatu bola ¥ dalam ruang Euclides dengan persamaan

2 2,

7 + z = 1 dan y bidang ekuator bola X dengan persamaan

»
+
Lt

X" +v +7 =1, z=0 dan N kutub utara dari bola T dengan koordinat
(0,0,1). Diketahui tittk A; terletak pada bidang ekuator y seperti pada

gambar 3.4. Titk A, diproyeksikan pada titik B yang terletak pada
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setengah bola X belahan selatan menggunakan proyeksi stereografik.
Kemudian titik B diproyeksikan pada titik A, yang terletak pada bidang
ekuator Y menggunakan proyeksi orthogonal. Dengan cara yang sama,
diameter lingkaran y diproyeksikan pada dirinya sendiri.

Misalkan koordinat titik A, adalah (x; ,y;,0) terletak pada lingkaran
8, akan ditentukan koordinat titik B. Karena N(0,0,1) dan A; (x1,y1,0),

makd e ¥t

al . Diperoleh LI AT
x-0 y»-0 0-1 X

Misalkan -z + 1 = A, maka x = A X;, y = Ay;, dan z =1 - A. Persamaan
bola 2 menjadi

Ax2+ A%y + (1A =1

AV xZ+Hy i+ 1D)=2A
Bila A = 0, maka diperoleh x =0, y = 0, dan z = 1 yaitu koordinat titik N.

Bila A = # , maka diperoleh
x +y +1

2 2
X=#, y=%,dan
. iy | x+y +1

i 2 X +yl-1
z=1-—+ 2 N 2 .
xi+y +1 x +y +1
. ] . 2 2 2 2 _
Jadi koordinat titik B adalah | — X'z — yl2 ’ Xlz +Y12 1 .
Xp+y; +1 X7 +y° +1 %7 +yy +1

Titik B diproyeksikan orthogonal pada titik A, dengan koordinat

2x1 2yl O
XXyl +Ux+y+1
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Gambar 3.9 Garis @ dalam model Beltrami-Klein

Misalkan & suatu lingkaran tegaklurus pada lingkaran y di titik P
dan Q. Kemudian ditarik tali busur PQ dan C titik pusat lingkaran &
dengan koordinat (a,b). Persamaan lingkaran dengan pusat di titik tengah
OC adalah

(x — 1/2a)* +(y — 1/2bY* = (1/2a)* + (1/2b)?

X ax +y —by =0 Persamaan (1)
Karena x* +y* = 1 maka persamaan (1) menjadi

ax+by=1 Persamaan (2)
Persamaan garis kutub dari P terhadap lingkaran dengan persamaan
x>+ y? = 1 ditunjukkan oleh persamaan (2). Karena lingkaran & tegaklurus
pada lingkaran y maka £OQC siku — siku dan dengan teorema Phitagoras
diperoleh

(CQ)Y* =(COY* ~(0Qy’

=(*+b") -1

yaitu kuadrat panjang jari — jan lingkaran & sehingga persamaan lingkaran

& menjadi
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atau

Misalkan terdapat titik Ay(x; ,y)) terietak pada lingkaran & dan

Ax(x;',y; ') maka

. . 2,‘(1 s 2}-1
X1 N 2 2 -5 » yl = 2 2 ‘
Xty i P ol
atau
v I = 5 v, ! = i
Al - - Yi T
ax, + oy, ax, + by,

Oleh karena itu,

ax,’ +‘oy1‘

Dengan demikian titik A, terietak pada gans kutub dan P terhadap 8. ]

Kytub garis F_’Q_‘ terletak pada titik potong garis singgung hingkaran

v di P dan Q. Misalkan C kutub garis £Q . Suvatu garis dalam modet
proyektif dapat dilukiskan dalam mode! konformal dengan membuat
lingkaran dengan pusat di kutub garis tersebut dan melalui titik — ttik

akhirnya. Sebaliknya, suatu garis dalam mode! konformal dapat dilukiskan
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dalam model proyektif dengan menarik segmen garis yang
menghubungkan kedua titik akhirnya. Karena garis — garis dalam model
proyektif dapat dilukiskan kembali dalam model konformal maka besar
sudut antara dua garis yang berpotongan dapat diukur. Besar sudut antara
dua garis dalam model proyektif sama dengan besar sudut antara dua

lingkaran yang menggambarkan garis tadi dalam model konformal.

Gambar 3.10 MN dan PQ berpotongan di titik A,

Lukisan :

1. Ditentukan tali busur MN yang menggambarkan garis MN.
2. Ditentukan tali busur P_Q yang menggambarkan garis E MN
dan FQ berpotongan di titik A,.

3. Ditarik garis singgung pada lingkaran o di titk M dan N yang

berpotongan di titik Py.
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4. Dibuat O(P,P1M).

5. Ditarik garis singgung pada lingkaran o di titik P dan Q yang
berpotongan di titik P,.

6. Dibuat O(P,,P,P) yang memotong O(P1,P1M) di A; dan A,".

7. Ditarik garis singgung pada O(P;,P;M) di titik A,. Titik K terletak
pada garis singgung tersebut.

8. Ditarik garis singgung pada O(P,,P,P) di titik A;. Titik L terletak

pada garis singgung tersebut. Salah satu sudut yang terbentuk antara

garis MN dan E besarnya sama dengan besar ZKA L.

Misalkan MN dan Fé berpotongan di titik A. Dalam model
proyektif, garis MN dan .}@ berupa MN dan ﬁadan titik A berupa titik

A,. Dalam model konformal, garis MN dan @ berupa O(P;,P1M) dan

O(P,,P,P) dan titik A berupa sepasang titik Invers A; dan A;". Salah satu

—

sudut yang terbentuk antara garis MN dan FQ besarnya sama dengan
besar Z/KA,L dengan K pada garis singgung O(P;,P;M) dan L pada garis
singgung O(P,,P,P).

Selanjutnya akan dilukiskan dua garis yang saling tegaklurus,
misalnya kedua garis tersebut adalah garis 1 dan m. Ada tiga kemungkinan

lukisan garis 1 dan m.
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¢ Kemungkinan pertama, | dan m berupa diameter lingkaran tetap .
Dalam kejadian ini, garis 1 dan m dilukiskan tegaklurus sama seperti
dalam geometri Euclides.

¢ Kemungkinan kedua, hanya m yang berupa diameter. Maka garis 1

berupa tali busur lingkaran tetap o yang tegaklurus garis diameter m.

Gambar 3.11 Garis 1 tegaklurus pada m
4 Kemungkinan ketiga, 1 dan m bukan diameter. 1 dan m tegaklurus jika 1
dan m digambarkan oleh dua lingkaran yang berpotongan tegaklurus.
Misalkan P dan Q titik akhir garis m serta R dan S titik akhir garis 1.

Garis 1 berupa O(P;,P1P) dan garis m berupa O(P,,P,R).

Gambar 3.12 Garis | tegaklurus m
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Lukisan :

1.

Ditentukan garis 1 berupa tali busur 1 dengan titik ideal di P dan Q.

. Dicari titik kutub PQ yaitu titik P;.

. Dibuat O(P;,P;P).

. Ditarik garis singgung lingkaran y di titik R yang memotong }@ di

titik P,.

. Dibuat O(P,,P,R) yang memotong lingkaran vy di titik R dan S.

. Ditarik tali busur RS yang menggambarkan garis m tegaklurus

garis L.

Dari pembahasan mengenai model konformal dan model

proyektif disimpulkan adanya persamaan dan perbedaan kedua model

tersebut.

Persamaan model konformal dan model proyektif

> Bidang Hiperbolik berupa bidang lingkaran.

» Titik akhir suatu gatis berupa titik pada lingkaran tetap Q atau .

» Dua garis sejajar digambarkan berpotongan pada lingkaran tetap

Q atau .

Perbedaan model konformal dan model proyektif

> Model konformal :

+¢ Titik berupa sepasang titik invers terhadap lingkaran tetap Q.
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+» Garis berupa lingkaran yang tegaklurus pada lingkaran tetap
Q.
> Model proyektif
« Titik berupa titik dalam lingkaran tetap .
++ Garis berupa tali busur lingkaran tetap ®.
Hubungan antara model konformal dan model proyektif
tampak jelas dalam proyeksi suatu bola pada bidang Euclides. Bola
tersebut mempunyai jari — jari sama dengan jari — jari lingkaran © dan

menyinggung bidang Euclides di titik O.

pmirr—

Gambar 3.13 Proyeksi suatu bola pada bidang Euclides

Bidang bola diproyeksikan pada Dbidang Euclides
menggunakan proyeksi orthogonal sehingga diperoleh lingkaran ®
yang sama besar dengan lingkaran ekuwator . Sedangkan proyeksi
stereografik bidang bola pada bidang Euclides menghasilkan

lingkaran Q.
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Proyeksi lingkaran yang tegaklurus pada ekuator B berupa
lingkaran yang tegaklurus pada lingkaran Q terletak pada bidang
Euclides. Titik — titik pada setengah bola di bawah lingkaran ekuator
di proyeksikan pada titik — titik dalam bidang lingkaran Q. Sedangkan
titik — titik pada setengah bola di atas lingkaran ekuator B di

proyeksikan pada titik —titik di luar bidang lingkaran Q.

C. MODEL DARI GEOMETRI DOUBLE ELLIPTIC
Model dari geometri Double Elliptic dalam ruang Euclides
berupa bola. Titik dalam geometri Double Elliptic berupa titik pada bola
dan garis berupa lingkaran besar bola. Lingkaran besar bola merupakan

lingkaran pada bola dengan titik pusat bola sebagai titik pusat lingkaran.

Gambar 3.14. | salah satu garis dalam model dari

geometri Double Elliptic

Diambil satu garis pada bidang bola vy, misalnya garis 1. Garis —

garis yang tegaklurus garis 1 berpotongan pada titik U dan titik S. Titik U
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dan titik S disebut kutub dari garis 1. Panjang setiap garis Elliptik sama dan
konstan karena bidang Elliptik berupa bola. Masing — masing garis tersebut
membagi bidang Ellliptik menjadi dua setengah bidang sehingga setiap dua
garis saling berpotongan pada dua titik.

Garis Ellliptik berupa lingkaran besar bola dalam ruang Euclides.
Oleh karena itu sudut antara dua garis yang berpotongan ditentukan dengan
mengukur sudut antara dua lingkaran yang berpotongan. Misalkan garis k
dan garis | berpotongan di titik A dan A’ seperti dalam gambar 3.14. Sudut
antara garis k dan garis 1 sama dengan sudut antara bidang yang melalui
lingkaran AUA'S dan bidang yang melalui lingkaran BACA'.

Selain model dari geometri Double Elliptic, bidang dalam geometri
Elliptik juga dapat digambarkan dengan model dari geometri Single
Elliptic. Apabila setiap dua titik yang diametrial dipandang sebagai satu
tittk maka akan diperoleh model dari geometri Single Elliptic dalam ruang
Euclides berupa setengah bola. Dalam model ini, titik — titik Elliptik
digambarkan oleh titik — titik pada bidang setengah bola dan garis Elliptik

digambarkan oleh busur lingkaran besar pada bidang setengah bola.

Gambar 3.15 Garis r berupa busur ATA'
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Garis — garis Elliptik selalu tertutup sehingga titik A diidentikkan
dengan titik A' dengan A' titik yang diametrial dengan titik A. Garis — garis
tidak memisahkan bidang Elliptik menjadi dua setengah bidang sehingga
setiap dua garis berpotongan pada satu titik.

Dari pembahasan mengenai model geometri Double Elliptic dan
model dari geometri Single Elliptic diperoleh persamaan dan perbedaan
kedua model geometri Elliptik tersebut.

Persamaan
» Setiap garis memiliki kutub.
» Panjang garis — garis Elliptik sama dan konstan.
Perbedaan
» Model dari geometri Double Elliptic:
« Bidang Elliptik berupa bidang bola.
« Qaris Elliptik berupa lingkaran besar bola.
< Prinsip pemisahan digunakan.
+» Setiap dua garis berpotongan pada dua titik.
» Model dari geometri Single Elliptic:
% Bidang Elliptik berupa bidang setengah bola.
¢ Garis Elliptik berupa busur lingkaran besar bola.
¢ Prinsip pemisahan tidak digunakan.

¢ Setiap dua garis berpotongan pada satu titik.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BAB IV
BEBERAPA PENGGUNAAN MODEL - MODEL

GEOMETRI NON-EUCLIDES UNTUK MEMBUAT LUKISAN

Dalam bab ini akan dibicarakan beberapa penggunaan model — model
geometri non-Euclides yaitu untuk menggambarkan adanya garis — garis yang
melalui satu titik di luar garis r dan sejajar dengan garis r, suatu garis yang
sejajar dengan dua garis berpotongan, suatu garis yang tegaklurus pada salah
satu dari dua garis berpotongan dan sejajar dengan garis yang lain, sisiempat

Saccheri dan sisiempat Lambert.

A. LUKISAN DUA GARIS MELALUI SATU TITIK SEJAJAR

DENGAN SUATU GARIS DALAM GEOMETRI HIPERBOLIK

Postulat kesejajaran Hiperbolik menyatakan bahwa melalui satu
titik A di luar garis r terdapat lebih dari satu garis melalui A yang sejajar
dengan garis r. Garis — garis sejajar tersebut akan digambarkan dalam

model konformal dan model proyektif.

A.l. Dalam Model Konformal

Garis r berupa lingkaran yang tegaklurus lingkaran Q2 dan
titik A berupa sepasang titik invers A dan A. Misalkan titik M dan

N merupakan titik akhir garis r. Garis — garis yang melalui titik A

63
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dan sejajar dengan garis r berupa lingkaran yang tegaklurus pada
lingkaran  dan melalui titik A dan A", Salah satu lingkaran juga
melalui titik M dan lingkaran yang lain melalui titik N seperti dalam

gambar 3.5.

A.2. vaiam Model Proyektif
Garis 1 berupa tali busur lingkaran ® dan titik A berupa
titik dalam hingkaran ®. Misalkan tittk M dan N merupakan titik
akhir garis r. Garis — garis yang melalui titik A dan sejajar dengan
garis r berupa tali busur lingkaran ® dan melalui tittk A. Salah satu
tali busur tersebut Juga malalw. titik M dan tali busur vang lain

melalui titik N seperti dalam gambar 3.7.

B. LUKISAN GARIS SEJAJAR PESEKUTUAN DENGAN DUA

GARIS DALAM GEOMETRI HIPERBOLIK

Pada subbab sebelumnya telah dilukis garis — garis yang sejajar
dengan suatu garis yang diketahui dan melalui satu titik di lvar garis
tersebut. Pada subbab im akan dibuat lukisan sebabiknya. Diketahw dua
ganis yang melahn satu. titik kemndian akan. dilukis suatu ganis vang sejajar

dengan kedua garis tersebut.
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B.1. Dalam Model Konformal

Garis | dan garis m berupa lingkaran tegaklurus pada

lingkaran €). Lingkaran yang menggambarkan garis 1 memotong
lingkaran Q di titik titik L dan M adalah titik - tink akbur garis 1.

. Lingkaran yang menggambarkan garis m memotong lingkaran Q di
titik titik N dan Q adalah titik akhir — titik garis m. Kedua lingkaran
yang menggambarkan garis 1 dan garis m berpotongan di tittk R dan

R'. Akan dilukiskan garis sejajar persekutuan untuk garis 1 dan m

berupa lingkaran yang tegaklurus pada lingkaran Q dan melalui titik

Mdan N.

Gambar 4.1 MN garis sejajar persekutuan untuk garis |
dan m dalam model konformal
Lukisan :
a. Ditentukan garis | berupa O(P,;,P;M) tegaklurus pada lingkaran Q.

b. Ditentukan garis m berupa O(P,,P,N) tegaklurus pada lingkaran Q.
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c. -Ditarik garis singgung lingkaran Q di titik M dan N. Kedua garis

singgung tersebut berpotongan di titik Pj.

d. Dibuat O(P;,P;Q) menggambarkan MN yang sejajar dengan garis |

dan m.

B.2. Dalam Model Proyektif

Garis 1 dan garis m berupa tali busur lingkaran o yang
berpotongan di titik R. Tali busur yang menggambarkan garis 1
memotong lingkaran Q di titik titik L. dan M adalah titik — titik akhir
garis 1. Tali busur yang menggambarkan garis m memotong
lingkaran Q di titik titik N dan Q adalah titik — titik akhir garis m.
Kedua tali busur yang menggambarkan garis 1 dan garis m
berpotongan di titik R. Akan dilukiskan garis sejajar persekutuan

untuk garis 1 dan m berupa tali busur yang melalui titik M dan N.

Gambar 4.2 MN garis sejajar persekutuan untuk garis 1

dan m dalam model proyektif
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Lukisan :

a. Ditentukan garis 1 berupa tali busur lingkaran © yang melalui
tittk L dan M.

b. Ditentukan garis m berupa tali busur lingkaran © yang melalui

titik N dan Q.

¢. Ditarik MN yang menggambarkan MN yang scjajar dengan

garis | dan m.

C. LUKISAN GARIS TEGAKLURUS PADA SATU GARIS DAN
SEJAJAR DENGAN YANG LAIN DALAM GEOMETRI

HIPERBOLIK

Pada subbab berikut akan dilukis garis yang tegaklurus pada salah
satu dari dua garis yang berpotongan dan sejajar dengan garis yang lain.
Dengan kata lain akan dilukis suatu jarak yang berkorespondensi dengan
suatu sudut lancip yang dipandang sebagai sudut kesejajaran. Sudut lancip
tersebut sama dengan sudut lancip yang terbentuk oleh kedua garis yang
berpotongan tidak tegaklurus tadi. Jarak yang berkorespondensi dengan
sudut lancip tersebut akan diperoleh dengan melukis suatu garis sejajar

persekutuan dalam model konformal dan model proyektif.
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C.1. Dalam Model Konformal
Garis | dan garis m berupa lingkaran tegakiurus pada lingkaran
Q. Lingkaran yang menggambarkan garis 1 memotong lingkaran Q di titik
tittk K dan L adalah titk akhir gans |. Lingkaran yang menggambarkan
garis m memotong lingkaran Q di ntk titk M dan N adalah itk akhir
garis m. Kedua lingkaran yang menggambarkan garis 1 dan garis m

berpotongan di titik A dan A° membentuk sudut lancip. Akan dilukiskan

garis LR yang sejajar dengan garis | dan tegaklurus pada garis m berupa
lingkaran yang tegaklurus lingkaran Q di titik L dan tegaklurus lingkaran

yang menggambarkan garis m.

Gambar 4.3 Garis LR tegaklurus pada garis m dan

sejajar dengan garis 1

Lukisan :

1) Ditentukan garis 1 berupa O(P,,P,L) tegaklurus pada lingkaran (2.
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2) Ditentukan garis m berupa O(P,,P,M) tegaklurus pada lingkaran
Q dan memotong O(P,P;L) di titik A dan A. O(P,,P,M)

memotong lingkaran € di titik M dan N.
3) Ditarik garis MN dan garis singgung lingkaran Q di titik L.
Kedua garis tersebut berpotongan di titik Ps.

4) Dibuat O(P3,P;L) yang menggambarkan LR garis sejajar

dengan garis 1 dan tegaklurus pada garis m.

C.2. Dalam Model Proyektif

Garis LR yang tegaklurus pada garis m dan sejajar
dengan garis | dalam model proyektif berupa tali busur yang
terletak pada garis yang melalui kutub garis m dan salah satu

titik akhir garis 1.

Gambar 4.4 Garis LR dalam model proyektif
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D. SIFAT YANG DIMILIKI OLEH SETIAP SISIEMPAT SACCHERI DAN
SISIEMPAT LAMBERT DALAM GEOMETRI HIPERBOLIK
Dalam subbab berikut akan dilukiskan sisiempat Saccheri dan
sisiempat Lambert menggunakan model konformal dan model proyektif.
D.1. Sifat Yang Dimiliki Oleh Setiap Sisiempat Saccheri
Sifat yang dimiliki oleh setiap sisiempat Saccheri adalah besar
sudut puncaknya sama dan lancip. Sifat ini telah dibuktikan dalam
teorema 2.8 dan akan ditunjukkan dalam model konformal dan model
proyektif.

D.1.a Dalam Model Konformal
Ditentukan segmen AB berupa busur AB dari lingkaran yang
tegaklurus lingkaran Q. Ditarik AD tegaklurus pada AB di titik A.

Ditarik BC tegaklurus pada 4B di titik B dengan BC = AD.

Gambear 4.5 Sisiempat Saccheri ABCD dalam model konformal
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Lukisan :
1) Ditentukan AB berupa O(P,P1M) tegaklurus pada lingkaran Q.

2) Ditarik garis melalui titik A dan tegaklurus AB berupa O(P,,P,A)
dengan P; titik potong garis kuasa Q2 dan O(P,,P;M) dengan sumbu

AA' . Ditentukan titik D pada O(Py,PA).

3) Ditarik garis melalui titik B dan tegaklurus AB berupa O(P;,P;B)

dengan P; titik potong garis kuasa Q dan O(P;,P;M) dengan sumbu

BB' . Ditentukan titik C pada ©(P3,P;B) dengan AD = BC.

4) Ditarik DC berupa O(P4,P4sD) dengan P, titik potong sumbu ccC'

dan DD’ .

D.1.b Dalam Model Proyektif
Ditentukan segmen AB berupa tali busur lingkaran .

Ditarik AD tegaklurus pada 4B di titik A. Ditarik BC

tegaklurus pada 4B di titik B dengan BC = AD.

Gambar 4.6 Sisiempat Saccheri ABCD dalam model proyektif
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Lukisan :

1))
2)
3)
4)
5)

6)

Ditentukan A5 yang digambarkan oleh tali busur MN.
Dicari kutub dari MN yaitu titik P.

Ditarik garis AP dan BP.

Ditarik- AD yang terletak pada AP.

Ditarik BC yang terletak pada BP dengan BC = AD.

Ditarik CD . ABCD Sisiempat Saccheri dalam model proyektif.

D.2 Sifat Yang Dimiliki Oleh Setiap Sisiempat Lambert

Sifat yang dimiliki oleh setiap sisiempat Lambert adalah besar

sudut keempatnya kurang dari sudut siku — siku. Ketiga sudut yang lain

berupa sudut siku — siku. Sifat ini akan ditunjukkan dengan lukisan dalam

model konformal dan model proyektif.

D.2.a Dalam Model Konformal

Ditentukan garis — garis TB E_@ 2[3 dan DC berupa

lingkaran — lingkaran yang tegaklurus lingkaran (2 membentuk suatu

sisiempat dengan £CBA, ZBAD, dan £ADC siku — siku.
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P

Gambar 4.7 Sisiempat Lambert ABCD dalam model konformal

Lukisan :
1) Ditentukan garis AB berupa O(P;,P1M) tegaklurus pada lingkaran Q.

2) Ditarik suatu garis yang melalui titik B dan tegaklurus pada AB berupa

lingkaran yang melalui titik B dan pusat pada titik potong garis kuasa

lingkaran €2 dan sumbu BB' . Ditentukan titik C pada lingkaran tersebut.

3) Ditarik suatu garis yang melalui titik A dan tegaklurus pada AB berupa

O(P,,P2A), P, titik potong garis kuasa lingkaran Q dan sumbu AA

Ditentukan titik D pada lingkaran tersebut dengan BC = AD.

4) Ditarik DC berupa lingkaran yang melalui titik C dan D dengan pusat pada

titik potong sumbu CC’ dan DD'.
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D.2.b Dalam Model Proyektif

Ditentukan garis — garis AB , E—é E dan DC berupa tali
busur lingkaran ® membentuk suatu sisiempat dengan ZCBA, ZBAD,

dan ZADC siku — siku.

Gambar 4.8 Sisiempat Lambert ABCD dalam model proyektif

Lukisan :

1) Ditentukan AB yang digambarkan oleh tali busur MN.

2) Dicari kutub garis MN yaitu titik P,.

3) Ditarik garis tegaklurus pada AB di titik B berupa tali busur QR
yang terletak pada E]—’; ,

4) Ditarik garis tegaklurus pada AB di titik A berupa tali busur ST

yang terletak pada ;E ,
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5) Dicari kutub garis MN yaitu titik P,.
6) Ditarik DC berupa tali busur UV yang terletak pada FP; . Garis ini

memotong OR di titik C. ABCD suatu sisiempat Lambert.

E. SIFAT YANG DIMILIKI OLEH SETIAP SISIEMPAT SACCHERI DAN
SISIEMPAT LAMBERT DALAM GEOMETRI ELLIPTIK
Dalam subbab berikut akan dilukiskan sisiempat Saccheri dan sisiempat

Lambert menggunakan model dari geometri Elliptik berupa bola.

E.1. Sifat Yang Dimiliki Oleh Setiap Sisiempat Saccheri Dalam Geometri

Elliptik

Sifat yang dimiliki oleh setiap sisiempat Saccheri adalah besar sudut
puncaknya sama dan tumpul yang akan dibuktikan dalam teorema 4.1.
Namun sebelumnya terlebih dahulu dibuktikan lemma 4.1. q
menyatakan jarak polar suatu garis yaitu jarak antara suatu garis dengan
titik kutubnya.
Lemma 4.1
Dalam suatu segitiga yang salah satu sudutnya siku — siku, kedua
sudut yang lain kurang dari, sama dengan, atau lebih besar dari
sudut siku — siku, tergantung sisi di hadapannya kurang dari, sama
dengan, atau lebih besar dari jarak polar q, dan sebaliknya.

Bukti :
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Misalkan £C dalam segitiga ABC merupakan sudut siku ~
siku seperti pada gambar 4.9. U dan S merupakan kutub -
kutub garis 1 CU = q. Jika titik U dihubungkan dengan titik
A, maka ZCAU suatu sudut siku — siku. Jika CB kurang dari
CU maka mZCAB kurang dari besar sudut siku — siku. Jika
CB sama dengan atau lebih besar dari jarak polar q maka
mZCAB sama dengan atau lebih besar dari besar sudut siku

— siku. w

S

Gambar 4.9¢. CB > CU
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Segitiga siku — siku ABC digambarkan dalam model dari
geometri Double Elliptic. Misalkan garis | berupa lingkaran besar
yang melalui titik A dan titik C dari bola n. Garis | mempunyai
kutub di titik U dan S. Garis BC berupa lingkaran besar yang
melalui titik C, U, dan S sehingga CU = q dan mZACB = 90.

Bila titik B berimpit dengan titik U maka mZCAB = m/ZCAU
siku — siku seperti dalam gambar 4.9b. Bila CB ( CU maka
mZCAB ( mZCAU. Oleh karena itu bila CB kurang dari q maka
mZCAB kurang dari besar sudut siku — siku seperti dalam gambar
4.9a. Bila CB > CU maka mZCAB > mZCAU. Oleh karena itu bila

CB lebih besar dari jarak polar ¢ maka mZCAB lebih besar dari

sudut siku — siku seperti dalam gambar 4.9c¢.

Bukti Teorema 2.14

Gambar 4.10 Jumlah besar sudut segitiga ABC lebih dari 180"
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Misalkan mZA = a, m£B = [, dan m£C = y. Luas bola
pada gambar 4.10 adalah L = 4nr® dengan r jari — jari bola.

Luas bidang A(BC)A', B(AC)B", dan C(AB)C" berturut -

turut iL, -E—L, dan LL. Diperoleh,
360 360 360
a

L+ 2 L+ 1 21pL+2a
360 360 360

dengan A adalah luas AABC.

("+ ﬂ—Fy\HFIQL+2A
360 ' 360 360 )

A———-1/2L[a + p + 7 —180
360 360 360 360

a +f+y—180 ]

A > 0 sehingga
S8 360

0

a+pB+y-180 >0
a+p+y >180
Jadi, jumlah besar sudut suatu segitiga lebih dari dua sudut

siku — siku. m
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Gambar 4.11 Sisiempat Saccheri ABCD dalam model dari

geometri Elliptik

Telah dibuktikan dalam teorema 2.9 bahwa garis yang
menghubungkan titik tengah alas dan puncak sisiempat Saccheri
tegaklurus pada keduanya serta sudut puncaknya sama dan tumpul.
Dalam gambar 4.11, titik - titik A, B, dan M terletak pada garis 1
berupa lingkaran ekuator bola m dengan kutub di titik U dan S
dengan AM = BM. Ditarik garis tegaklurus pada garis | di titik A dan
B yaitu garis m dan n. Garis m berupa lingkaran besar yang melalui
titik - titik A, U, dan S. Sedangkan garis n berupa lingkaran besar
yang melalui titik — titik B, U, dan S.

Ditarik garis yang melalui titik M dan tegaklurus pada garis |

serta ditentukan titik H pada garis tersebut sehingga diperoleh garis
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MH . Kemudian ditarik garis yang melalui tittk H dan tegaklurus

garis MH . Garis ini memotong garis m dan n di tittkk D dan C

sehingga diperoleh sisiempat Saccheri ABCD.

E.2. Sifat Yang Dimiliki Oleh Setiap Sisiempat Lambert Dalam
Geometri Elliptik

Sifat yang dimiliki oleh setiap sisiempat Lambert adalah

besar sudut keempatnya lebih dari sudut siku — siku seperti yang

telah dibuktikan dalam teorema 2.13.

S

Gambar 4.12 Sisiempat Lambert ABCD dalam model

dari geometri Ellliptik

Dalam gambar 4.12, titik A dan B terletak pada garis 1 yang
memiliki kutub di titik U dan S. Ditarik garis yang tegaklurus pada

garis 1 di titik A dan B yaitu garis m dan garis n. Garis m berupa
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lingkaran besar yang melalui titik - titik A, U, dan S. Garis n berupa
lingkaran besar yang melalui titik - titik B, U, dan S. Titik — titik E dan
W merupakan kutub garis m, ditentukan tittk D pada garis m.
Kemudian ditarik garis yang melalui titik D dan tegaklurus m berupa
lingkaran besar yang melalui titik — titik D, E, dan W. Garis ini
memotong n di tittk C. ABCD merupakan sisiempat Lambert dengan

sudut siku - siku di A, B, dan D.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

BABY

PENUTUP

A. KESIMPULAN

Geometri non-Euclides klasik terdiri dari geometri Hiperbolik dan
geometri Elliptik. Perbedaan utama kedua geometri tersebut terletak pada
postulat kesejajarannya. Postulat kesejajaran Hiperbolik menyatakan
bahwa melalui titik A tidak pada garis r yang ditentukan, terdapat lebih
dari satu garis yang sejajar dengan garis r. Sedangkan postulat kesejajaran
Elliptik menyatakan bahwa melalui titik A tidak pada garis r yang
ditentukan, tidak ada garis yang sejajar dengan garis r.

Karena adanya perbedaan postulat kesejajaran tersebut maka
diperlukan suatu model untuk menggambarkan dua garis sejajar dalam
geometri Hiperbolik dan geometri Elliptik. Ada dua model bidang
Hiperbolik dalam bidang Euclides yaitu model konformal yang ditemukan
oleh Poincare dan model proyektif yang ditemukan oleh Beltrami-Klein.

Dalam model konformal, bidang dalam geometri Hiperbolik
berupa bidang lingkaran yang ditentukan yaitu lingkaran{). Garis — garis
dalam geometri Hiperbolik berupa lingkaran — lingkaran yang tegaklurus
pada lingkaran Q. Dua garis yang melalui titik A dan sejajar dengan garis r
berupa dua lingkaran yang berpotongan di titik A dan Aserta melalui titik
akhir garis r. Dalam model proyektif, bidang dalam geometri Hiperbolik

berupa bidang lingkaran yang ditentukan yaitu lingkaran ®. Garis — garis

82
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dalam geometri Hiperbolik berupa tali busur lingkaran ®. Dua garis yang
melalui titik A dan sejajar dengan garis r berupa dua tali busur yang
berpotongan di titik A dan melalui titik akhir garis r.

Model untuk bidang dalam geometri Double Elliptic dalam ruang
Euclides adalah bola. Titik — titik dalam geometri Elliptik berupa titik —
titik pada bidang bola dan garis — garis berupa lingkaran besar bola dan
setiap dua garis selalu berpotongan di dua titik. Titik potong garis — garis
yang tegaklurus pada garis r disebut kutub garis r. Kutub garis r berjarak
sama dari setiap titik pada garis r. Model untuk bidang dalam geometri
Single Elliptic dalam ruang Euclides adalah setengah bola. Titik — titik
dalam geometri Elliptik berupa titik — titik pada bidang setengah bola dan
garis — garis berupa setengah lingkaran besar bola dan setiap dua garis

selalu berpotongan di satu titik.

. SARAN
Dengan mempelajari model — model dari geometri non-Euclides
ini penulis dapat mengenal geometri selain geometri Euclides. Penerapan
model — model dalam tulisan ini terbatas dalam bidang matematika yaitu
untuk menunjukkan konsistensi geometri non-Euclides. Yang tertarik
dengan geometri non-Euclides dapat membahas penerapan model — model
dari geometri non-Euclides dalam bidang lain. Misalnya dalam fisika

untuk menggambarkan medan gravitasi lubang hitam.
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