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ABSTRAK

Fungsi bilinear atas himpunan bilangan bulat modulo-p mempunyai

bentuk umum f (x) = &0

dengan a, b, ¢, d € Z, dan ad — bc # 0. Himpunan
cx +

semua fungsi bilinear atas himpunan bilangan bulat modulo-p dengan operasi
komposisi fungsi membentuk suatu Grup yang disebut Grup Fungsi Bilinear atas
Himpunan Bilangan Bulat Modulo-p dan dinotasikan GFBZ,,.

Pusat dari Grup GFBZ, adalah fungsi f dengan f (x) = x. Order darit GFBZ,
atau | GFBZ, | adalah p’ — p. Setiap fungsi bilinear dalam GFBZ, mempunyai paling
banyak 2 titik tetep ( sikel yang panjangnya 1). Grup GFBZ, beraksi pada
himpunan P, (Z, + {=}), sehingga P, merupakan himpunan-GFBZ,,
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ABSTRACT

Bilinear function over the set of integers modulo-p has form of
ax +b
f(x)=

" with a, b, ¢, d € Z; and ad — bc # 0. The set of bilinear function over
cx +

the set of integers modulo-p with respect to composition function forms a Group
called Group of Bilinear Function over Modulo-p and denoted by GFBZ,,

The center of GFBZ, is an identity function f defined by f (x) = x. Order of
GFBZ, =| GFBZ, | is p* — p. Every bilinear function of GFBZp has at most 2

fixed points (cycle with length 1). Group GFBZ, acts on a set P, (Z, + {0}), so P, is
GFBZ,-set.

X1
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BAB 1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Fungsi merupakan salah satu topik penting dalam matematika. Ada
berbagai macam bentuk fungsi misalnya fungsi konstan, fungsi linear, fungsi
trigonometri dan fungsi kuadrat. Istilah fungsi-fungsi di atas sudah sering kita
dengar pada waktu kita duduk di sekolah menegah.

Ada suatu bentuk fungsi yang mungkin belum kita tahu sebelumnya yakni
fungsi bilinear. Istilah fungsi bilinear mungkin masih baru bagi kita dan belum
pernah kita pelajari sebelumnya, karena di sekolah menengah topik tersebut tidak
dibahas. Pada penulisan 1ni, penulis ingin mempelajari mengenai fungsi bilinear
atas himpunan bilangan bulat modulo-p (Z,,).

Bentuk umum dari fungsi bilinear atas himpunan bilangan bulat modulo-p

[ b \
(Zp) yakni f (x) = ax—i_d dengan a, b, ¢, d € Z, dan ad — bc # 0. Himpunan
cx

fungsi bilinear atas himpunan Z, memiliki struktur dan sifat-sifat khusus. Pada
penulisan ini akan dibahas struktur dan sifat-sifat khusus dari himpunan semua

fungsi bilinear atas himpunan Z,,.
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B. Perumusan Masalah
Pokok perumusan masalah yang akan dibahas dalam penulisan ini dapat
dirumuskan sebagai berikut :
1. Bagaimana struktur himpunan semua fungsi bilinear atas himpunan Z, ?
2. Bagaimana hubungan antara struktur dari himpunan semua fungsi bilinear
atas himpunan Z; dengan struktur grup khususnya mengenai pusat dari grup

dan aksi grup pada himpunan ?

C. Tujuan Penulisan
Tujuan dari penulisan ini adalah mempelajar struktur himpunan semua
fungsi bilinear atas himpunan Z,, termasuk menemukan rumus umum untuk
mencari order dari himpunan semua fungsi bilinear atas himpunan Zp, dan
mencari hubungan antara struktur dari himpunan semua fungsi bilinear atas

himpunan Z, dengan struktur grup khususnya mengenai pusat dari grup dan aksi

grup pada himpunan.

D. Manfaat Penulisan

Manfaat dari mempelajari grup fungsi bilinear atas himpunan Z, adalah
dapat mengetahui struktur dari himpunan semua fungsi bilinear atas himpunan

Zp.
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E. Sistematika Penulisan

Adapun sistematika dalam penulisan ini adalah sebagai berikut : Bab
pertama membahas tentang gambaran umum dari tulisan ini.

Bab dua membahas tentang materi prasyarat sebagai landasan teori dari
tulisan ini yaitu tentang grup, sikel dan aksi grup pada himpunan.

Bab tiga membahas tentang pengertian dan sifat-sifat fungsi dan bilangan
bulat modulo-p (Zp) kemudian dilanjutkan pembahasan mengenai fungsi bilinear
atas 7,

Bab empat membahas struktur dari himpunan fungsi bilinear atas Z,.

Bab lima berisi kesimpulan dan saran.

. Metode Penulisan

Metode yang digunakan dalam penulisan ini adalah metode studi pustaka,
yakni dengan mempelajari buku-buku yang berkaitan dengaff :grup fungsi bilinear

atas Z,,.

(V5]
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BAB I

GRUP

Dalam bab ini akan dibahas mengenai grup beserta sifat-sifat yang mendukung
untuk memahami bab-bab selanjutnya. Definisi-definisi, teorema-teorema dan
beberapa contoh diberikan pula dalam bab ini. Sebelum kita mulai dengan
pembahasan tentang grup, terlebih dahulu harus diketahui tentang pengertian dari
operasi biner. Oleh karena itu, akan dijelaskan tentang pengertian operasi biner di

bawabh ini.

A. Operasi Biner
Pembahasan tentang operasi biner diawali dengan pengertian dari operasi
biner dan dilanjutkan pembahasan mengenai sifat-sifat yang berlaku pada operasi

biner.

Definisi 2.A.1 :
Operasi biner “*” pada suatu himpunan S adalah suatu aturan yang memasangkan
setiap pasangan terurut (a, b) € S x S dengan suatu elemen tunggal ¢ € S.

Jadi V(a,b) e SxS(3lce S)(a*b=c).

Contoh I :

Penjumlahan (+) merupakan operasi biner pada himpunan semua bilangan Real
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(R), sebab untuk (Vx,y e R) (Fze R) (z=x +Y).

Pembagian bukan operasi biner pada himpunan semua bilangan Bulat, sebab

(31,0 € Z) (%ez].

Definisi 2.A.2 :

Suatu operasi biner “*” pada himpunan S dikatakan bersifat asosiatif bila dan

hanya bila dipenuhi (Va,b,c e S)a*(b*c)=(a*b)*c.

Definisi 2.A.3 :
Suatu elemen e dalam himpunan S disebut elemen identitas terhadap suatu

operasi “*” pada himpunan S bila dan hanya bila(Vae S)e*a=a*e=a.

Contoh 2 :

e Fungsi f (x) = x adalah elemen identitas terhadap operasi komposisi fungsi

pada himpunan fungsi linear.

Definisi 2.A4 :
Diketahui “#” adalah operasi biner pada suatu himpunan S dengan elemen
identitas e dan serhbarang a € S. Suatu elemen b € S disebut invers dari a

terhadap “*” bila dan hanya bila dipenuhia*b=b=*a=e.
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Contoh 3 :
e Pada himpunan semua fungsi linear f (x) = ax + b, a # 0, yang mempunyai

elemen identitas f (x) = x, maka invers dari fungsi g(x) =ax + b adalah

x-b

a

fungst h(x)=

Definisi 2.A.5:

(24

Suatu operasi “*” pada himpunan S disebut komutatif jika dan hanya jika

dipenuhi (Va,be S)a*b=b*a.

Contoh 4 :
e Operasi komposisi fungsi pada himpunan semua fungsi linear tidak
komutatif, sebab ada f (x) = 2x dan g (x) =x + 1 sehingga (fo g) (x)=2x+ 2

dan (gof) (x) =2x+1. Jadi (fo g) = (g o f).

. Grup
Pada subbab ini akan dibahas tentang grup. Pembahasan mengenai grup
diawali dengan pengertian grup dan dilanjutkan dengan sifat-sifat yang berlaku

pada grup.
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Definisi 2.B.1 :
Suatu himpunan tidak kosong G dengan operasi biner “#” pada G disebut grup
bila dan hanya bila memenuhi aksioma-aksioma berikut ini :
1. Operasi * bersifat asosiatif, yaitu
(Va,b,ce G)(a*b)*c=a=*(b*c).
2. Mempunyai elemen identitas
(AeeG)(Vae G)a*xe=e*a=a.
3. Setiap elemen dalam G mempunyai invers

(Vae G)(Ibe G)a*b=b=*a=e.

Contoh 3 :

- Z merupakan himpunan bilangan bulat. Z dengan operasi penjumlahan ditulis

(Z,+) merupakan suatu grup.

el

terhadap operasi perkalian matriks.

a,bc,deRAaad -bc#0 } (M, .) merupakan grup

Definisi 2.B.2 :

Suatu grup (G, *) disebut grup Abelian jika dan hanya jika operasi “*” dalam G

bersifat komutatif yakni (Va,be G)a*b=>b *a.
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Contoh 7 :
- (Z,+) merupakan grup Abelian sebab

(Va,be Z)(a+b=b+a).

e

2 2 3 4
sebab jika diambil matriks A = [l 2] dan B = [4 1:| maka

a,b,c,de Ranad-bc#0 } (M, .) bukan grup Abelian

2 27[3 4] [14 10]
AB = = dan
1 2]{4 1] |11 6

(3 4][2 2] [10 14]
BA = = |
4 1)1 2] |9 10

Sehingga AB # BA.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa dalam grup (G, *) ada tepat satu elemen

identitas dan setiap elemen mempunyai invers yang tunggal.

‘Teorema 2.B.1 :

Andaikan (G, *) grup, maka :

a) Elemen identitas dari (G, *) adalah tunggal.

b) Setiap elemen dalam (G, *) mempunyai invers yang tunggal.
Bukti :

a) Misalkan e dan f adalah elemen identitas dan G, maka

exf=f*xe=f (e elemen 1dentitas)



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

exf=fxe=¢ (f elemen identitas)
Karena hasil operasi adalah tunggal maka e = £.
Terbukti bahwa elemen identitas dari G adalah tunggal. [ |
b) Misalkan x, y adalah invers dari a € G.
Karenax =x*emakax =x*(a*y)
=(x*a)*y (asosiatif)
=e*y
-y
X7y

Terbukti bahwa invers dari setiap elemen dalam G adalah tunggal. |

Definisi 2.B.3 :

Banyaknya elemen dari suatu grup G disebut order grup G dan dinotasikan
dengan |G|. Jika banyaknya elemen dalam G tak hingga, maka G disebut grup
tak hingga (infinite grup), sedangkan jika banyaknya elemen dalam G berhingga,

maka G disebut grup berhingga (finite grup).

Dalam suatu grup G kita mengenal pusat dari grup G yakni himpunan anggota G
yang komutatif dengan setiap elemen G. Berikut didefinisikan pengertian pusat

dari grup G.
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Definisi 2.B.4:
Diketahui (G,*) grup, pusat dari grup Gyakni Z (G) = {x € G | (Vye G)(x*y=

y * x)}.

. Subgrup

Suatu himpunan bagian yang tidak kosong dari suatu grup G yang
memenuhi aksioma-aksioma grup disebut subgrup. Berikut ini akan dibahas

subgrup dan sifat-sifat yang terkait dengan subgrup yang tertuang dalam

beberapa teorema di bawabh ini.

Definisi 2.C.1:

Jika (G, *) grup dan H < G maka H disebut subgrup dari G bila H merupakan

grup dengan operasi “*”.

Teorema 2.C.1:

Jika (G, *) grup dan H < G maka H adalah subgrup dari G bila dan hanya bila
(a) H=¢.

(b) Va,b e Hmakaa *b € H.

(c) Vae Hmakaa' e H

10
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Bukti :

=)

- H# ¢, karena H sekurang-kurangnya memuat elemen identitas.

- Kondisi b dan c pasti dipenuhi karena diketahui (H, *) grup.

()

(1) Sifat tertutup pada H terpenuhi karena kondisi b terpenuhi.

(2) Sifat asosiatif pada H terpenuhi karena H ¢ G dan G grup.

(3) Ambil sembarang a € H (H # ¢), maka menurut syarat (c) ada a’ € H dan
dari syarat (b), a * a' =e € H, sehingga terdapat e € H.

(4) Menurut syarat (c) setiap elemen dalam H mempunyai invers dalam H.

Dari (1), (2), (3) dan (4) disimpulkan bahwa (H, *) merupakan subgrup dari

(G, *). |

. Koset

Dalam subbab ini akan dibahas pengertian koset dan beberapa sifat yang
terkait. Pembahasan tentang koset diawali dengan definisi tentang relasi

ekuivalensi.

Definisi 2.D.1 :

(134
i~

Suatu relasi di dalam himpunan tidak kosong disebut relasi ekuivalensi jika

relasi tersebut memenuhi :

11
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a. Sifat refleksif yakni (Va € S)a ~ a.
b. Sifat simetris yakni (Va,b € S) jikaa~b makab ~a.

c. Sifat transitif yakni (Va, b,c € S)jikaa~bdanb ~cmakaa~c.

Teorema 2.D.1:
H subgrup dari grup (G, *) dan didefinisikan relasi “~” pada G sebagai berikut
a ~ bbila dan hanya bilaa * b"' € H adalah relasi ekuivalensi pada G.
Bukti :
Akan ditunjukkan bahwa “~” relasi ekuivalensi pada G.
a. Jika sembaranga € G, makaa~akarenaa*a' =e e H, Va e G.
Sifat refieksif dipenuhi.
b. Ambil sembaranga,b € G.
Jika a~b maka a*b"' e H. Karena H subgrup dari G maka (a*b')'=
b*a' e H Sehinggab ~a.
Sifat simetris dipenuhi.
c. Ambil sembaranga, b, c € G.
Jikaa~bdanb~cmakaa*b' e Hdanb * ¢ € H, schingga
(@a*bHx(bx*xc)eH
ax(b'*b)*c'eH
a*c' eH

Karenaa * ¢’ €« Hmakaa ~ c.

12
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Jadi sifat transitif dipenuhi.

Dari a, b, dan ¢ terbukti bahwa “~” merupakan relasi ekuivalensi pada G.

Jika pada G diberikan relasi ekuivalensi “~” maka G akan terpartisi menjadi

kelas-kelas ekuivalensi yang saling asing. Berikut akan didefinisikan pengertian

kelas ekuivalensi.

Definisi 2.D.2 :

Jika “~” adalah relasi ekuivalensi pada G maka [a] = {b € Glb ~ a} disebut

kelas ekuivalensi yang memuat a.

Definisi 2.D.3 :
Diketahui (G, *) grup, a € G dan H subgrup dari G himpunan Ha = {h * a|
h € H} disebut koset kanan dari H dalam G sedangkan himpunan aH = {a *h |

h € H} disebut koset kiri dari H dalam G.

Teorema 2.D.2 :

Jika H subgrup dari (G, *) dan a, b € G maka empat pernyataan berikut adalah

ekuivalen.
(a@)a*b'eH

(b) a=h * b, untuk suatuh € H
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(c)ae Hb
(d) Hb = Ha
Bukti :

Untuk membuktikan empat pernyataan tersebut ekuivalen cukup dibuktikan
(@)= ((d)=>(c)=> )= (a)
(i) a=>b
Diketahui a * b"' € H. Karenaa *b' € H, maka a * b’ =h, untuk suatu
h € H, sehinggaa=h *b.
(i) b=>c
Perhatikan bahwa Hb= {h * b | h € H}. Karena a=h * b, untuk suatu
h € H, maka a € Hb.
(iii)) c=>d
Akan ditunjukkan (¢) Ha — Hb dan (ee) Hb c Ha.
(*) Ambil sembarang x € Ha, maka x =h * a, untuk suatu h € H.
Diketahui a € Hb, maka a = h; * b, untuk suatu h; € H sehingga
x=h#*(h *b)=(h*h;))*b=h, *b,denganh, =h * h; € H.
Jadi x = h, * b, untuk suatu h, € H sehingga x € Hb.
(*e) Ambil sembarang x € Hb, maka x = h; * b, untuk suatu h; € H.

Diketahui a € Hb, maka a=hs*b, untuk suatu hy € H sehingga

hy'*a=b.
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x=hy* (hy" * a)
=(h3*hy)*a
=hs * a, dengan hs = h; * h4'1 eH
Jadi x = hs * a, untuk suatu hs € H sehingga x € Ha.
Dari (o) dan (ee) maka Ha = Hb.
(iv) d=a
Diketahui Ha = Hb, akan ditunjukkan bahwa a * b € H.
Karena a € Ha dan Ha = Hb maka a € Hb, dengan demikian a = h * b,
untuk suatu h € H. Oleh karena b e G dan G grup, maka b’ e G,
sehinggah=a*b' € H.

Jadia*b' e H. ar

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa banyaknya anggota-anggota dalam
koset-koset yang dibangun oleh suatu subgrupnya adalah sama. Dengan kata lain
jika H subgrup dari grup (G, *) dan a sembarang elemen G maka |H| = |Hal.

Tetapi sebelumnya kita definisikan dahulu pengertian fungsi, fungsi surjektif,

fungsi injektif dan fungsi bijektif.
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Definisi 2.D.4 :
Suatu fungsi f dari himpunan A ke himpunan B ialah suatu aturan yang

mengawankan secara tunggal setiap elemen x di himpunan A dengan tepat satu

elemen y di himpunan B.

Suatu fungsi f dari A ke B disajikan dengan simbol f: A — B. Elemeny € B
yang terkawankan dengan x € A dinyatakan dengan y = f (x), sehingga fungsi in1
sering ditulis y = f (x), x € A. Himpunan A disebut daerah asal atau domain dan
himpunan B disebut daerah kawan atau kodomain. Himpunan semua nilai fungsi

f={yeB |y = f(x) € B} dinamakan daerah hasil fungsi f.

Contoh 8 :

Misalkan A = {1,2,3,4} dan B = {ab,c,d}.

1. Jikaf(l)=d,f(2)=4d, £(3)=Db, f(4)=a, maka f suatu fungsi, karena setiap
elemen di A terkawankan secara tunggal dengan elemen di B.

2. Jikaf(l)=d,f(l)=c, £(3)=Db, f(4)=a, maka f bukan suatu fungsi, karena

ada elemen di A yaitu 1 yang mempunyai 2 kawan di B yaitu c dan d.

Definisi 2.D.5 :

Suatu fungsi f dari A ke B disebut fungsi surjektif (onfo) bila dan hanya bila

setiap elemen di B merupakan bayangan dari paling sedikit satu elemen di A.

16
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Definisi di atas dapat dinyatakan dengan simbol logika sebagai berikut :

f: A — B adalah fungsi surjektif bila dan hanya bila (Vy € B) (3x € A) f(x) =y.

Contoh 9 :
Fungsi f : R — {0} - R’, R" = himpunan semua bilangan real positif dengan
aturan f (x) = x* merupakan fungsi surjektif, sebab untuk semua y € R” selalu ada

x € R— {0} sehinggay = f (x) = x%.

Definisi 2.D.6 :
Suatu fungsi dari A ke B disebut fungsi injektif bila dan hanya bila setiap elemen
yang berbeda di A mempunyai kawan yang berbeda di B.

Hal ini dinyatakan dengan simbol logika sebagai berikut :
f : A — B injektif bila dan hanya bila (Vx;, x; € A) f(x;) = f (Xx2) = x| = X; atau

f: A — B injektif bila dan hanya bila (Vx, x; € A) x; # X = f(x;) = f (x2).

Contoh 10 :

Fungsi f : R — R dengan aturan f (x) = 2x merupakan fungsi injektif sebab

untuk x; dan x, € R” dengan x; # x, maka 2x; # 2x; (f (x1) # f (x2)).
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Definisi 2.D.7 :

Fungsi f: A — B disebut fungsi bijektif bila dan hanya bila fungsi itu merupakan

fungsi surjektif dan fungsi injektif.

Contoh 11 :
Fungsi f: R — R dengan aturan f (x) = 3x + 2 merupakan fungsi bijektif sebab :

o Fungsi f merupakan fungsi surjektif yakmi untuk semua y € R selalu ada

y.—

X = 2 € R sehingga y = f(x) =3x + 2.
o Fungsi f merupakan fungsi injektif yakni untuk x; dan X, € R dengan x; # x;

maka 3x; + 2 # 3x; + 2 (f (X1) # £ (X2)).

Lemma 2.D.1 :
Jika H subgrup berhingga dari grup (G, *) dan a sembarang elemen G, maka
|H| = |Hal.
Bukti
Akan diperlihatkan bahwa terdapat korespondensi 1-1 antara H dan Ha, untuk itu
didefinisikan suatu fungsi a : H — Ha, dengan aturan sebagai berikut
f(hy=h+a,Vhe H
e - Terlebih dahulu ditunjukkan fungsi f terdefinisi dengan baik

Ambil sembarang h;, h, € H dengan h; = h, maka h;* a =h;, * a, didapat

f(h) =1t (hy).

18
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- Ambil sembarang h; € H maka 3 h;* a € Ha sehingga f (h;) = h;* a.

e Ditunjukkan f injektif
Ambil hy, h, € H dengan f (h;) = f (h;), maka h;* a = h, * a, dengan hukum
kanselasi didapat h; = h,. Jadi f fungsi injektif.

e Ditunjukkan f surjektif
Ambil sembarang x € Ha, maka x = h* a, untuk suatu h; € H, sehingga
dapat ditemukan h; € H yang memenubhi f (h;) = h;* a = x.
Jadi f surjektif.

Karena terdapat korespondensi 1-1 antara H dengan Ha dan diketahui H

himpunan berhingga maka |H| = |Hal. [ |

Teorema 2.D.3 (Teorema Lagrange) :

Jika G adalah grup berhingga dan H subgrup dari G maka order dari H membagi
order dari G.

Bukti :
Perhatikan bahwa Va € G maka 3Ha sedemikian hingga a € Ha.

Koset-koset kanan dari H merupakan kelas-kelas ekuivalensi yang membentuk

partisi dari G, dan karena diketahui G berhingga, maka G dapat ditulis

G=Ha, UHa; UHa; U ... U Hai, dengana;, a;, a3, ..., ax € G.
Sehingga didapat
|G| = | Ha; UHay, UHas U ... U Hay|
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=|Ha1|+|Haz|+|Ha3|+...+|Hak|

=|g| + 1| + 1| +... + |HI
| |

k
-k |H|

“Jadi order dari H membagi habis order dari G. e |

. Orbit dan Sikel

Pada bagian depan sudah dijelaskan tentang pemetaan atau fungsi. Untuk
subbab mengenai permutasi, kita akan menggunakan dasar atau landasan dari
pembahasan mengenai pemetaan atau fungsi. Definisi fungsi injektif, fungsi
surjektif, dan fungsi bijektif akan digunakan dalam pendefinisian permutasi.

1. Permutasi

Definisi 2.E.1 :

Suatu permutasi pada himpunan S adalah suatu fungsi bijektif dari S ke S.

Permutasi dinotasikan dengan a : S — S, dengan o adalah fungsi
bijektif. Jika diberikan suatu himpunan S = {a,, a,, a;, ..., a,} dan « adalah

fungsi bijektif yang memetakan himpunan S ke himpunan S sendiri, maka

aQ, a, ——
permutasi o ditulis |4 2 ol . Sebagai contoh
aa) a(@) aa) ... aa,)

diberikan permutasi pada S = {1, 2, 3} dengan a adalah fungsi bijektif
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2 3

1
berikut ini a = [3 1]. Ini berarti bahwa o (1) =3, a (2) =2, (3) = 1.

Untuk suatu himpunan S; = {1, 2, 3} ada 6 permutasi yang dapat dibentuk,
.m_123 123 123 123 12 3
a2 3P iz 2 23z 21 3) 31 2)

1 2 3 . i .
(3 5 1]. Himpunan semua permutasi pada himpunan S dinotasikan

dengan A (S).

Teorema 2.E.1:

Jika S mempunyai elemen sebanyak n, maka A (S) mempunyai elemen
sebanyak n!.

Bukti :

Andaikan S={1 2 3 4 5 ... n} yang mempunyai n elemen.

) - ———

Misalkan O = .
a b c d e ... j

] menunjukkan sembarang permutasi

dari S, maka a dapat dipilih dari sembarang elemen S yang jumlahnya n.
Setelah a ditentukan, maka b dapat dipilih dari sembarang elemen S yang
belum dipilihkan pada a, yang jumlahnya n — 1. Setelah a dan b dipilih, maka
¢ dapat dipilih dari sembarang elemen S yang belum dipilihkan pada a dan b,

yang jumlahnya n — 2. Proses ini berlanjut sampai j, sehingga j hanya dapat
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dipilih dari elemen S yang belum diisikan pada a, b, ¢, d, e, ..., j — 1 yang
jumlahnya 1.
Sehingga banyaknya permutasi yang mungkin dari S yang anggotanya n

adalahn.(n-1).(n—-2).(n—3)...2.1=n!. m

. Komposisi Permutasi

1 n
Jika diberikan suatu permutasi X = ( j maka berarti

a Y. a
X (1) = a;, X (2) = a3, X (3) = a3, dan seterusnya. Berarti bahwa 1 oleh X
dipetakan ke a,, 2 dipetakan oleh X ke a;, dan seterusnya. Apabila diberikan
dua permutasi yang masing-masing mempunyai elemen sebanyak n, maka
perkalian kedua permutasi tersebut dikerjakan pada permutasi kedua
kemudian dilanjutkan permutasi yang pertama. Komposisi permutasi-
permutasi akan menghasilkan permutasi, karena komp05151 fungsi-fungsi
bijektif menghasilkan fungsi bijektif.

Andaikan diberikan permutasi-permutasi berikut ini :

a a .. a, ihl P W N ..

X = dan Y = , maka komposisi kedua
b b, .. b, om0y

permutasi tersebut adalah :

a a .. a1 2 .. n 1 2 ... n
XY= = .
b b, ... b, )\a a .. a, b b, ... b,

Berarti XY (1) =b,, XY (2) =b,, XY (3) = bs, dan seterusnya.
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Contoh 12 :
N : _ 1 2 3 1 2 3
Diberikan permutasi-permutasi X = danY = :
3 21 213

Akan dicari hasil komposisi kedua permutasi tersebut.

12 3N(1 2 3) (123

XY = = .
321213 231

Berarti bahwa XY (1) =2, XY (2) =3, XY (3)= 1.

Jika S = {1, 2, 3, ..., n}, maka permutasi 1 € A (S) yang memetakan

setiap elemen ke dirinya sendiri disebut permutasi identitas, sehingga :

. 1 2 3 ... n
1= :
1 2 3 ... n
Sebelum membahas tentang sikel, terlebih dahulu akan diuraikan mengenai

orbit yang menjadi dasar dalam pembentukan suatu sikel.

3. Orbit
Jika S # ¢ dan pada himpunan S diberikan relasi “~” yang didefinisikan
berikut (Va, b € S) (a ~ b) bila dan hanya bila b= G (a), n € Z, maka relasi
“~” merupakan relasi ekuivalensi.
Akan ditunjukkan relasi tersebut merupakan relasi ekuivalensi.
1) (Vae S)a~a, karenaa= la= 0%(a),0 e Z.
Sifat refleksif dipenuhi.

2) Akan ditunjukkan (Va,be S)a~b=>b~a.
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Jika a~b, maka b = 0"(a), n € Z dan pasti ada —n € Z schingga
a= 0" (b), berarti b ~ a.
Sifat simetris dipenuhi.

3) Akan ditunjukkan (Va,b,c € S)a~bdanb~c=>a~c.
Jikaa~bdanb~c, makab= 0" (a), n eZdan§= o™ (b), m € Z.
Berartic= 0™ (0™ (a)) = 0™ " (a), m + n € Z, sehingga a ~ c.

Sifat transitif dipenuhi.

Jadi, relasi “~” pada S yang didefinisikan (Va, b € S) a ~ b bila dan hanya

bilab=0"(a),neZ ﬁlempakan relasi ekuivalensi yang saling asing.

[T
~

Karena relasi yang didefinisikan Va, b € S, a ~ b bila dan hanya

bila b = 0" (a), n € Z merupakan relasi ekuivalensi maka “~” akan
mempartisi S menjadi kelas-kelas ekuivalensi.

Jika a € S maka kelas ekuivalensi daria=[a]={b e S b~ a}

={beS|b= 0" (a),n e Z}.

Definisi 2.E.2 :

Kelas-kelas ekuivalensi pada himpunan S yang tertentu oleh relasi
ekuivalensi : (Va, b € S) a ~ b bila dan hanya bilab = 0" (a), n € Z, dengan
O adalah permutasi pada himpunan S disebut suatu orbit dari &

Kelas ekuivalensi [a] = {b € S lb=o" (a)} disebut orbit yang memuat a.
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Contoh 13 :

Diberikan S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Tentukan orbit-orbit dari permutasi & *=x.

yang didefinisikan berikut ini.

(12345678

,dengan O € A (S).
386 7 415 2

Jawab :

Pertama, kita pilih sembarang elemen dalam S, misal 1, sehingga

Berarti orbit yang memuat 1 adalah {1, 3, 6}.
Kedua, kita pilih sembarang elemen dalam S selain anggota {1, 3, 6}.

Misalkan 2, sehingga

Orbit yang memuat 2 adalah {2, 8}.
Ketiga, kita pilih elemen lain dalam S, selain anggota {1, 3, 6} dan {2, 8}.

Misalkan kita pilih 4, sehingga

Orbit yang memuat 4 adalah {4, 7, 5}.
Semua elemen dalam S sudah termuat dalam orbit-orbit tersebut. Jadi, orbit-
orbit dari permutasi O adalah {2, 8}, {1, 3,6}, {4, 7, 5}.

Untuk elemen yang tetap / dipetakan ke dirinya sendiri, artinya

O (a)=a, a € S, maka orbit yang memuat a adalah {a}.
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4. Sikel
Definisi 2.E.3 :
Suatu permutasi O € A (S) disebut sikel, jika permutasi tersebut mempunyai

paling banyak satu orbit yang memuat lebih dari satu elemen.

Pada himpunan S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} dan O adalah permutasi
dalam A (S) yang didefinisikan pada contoh di atas, menghasilkan orbit-orbit
{1, 3,6}, {2,8}, {4, 7, 5}.

Suatu orbit yang elemen-elemennya terurut akan membentuk sikel. Kita
lihat orbit {1, 3, 6}, orbit tersebut menghasilkan sikel (1 3 6) atau (3 6 1)
atau (6 1 3). Begitu juga orbit {2, 8} akan menghasilkan sikel (2 8) atau
(8 2). Sedangkan orbit {4, 7, 5} menghasilkan sikel (4 7 5) atau (7 5 4)

atau (5 4 7).

Contoh 14 :

Diberikan S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} dan permutasi 0 yang didefinisikan :

e_1234567
6 517 4 3 2/

Akan ditentukan sikel-sikel saling asing dari permutasi 6.
Jawab :
Terlebih dahulu akan ditentukan orbit-orbitnya.

Kita pilih sembarang elemen dalam S, misal 1, sehingga :
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0'(1)=6,067(1)=3,6°(1)=1,6*(1) =6, ....

Orbit yang memuat 1 adalah {1, 6, 3} sehingga membentuk sikel (1 6 3)
atau(6 3 1)atau(3 1 6)dengan urutannya tetap. |
Selanjutnya dipilih elemen dalam S yang bukan merupakan anggota {1, 6, 3}
misal kita pilih 2, maka :
0'(2)=5,02(2)=4,6°(2)=7,6*(2)=2,0°(2)=5, ....

Jadi orbit yang memuat 2 adalah {2, 5, 4, 7} dan membentuk sikel (2 5 4 7)
atau(5 4 7 2)atau(4 7 2 5)atau(7 2 5 4). Semua elemen dalam S sudah
termuat dalam orbit-orbit yang saling asing tersebut, maka sikel-sikel yang
terbentuk juga saling asing.

Panjang dari sikel adalah banyak elemen dalam orbit yang paling besar.

Contoh 15 :

Da= . . =(1 3 4 2) panj ikelnya 4
a anjang sikelnya 4.
31 4 2 panjang V]

np=(! 23 %3 8 _05 345 6 panjangsikelnya 5
= = anjang sikeinva D.
1356 4 2 Y e o bl

Selanjutnya suatu permutasi dapat dinyatakan dalam pergandaan sikel-

sikel. Hal ini akan dijelaskan pada teorema berikut.
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Teorema 2.E.2 :
Setiap permutasi a € A (S) dan S adalah himpunan berhingga, merupakan
pergandaan dari sikel-sikel yang saling asing.
Bukti :
Jika diberikan sembarang permutasi o dengan a # (1) atau permutasi o bukan
merupakan permutasi identitas, maka untuk suatu elemen a; € S, a (a;) # a;.
Andaikan a (a)) = a,, a (a2) = a; dan seterusnya hingga o (a;) merupakan
salah satu dari a;, a, as, ..., a, .. Pasti dapat dipilih a; sehingga « (a;) = a,
sebab apabila dipilih elemen diantara a,, as, ..., a, . ;, akan bertentangan
dengan pengertian permutasi, yaitu o merupakan fungsi yang bijektif,
sehingga terbentuk sikel dari a, yaitu (a;, a;, a3, ..., a;). Ada kemungkinan
bahwa masih terdapat elemen-elemen lain selain a;, a,, a3, ..., a, yang
dipetakan ke dirinya sendiri, sehingga o = (a;, a,, a3, ..., a;). . Tetapi jika -
ada elemen S selain a;, 1 <1i <r, misal b; dan a (b;) # b;, maka proses di atas
akan diulang lagi, hinggé membentuk sikel (bi, b, ..., bs), sehingga
(a1, a2, a3, ..., a;) dan (b;, by, ..., bs) saling asing. Apabila semua elemen
dalam S yang oleh « tidak dipetakan ke dirinya sendiri sudah termuat dalam
sikel-sikel tersebut, maka

o =(aj, a,as, ..., ay) (by, by, ..., by).
Jika terdapat elemen selain a;, ] <i<rdanb; 1 <j<s, misal ¢c; € S,

sehingga a (c;) # ¢;, maka dengan cara yang sama akan diperoleh sikel lain
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dari o yang saling asing. Proses tersebut dapat dilanjutkan sampai semua

elemen S yang oleh o tidak dipetakan ke dirinya sendiri termuat dalam

sikel-sikel tersebut. [ ]

Perkalian permutasi secara umum tidak komutatif, tetapi perkalian sikel
saling asing komutatif. Dengan demikian 8 = (1 6 3)(2 5 4 7) dapat ditulis
0=(2 5 4 7)(1 6 3). Penulisan hasil kali sikel saling asing sering
mengabaikan sikel yang panjangnya 1. Sehingga jikaa=(1 6 3)(2 5 7)(4)

sering ditulisac=(1 6 3)(2 5 7).

F. Aksi Grup pada Himpunan
Aksi grup pada suatu himpunan adalah suatu pemetaan yang memenuhi
persyaratan tertentu. Berikut akan didefinisikan pengertian aksi grup pada

himpunan.

Definisi 2.F.1 :

Aksi dari Grup (G, *) pada himpunan X adalah pemetaan v : G x X —» X
sedemikian hingga memenuhi :

1. vw(e, x)=x, Vx € X dan e elemen identitas di G.

2. y(gi*g,X)=y (gL (g X)), Ve, g elGdanvxeX
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Jika dapat ditemukan aksi dari Grup G pada himpunan X maka X disebut
himpunan-G (G-set).
Selanjutnya untuk menyederhanakan penulisan v (g, x) ditulis dengan gx

dan Grup (G, *) ditulis Grup G, sedangkan a * b akan ditulis ab.

Contoh 16 :
Jika G grup dan H subgrup G, maka A : H x G — G dengan aturan :
A (b, g) = hgh™, Vh € H dan Vg € G merupakan aksi dari H pada G.
1) A terdefinisi dengan baik sebab :
Jika diambil sembarang (h, g) e Hx Gmakah € Hdang € G.
Dengan demikian hgh™ € G dan A (h, g) = hgh™.
Ambil sembarang (h;, g;), (hs, g2) € H x G sehingga (h,, g;) = (h;, g,) maka
h; = h; dan g; = g; sehingga hlglhl'l = hzgzhz'l.
Jadi & (hy, g1) = A (hy, ).
2) Misal e adalah elemen 1dentitas dalam H, maka untuk sembarang g e G,
A(e,g)=ege =g
3) Ambil sembarang h;, h, € H dan sembarang g € G maka didapat
A (hihy, g) = hihog (hihy)!
= hihyghy 'hy !
=h A (hy, g) by

=A (hy, A (hy, g)).
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Jadi A adalah aksi dari H pada G.

Definisi 2.F.2 :
Andaikan H subgrup dari grup G dan H aksi pada G. Pemetaan yang
mengawankan H x G ke G dengan aturan (h, g) — hgh™' disebut Konjugasi.

Sedangkan elemen hgh™' disebut konjugat dari g terhadap aksi dari H pada G.

Contoh 17 :
P 3 S3
4 3
S4 d1 d2
C m,
P4 PZ
m; S?
1 2
S P 1

p1 menyatakan rotasi yang berpusat pada C sebesar mi/2 radian berlawanan

dengan arah jarum jam.
1, menyatakan refleksi terhadap garis m;.
8, menyatakan refleksi terhadap d;.
G = {Po, P1, P2, P3, L1, M2, B1, B2}

Bahwa G merupakan Grup terhadap operasi komposisi permutasi dapat dilihat

dari tabel di bawah ini :
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Po P P2 P31 M2 &1 &

Po Po P1 P2 Pz M1 M2 81 O
P1 p1 P2 P3P0 &1 B w W
P2 P2 Pz Po P1 M2 M B O
P3 P3P0 P1 P2 & &1 W W
ui ur 8 m2 81 po P2 P3 P1
L2 w, & o S P2 Po P1 P3

d2 O M2 &1 M P33 P1 P2 Po

Tabel A

Misalkan X = {1, 2, 3, 4, S1, S2, S3, S4, My, My, d1, dz, C, Pl, Pz, P3, P4}
X adalah Himpunan-G (G-set) terhadap operasi komposisi permutasi.

Hasil permutasi elemen-elemen X disajikan dalam tabel di bawah ini :

1 2 3 4 St S2 S3 S4 Imp my d1 d2 C P] P2 P3 P4
Po 1 2 3 4 St S2 S3 S4 mp my d1 dz (% P1 P2 P3 P4
P1 2 3 41 S S3 S4 S mMp my dz d1 C. P2 P3 P4 P1
P2 341 2 S3 S4 S1 S mp M d1 d2 C P3 P4 P1 P2
P3 4 1 2 3 S4 S1 Sz S3 mp 1N d2 d1 C P4 P1 P2 P3
A} 21 4 3 St $4 S3 S mp my dz d1 C P1 P4 P3 P2
[15) 4 3 21 S3 S2 S; S4 m; my dz d1 C P3 Pz P] P4
81 3214 S2 51 S4 S3 mp m d1 dz (€ Pz P] P4 P3
82 1 4 3 2 S4 S3 S S§; Imp mg d1 dz © P4 P3 Pz P1

Tabel B

Perhatikan bahwa elemen identitas dari G = pg, berlaku bahwa pg (x) = x, Vx € X

dan dipenuhi juga (Vg1, g2 € G) (Vx € X) (g182) (¥) = g1 (g2 (X)).
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Teorema 2.F.1 : |

Diketahui X himpunan-G dan x € X, maka G, = {g € G | gx = x}, X € X,

merupakan subgrup dari grup G.

Bukti :

G.={geGlex=x}.

e G+ ¢0sebabe e G dan ex = x, untuk x € X sehingga e € G..

e Ambil sembarang g;, g, € G berarti g;, g, € Gdan g;jx =X, g2x = X.
Karena g, g» € G maka g)g; € Gdan (g12) x=g; (g2X) = giIX=X.
Jadi g1g; € Gy

e Ambil sembarang g € Gy berarti g € G dan gx = x.

Karena g € G maka g'1 € Gdan g’l (gx)= g'lx.
Padahal g (gx) = (g'g) x = ex = x. Didapat x = g"'x.
Jadi g’ € G..

Terbukti G subgrup dari G. [ |

Definisi 2.F.3 ¢

Jika X himpunan-G dan x € X, maka subgrup G disebut subgrup isotropi dari x

atau subgrup stabilisator dari x.

Contoh 18 :

G = {po, P1> P2, P3, M1, U2, 31, 32}
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X ={1,2,3,4, s, sy, 83, $4, M, My, dy, da, C, Py, Py, P3, Ps}.
Gy ={g e Glgx=x}.

G1 = {po, 82}.

Gg = {po, 11}

Pada pembahasan tentang sikel, sudah didefinisikan pengertian orbit.

Sekarang akan diberikan contoh orbit pada Himpunan-G.

Contoh 19 :

1. X={1,2,3,4}, H= {po, p2} subgrup dari Grup G (Contoh 8).
X adalah Himpunan-H (H-set).
Orbitdari 1 =Hl = {x e X|(3@p; e H) px =1} = {1, 3}.
Orbit dari 2 = H2 = {x € X|(3p: € H) px =2} = {2, 4}.
Orbit dari 3 =H3 = {x e X |(3p; € H) px =3} = {1, 3}.
Orbitdari 4 = H4 = {x € X|3p; € H) px =4} = {2, 4}.

Jadi orbit-orbit dalam X oleh Grup H adalah {1, 3} dan {2, 4}.
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BAB III

FUNGSI BILINEAR ATAS Z,

Pada bagian ini akan dibahas tentang fungsi bilinear atas himpunan bilangan
bulat modulo-p (Z,). Tetapi sebelumnya akan dibahas dahulu pengertian dan sifat-

sifat fungsi serta himpunan bilangan bulat modulo-p (Z;).

A. Fungsi
Pada bagian depan sudah didefinisikan pengertian fungsi dari himpunan A
ke himpunan B yakni suatu aturan yang mengawankan secara tunggal setiap
elemen x di himpunan A dengan tepat satu elemen y di himpunan B. Suatu fungsi
f dant A ke B disajikan dengan simbol f : A — B. Elemen y € B yang
terkawankan dengan x € A dinyatakan dengan y = f (x), X € A. Pada bagian
depan sudah dibahas mengenai fungsi surjektif, fungsi injektif dan fungsi bijektif.

Selanjutnya akan dibahas tentang komposisi fungsi dan fungsi invers.

i. Komposisi Fungsi
Jika f: A > B, g: B —» C, maka komposisi dari f dan g ialah suatu
fungsi g o f : A — C yang didefinisikan dengan aturan (g o f) (x) = g (f (x))

untuk setiap x € A Pengerjaan fungsi g o f dimulai dani pengerjaan fungsi f
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dan diikuti pengerjaan fungsi g. Fungsi g o f tersebut dinamakan fungsi

komposisi dari fungsi f dan fungsi g.

Contoh 1 :
Fungsi f: R — R dan g : R — R didefinisikan sebagai beﬁkut
Jika f (x) = x* dan g (x) = x + 3, maka
(fog)(x) =f(g(x)
=f(x+3)
=x>+6x+9
dan
(goH)(x) =g (f(x)
=5 (x)

=x*+3

Teorema 3.A.1 :

Jika f:A—>B, g:B—C, dan h:C — D, maka berlakulah (hog)of =
ho(gof).

Bukti :

Untuk membuktikan teorema ini harus diperlihatkan :

1. (hog)ofdanh o (go f) mempunyai domain dan kodomain yang sama.

2. (VxeA)((hog)ofH)(x)=(ho(gof)(x).
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Kita lihat sketsa di bawah ini

m

f g h
—> —» —>

1. Dengan sketsa di atas, maka
fungsihog: B — D sehingga(goh)of: A—>D
fungsigof: A —> Csehinggaho(gof):A—>D
Jadi (h o g) o f dan h o (g o f) mempunyai domain yang sama, yaitu A dan
kodomain yang sama yaitu D.

2. Jika x € A maka
(hog)of)(x) =(hog)f(x)

=h(g(f(x)))

=h((gof) (x))

=(ho(gof)) (x)
Jadithog)of=ho(gof). [ ]

Berikut ini akan didefinisikan pengertian fungsi identitas.
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Definisi 3.A.1 :

Fungsi identitas adalah fungsi bijektif dari A ke A yang memetakan setiap
elemen x € A ke dirinya sendiri. Jadi i adalah fungsi identitas dari A ke A
bila dan hanya bila i (X) = x, VX € A. Fungsi identitas dari A ke A sering

dinyatakan dengan i, dan ia (X) =x, Vx € A.

Fungsi Invers

Misalkan fungsi f : A — B adalah fungsi bijektif, yaitu fungsi yang
injektif dan surjektif, maka setiap elemen B dapat dinyatakan sebagai f (x)
untuk setiap x elemen A. Dengan fungsi f : A — B itu, kita juga dapat
mendefinisikan fungsi dari B ke A, sehingga x merupakan kawan dari f (x),
untuk setiap x € A. Fungsi dari B ke A sering dinotasikan f' atau
fungsi invers dari f. Fungsi f . B - A didefinisikan dengan f L (x) =x,

X e A.

Teorema 3.A.2 :

Jika f: A — B merupakan fungsi bijektif maka invers fungsi f atau ' adalah
tunggal.

Bukti :

Diandaikan bahwa invers dari fungsi f tidak tunggal. Andaikan g dan h

merupakan invers dari fungsi f. Akan diperlihatkan g = h.

38



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Karena gdan h merupakan invers dari fungsi f, maka g : B — A dan

h:B— A.
(gof)oh=go(foh) Teorema 3.B.1
iaoh=goip fungsi g dan h merupakan fungsi invers dari £
h=g

Terbukti bahwa fungsi invers dari fungsi f : A — B adalah tunggal. |

Karena kita akan membahas fungsi bilinear atas himpunan bilangan bulat
modulo-p (Z,), maka kita akan membahas dahulu tentang bilangan bulat

modulo-p (Z;).

B. Bilangan Bulat Modulo-p

Pembahasan mengenai bilangan bulat modulo-p, kita awali dengan

pembahasan mengenai relasi kongruen modulo-p.

Definisi 3.B.1 :
Jika n bilangan bulat positif, maka a dan b dikatakan kongruen modulo-p jika

(a—Db) habis dibagi p, ditulis a = b (mod p).

Contoh 2 :

17=3 (mod 7) karena 7 pembagi 17 -3 = 14
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18 #£4 (mod 5) karena S bukan pembagi 18 —4 = 14

Lemma 3.B.1 :

Kongruensi modulo-p adalah relasi ekuivalensi dalam himpunan bilangan bulat,

untuk sembarang bilangan bulat positif p.

Bukti :

a. Sifat refleksif terpenuhi, sebab jika a € Z, maka p | (a — a), sehingga a = a
(mod p).

b. Sifat transitif terpenuhi, sebab jika a = b (mod p) maka ada bilangan bulat r

yang memenuhi

(a—-b) =pr
-(a—b)=-pr
b-a =-pr
p|b~a

c. Sifat transitif terpenuhi, sebab jika a = b (mod p) dan b = ¢ (mod p) maka ada
bilangan bulat r sehingga a—b =pr dan ada bilangan bulat q sechinggab
—c=7pq sehingga (a—b)+(b-c)=pr+pq

(a-b)+(b-c)=p(+q.

Didapatpl(a—b)+(b—c) ataupl(a—c). |
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Karena relasi kongruensi modulo-p pada himpunan bilangan bulat merupakan
relasi ekuivalensi, maka himpunan bilangan bulat terpartisi menjadi himpunan
bagian — himpunan bagian yang asing. Kelas ekuivalensi untuk relasi ekuivalensi
ini disebut kelas kongruensi modulo-p. Himpunan kelas- kelas kongruensi
modulo-p disebut himpunan bilangan bulat modulo-p (Zp). Sehingga Zp = {[0],

[1],12], ..., [p— 11}. Sebagai contoh Z7 = {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6]}.

Definisi 3.B.2 :

Jika [a] € Z, dan [b] € Z,, maka [a] © [b] = [a + b] dan [a] O [b] = [ab].

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa Z, dengan operasi @ merupakan suatu grup

dan Zp — {[0]} dengan operasi O juga merupakan grup.

Teorema 3.B.1 :

Himpunan semua bilangan bulat modulo-p dengan operasi @ atau (Z,, @) adalah
grup Abelian.
Bukti :
1. (V[a], [b] € Z;) (3[c] € Z,) schingga [a] & [b] = [c].
Sifat tertutup terpenuhi.

2. Ambil sembarang [a], [b], [c] € Z, maka

[a] © ([b] @ [c]) =[a] ® [b+ ]
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=[a+(b+c)]
=[(a+b)+c]
=[a+b]®[c]
= ([a] @ [b]) ® [c]
Jadi operasi @ bersifat asosiatif.
. Eleman identitas dan Z, adalah [0], sebab untuk sembarang [a] € Z,
[0]+ [a] = [0 + a] = [a] dan [a] + [0] = [a + O] = [a].
. Ambil sembarang [a] € Z, dan dimisalkan [b] merupakan invers dar [a]

maka akan diperlihatkan [b] € Z,,.

[a] ® [b] = [0]
[a+b] =[0]
atb =0
b =

Karena [a] € Z, maka [b] = [-a] € Z,.

Jadi [b] € Z,..

Jadi setiap elemen dari Z, mempunyai invers.
. Ambil sembarang [a], [b] € Z, maka

[a] ® [b] = [a+ b] =[b +a] = [b] & [a].

Jadi operasi @ bersifat komutatif. |

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa (Z;, — {[0]}, ©) merupakan suatu grup.
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Lemma 3.B.2 :
Jika Z, dengan p bilangan prima maka untuk setiap [r] € Z, dengan [r] # [0] ada
[a] € Z, sedemikian hingga [r] O [a] =[1].
Bukti :
Karena p bilangan prima maka p dan r adalah prima relatif sehingga ada bilangan
bulat a dan b sedemikian hingga ra + pb = 1.
Sehinggara=1 (modulo-p)
[ra] =[1]

[r] O [a] =[1].
Karena a bilangan bulat maka a kongruen modulo-p dengan tepat satu bilangan
bulat1,2,3, ..., p- 1, sechingga [a] € Z,

Jika (V[r] € Z;) (3[a] € Zy) [r] O [a] = [1}. l

Teorema 3.B.2 :

Z,— {[0]} dengan operasi © merupakan grup Abelian.

Bukti :

1. V[a], [b] € Z, - {[01}, 3[c] € Z,— {[0]} schingga [a] O [b] =[c].
Jadi operasi @ bersifat tertutup.

2. Ambil [a], [b], [¢] € Z, — {[0]} maka
[a] O ([b] O [c]) =[a] O [bc]

= [a (bc)]
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=[(ab) c]
= [ab] @ [c]
=([a] © [b]) O [¢]
Jadi operasi © bersifat asosiatif
3. Elemen identitas pada Z, — {[0]} adalah [1], sebab untuk sembarang
[a] € Z,— {[0]}, [2] © [1] = [al] = [a] dan [1] O [a] = [1a] = [a].
4. Menurut lemma 2.B.2 setiap elemen Z, — {[0]} mempunyai invers.
5. Ambil [a], [b] € Z,— {[0]} maka [a] ® [b] = [ab] = [ba] = [b] © [a].

Jadi operasi © bersifat komutatif. "l

Pada pembahasan selanjutnya operasi “©” pada Z, tidak ditulis, sehingga
[r] O [a] = [1] ditulis [r]{a] = [1] dan operasi “@” pada Z; ditulis “+”, sehingga
[r] & [a] = [1] ditulis [r] + [a] = [1].

Selanjutnya kita akan membahas mengenai persamaan kongruensi dalam

Z,, tetapi sebelumnya kita bahas lema berikut.

Lemma 3.B.3:

Andaikan a, b, ¢ € Z, a relatif prima dengan b dan a 1 bc maka a | C.
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Bukti :
Karena a dan b relatif prima, ada bilangan bulats dan t sedemikian hingga
sa + tb=1. Jika kita kalikan dengan c¢ maka sac + tbc = c. Karena diketahui

a|bc maka a|tbc, sehingga a|sac + tbe ataualc. [ |

Lemma 3.B.4 :

Andaikan a, b, ¢, p € Z, ¢ relatif prima dengan p dan ca = cb (mod p) makaa=Db
(mod p).

Bukti :

ca = cb (mod p) maka p lc (b — a). Karena p dan c relatif prima maka menurut

lemma 3.B.3 p | (b — a) sehingga b = a (mod p). ]

Teorema 3.B.3 :

Andaikan b, c, p € Z, c relatif prima dengan p maka cx = b (mod p) mempunyai
penyelesaian dalam x. Jika x; dan x, merupakan penyelesaian maka x; = x;
(mod p).

Bukti :

Karena c dan p relatif prima maka ada bilangan bulats dan t sedemikian
hingga sc + tp=1. Jika kita kalikan dengan b maka scb + tpb =b. Sehingga |
kita dapatkan b= (bs)c (mod p). Kita dapatkan penyelesaian untuk x yakni

X = bs.
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Andaikan ada 2 penyelesaian yakni x; dan x5, yang berarti cx; = b (mod p) dan
cxz = b (mod p). Karena relasi kongruensi bersifat simetris da;l transitif maka
cXj = ¢xp (mod p). Karena c dan p relatif prima, maka menurut lemma 3.B.4,
X} = X; (mod p). [ |

Berikut ini akan ditunjukkan bahwa dalam Z, tidak memuat pembagi nol.

Teorema 3.B.4 :

Dalam Z,, jika [s], [t] € Z, dan [s].[t] = [0] maka [s] = [0] v [t] = [0].

Bukti :

Akan dibuktikan dengan kontraposisi.

Andaikan [s], [t] € Z, dan [s] # [0] A [t] # [0]. Karena p prima maka faktor dari p
hanya 1 dan p. Jadi perkalian yang menyebabkan bemnilai [p] hanya [1].[p].
Padahal dalam Z,, [p] = [0]. Karena [s], [t] # [0] maka tidak mungkin [s].[t] = [0].

Jadi jika [s], [t] € Zy, [s].[t] = [0] maka [s] = [0] v [t] = [0]. ™

Suatu persamaan dengan f (x) = 0 (mod n) disebut persamaan kongruensi
modulo-n.

Sebagai contoh :
£(x) = [an]X™ + [am - JX™ " + [am_2]X™ 2+ ... + [a0] = [0], dengan [a] # [0],

[am], [am - 1, ..., [a] € Z, merupakan persamaan kongruensi modulo-n
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berderajad m. Jika [b] € Z, memenuhi persamaan di atas maka [b] dikatakan akar
dan persamaan kongruensi tersebut.
Suatu persamaan kongruensi modulo-p berderajad m mempunyai akar-akar yang

Jumlahnya tidak melebihi m. Hal itu akan disajikan dalam teorema berikut.

Teorema 3.B.5 :

Persamaan kongruensi modulo-p (prima) berderajad m mempunyai paling
banyak m akar.

Bukti :

Pada pembuktian disini [a] ditulis a.

Andaikan persamaan kongruensi modulo-p tersebut adalah

2

f(X) = amX™ + am- X" +an. X" T+ L +ag=0 ()

Dengan x; merupakan salah satu akar persamaan tersebut, maka

aX) "+ am X" Ay ™2+ L +ag=0 .. (2)
Sehingga kita dapatkan

am (x° - x") + am_ln(x”“'l —XO D+ ag X - x™H + L+
a (x—x1)=0 .. (3
Padahal (x™ - x;™) = (x™ '+ xx™ 2+ x %" 2+ L +x ) x-x) ... (4)

Dari persamaan (3) dan (4) kita dapatkan

3

(x—X%1) (@mx™ ' + bp.2Xx™ 2 + bp.sx™° + ... + by) = 0, untuk suatu

bm-Z’bm-L ...,bO € Z'P'
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Jika x—x;#0 maka apx™ ' + by.x™ 2 + by.3x™ > + ... + by =0 karena
Z, (p prima) tidak memuat pembagi nol.

Sehingga setiap akar dari f (x) selain x; merupakan akar dari persamaan
anX™ '+ by 2X™ 2+ by x4+ L + by =0.

Selanjutnya untuk membuktikan teorema itu kita gunakan induksi matematika.

e Menurut teorema 3.B.3 persamaan kongruensi berderajad 1 yakni ax —b =0

mempunyai 1 penyelesaian. Jadi untuk persamaan kongruensi modulo-p

berderajad 1 mempunyai akar 1.

e Diandaikan keadaan itu benar untuk persamaan kongruensi modulo-p
berderajad m — 1.
Sehingga dari pembahasan di atas

-1 - .
g (X)=amx™ '+ by x® 2+ by _x™

+...+tby=0
mempunyai paling banyak m — 1 akar.
Sekarang ambil fungsi f(x) = apx™ + ap - X" '+ an. X" 1+ .. +a=0
yang berderajat m. Akan ditunjukkan f (x) mempunyai paling banyak m akar.
Andaikan x; merupakan akar dari f (x) maka

(X — X1) (@mX™ ' + by - 2X™ 2+ b .3x™ 2+ ..+ bg) =0
Karena Z, tidak memuat pembagi nol maka

X—X1=0vaxXx® '+by X2 24+by x4 +by=0

1 3

- -2 -
Karena ap,x™ " + byp-.2X" 7 + by.x™

+ ... + by mempunyai paling

banyak m — 1 akar maka fungsi f (x) mempunyai paling banyak m akar. ]
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Sesudah kita membahas fungsi dan bilangan bulat modulo-p (Z;), selanjutnya

akan dibahas fungsi bilinear atas (Z;).

C. Fungsi Bilinear atas Z,
Setelah membahas mengenai fungsi termasuk teorema-teorema yang
berkaitan dengan fungsi dan tentang bilangan bulat modulo-p, selanjutnya akan
dibahas mengenai salah satu bentuk fungsi yakni fungsi bilinear atas bilangan

bulat modulo-p (Z;).

Bentuk umum dari fungsi bilinear atas Z;, yaitu

. lalx+15]
f(x)—y——[c]x+[d]

dengan [a], [b], [c] dan [d] € Z; dan [ad] + [-bc] # [0]. Sebagai catatan, jika [a],

[b] € Z, maka —[[Z—} = [ab™], ([b"] yakni invers dari [b] terhadap operasi “©”

dengan elemen identitas [1]) dan [a] — [b] = [a] + [-b], ([-b] yakni invers dari [b]
terhadap operasi “@”” dengan elemen identitas [0]).

Jika [c] # [0], untuk setiap x = % maka [c]x + [d] = [0]. Karena
c

pembagian dengan bilangan 0 tidak didefinisikan, maka untuk hasil pembagian
dengan bilangan 0 kita menuliskan symbol baru yakni “c0”. Sehingga untuk

oo =l
(el

maka y = co. Hubungan antara notasi “c0” dan [a] € Z; yakni :
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f—

ot [a] =0, V[a] # ©

2. o-[a]=o, V[a]

3. [a—]=[0]dan%=oo, V[a] # o
[¢ o} a
%:oo, Va] # [0]

Selanjutnya akan diselidiki fungsi bilinear atas Z, dengan daerah asal dan

daerah hasil fungsi Z, + {o} atau Pp,. Jika [c] # [0], maka untuk setiap x = (4]

[c]
dikawankan dengan y = . Jika [c] = [0], maka haruslah [a] # [0] dan [d] = [0]
sehingga syarat fungsi bilinear terpenuhi, maka y = co diambil sebagai kawan dari

X = 0.

lalxe(B) o [=dly+ (5]

Dari fungsi y [c]x +[d] [cly +[-a]

. Jika [c]# [0] maka

[4]

y= ﬁ merupakan kawan dari x = .
c

Selanjutnya akan dibahas tentang titik tetap dan kesamaan 2 fungsi bilinear

atas Z,.
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Definisi 3.C.1:

_ lalx+12]

Jika f: P, - P, : f(x) = ,
tka £:Pp = P E 0 =y = ]

[ad] + [-bc] # [0], maka p disebut titik

tetap fungsi bilinear tersebut jika p = f (p).

Contoh 3 :

_ Blx+[-2]

Suatu fungsi f : P; — P; dengan aturan f (x)
x+[2]

, f merupakan fungsi

bilinear pada Z7, maka [1] dan [2] merupakan titik tetap fungsi tersebut karena

untu x = [1] maka DLAD 121 1402031 _ oo

(1 +[2] (3] [3]

untuk x = [2] maka 212D *+1221 (81 _ oy
[2] +[2] [4]

Definisi 3.C.2 :
) . . [alx + [b]
Jika FBZ,, merupakan himpunan fungsi bilinear pada Z, dan f (x) = ,
[clx + [d]
g0 = UL o bRz dengan fal, (b, [c], [d], [e], [, [¢], [n] < Z,
[g]x + [7]

[ad] + [-bc] = [0], [eh] + [-gf] # [0], maka fungsi f (x) sama dengan fungsi g (x)

jika dan hanya jika f (x) = g (x), Vx € P,
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Contoh 4 :

Jika f(x) = > +x[2] dan g (x) = [—2][)‘2—;—[5 e FBZ;, apakah £ (x) = g (x) ?

Jawab :

Akan diselidiki apakah untuk semua x € P, f (x) = g (x).

- untuk x = [0]
[01+[2] _ [2][0] +[1]
f(0D)=———=w,g([0D)=—"——= =
(1on 0] g ([0D 2100]
£([0D = g ([0D)
- untuk x =[1]
[1] +12] (2101 + []
f(ID=——=10Leg(1D)=———=][0
(RY) ] [0], g ([1D) 210 [0]
f((1D=g([1D)
untuk x = [2]
_[21+12] _ [21(2] + 1]
f2h)=————=1R2Leg(R2)=——"7——7=[2
() 0] (2], g (12D 212] (2]

f((2D =g (12D

-  untuk X =0

[1] [2]
fw =_::1, w:_:l
(e0) 0 [1], g () 2 [1]

f(e0) = g ()

Jadi (Vx € P3) f(x) = g (x), sechingga fungsi f (x) = g (x).
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Selanjutnya akan dibahas mengenai komposisi dan invers fungsi bilinear

atas Z,,.

i. Komposisi Fungsi Bilinear atas P,
Jika u dan v fungsi bilinear atas P, yang didefinisikan sebagai berikut

_ [alx +[b]

u:P, > P iu(x) cx + 1]

, [a], [b], [c] [d] € Z, dan [ad] + [-bc] # [0]

NGB

P P,:
Vi R oL+ ]

. [el, [f], [g], [h] € Z, dan [eh] + [-fg] = [0]

maka komposisi fungsi u dan v adalah

(uov)(x) =u(v(®)

. {[e]x + [f]J
[ghx + (4]

(elx + [f]
= ([g]x ¥ [h]] "

lelx + [f]
- [[g]x ¥ [h]] e

([ael + [bg1)x + [af ] + [bA]
[g]x + [4]

(el + [dg])x + [cf] + [dh]
[glx + [A]

(Lael + [bg1)x + [af 1+ [bA]
([cel +[dg])x + [cf 1 + [dA]

dengan  ([ae] + [bg]) ([cf] + [dh]) + {([ce] + [dg]) ([af] + [bh])}
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= [aecf] + [aedh] + [bgcf] + [bgdh] + {~[ceaf]-[cebh]-[dgaf]-[dgbh]}
= ([ad] + [-bc]) ([eh] + [-fg]) # [0], karena ([ad] + [-bc]) # [0] dan
([eh] + [-fg]) = [O].

Selanjutnya kita akan menunjukkan bahwa jika u, v dan w fungsi bilinear

atas P, maka berlaku (uov)ow=uo (vow).

[a}x +[2]

u:Ppo>Piu(x)= [clx + [d]

. [al, [b], [c], [d] € Z, dan [ad] + [-bc] # [0]

el 4 7]

v:Pp > Pyiv(x) [glx + [A]

» [e], [f], [g], [h] € Z; dan [eh] + [-fg] = [0]

_lix+1j1

w:P, =P, w(x) [lx + [1]

> 1], b1, [k, [1] & Z dan [il] + [jk] # [0]

Fungsi (u o v) : P, - P, sehingga (uov)ow: P, > P,
Fungsi (vo w) : P, = P, sehinggauo (vow): P, > P,
Akan ditunjukkan bahwa ((u o0 v) o w) (x) = (u o (v o w)) (x)

- @) @V =u(vX)

/1 [[e]x+ [f]j
[g)x + []

[elx + [£]
. {[g]x ¥ [h]] 4

lelx + /]
g [[g]x ¥ [h]J _

_ ([ae] + [bg1)x + ([af ] + [6A1)
([cel + [dgl)x + ([ef1+ [aR))
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dengan ([ae] + [bg]) ([cf] + [dh]) + {-([ce] + [dg]) ([af] + [bh])}
= ({ad] + [-be]) ([eh] + [-fg]) # [O], karena ([ad] + [-bc]) = [0]
dan ([eh] + [-fg]) # [0].

(wov)ow)(x)=(uov)w(x)

_(woy) ([i]x+m]
[k)x +[1]

[ +[J]
[klx +[/]
[i]x +[ /]
klx +[/]

[ae]+[ ][ j+[af]+[bh]

[ce] +[ g]( ]+ [¢f ]+ [ah]

_([aei) +[bgil +[afk] + [bhk])x +[aej] + [bgj] + [afl] + [bhl]
([ceil + [dgi] +[cfk] +[dhk])x +[cef] + [dgf] + [cfl] + [dh]

dengan ([aei] + [bgi] + [afk] + [bhk]) ([cej] + [dgj] + [cfl] + [dhl]) +
{([cei] + [dgi] + [cfk] + [dhk]) ({acj] + [bgj] + [afl] + [bhl])}
= ([ad] + [-be]) ([eh] + [-fg]) ([il] + [-kj]) # [O], karena
([ad] + [-be]) # [0], (feh] + [-fg]) # [0] dan ({il] + [-kj]) # [0]

b) (vow)(x)=v(w(x))
_y [ [ +1]
[&]x +[/]

[ilx + /]
[]([k] [/]] -

lilx + /]
[]([k] [l]] .

55



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

_ (el + [&Dx + (gl + 1)
([gi1+ [hk])x + (g + [4]))

dengan  ([ei] + [fk]) ([gj] + [hl]) + {-([g1] + [hK]) ([ej] + [fI])}
= ([eh] + [-fg]) ([iI] + [kj]) # [0], karena ([eh] + [-fg]) # [0]
dan ([11] + [-kj}) = [0].

(wo(vow)) (x)=u((vow)(x)

= [ ({ei] + [ D + (&1 + [A7]) j
(Lgi] + [Ak])x + (g1 + [A1])

([gil + [hk])x + ([gf] + [A1])
(fed} + [ + (fer] + [ﬂ])J ;
[C][([gih[hk])x+([gf]+[hl]) i

» ( ([ei] + LAIx + (fer] + [ﬂ])) + 18]

_ ([aeil +[ fak]+[bgil+[bhk1)x + ([aej] +[afl] + [bg] + [bhI])
([cei] + [ fkc] +[dgi] + [dhk))x + ([cef] + [cf1] + [dgj] + [dhi])

dengan ([aei] + [fak] + [bgi] + [bhk]) ([cej] + [cfl] + [dgj] + [dhl]) +
{-([cei] + [fke] + [dgi] + [dhk]) ([aej] + [afl] + [bgj] + [bhI])}
= (fad] + [-bc]) (feh] + [fe]) ([il] + [&j]) # [0], karena
([ad] + [-be]) # [0], ([eh] + [-fg]) # [0] dan ([il] + [-kj]) # [O]

Terbukti komposisi fungsi bilinear atas Z;, bersifat asosiatif.
ii. Invers Fungsi Bilinear atas Z,
Suatu fungsi mempunyai fungsi invers bila dan hanya bila fungsi itu

merupakan fungsi bijektif.
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Akan diperlihatkan bahwa fungsi bilinear atas Z;, dan P, ke P, merupakan
fungsi bijektif.

_ lalx +[5]

f:Pp—>Pp:f(x)=y (clx + [d]

; [a], [b], [c], [d] € Zy, [ad] + [-be] = [0]

a. Akan ditunjukkan bahwa f merupakan fungsi injektif.
Diambil xy, X, € P, dengan f (x;) = f (x2)

[alx, +[B] _[alx, +[5]
[clx, +[d]  [clx, +[d]

maka

([alx1 + [b]) (fe]x + [d]) = ([alx2 + [b]) ([e]x1 + [d])
[ac]xix; + [belx, + [ad]x; + [bd] = [ac]xix; + [belx; + [ad]x, + [bd]
[ad]x; + [be]x; = [belx; + [ad]x;

(Tad] + [-be]) xi = ([ad] + [-be]) %,

X1 =X2.

Jadi f merupakan fungsi injektif.

b. Akan ditunjukkan bahwa f merupakan fungsi surjektif.

Kita ambil y € P, maka ada x=M sehingga f (x) = y =
[ely +[~a]

[alx + [5]
[c)x +[d]

Jadi f merupakan fungsi surjektif.
Karena f merupakan fungsi injektif dan surjektif, maka f merupakan fungsi

bijektif, sehingga fungsi bilinear atas Z, dari P, ke P, mempunyai invers.
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Jikaf(x)=y= M , [ad] + [-bc] # [0], maka ([c]x + [d]) y = [a]x + [b],
[c]x +[d]
sehingga x = M , [ad] + [-bc] = [0].
[cly +[—a]

Invers fungsi bilinear atas Z, dari P, ke P, merupakan fungsi bilinear atas Z,

juga.
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BAB IV

GRUP FUNGSI BILINEAR ATAS 7

Setelah kita mempelajari mengenai grup dan fungsi bilinear atas Z,, kita akan
membahas mengenai grup fungsi bilinear atas Z, yang dilengkapi dengan operasi
komposisi fungsi. Sebelum kita buktikan bahwa himpunan fungsi bilinear atas Z,
yang dilengkapi dengan operasi komposisi fungsi merupakan suatu grup, kita lihat
dulu beberapa contoh himpunan fungsi bilinear atas Z,.

Dalam penulisan di sini [a] ditulis dengan a.

Contoh [ :

Himpunan fungsi bilinear atas Z, = {0, 1} yakni

Contoh 2 :
Himpunan fungsi bilinear atas Z; = {0, 1, 2} yakni

xl 1 1 L 1 1 X x X x X ot x+1
Tx x+U x4+272x 7 2x+17 2x 42727 x+1 x+2 2x+17 2x+2° ’

> k4

x+1 x+1 x+1 x+1 12 x+2 x+2 x+2 x+2 x+2
x T x+2 2x T 2x+1° 2 x 0 2x T x+172x+2
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Contoh 3 :
Himpunan fungsi bilinear atas Zs = {0, 1, 2, 3, 4} yakni

b, x+1, x+2, x+3, x+4,2x, 2x+1, 2x+2,2x+3,2x+4, 3x, 3x+1,3x +2, 3x + 3,

3x+4,4x,4x+1,4x+2,4x+3,4x+4

2 3

X

2 2 > 3 2

Ly
X X X X X

g i x+1 x+2 x+3 x+4
x,x’

2x+1 2x4+2 2x+3 2x+4 3x+1 3x+2 3x+3 3x+4 4x+1 4x+2

2 2 2
X X X X X X X X X X

?

4x+4+3 4x+4 1 2 3 4 x x+2 x+3 x+4 2x 2x+1
x 0 0x x4+l x+1 x+1 x4+ x+1" x+41" x+1" x+1" x+1" x+1°

2x+3 2x+4 3x 3x+1 3x+2 3x+4 4x 4x+1 4x+2 4x+3 1
x+17 x+1 7 x+1" x+17 x+17 x+1 " x+1" x+1° x+1~ x+1 x+2°

2 3 4 X x+1 x+3 x+4 2x 2x+1 2x+2 2x+3 3x
x+2 x+2 x+2  x+2 x4+2 x+2 x+2 x+2" x+2° x+2 x+2 x+2°

3x+2 3x+3 3x+4 4x 4x+1 4x+2 4x+4 1 2 3 4
x+2 x+27 x+2 x+2 x+2 x+2° x+2 x+3 x+3 x+3 x+3’

x x+1 x+2 x+4 2x 2x+2 2x+3 2x+4 3x 3x+1 3x+2
x+3 x+3 x+3 x+3  x+3" x+3 7 x+3  x+3 x+3 x+3° x+3°

3x+3 4x 4x+1 4x+3 4x+4 1 2 3 4 X x+1
x+3 7 x43" x43° x+3° x+3 x+4 x+4 x+4 x+4 x+4 x+4°

x+2 x+3 2x 2x+1 2x+2 2x+4 3x 3x+1 3x+3 3x+4 4x
x+4 x+4"  x+4" x+4 " x+4° x+4 x+4" x+4" x+4° x+4 x+4’

4x+2 4x+3 4x+4
x+4 x+4° x+4
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A. Grup Fungsi Bilinear atas Z,
Himpunan fungsi bilinear atas Z;, yang dilengkapi operasi “o0” yakni operasi
komposisi fungsi membentuk suatu grup, disebut Grup Fungsi Bilinear atas Z,

dan dinotasikan GFBZ,,.
Teorema berikut akan membuktikan bahwa himpunan fungsi bilinear atas Z,

yang dilengkapi operasi komposisi fungsi merupakan grup.

Teorema 4.A.1 :
Jika FBZ, adalah himpunan fungsi bilinear atas Z, yang dilengkapi operasi

komposisi fungsi maka (FBZ;, o) merupakan grup yang dinotasikan GFBZ,.

Bukti :
. ax +b
a. Ambil sembarang k,1 € FBZ, dengan k (x) = ,ad — bc # 0,
cx+d
ex+ f
a,b,c,deZydanl(x)= ,eh—fg#0,e,f,g, heZ,.
gx+h

Akan ditunjukkan k o1 € FBZ,,

(kol)(x)=k(l<x))=k[e“f]
gx+h

_ (ae+bg)x+ (af + bh)
(ce+dg)x + (cf +dh)

dengan ae + bg, af + bh, ce + dg, cf + dh € Z, dan

(ae + bg) (cf + dh) — (ce + dg) (af + bh)
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= (ad — bc) (eh — fg) # 0, karena ad - bc # 0 dan eh — fg # 0.

b. Ambil sembarang k,1, m e FBZ,, dengank (x) = ax:(l; ad-bc # 0,
cx
ex+ f
a,b,c,deZ,1(x)= ,eh—fg=0,¢e f g heZ,dnm(x)=
gx+h

ix+J

,ip—nj #0, 1, }, n, p € Z,, maka menurut sub bab 3.C.i1, komposisi
nx+ p

fungsi bilinear atas Z,, bersifat asosiatif, sehingga (kol)om =k o (1 o m).
c. Terdapat fungsi identitas yakni k € FBZ, dengan k (x) = x, sedemikian
hingga

(vl € FBZ,) (k 0 1) (x) = (1 0 k) (x) =1 ().

d. Ambil sembarang k € FBZ, dengan k (x) = R ,
cx+d

ad — bc # 0,

a, b, ¢, d € Z,, maka menurut sub bab 3.C.i, dapat ditemukan k! e FBZ,

dengan k! (x)= & ,ad-bc#0,d,-b,-c,a e Z,.
-cx+a
Dari a, b, ¢, dan d terbukti bahwa (FBZ,,, 0) merupakan grup. ]

Contoh 4 :

Himpunan fungsi bilinear atas Z, (FBZ;) yang dilengkapi operasi komposisi

fungsi merupakan suatu grup.

FBZy=dx Lox+1, —— 1 X L_p ¢ 6 £ £ f5)
X x+1 X x+1
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Perhatikan tabel hasil operasi komposisi dari fungsi-fungsi anggota FBZ, di

bawah ini

0 fo f) £ f3 fy fs
fo fo fi f f3 f4 fs
f; f; fo f3 f; fs £,
f; f; f, fo fs f f3
f3 f3 fs fl f4 f0 f2
s fy f; fs fo f3 f,
fs fs f3 fs f f; fo

Tabel A

- Jika diambil sembarang f, g € FBZ, maka f o g € FBZ,.
Sehingga sifat tertutup terpenuhi.

- Ambil sembarang f, g, h € FBZ; maka fo(goh)=(fog)oh.
Sehingga sifat asosiatif terpenuhi.

- Untuk semua f € FBZ, maka terdapat fy = x € FBZ, sedemikian sehingga
untuk (Vf e FBZ,) (fo fo) == (fp o f).

- Ambil sembarang f € FBZ, maka terdapat f' € FBZ, sedemikian sehingga
fofh=(f'oH=fh=x

Jadi terbukti bahwa (FBZ;,, 0) merupakan grup.

1. Pusat dari GFBZ,

Dalam grup G kita mengenal pusat dari G yang dinotasikan dengan

Z (G) yaitu himpunan semua elemen dari G yang komutatif dengan
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sembarang elemen dari G. Di dalam GFBZ, juga terdapat pusat, untuk itu

perhatikanlah teorema berikut.

Teorema 4.A.2 :
H={f |£ (x) = x} merupakan pusat dari GFBZ,, sehingga H = Z (GFBZ,,).
Bukti :
a. Akan dibuktikan H ¢ Z (GFBZ,)).
Ambil f € H dengan f (x) = x dan ambil sembarang fungsi g € GFBZ,

ax+b

dengan g (x) = d,a,b,c,deZp,ad—bc;tO.

cx +

Akan ditunjukkan f € Z (GFBZ,) yakni fog=gof.
Karena fungsi f dengan f (x) = x merupakan fungsi identitas

pada GFBZ,, maka untuk semua fungsi g € GFBZ, dengan

g(x)= ax+b,a,b,c,deZp,ad—bc¢0berlakuf0g=gof=g.
cx+d

Sehinggafog=gof
Jadi terbukti H ¢ Z (GFBZ,).
b. Akan dibuktikan Z (GFBZ;) c H.

Ambil sembarang f € Z (GFBZ;) dengan f (x) = = +2 ,a,b,c,deZ,
cx +

ad—-bcz0.
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Akan ditunjukkan f € H yakni f (x) = x. Karena f € Z (GFBZ,) maka

ex+ f

untuk semua g € GFBZ, dengan g (x) =
gx+h

,ef,gh e Z,

eh — fg # 0, maka f o g = g o f Misalkan diambil fungsi h € GFBZ,

dengan h (x) = x + 1. Sebagai catatan, untuk bilangan prima p manapun

fungsi h selalu di dalam GFBZ,,

Perhatikan bahwa

(foh)(x) =(hof)(x)

f(x+1) =h[‘“+b]
cx+d

ax+(a+b) _(a+c)x+(b+d)

cx+(c+d) cx+d

sehingga didapat persamaan

acx2+adx+(a+b)cx+(a+b)d = (a+c)cx2+(b+d)cx+(c+d)<a+é)x+(c+d)(b+d).
Dari persamaan di atas didapat

i) acx’=(a+ c)cx’, maka a=a + c sehingga ¢ = 0.

i1) (a+b)d=(c +d) (b + d), maka ad + bd = db + dd sehingga a = d.
o ! A ax+b .
Dengan demikian didapat fungsi f dengan f(x)= —— anggota dari
a
Z (GFBZ,).

Jika diambil fungsi 1 € GFBZ, dengan | (x) = —x—l Untuk bilangan
X+

prima p berapapun fungsi | selalu merupakan elemen dari GFBZ,,
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Karena f € Z (GFBZ,) dan 1 € GFBZ,, maka

(fol) (x) =(lof)(x)

el _* =l[ax+b)
x+1 a

(a+b)x+b _ ax+b
ax+a ax+(a+b)

sehingga didapat persamaan berikut
(a +b)ax’ + (a+b) (a + b)x + abx + (a + b)b = aax’ + (ab + aa)x + ab

Dari persamaan tersebut didapat a + b = a sehingga b = 0.

Maka didapat fungsi f dengan f (x) = & — X elemen dari H.
a

Sehingga Z (GFBZ,) < H.

Dari a dan b terbukti bahwa H = Z (GFBZ,). [ |

. Order GFBZ,

Banyaknya elemen pada suatu grup, misalnya grup G disebut order dari
grup G dan dinotasikan |G|. Apabila |G| berhingga maka G disebut grup
berhingga dan apabila |G| tak hingga maka G disebut grup tak hingga.

Anggota dari GFBZ, yakni {f|f (x) = ax+3,a,b,c,d e Z,, ad — be = 0}.
cx +

Karena Z;, berhingga maka | GFBZ, l juga berhingga. Selanjutnya akan dicari

rumus umum untuk menentukan |GFBZP|. Dalam pembahasan nanti,
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pembahasan diawali dari contoh-contoh GFBZ, dengan p yang sederhana
dahulu, sehingga kita dapat langsung menghitung ordernya. Setelah itu, kita

baru mencari rumus umum untuk | GFBZ, l.

ax +b

Anggota dari GFBZ, yakni fungsi f dengan f (x) = ",

b

a,b,c,deZ,danad-bc#0.

Pada penulisan di depan sudah diberikan contoh himpunan dari GFBZ, yakni

1 1 3
{ X, l’ x+1, L , g , als } Sehingga order dari GFBZ, atau | GFBZ, |
x x+1 x+1 x

yakni 6.

Untuk mencari fungsi bilinear atas Z, dapat dicari dengan bantuan tabel

berikut

ab|l 00 01 10 1,1
cd
0,0 X X X X (x) menunjukkan nilai ad —bc =10
0,1 X X v \%
10 X \% X \% (v) menunjukkan nilai ad--bc#0
1,1 X v v X :

Tabel B

- Baris paling atas menunjukkan semua pasangan terurut (a, b) dengan

a,beZ,

- Kolom paling kiri menunjukkan semua pasangan terurut (c, d) dengan

c,deZ,
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Sehingga anggota fungsi bilinear atas Z, yakni fungsi-fungsi

1 1 X x+1
- — X, ——, X+, ——.
x x+1 x+1 X

Demikian juga jika kita mencari fungsi bilinear atas Z; dapat dicari dengan

cara yang sama dengan cara di atas.

ab|00 01 02 1,0 1,1 12 20 21 22

cd

0,0 X X X X X X X X X
0,1 X X X \ v \ \' \' \'
0,2 X X X \ v \' v v \'
1,0 X \ v X v \ X v v
1,1 X v v v X v v \ X
1,2 X v v v v X v X v
20 X \ \ X v \ X \' \'
2,1 X \ \ \ \' X \' X \'
22 X v v v X v \' \ X

Tabel C

Sehingga fungsi yang memenuhi syarat sebagai fungsi bilinear yakni

himpunan

l 1 1 L 1 1 Z 2 2 i 2 2 .
X x40 x+4272x7 2x+1" 2x+2° x " x+1” x+27 2x " 2x+1°2x+2°
X X X X X x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

) s > > ,'x s > s s s ,x+2:
2" x+1 x+2 2x+1 2x+2 2 x “x+2 2x 2x+1

x+2 x+2 x+2 x+2 x+42 B 2_x 2x 2x 2x 2x

27 x Tx+17 2x T 2x+27 77 2 7 x4+ x+27 2x+17 2x+2’
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2x+1 2x+1 2x+1 2x+1 2x+1 2x+2 2x+2 2x+2
2x+1, N 5 5 5 ,2x+2, 5 5 s
2 X x+1 2x " 2x+2 2 X x+2
2x+2 2x+2}
2x 2x+1)
ax+ b _n

Tetapi karena fungsi

(a.x +bj dengan n € Z; — {0}, yaknin=1

cx+d n\cex+d

dan n = 2, maka setiap fungsi dalam himpunan di atas pastilah terdapat satu

S 3 1 .
fungsi lain yang sama, misalnya fungsi — sama dengan fungsi 21 karena
x x

R L [l] = l fungsi 2x2+1 sama dengan fungsi x + 2 karena 2x2+1 =
X X

g(x+2j —_—
20 1

Jadi fungsi bilinear atas Z; yakni

{11111 1 x x x‘xx

X, —, > s T~ > s s > s s :x+1
x x+1 x+2 2x 2x+1 2x+2 2 x+1 x+2 2x+1 2x+2

2

x+1 x+1 x+1 x+1 =x+1 42 x+2 x+2 x+2 x+2 x+2
27 x Tx+27 2x ' 2x+1° 27 x 7 2x T x+172x+2

Sehingga | GFBZ;| = P , dengan n banyaknya elemen dalam Z; — {0}
n
A
2

24.

Il
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Berikut ini akan dicari rumus umum untuk menentukan banyaknya anggota

dalam GFBZ, atau order dari GFBZ,,.

Diandaikan a, b, ¢, d € Z,,, akan dicari fungsi bilinear atas Z,,.

Perhatikan tabel berikut ini

Semua pasangan | Nilai ¢ dan d yang menyebabkan | Banyaknya pasangan
terurut (a, b) nilai ad - bc =0 terurut (c, d) yang
menyebabkan ad — bc =0
(0, 0) c:0>p-1| d:0>p-1 p’
©, 1) c=0 d:0>p-1 p
0, 2) c=0 d:0—>p-1 p
O, 3) c=0 d:0>p-1 p
©O,p-1 c=0 d:0>p-1 p
(1,0) c:0—»>n-1 d=0 p
(1, 1) c=d d:0—>p-1 p
(1,2) 2c=d d:0>p-1 p
(1,3) 3c=d d:0>p-1 p
(Lp-1 (p—1l)=d d:0>p-1 p
(2, 0) c:0>n-1| d=0 p
2,1 c=2d d:0>p-1 p
2,2) c=d d:0>p-1 p
2,3) 3c=2d d:0>p-1 )
2,4) 4c=2d d:0>p-1 p
2,p-1) (p—1)=2d d:0>p-1 p
3,0 c:0>p-1 d=0 p
3, D c=3d d:0->p-1 p
3,2 2c=3d d:0>p-1 p
3,3) c=d d:0—>p-1 p
3,4) 4c=3d d:0—>p-1 p
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3,95 5¢=3d d:0—»p-1 p
GB,p-1) (p—1Dec=3d d:0>»>p-1 p
p-10) c:0—-»>p-1 d=0 p
p-1,1) c=(p-1)d d:0>p-1 p
(p-1,2) 2c=(p-1)d d:0>p-1 p
r-13) 3c=(p-1)d d:0>p-1 p
(p-1,4) 4c=(p-1)d d:0—>p-1 p
(p—-1,5) Sc=(p—1)d d:0>p-1 p
p-1,p-1) c=d d:0—>p-1 p
Tabel D

- Banyaknya pasangan terurut (a, b) yakni p’.

- Banyaknya pasangan terurut (c, d) yakni .

- Untuk pasangan terurut (a, b) = (0, 0), terdapat p2 buah pasangan terurut

(c, d) yang menyebabkan ad — bc = 0.

- Untuk setiap pasangan terurut (a, b) # (0, 0), terdapat p buah pasangan

terurut (c, d) yang menyebabkan ad — bc = 0. Sehingga banyaknya

pasangan terurut (a, b) yang menyebabkan ad — bc = 0 di sini ada p® — 1.

Untuk setiap fungsi ax+b
cx+d

€ FBZ, maka

n € Z, - {0} (banyaknya n = p — 1), sehingga

|GFBZ, | = -+ -)

p-1
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_p-pP-p+p
p-1

_@-np-y
p-1

=p -p

Jadi banyaknya |GFBZP| adalah p’ - p.

3. Sikel

Fungsi f € GFBZ, merupakan fungsi bijektif dari P, ke P,, sehingga f

merupakan permutasi dari P, ke P,

Sebagai contoh :

2x+1

Jika f € GFBZ; dengan f (x) = 1 maka
f0)=1 f(4)=6
f(1)=5 f(5)=3
f2)=4 f(6) =0
f(3)=0 f(0)=2

Maka orbit yang memuat O yakni (0, 1, 5,3) yang membentuk sikel
(0 1 5 3), orbit yang memuat 2 yakni (2, 4, 6, ) yang membentuk sikel
(2 4 6 =) dan tidak terdapat titik tetap (sikel yang panjangnya 1).

Jadi terdapat 2 sikel yang panjangnya 4 dan tidak ada titik tetap.
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Akan diselidiki sikel yang terbentuk oleh fungsi yang sama, tetapi dengan

2x+1

P, yang lain. Misal fungsi yang diambil fungsi f dengan f (x) = 1
X

1) Jika f: P; —> P; maka dengan cara yang sama seperti cara di atas akan
diperoleh 2 sikel yakni (0 1) dan (2 ) yang
panjangnya 2 dan tidak ada titik tetap.

2) Jika f : Ps —» Ps maka terdapat 1 sikel yakni (0 1 4 o 2) yang
panjangnya 5 dan ada 1 titik tetap yakni untuk
x=3.

3) Jika f: Py;; > P;; maka terdapat 2 sikel yakni (0 1 7 6 5) dan
(2 9 3 10 ) yang panjangnya 5 dan ada 2 titik
tetap yakni untuk x =4 dan x = 8.

4) Jika f: Py3 > P;3 maka terdapat 2 sikel yakni(0 1 8 12 o 2 6)

dan (3 5 4 7 10 9 11) yang panjangnya 7 dan

tidak ada titik tetap.

Dari contoh di atas tampak bahwa jumlah titik tetap (sikel yang panjangnya

1) jumlahnya tidak lebih dan 2 elemen. Berikut ini akan dibuktikan teorema

yang menunjukkan bahwa jumlah titik tetap fungsi f € GFBZ, (f bukan

fungsi identitas) tidak lebih dari 2. Tetapi sebelumnya kita buktikan dahulu

teorema berikut.

73



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Teorema 4.A.3 :

Jika a € Z,, p > 2, maka persamaan x> = a akan mempunyai 2 penyelesaian
yaitu r dan p — r atau tidak mempunyai penyelesaian. Terkecuali untuk x> =0,
maka persamaan itu akan mempunyai 1 penyelesaian yakni 0.

Bukti :

Berdasarkan teorema 2.H6 maka persamaan x° = a tidak mungkin
mempunyai lebih dari 2 penyelesaian. Sehingga persamaan x* = a, paling
banyak mempunyai 2 penyelesaian.

Andaikan ada r € Z, sedemikian hingga x*=r" maka kita dapatkan
x + 1) (x — 1) = 0. Dalam Z, tidak memuat pembagi nol sehingga
penyelesaiannya x =r atau x =-r. Sedangkan -r = p—r. Jadi kita dapatkan 2
penyelesaian x =rataux=p-—r.

Jika tidak adar € Z, sedemikian hingga x* =r* maka persamaan itu tidak
mempunyai penyelesaian.

Jika p = 2 maka kita hanya mendapatkan 1 penyelesaian yakni x = r, karena

Vae Zmakaa=p-—a. |

Selanjutnya kita akan membuktikan jumlah tittk tetap dalam fungsi

f € GFBZ, (f bukan fungsi identitas) paling banyak 2 elemen.
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o
St

Teorema 4.A.4 : |
Jika GFBZ, merupakan grup fungsi bilinear pada Z,, maka setiap anggotau?' o
dari GFBZ, yang bukan fungsi identitas mempunyai paling banyak 2 titik

tetap.

Bukti :

Andaikan f e GFBZ, dengan f (x)= ax:f; ad—bc#0,a,b,c,deZ
cx

dan z merpakan titik tetap dalam f Karena z titik tetap dalam f maka

f(z)= cd +3 = z, dan kita peroleh cZ + (d — a) z— b = 0 yang merupakan
cz +
persamaan kuadratik dalam z.

_ (a-d)+y(d-a) +4bc

Penyelesaian persamaan itu yakni z; 5 dan
c
(a-d)—(d—-a)’ + 4bc
Z; = .
2c
2
Andaikan y* = M, maka menurut teorema 4.A.3 persamaan itu

2¢
akan mempunyai 2 penyelesaian untuk y yakni e dan p — e atau tidak
mempunyai penyelesaian.

- Jika mempunyai 2 penyelesaian ¢ dan p — € maka

_(a-d)+e _(a-d)+(p-e) (a-d)-e
= 0127 =

yA
b 2% 2 2%

dan
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_(a-d)-e _(a-d)-(p-e) (a-d)+e
LT — (027 =
2c 2c 2c

Karena z, ; = z;; dan z, | = z, ;, maka kita mendapatkan 2 titik tetap yakni

2= (a-d)+e dan z, - (a—d)—e‘
2c 2c
d—-a)* +4bc . . .
- Jika persamaan y* = ( a; T e tidak mempunyai penyelesaian untuk
c

y maka fungsi itu tidak mempunyai titik tetap.

_ (d—a)’ +4bc

- Jika y* :
C

= 0 yang berarti bahwa ada 1 penyelesaian

untuk y yakni O maka fungsi itu akan mempunyai 1 titik tetap yakni

a-d
2¢

VA

Jadi terbukti bahwa jumlah titik tetap dalam fungsi f € GFBZ, tidak lebih

dari 2 elemen. ]

Selanjutnya dari fungsi-fungsi dalam GFBZ, dengan p > 2 akan dicari
kemungkinan untuk titik tetapnya.

ax+b

Andaikan f € GFBZ, dengan f (x) = T ad—-bc#0, a,_b, c,de Z,

cx +
1) Jika ¢ # 0, (d—a)® + 4bc # 0, dan ada e € Z, sedemikian hingga
¢’ = (d—a)’ + 4bc, maka fungsi itu mempunyai 2 titik tetap yakni

g=la-d+e o, a-d-e
2¢ 2c
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2) Jika ¢ # 0, (d — a)* + 4bc = 0, maka fungsi itu mempunyai 1 titik tetap

yakni z; = a—a'_

3) Jikac#0,(d—a)* + 4bc # Odantidak adae € Z, sedemikian hingga
e’ = (d—a)* + 4bc, maka fungsi itu tidak mempunyai titik tetap.

ax+ b

4) Jikac=0,d - a # 0 maka fungsi f (x) =

az +b

Jika z merupakan titik tetap maka f (z) = = z, sehingga kita

dapatkan z = , Sebagai titik tetap fungsi f.

-a
Tetapi untuk ¢ = 0, f (o) = 00. Jadi kita mendapatkan 2 titik tetap yakni

b
d-a

z=owdanz=

5) Jikac =0, d — a =0 maka dalam f hanya ada satu titik tétap yakni untuk

Z=00.

Contoh 5 :

Fungsi g € GFBZ; dengan g (x) = &k L% a
3x +1

a=2,b=2,¢c=3#0,d=1.
Nilai = (d — a)* + 4bc

=(1-2)+4(2.3)
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=25
=4
Ada e; = 2 dan e; = 5 sedemikian hingga e’ = 4, schingga fungsi g

mempunyai 2 titik tetap yakni

Zl=1+2 —6
4
1-2
z=—==5
Ty

Jadi titik tetap dalam fungsi g tersebut yakni untuk z=5 dan z= 6.

Contoh 6 :

S5x+4

Fungsi g € GFBZ; dengan g (x) = 3

a=5b=4,¢=0,d=2,d-a=-3.

Karenac=0dan(d;a);&Omakag(w):oo.

Jadi terdapat 2 titik tetap yakni z= 1 dan z = co.

Aksi GFBZ, pada P,
Seperti dibahas pada bab 2 F, aksi dari grup G pada himpunan X adalah
pemetaan y : G x X - X sedemikian hingga memenuhi :

1. Yy (e, X)=x, VX € X dan e elemen identitas pada G.
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i y(g*g,X)=v(g,L V(g X)), Vg, gelGdnVxeX

Akan ditunjukkan bahwa GFBZ, beraksi pada himpunan Py,

Teorema 4.A.5 :
Jika G = GFBZ,; dan P, = Z;, + {oo} maka pemetaan A : G x P, — P, dengan
aturan : A (f, a) = f (a), Vf € G dan Va € P, merupakan aksi dari G pada P,
Bukti :
1) A terdefinisi dengan baik, sebab
Jika diambil sembarang (f, a) € G x P, maka f (a) € P, dan f (a) = A (f, a).
Ambil sembarang (f}, a;), (f2,a;) € G x P, sedemikian sehingga
(f1, a1) = (f2, a;), maka f; = f, dan a; = a,, sehingga f; (a;) = f; (ay).
Jadi A (f}, a;) = A (£, ap).
2) Jikag € Gdengan g (x) =x, Vx € P, merupakan‘ elemen identitas dari G
maka A (g, x) =g (x) = x.
3) Ambil sembarang f, g € G dan sembarang a € P,,, maka
A(fog x)=(fog)(x)
=f(g ()
=f( (g, %)
=A (£ A (g x)

Jadi A merupakan aksi grup GFBZ,, pada himpunan P, [ |
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Pada contoh 17 bab II sudah ditunjukkan bahwa jika G grup dan H |
subgrup G, maka A : H x G — G dengan aturan A (h, g) = hgh', Vh € H dan
Vg € G merupakan aksi dari H pada G dan disebut konjugat. Sedangkan
elemen hgh™ disebut konjugat dari g terhadap aksi dari H pada G.

Karena GFBZ, merupakan subgrup dari GFBZ, maka A : GFBZ, x
GFBZ, —> GFBZ, dengan aturan A (h, g) =hgh', Vh € GFBZ, dan
Vg € GFBZ, merupakan aksi dari GFBZ, pada GFBZ,, sedangkan elemen

hgh™' disebut konjugat dari g terhadap aksi dari GFBZ, pada GFBZ,.

Definisi 4.A.1 :
Jika f, g € GFBZ, maka f dikatakan konjugat dari g (diberi simbol f ~ g), jika

3h € GFBZ, sedemikian sehingga g = hfh™.

Teorema 4.A.6 :

Jika GFBZ,, grup maka konjugasi merupakan relasi ekuivalensi pada GFBZ,.
Bukti :

Telah didefinisikan relasi konjugasi f ~ g bila dan hanya bila g = hfh, untuk

suatu h € GFBZ,,

- Relasi “~” bersifat refleksif sebab g = ege”, untuk suatu e € GFBZ,. Hal

ini berarti g ~ g.
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- Jika f ~ g maka g = hfh™, untuk suatu h GFBZ,. Sehingga f = h'lgh =
h'g (h')", dengan h' € GFBZ,. Hal ini berarti g ~ f. Jadi sifat simetris
terpenuhi.

- Jika f ~ g maka g = hfh™ untuk suatuh e GFBZ,.

Jika g ~ k maka k = lgl”" untuk suatu 1 € GFBZ,,
Maka k =1 (hfh™) 1!

=(lh) f (b1

= (lh) £ (1h)", untuk suatu Ih € GFBZ,.
Jadi sifat transitif terpenuhi.

Dengan demikian relasi “~” merupakan relasi ekuivalensi. |

Perhatikan bahwa jika diberikan GFBZ, grup dan g € GFBZ,
maka kelas konjugasi dari g pada GFBZ, adalah {f € GFBZ,|g= hfh",

h € GFBZ,}.

Contoh 7 :

Dalam GFBZ; fungsi f dengan f (x) = x + 1 merupakan konjugat dari fungsi g

dengan g (x)= —1— karena terdapat fungsi h dengan h (x) = ad ,
2x+2 x+1
1= X sedemikian hingga g (x) = h (f (h"" (x)))
2x+1
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Contoh 8 :

Dalam GFBZs fungsi f dengan f (x) = % merupakan konjugat dari

fungsi g dengan g (x) = % karena terdapat fungsi h = et dengan
X+ x

h'= %, sedemikian hingga g (x) =h (f (b (x)))
X +
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Selanjutnya akan dicari subgrup isotrop: dan orbit dalam himpunan P,
oleh GFBZ,. Dalam pembahasan di sini penulis hanya membahas subgrup
isotropi dari orbit dalam himpunan P, oleh GFBZ, dan GFBZ3, karena untuk
GFBZ, dan GFBZ; jumlah anggotanya belum terlalu banyak.

Sebelumnya, kita lihat dahulu tabel nilai fungsi dari fungsi-fungsi dalam

GFBZ, dan GFBZ;.
- GFBZz,
X 0 1 o
f(x
X 0 1 o
1
— o 1 0
x
x+1 1 0 o
. 1 o 0
x+1
% 0 Mommsl
x+1
x+1 w 0 1
x
Tabel E
- GFBZ;
X 0 1 2 o X 0 1 2 o
f(x) f(x)
X 1 2 o x+1 1 2 0 o
1 w 1 2 0 1o 1 0w
X 2
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! 1 2 o 0 **1 e 2 0 1
x+1 X
! 2 o 1 0 oy 5 0
X+ 2 x+2
1 x+1
— w 2 1 0 w 1 0 2
2x 2x
L 1 o 2 0 **1 1w 0 2
2x +1 2x+1
L 2 1 o 0 X+ 2 2 0 1 o
2x+2
hd TR . i LY [ W
2 2
P, 0 2 o 1 xt2 | XN L N
x+1 X
u 0 o 2 1 **2 o 0 1 2
x+2 2x
u 0 © 1 2 *+2 15 0w
2x +1 x+1
x 0 1/ 2 kil | TR T
2x +2 2x + 2 L
Tabel F
Subgrup isotropi dalam GFBZ, :

- Subgrup isotropi dari 0 : Go = {x, ud }
x+1

- Subgrup isotropi dari 1 : G; = {x, l}
x

- Subgrup isotropi dari o : Geo = {x, x + 1}.

84



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Subgrup isotropi dalam GFBZ; :

X X X X X
- Sub isotropi dari 0 : Go = <x, —, , , , }
STIp 1SOHOP ° {xz X+l x+2 2x+1 2x+2}
1 1 X x+1 x+1
- Subgrup isotropi dari 1: G, = {x, , iy .
ETp 1SOTOP ‘ {xx 242 2242 2 2x}

1 1 X xX+2 x+2
- Subgrup isotropi dari 2 : G, = { x, —, , , , .
Y [ {x st 2ok 2 ' = }

Subgrupisotropidarioo:Goo={x,52—, x+1, XJI,X+2, x+2}-

Akan dicari orbit-orbit dalam P, oleh GFBZ,.

Py = {0, 1, o}

Orbit dari 0 = GO = {x € P, | (3f € GFBZ,) f (x) =0} = {0, 1, »}.

Orbit dari 1 =G1 = {x € P,| (3f € GFBZy) f (x) =1} = {0, 1, 0}.

Orbit dari © = Geo = {x € P, | (3f € GFBZ,) f (x) = w0} = {0, 1, c0}.

Jadi orbit dalam P, oleh GFBZ, adalah {0, 1, o}.

Akan dicari orbit-orbit dalam P; oleh GFBZ;.

P;={0, 1,2, oo}

- Orbit dari 0 =GO = {x e P;| (3f € GFBZ3) f(x)=0} = {0, 1, 2, co}.
- Orbitdari 1 =G1={x € P3| (3f € GFBZ;) f(x) =1} = {0, 1, 2, 0}.

- Orbitdari 2=G0 = {x € P;|(3f € GFBZ;) f (x) =2} = {0, 1, 2, »}.
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- Orbit dari © = Goo = {x € P3| (3f € GFBZ;) f (x) =0} = {0, 1, 2, }.

Jadi orbit dalam P; oleh GFBZ; adalah {0, 1, 2, «}.

Contoh 9 :

X X X X

X
JlkaP = Oa 1> zaw )H= X, 7 H s s b
3= ; { 2’ X5l x+2 T 2x+2} SUbETup

dari GFBZ;, tentukan orbit-orbit dalam P; oleh grup H.

P; adalah Himpunan-H.

Orbit dari 0 =H0 = {x € P3| (3f € H) f (x) =0} = {0}.

Orbitdari 1 =H1 = {x e P3|@f e H) f(x) = 1} = {1, 2, o0}.

Orbitdari2 =12 = {x e P3| (3f € H) f(x) =2} = {1, 2, 0}.

Orbit dari o0 = Ho = {x € P3| (3f € H) f (x) = o0} = {1, 2, 0}.

Jadi orbit-orbit dalam P; oleh grup H adalah {0} dan {1, 2, «}.
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BAB YV

PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan uraian dari bab-bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan hal-

hal sebagai berikut :

L.

Fungsi bilinear atas bilangan bulat modulo-p (Z,) mempunyai bentuk umum

+b

f(x)= 4 dengana,b,c,d € Z, danad —bc # 0.

ax
cx +
Himpunan fungsi bilinear atas Z;, dinotasikan dengan FBZ,,.

Fungsi f € FBZ, : P, (Z, + {0}) — P, merupakan fungsi bijektif.

Himpunan fungsi bilinear atas Z, (FBZ,) memenuhi struktur Grup terhadap
operasi komposisi fungsi. Grup ini1 disebut fungsi bilinear atas himpunan
bilangan bulat modulo-p dan dinotasikan GFBZ,,.

Pusat dari grup GFBZ, yakni fungsi f e GFBZl; dengan f (x) = x, yang
sekaligus merupakan elemen identitas dalam GFBZ,,.

Order dari GFBZ,, atau | GFBZ, |=p’-p.

Semua fungsi bilinear f € GFBZ, mempunyai paling banyak 2 titik tetap
(sikel yang panjangnya 1).

Ada aksi dari GFBZ,;, pada himpunan P, (Z, + {}), sehingga P, merupakan

himpunan-GFBZ,,.
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B. Saran
Pada fungsi bilinear anggota GFBZ, yang mempunyai 2 atau lebih sikel
selain titik tetap, maka panjang sikel-sikel itu selalu sama. Karena keterbatasan
penulis, penulis belum dapat membahas dan membuktikan bahwa panjang sikel
dalam suatu fungsi bilinear anggota GFBZ, yang mempunyai 2 atau lebih sikel

yang bukan titik tetap selalu sama. Hal tersebut dapat digunakan sebagai bahan

penelitian lebih lanjut.
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