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ABSTRAK

Penulisan skripsi ini bertujuan untuk mengetahui pengertian barisan
bilangan kompleks, deret bilangan kompleks dan deret pangkat kompleks. Selain
itu penulisan skripsi ini juga bertujuan untuk mengetahwi konvergensi barisan
bilangan kompleks, deret bilangan kompleks dan deret pangkat kompleks.
Penulisan skripsi ini menggunakan metode studi pustaka.

Barisan bilangan kompleks merupakan perluasan dari barisan bilangan real.
Suatu bansan bilangan kompleks adalah suatu fungsi yang bemilai kompleks
dengan daerah asal semua bilangan asli dan biasa ditulis dengan notasi kurawal

oo

{z 1~ . Barisan {z,}, dikatakan konvergen jika memiliki limit z, untuk n
menjadi besar tak hingga.
Apabila kita menjumlahkan suku-suku barisan bilangan kompleks{z, }

o
n¥n=l>

maka terbentuk deret bilangan kompleks. Sehingga deret bilangan kompleks
adalah jumlah tak hingga banyak suku barisan bilangan kompleks. Deret ini

umumnya ditulis dengan notasi sigma sz . Deret sz disebut konvergen
k=1 k=1 ‘

apabila barisan jumlah parsial {S,}, , konvergen, dengan S,=z;+z+...+z,
Jika suku-suku deret bilangan kompleks memuat suatu variabel kompleks,
maka deret menjadi deret pangkat kompleks. Sehingga deret pangkat kompleks
adalah deret yang suku-sukunya berkaitan dengan variabel kompleks dan biasa

ditulis ZC,, (z—-2z,)", dengan C, adalah konstanta kompleks, n=0, 1,2 ,... dan

z suatu variabel kompleks. Deret ini disebut deret pangkat kompleks dalam
(z — zp). Jika kita ambil z, = 0, maka menjadi deret pangkat kompleks dalam z dan

mempunyai bentuk umum ZC,,;-'". Dari kedua deret pangkat ini terdapat

masing-masing tiga kemungkinan yaitu: deret kouvergen mutlak untuk setiap z
dalam lingkaran yang berpusat di z, atau 0 dan berjari-jari R, deret konvergen
mutlak untuk semua ze(C, atau deret konvergen mutlak pada z, atau O
(tergantung darn deret pangkat kompleks yang digunakan)

o
Sedangkan deret yang berbentuk f(z)= Zf (2,) % (z-z,)" disebut

sebagai deret Taylor. Deret ini merupakan deret pangkat l-.ompleks dalam (z - z),

f"”( 777G

dengan C, =1, 2, 3,... Pada titk zy = 0 didefinisikan deret

P
Maclaurin f(z) = Zf '(0) z”, schingga deret Maclaurin merupakan keadaan
=0 i

khusus dari deret Taylor pada titik zp = 0. Penerapan dan deret Maclaurin dan
deret Taylor dapat digunakan dalam memperoleh nilai pendekatan untuk fungsi-
fungsi eksponensial, trigonometri dan logaritma.
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ABSTRACT

The aim of this thesis writing is to find out the definition of sequence
complex numbers, series complex numbers, and power series complex. Besides
that, this thesis writing is also used to find out the convergence of sequence
complex numbers, series complex number, and power series complex. For known,
this thesis writing uses literature study method.

Sequence of complex numbers basically is the extension of sequence real
number. A sequence complex number is a function that has complex values with

domain all natural numbers. It is usually written in braces notation {z,}>, A

=1 -

sequence {z, }., is converges if it has a limit z, as n become infinite.

If we sum all the term in seguence of complex number {z,}” , then will

w=] 2
be formed series of complex number. So we can conclude that series of complex
number are the infinites sum up of all the term in sequence of complex number.

This series is usually written in sigma notation sz A series ZZ,, is converges
k=1 k=1
if the sequence of partial sums {S,, }:;1 is converges, with S, =z; + z, + ... + z,.
If all the term in series of complex number related to complex variables,
then the series will be the power series complex. So that a power series complex is
a series that its terms related to complex variables and it is usually written in

Y C,(z—2z,)", with C, is complex coefficient, n =0, 1, 2, ... and z is complex
n=0
variable. This series is power series complex in (z — z,). If we take z, = 0, then

become the power series complex in z will have ZC,,_Z". From both power
n=0

series, we can see three probabilities: series converges absolutely inside a circle

with sentral z; or 0 and has radius R, sernies converges absolutely for all ze C,

and series converges absolutely in z, or 0.(depend on what power series complex
is used).

o (n) -
While the series in form f (z):zj——('“"—)(z—zo)" is called Taylor
n=0 n

.
series. This series is power series complex in (z —z,), with C_, = f—("’) ,n=1,
n

o )
2, 3, .... On the point z, = 0 we had Maclaurin series f(z) =Z£+O)z" , SO
n=0 R
Maclaurin series is specific condition of Taylor series. The application of

Maclaurin series and Taylor series can be used to gain approach values for
exponential function, trigonometry, and logarithm.
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Kita telah mengenal berbagai jenis bilangan, pada awalnya bilangan di
perlukan untuk menyatakan jumiah elemen suatu himpunan yang tidak kosong,
yaitu bilangan bulat positif atau bilangan asli. Himpunan bilangan asli ini
diperluas dengan bilangan nol dan bilangan bulat negatif sehingga terbentuk
himpunan bilangan bulat.

Bilangan rasional diperlukan orang untuk menyatakan hasil bagi dua
bilangan bulat. Sehingga himpunan bilangan rasional merupakan perluasan
himpunan bilangan bulat, dengan demikian bilangan bulat adalah bilangan
rasional dengan pembagi satu.

Dengan hanya memiliki bilangan rasional, kita tidak dapat menyelesaikan
persamaan x° = 2, karena x = +4/2 =+ 1, 41423..., sehingga tidak ada bilangan
rasional yang kuadratnya sama dengan dua. Bilangan semacam ini tidak dapat
dinyatakan sebagai hasil bagi dua bilangan bulat dan dinamakan bilz;ngan
irasional. Gabungan dari himpunan bilangan rasional dan himpunan bilangan
irasional dinamakan himpunan bilangan rcal.

Himpunan semua bilangan real dinyatakar dengan huruf R. Di dalam R
terdapat opecrasi hitung yang mengoperasikan bilangan real yang satu dengan



bilangan real yang lain, sechingga R membentuk suatu sistem yang dinamakan
sistem bilangan real.

Dengan hanya berbekal pengetahuan mengenat sistem bilangan real
kebutuhan orang belum tercukupi. Hal ini disebabkan untuk setiap x € R selalu
berlaku x* > 0, maka kalau kita hanya bekerja didalam R kita tidak dapat
menyelesatkan persamaan x> + 1 = 0. Sehingga selain bilangan real kita
memerlukan bilangan jenis baru, bilangan jenis baru inilah yang dinamakan
bilangan kompleks.

Bilangan kompleks adalah bilangan yang berbentuk x + yi atan x + iy
dengan x dan y bilangan real dan i* = - 1. Dengan demikian persamaan x* + 1 =0
telah memiliki penyelesaian. Bilangan kompleks sering dinyatakan dengan huruf
Z, huruf x dan y menyatakan bilangan real. Jika z = x + 1y menyatakan sembarang
bilangan kompleks, maka x dinamakan bagian real dari z yang dilambangkan
dengan Re{z) dan y dinamakan bagian imajiner dari z yang dilambangkan dengan
Im(z) untuk menyatakan himpunan semua bilangan kompleks digunakan notasi C,
sehingga C={z!z=x+1iy,x € R, y € R dan i=+/—1}. Andaikan Im(z) = 0
maka bilangan kompleks z menjadi bilangan reai X, sehingga bilangan real adalah
keadaan khusus dari bilangan kompleks. Jadi himpunan semua bilangan real
adalah himpunan bagian dari semua himpunan bilangan kompleks.

Jika z menyatakan sembarang anggota dari suatu himpunan bilangan-

bilangan kompleks, maka z disebut peubah kompleks. Andaikan S dan T



himpunan-himpunan bilangan kompleks dan untuk setiap z € S terdapat aturan
yang mengawankan secara tunggal, misal kita namakan f dengan bilangan we T,
maka f disebut fungsi dari himpunan S ke dalam himpunan T. Secara umum w
ditulis f(z) sehingga w = f(z).

Karena z adalah peubah kompleks dan fungsi f mengawankan bilangan kompleks
z € S dengan we T, maka fungsi { disebut fungsi kompleks.

Di dalam kalkulus kita telah mengenal istilah barisan, deret tak hingga dan
juga deret pangkat. Istilah barisan digunakan untuk menyatakan suatu perturutan
benda-benda atau kejadian-kejadian yang diketahui dalam urutan khusus. Secara
informal istilah barisan dalam matematika digunakan untuk menyatakan suatu
perturutan tzk terbatas dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam barisan
itu disebut suku-suku barisan. Contoh dari barisan:
1,2,3,4....

3,6,9,12,...

> b

1
'8

CN |

11
27 4’

1,-L 1, -1,...

Barisan dapat dinotasikan dalam bentuk yang lebih sederhana yaitu: {a,, }°°

n=1
dan ini dapat dipandang sebagai rumus suatu fungsi dengan variabel “n” pada

himpunan bilangan bulat positif. Sehingga kita dapat mendefinisikan barisan tak



hinggga {a, }°, adalah suatu fungsi yang daerah asalnya adalah himpunan
bilangan bulat positit.

Apabila barisan tak hingga kita jumlahkan suku-sukunya a;+ a;+ a; +...+
a, +..., maka kita akan memperoleh suatu deret tak hingga. Dengan demikian

suatu deret tak hingga adalah suatu bentuk penjumlahan a; + a,+ a;+...+ a, +...

atau dapat ditulis scbagai ) a,, dengan a, a, a; ... disebut suku suku deret.
n=l

Contoh deret tak hingga.
1+2+3+ 4+... =in
n=}
3+6+9+12+. = 3n
m=]
1,1 1 - 1
—+ —+ —+ —+ =) —
2 4 6 §2n
1-1+1-1+... => ()™
n=1

Sedangkan yang dimaksud dengan deret pangkat adalah suatu deret tak
hingga yang berbentuk Co + C, (x-a)+ C; (x—a)2+...+ C. (x-a)" +...dengan a dan

Cy,n=0,1, 2, 3,... adalah suatu konstanta dan x adalah suatu variabel. Bila deret

pangkat ini kita nyatakan dengan notasi sigma menjadi ) C,(x—a)". Apabila

n=0



kita ambil a = 0, maka deret pangkat itu menjadi deret kuasa dalam x dan

mempunyai bentuk umum ZC,,x" =Co+ Cix+.. .+ C,xX"+...
n=0

Di dalam kuliah telah dibahas konvergensi dari barisan, deret tak hingga dan
deret pangkat dengan suku-suku real. Permasalahan baru akan timbul apabila
suku-suku barisan maupun deret wersebut bukan lagi bilangan real melainkan
bilangan kompleks, sehingga terbentuk barisan dan deret dengan suku-suku
kompleks.

Sesuai dengan definisi dari barisan yaitu suatu fungsi yang daerah asalnya
adalah himpunan bilangan bulat positif, maka kita dapat mendefinisikan barisan
bilangan kompleks yaitu suatu fungsi yang mengawankan setiap bilangan bulat
positif n dengan suatu bilangan kompleks. Barisan bilangan kompleks dapat kita

notasikan ke dalam bentuk yang lebih sederhana yaitu {z,}” . Contoh dari

barisan bilangan kompleks :

i,-1,-i,1, .. =5
LN Biay
T 27 374 nl



Berikutnya kita mengalihkan perhatian pada deret bilangan kompleks.
Misalnya {z,}°  adalah suatu barisan bilangan kompleks dengan suku-sukunya
Z1.2Z2. Z3 ...,Zp,... Jika suku-suku dari barisan itu kita jumlahkan menjadi z; + z, +

73 +...+ 1z, +..., maka kita memperoleh suatu deret bilangan kompleks. Secara

lebih singkat kita dapat menuliskan deret itu menjadi Zz". Contoh dari deret
n=l1

bilangan kompleks:
i-1-i+1+.. =y
n=l
b1 i
e e =» —
2 3 4 ,Z;’n
3i 3 3 3i = 3i
I+ =)y =
2 4 8 16 —t 2"

Sedangkan yang disebut sebagai deret pangkat kompleks adalah suatu deret
yang berbentuk Co + C; (z-zo)+ Ca (z-zo)2+‘..+ Ca (z-z0)" +...dengan z; dan Cn,

n =0, 1, 2, 3,...adalah suatu konstanta kompleks dan z adalah suatu variabel

‘kompleks. Deret pangkat kompleks ini dapat kita tuliskan ks dalam bentuk yang
letih sederhana menjadi ZC,, (z—z,)".
n=0
Dalam barisan dan deret dengan suku-suku real kita telah mempelajari

kekonvergenan dari barisan dan deret. Permasalahan yang timbul di sini adalah

bilamana barisan dan devet dengan suku-suku kompleks tersebut konvergen ?



Dengan adanya perubahan kurikulum khususnya di program studi
pendidikan matematika yaitu dar kurikulum tahun 1999 menjadi kurikulum tahun
2002, maka banyak mata kuliah yang belum ditempuh oleh mahasiswa tetapi
mata kuliah tersebut telah dihapus. Salah satunya adalah mata kuliah analisis [V
yang bernist mateni bilangan kompleks. Hal in1 menyebabkan banyak mahasiswa
pendidikan matematika kurang begitu menguasai bilangan komplek. Mengingat
begitu pentingnya peranan bilangan kompleks dalam matematika. Perlulah
kiranya kita mempelajari barisan dan deret bilangan kompleks, serta deret pangkat

dengan suku-suku kompleks.

1.2 Perumusan Masalah
Pokok perumusan masalah yang akan dibahas dalam penulisan ini dapat di
rumuskan sebagai berikut:
1. Apakah yang dimaksud dengan barisan bilangan kompleks, deret bilangan
kompleks dan deret pangkat kompleks ?
2. Bilamana barisan bilangan kompleks, deret bilangan kompleks dan deret

pangkat kompleks konvergen 7

1.3 Tujuan Penulisan
Tujvan dari penulisan ini adalah memahami pengertian barisan bilangan

kompleks, deret bilangan kompleks dan deret pangkat kompleks. Selain itu



penulisan ini juga bertujuan untuk mengetahui kovergensi dan barisan bilangan

kompleks, deret bilangan kompleks dan deret pangkat kompleks.

1.4 Manfaat Penulisan
Manfaat penulisan ini bagi penulis adalah penulis lebih memahami
pengertian dan mengetahui konvergensi dari barisan dan deret bilangan kompleks
serta deret pangkat kompleks.
Untuk bidang ilmu yang bersangkutan, diharapkan dengan adanya penulisan
ini dapat menambah wawasan bahwa konvergensi dari barisan dan deret itu tidak
hanya pada suku-suku real m—t;lain;can juga pada §uku-suku i;;)mplek;. éeh{ngga

dapat Iebih menarik minat untuk mempelajari dan mengembangkan lebih lanjut.

1.5 Pembatasan Masalah
Materi yang akan dibahas pada penulisan ini meliputi tiga hal yaitu barisan
bilangan kompleks, deret bilangan kompleks dan deret pangkat kompleks. Tetapi
dalam penulisan ini tidak akan membahas teorema De’Moivre, bentuk sisa

Lagrange dan pengintegralan kompleks. Schingga dalam mendefinisikan deret

Taylor melalui pendekatan fungsi dengan polinomial kompleks.

1.6 Metode Penulisan

Metode yang akan dipergunakan dalam penulisan ini adalah metode studi

pustaka. Sehingga dalam penulisan int belum dapat ditemukan hal-hal baru.



1.7 Sistematika Penulisan

Sebagai pendahuluan sebelum kita membahas landasan teori pada bab
pertama akan disajikan latar belakang, perumusan masalah, tujuan penulisan,
manfaat penulisan, pembatasan masalah, metode penulisan, sistematika penulisan.
Pada bab kedua dan ketiga merupakan materi prasarat untuk membahas deret
pangkat kompleks yang meliputi barisan, deret tak hingga, deret pangkat,
bilangan kompleks, fungsi kompleks, limit fungsi kompieks, turunan fungsi
kompleks, fungsi analitik, turunan tingkat tinggi, barisan bilangan kompleks dan
deret bilangan kompleks. Pada bab keempat dibahas deret pangkat kompleks,
deret Taylor, deret Maclaurin, penerapan deret Maclaurin dan deret Taylor.

Sedangkan pada bagian penutup terdiri dari kesimpuian dan saran.



BABII

LANDASAN TEORI

2.1 Barisan
Istilah barisan dalam bahasa sehan-han digunakan untuk menyatakan
perturutan benda-benda atau kejadian-kejadian yang diketahui dalam suatu urutan
khusus. Secara informal, istilah barisan dalam matematika digunakan untuk
menyatakan suatu perturutan tak terbatas dari bilangan-bilangan. Bilangan-
bilangan dalam barisan itu disebut sebagai suku-suku barisan. Contoh barisan :
1,2,3,4, ... |
2,4,6,8, ....
1,%,1/3,%, ...
1,-1,1,-1, ...
Pada contoh di atas, titik-tittk digunakan untuk menyatakan bahwa barisan

itu terus ke takhingga mengikutt suatu pola yang jelas. Contoh barisan diatas
dapat ditulis dalam bentuk yang lebih sederhana yaitu {a,, }; dan sering disebut

sebagai notasi kurawal. Dengan demikian kita dapat menuliskan kembali contoh-

contoh di atas ke dalam notasi kurawal menjadi :

(g

{zn}:;l

10



11

tal.
n n=l
ot

Kita tinjau kembali barisan {a,}",, maka barisan ini dapat kita pandang

scbagai rumus suatu fungsi dengan variabel n pada himpunan bilangan bulat

positif. Jadi sekarang kita telah memiliki definisi formal dari suatu barisan yaitu :

Definisi 2.1.1
Suatu barisan (barisan tak hingga) adalah suatu fungsi yang daerah asalnya

adalah himpunan bilangan bulat positif.

Definisi 2.1.2
Suatu barisan {,}7, disebut mempunyai limit L bila untuk setiap £ > 0 yang

diberikan ada bilangan bulat positif N sedemikian sehingga untuk semua

1> N berlaku Ia,,—L {<e.

Barisan {a, }* disebut konvergen bila dar: hanya bita lima, = .

Contoh 2.1.1

Buktikan parisan {l} konvergen 0.
n n=l
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Penyelesaian :

Ambil £ > 0 sedemikian sehingga

1
~‘< g, untuk semua n> N
n

1
— < g, untuk semua n> N

7

1
n>— untuk semua n> N
£

Maka ada N =~ sedemikian sehingga H-< E
£ In

Jadi untuk setiap € > 0 yang diberikan ada bilangan bulat posotif N =}-,

£
1

< &
7

sedemikian sehingga untuk semua n > 1 belaku
£

Sehingga terbukti barisan J i} konvergen 0.
tn ' n=}

Definisi 2.1.3

Suatu barisan {z, }7, disebut :

Naik bilaa; <a; <a3; <...<a, <...atau a, < a,«; untuk setiap n bilangan
bulat positif.
Tidak turun bila a,<a;<a;... <a,<..atau a, < a,; untuk setiap n bilangan

bulat positif.
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Turun bilaa; > a, >az; > ... >a, > .. .atau a, > a,+ untuk setiap n bilangan
bulat positif.
Tidak naik bila a; > a; > a3 > .... > a, >.....atau &, > a, untuk setiap n
bilangan bulat positif.

Suatu barisan yang tidak naik atau tidak turun disebut barisan monoton

dan barisan yang naik atau turun disebut monoton secara terbatas.

Definmisi 2.1.4

Bilangan M disebut batas atas dari himpunan terurut S jika V x € S, berlaku

x<M.

Definisi 2.1.5
Bilangan U adalah batas atas dari suatu himpunan S bila U lebih besar atau
sama dengan setiap bilangan dalam S, dan bila S mempunyai batas atas

teikecil, maka biiaugan in: disebut batas atas terkecil dari himpunan S.

Aksioma 2.1.1 (Aksioma Kelengkapan)
Bila suatu himpunan tidak kosong S dan bilangan real mempunyat batas atas,

maka S mempunyai batas atas terkecil.
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Teorema 2.1.1

Untuk suatu banisan vang tidak turun a; < a, ... < a, <... Maka ada dua

kemungkinan :

a)

b)

Bukti :

Ada konstanta M sedemikian sehingga a, < M untuk semua n, dalam hal
ini barisan konvergen ke suatu limit L yang memenuhi L <M

Tidak ada konstanta seperti itu, dalam hal ini lim a,= o

n—w

Andaikan ada konstanta M sedemikian sehingga a, < M untuk
n = 1, 2,3,..., maka M adalah batas atas dart himpunan suku-suku dalam
barisan. Dengan aksioma 2.1.1, maka ada batas atas terkecil untuk suku-
suku barisan, sebutlah L. Diberikan € > 0 sembarang dan akan ditunjukkan

iim a, =L1. Karena L adalah batas atas terkecil suku-suku barisan , maka

n—ror

L. — ¢ bukan batas atas suku-suku barisan, yang berarti bahwa ada
sekurang-kurangnya satu suku ay sedemikian schingga ay >L — ¢ Karena
{a,}: adalah barisan tidak turun, maka harus berlaku juga L—e<a, <L,
untuk n > N.

Dengan demikian diperoleh— £ <a,-L<0<gdan {a,-L{<e,  untuk

n> N sehingga lim a,=L

Karena M adalah batas atas darnt suku-suku barisan dan L adalah batas atas

terkecil, maka haruslah L <M
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b) Jika tidak ada konstanta M ssedemikian sehingga a, < M, untuk
n=1, 2.3, ..., maka bagaimanapun juga besarnya M yang kita pilih, dapat
kita temukan suku ay sedemikian schingga ay > M .

Karena barisan tidak turun, maka a, > ay > M, untuk n > N. Jadi, suku-

suku barisan menjadi besar sekendak jika n naik yaitu : lim a, = o

2.2 Deret Tak Hingga

Pada sub bab ini kita akan membahas jumiah dan suku-suku barisan
{U"}; yaitu U+ U+ Us+ ... +Ugt..., jumlah suku-suku barisan inilah yang

disebut deret tak hingga, sehingga diperoleh definisi :

Definisi 2.2.1

Suatu deret tak hingga adalah suatu bentuk penjumlahan U; + U, + U; +...+
Uy +..., atau dapat ditulis dengan notasi sigma Y U,
k=1

Uj; Ua, Us, ... disebut suku-suku deret.

Andaikan S, menyatakan jumlah n suku pertama dani deret, maka kita

memperoleh :
S] = U[
S, =U;+ U,

S; =U+ UytU;
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Sa=UptUpt ... Ua= DU,

Bilangan S, disebut jumlah parsial ke-n dari deret dan barisan {S,}7, disebut
sebagai barisan jumlah parsial. Dalam penulisan selanjutnya deret tak hingga

cukup ditulis deret.

Definisi 2.2.2

Deret ZU . disebut konvergen bila dan hanya bila barisan jumiah parsial

k=1

{S, 1, konvergenke S, dengan Sy =Up+ Up+ ... ... + U, dan S disebut jumlah

deret dan ditulis : » 1/, =8
k=X

Contoh 2.2.1

) ;

1
Tentuk: PaKal < T T\
entukan apakah derct & -(k+-I_Xk+2)

kenvergen atau divergen, jika

konvergen tentukan jumlahnya.

Penyelesaian

o @
Diketahui deret S+
etahu deret é(nt)(mz)
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_ ] 4 B
Ui (k+1Xk+2)—(k+l)+(k+2) ()

I =A(k+2)+ B (k+1)
1=Ak+Bk+2A+B
1 =(AtB)k + (2A+B)
Dengan demikian kita peroleh :
2A+B=1 (2) dean A+ B=0 (3)
Kita kurangkan persamaan (2) dengan persamaan (3) diperoleh :
A=1danB=-1

Kita masukkan nilai A dan B kedalam persamaan (1) menjadi :

k+t k+2
Gl 1

2 3
U= 1.1

3 4
. __l__ 1
" n+l n+2
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Karena lim S, = lim (1———) =
oo ) p+2

n—»a

%, maka barisan jumlah bagian {5},

konvergen ke % Jad deret Z

.—1— konvergen dan jumlah deretnya 1
i lke+1\k+2) 2

£

. - 1 1
atau dapat kita tulis glm 2

Teorema 2.2.1

Jika deret U, konvergen, maka lim U, =0

n=1

Bukti :
Diketahwi deret ZU,, dan andaikan S, adalah jumlah parsial ke- n , maka :
n=1

8o =Uy +U+Us+ .+ Uy +Uq
Sp = Uy +U+HUs+. .+ U
Sehingga kita peroleh S, — Sy1 = U, . S, adalah jumlah n suku pertama dan S,

adalah jumlah n-1suku pertama. Jika S menyatakan jumlah deret, maka lim S = S

n—»w

dan karena (n-1)— oo jika n —oo kita juga mempunyai lim S, = S, maka

Iim U, =Iim (8;-Sp4) = lim S, —lim S,,=S-S=0
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Teorema 2.2.2 (Uji Divergensi)

Jika lim U, # 0 maka deret Z U/, divergen

n—»w0
n=1

Bukti :

Diketahui Iim U, # 0. Andaikan ZU,, konvergen, maka berdasarkan teorema

n=1

2.2.1 diperoleh lim U, = 0. Sehingga terdapat kontradiksi dengan yang diketahut.

Jadi terbukii jika lim U, # 0 maka deret » U, divergen
n-—»w =t

Teorema 223

a. Jika ZU" dan ZV,, adalah deret-deret yang konvergen, maka

n=} =}

i(U,, +V,) dan i(U,, ~V,) konvergen dan jumlah dari deret ini
n=l1 n=f

dihubungkan oleh : i(U" +V)) = iU" + iVn
n=1

n=1 n=l
dan i(l]n —I/n) = i(]n - iVn
n=[ m=[ m=[
b. Jika C suatu konstanta bukan 0, maka deret iU" dan iCUn keduanya
n=l n=]

konvergen atau keduanya divergen. Dalam hal deret konvergen,

jumlahnya dihubungkan oleh : > CU, = C> U,
n=1

n=}
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c. Konvergensi atau divergensi tidak dipengaruhi oleh penghapusan

sejumlah suku tertentu dari deret semula, yaitu untuk sembarang bilangan
bulat n, deret-deret. ZU" = U, +U;+Us+...+U, +... dan Zuk =U, +
n=1 k=nr

Ut tUgw +... keduanya konvergen atau keduanya divergen.

Teorema 2 .2.4

ZU,, adalah deret dengan suku-suku positif dan jika ada konstanta M

n=}

sedemikian sehingga S, = U; +Uy+ ...+ U, <M. untuk setiap n , maka deret
konvergen dan jumlah S memenuhi S <M.

Jika tidak ada konstanta M seperti itu maka deret divergen.

Bukfi :
Diketahui deret ZU , adalah deret dengan suku-suku positif.
n=1

Andaikan Sn adalah jumlah parsial ke-n, maka S; <8, < §3 <...<§, <... Jikaada
konstanta M sedemikian sehingga S, <M, untuk semua n, maka menurut teorema
2.1.1, barisan jumlah parsial akan konvergen ke limit S yang memenuhi S<M .

Jika tidak ada konstanta M yang memenuhi S, <M, maka lim S, = o dan deret
divergen.

Untuk menguji konvergensi deret tak hingga selain menggunakan definisi

222 kita juga dapat menggunakan cara lain. Sebagat contoh kita dapat
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menggunakan uji banding, uji rasio, wji akar dan uji konvergensi yang lain.

Berikut in1 akan kita bahas tentang uji konvergensi tersebut.

Teorema 2.2.5 (Ujt Banding)

Andaikan ZU" dan ZV” adalah deret dengan suku-suku positif dan

r=l n=}

U, £V, untuk semua n, maka :

a) Jika D)V, konvergenmaka ) U, juga konvergen.

=i n=I

b) Jika ZU,, divergen maka ZV,, juga divergen

=1 n=1

Bukti :

Andaikan deret ZV,, konvergen dan jumlahnya V, maka untuk semua n

n=1

berlaku V; + Vy + ... + V, < > ¥, = V. Telah diketahui bahwa U, <V, ,

n=l

untuk semuan, maka U, + Uy +. . .+ Uy, SV + Vo + . ..+ V,, schingga

U+ U+ ... + U, <V. Jadi setiap jumliah parsial dari deret ZU" kurang

n=l

dari V, maka menurut teorema 2.2.4 deret ZUH konvergen.
n=1
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b) Andaikan YV, konvergen, maka berdasar teorema 2.2.5 (a) diperoleh > U,
n=1

n=1

konvergen. Terdapat kontradiksi dengan yang diketahui karena ZU "

n=1

n=l

divergen. Jadi terbukti jika ZU" divergen maka ZV" juga divergen.
n=1

Teorema 2.2.6 (Uj1 Rasto)

Andaikan deret ) U/, adalah deret dengan suku-suku positif dan andaikan
n=|
lim Yna _ p, maka :
—bco (_ ]"
a) Jika p < 1, maka deret konvergen
b) Iika p > 1, maka deret divergen
c) Jika p = 1, maka deret dapat konvergen atau divergen.

Bukti : ’
a) Andaikan p<ldanr='(1+ p). Jadi p <1 <1, karena r adalah titik tengah

antara p dan 1. Andaikan € =r—p dan £>0.

Karena p = lim %;l , maka untuk setiap £ > 0 ada bilangan positif N

n
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. u .
Sedemikan sehingga untuk setiap n > N berlaku I—UL1 — pl< & sehingga

n

_KZ}'” <p+edankarenag=r1r—pmaka Uy <rU, untuk n> N

Kita memperoleh pertidaksamaan sebagai berikut :
Un +1<rUn
Un+2<1rUy+; < Un (1)

3
Un+3<rUn+2<r Un

Diketahui p < r < 1dan p tidak mungkin bernilai negatif maka lel< 1

sehingga r Uy + r* Ux + 1 Un adalah deret geometri yang konvergen.

Dari ketidaksamaan (i) dan teorema uji banding maka deret » U, =Un+; +

n=N+1

Un+2+ Un+3+ ..., juga konvergen. Jadi terbukti bahwa :

YU, =Ui+Up+Us+...+ Uy +. .. konvergen.

n=1

Andaikan p > ldan € = p — | adalak bilangan positif

Karena p = lim %, maka untuk setiap € > 0 ada bilangan positif N

n

sedemikan sehingga untuk setiap n > N berlaku | —%’L‘ —pl <e
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7
Jadj%>p—suntukn2N.Kaxenas=p—lmakaUn+1>U,,untuk

n

n > N. Kita memperoleh ketidaksamaan sebagai berikut :
UN 1= UN
Un+22>Un+1> Uy

Un +3>Un+2> Uy

Karena Uy > 0 maka U, > Uy > 0 untuk n > N dan lim U, # 0 sehingga

menurut Teorema 2.2.2 maka » U, =U;+Up+. ..+ U, + divergen.

n=1

Perhatikan deret Z—l— dan le Keduanya mempunyai p = 1 karena deret
. - n=1 M

yang pertama adalah deret harmonis yang divergen dan deret yang kedua
adalah deret-p yang konvergen, maka uji rasio tak dapat menentukan

kekonvergenan dari deret bila p = 1.

Teorema 2.2.7 (Uji Akar)

Andaikan ZU , adalah deret dengan suku-suku positif dan andaikan

n=l
p=lim zgU, =lim (U,)'"™
a) Jika p <1, maka deret konvergen

b) Jika p > 1, maka deret divergen
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¢) Jika p =1, maka deret dapat konvergen atau divergen

Bukt :

a)

b)

Andaikan p <1 dant =% (1 + p). Jadi p <1 < 1 karena r adalah titik tengah

antara 1 dan p . Andatkan € =r—pdang>0.

Karena p = lim (Uy)" maka untuk settap € > O ada bilangan positif N

sedemikian sehingga untuk setiap n = N beriaku l(Un)““ - p| < g schingga
(U)"™ < p + &. Karena & = r — p, maka (U,)"” <r atau U, <r” untuk n > N.
Kita memperoleh pertidaksamaan sebagai berikut :

Ui<r

U,<rP

3
U3<r

sehingga kita dapat membentuk deret D 1" =r+r+r+.. .+ +. ..
=1
karena r < 1, maka Zr“ konvergen, sechingga berdasarkan teorema 2.2.5
n=1

karena U, < r" maka ZU,, juga konvergen.

n=1
Andaikan p > I dan € = p — I adalah bilangan positif.

Karena p = lim (Uy)'™, maka untuk setiap & > 0 ada bilangan positif N

sedemikian sehingga untuk setiap n > N berlaku | (Up)'™ - p'| < g, sehingga
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(Un)”'l > p — ¢ Karena € = p — 1 maka (Un)”'l > 1 atau U, > 1" untuk semua
n > N. Kita memperoleh pertidaksamaan sebagai berikut :

U, > t!

schingga Zl“= 1+1+1+ ... dan lim 1" # 0, maka menurut tcorema

n=[

n=l

222 D 1" divergen. Karena 1" < U, untuk n > N dan diketahui

Z 1” divergen maka menurut teorema 2.2.5 ZU divergen.

n=1

¢) Pembuktian ini seperti pada pembuktian teorema 2.2.6 bagian c.

Teorema 2.2.8 (Limit Uji Banding)

Andaikan ZU dan ZV adalah deret dengan suku-suku positif dan

n=]1

andatkan p = 1

Y
~ ¥,

Jika p berhingga dan p > 0 maka keduanya konvergen atau divergen.

Bukti :
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7
Andaikan p = lim lV" maka untuk setiap € > 0 ada bilangan bulat positif N

U,

sedemikian sehingga untuk semua n > N berlaku | —pl <g atau

n

—g< V" —p<g,untuk semuan >N

n

U
p—e<T/i <p+g, untuk semuan >N

n

Kita perhatikan pertidaksamaan g" <p + g dan andaikane = -g— >0

n

Maka% <% p,untuksemuanZNatauUn<% p Vi, untuk semuan >N

Andaikan )V, konvergen maka % pV, =
n=}

a=1

N | W

p ZV,, juga konvergen
=1

karena Z% o V, konvergen dan U, < % p V, untuk semua n > N maka menurut

n=1

teorema 2.2.5 U, juga konvergen.

n=1

Kita perhatikan pertidaksamaan p — € < ;[i dan andaikan € = % >0

n

Maka% < [;" untuk semua n = N atau U, >% V, untuk semuan >N

n

Andaikan ZV,, divergen maka Z % V; juga divergen
=1

a={
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Karena Z %Vn divergen dan —‘;— V. < U, untuk semua n > N maka menurut

n=1 -~ bt

teorema 2.2.5 » U, juga divergen.

n=l

Contoh 2.2.2

= 6n* - 2n° :
Tentukan apakah deret Z’;—:H konvergen atau divergen
i +n” —2n

Penyelesalan

© o 4 3 o 4
) - 1 .. ) )
Diketahui deret Sn —2n +1 deret ini bersifat seperti deret Zg yang

i n +n —2n =

divergen. Sehingga U, =

4 3
6n" —2n” +1 6
e dan‘!nz —
n

n +n’ —2n

4_4 3 5 o4
Maka p = Limﬂ = Limw x 2= Lim 6’: ZI; +n
=V, mon+n -2n 6 no>w6n’+6n” -12n

6_2.*.%
n->ew 6 12
6+—5-—
n 3

n

Karena p =1 > 0 dan ZE adalah deret yang divergen maka menurut teorema
n=1 1

© g 4____ 3
728 zw

3 Juga divergen.
B +n —2n
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Berikut ini kita akan melanjutkan pembahasan pada deret yang memuat
suku-suku negatif. Deret khusus yang penting adalah deret dengan suku-suku
positif dan negatif berganti-ganti. Deret seperti ini sering disebut deret selang
seling. Ada dua bentuk umum dan deret selang seling yaitu :
a;-ay+as-ag+ ..+ (-1 a, +... atau

-art az-az+ay-...+(-1)"a, +... dengan a, semua positif.

Teorema 2.2.9 (Uji Deret Selang Seling)

Suatu deret selang seling Z‘(—I)""1 a, atau Z(~1)" a, konvergen apabila
n=)

n=]

dua syarat berikut dipenuhi: a;>a; > a3 > ... > a,> ...dan Lima, =0

Ny

Untuk membuktikan teorema ini kita memerlukan fakta berikut tentang
barisan : jika suku-suku bemomor genap dari suatu barisan menuju ke suatu
limit 1., dan jika suku-suku bernomor ganjil dan barisan menuju ke 1imit yang
sama L, maka barisan lengkap menuju ke limit L.

Bukti :

Perhatikan bentuk Z(—l)”“an =ar-ay+ag-ag+ ...+ (-1)™ a, +...dan andaikan
n=I

{5}, adalah barisan jumlah parsial dari deret ) (—1)""a, . Dengan demikian

n=1
ada dua kemungkinan untuk {S,}7, yaitu: {S,,}7, untuk suku bernomor genap

dan {Sz,,_1 >, untuk suku bernomor ganjil. Sehingga diperoleh
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Sz =a;—a
S =(@ai—a)*t(az-as)= S,

Se =(ar—az)+(az-a)+(as-ag) >S4

Smm=(ar—az)+(az-as)+(as-26)+...+ (1 — a2) = Spuz

Maka S; <S4 <86 <. < S <. (1)

Selain itu suku-suku dalam barisan semuanya kurang atau sama dengan a,, karena
itu kita dapat menuliskan

S; =a1—a;<a

Si ma-(@m—a3)-au<a

S¢ =ar-(a2—2a3)-(a4-3s5)-as < a;

Swm=ar-(az—a3)-(as-as) — (@s—ar)-..... (a2 — 2m1) — 2 <2y

Maka S;, < a; untuk semua n (it)
Dari (1) dan (1), maka menurut teorema 2.1.1 barisan {SQ_,, }:21 konvergen ke suatu

limit L yang memenuhi L <ay. Jadi Lim S,,, =L

n—rao

Sekarang perhatikan barisan S, Ss,..., Son 4, ... Karena suku ke-2n dalam deret
selang seling adalah — ay,, maka berlaku : Sy — Son 3 = -az, atau Sy, =8y + a2z

Tetapi 2n—w jika n—o, jadi Lima,, =0 (menurut syarat kedua).
n—ro

Jadi Lim Sy = Lim Sy + Limay,=L+9=L.
n—»0 n—»0 n—»x0
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Karena LimS,, = L dan 7im S,,, = L, maka barisan §;, S, Sz . . . ,S,, . . .
n-—>w n-—>»a0

konvergen ke L. Jadi terbukti bahwa deret selang-seling Z (=)™ a, konvergen.

n=t

Definisi 2.2.3

Suatuderet Y U, =U;+ Uy + Us+ ...+ Uy +

n=L

. . disebut konvergen mutlak

bila dan hanya bila deret nilai mutlak 3 |U,|=1U, |+ 10 |+ U3+

n=1

Ul .. konvergen. Suatu deret yang konvergen tetapi deret nilar

mutiaknya divergen maka deret itu disebut konvergen bersyarat.

Teorema 2.2.10

sika deret YU =1U |+ Ul usl+ . Hul+

n=1

., konvergen maka

deret D U, =Up+ Uy + Us+. . .+ Up+t

n=l

. ., Juga konvergen.

Bukti :
Kita bentuk deret baru » ||+, , dengan demikian ada dua kemungkinan
n=|

yaitu : U, [+U, =21U,1 Jika U, positif dan | U, |+U, = 0 jika U, negatif maka

PIADNCARTAR AW CARIADNARI Y D N AR N A

n=1 n=l1
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Karena i

n=1

U,| konvergen maka ) U, juga konvergen.
n=}

Teorema 2.2.11 (U Rasio Untuk Konvergen mutlak)

Andaikan ZU . adalah suatu deret dengan suku-suku tidak nol dan andaikan

n=1

U
= Li n+l
P m (j"

a) Jika p <1, maka deret ZU” konvergen mutlak.
n=1

b) Jika p > 1 atau p = co maka, deret ZU , divergen.
=}

c) Jika p =1 tidak dapat ditarik kesimpulan bahwa deret konvergen.

Pembuktian dari teorema ini tidak dibahas karena serupa dengan bukti tcorema

2.2.6 (Uji Rasio)

Contoh:2.23
Tentukan apakah deret Z(— l)" Si" konvergen atau divergen
=1

Penyelesaian :

n+1
= Sn+l

Diketahui deret i(— 1y iﬂ, maka U = %dan U,.,
pory 5 5
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_x —
5".5 " n—o Sn

[n+1 5 J___ Lim n+l

U = Lim n+1x-5——] = Lim
U, n—eo | 5741 n n—ao

Sehingga p= Lim

n—»0

= Lim

S

1 1
Karena p = 3 dan — < 1 maka menurut teorema 2.2.11 maka deret
n=l

konvergen mutlak.

2.3. Deret Pangkat (Kuasa)
Dalam sub bab ini kita akan mempelajan deret yang suku-sukunya

berkaitan dengan varniabel dan deret imi sering disebut sebagai deret pangkat.

Definisi 2.3.1.
Jika Cy, Ci, Co, . . ., C,, . . . adalah konstanta-konstanta dan x adalah suatu

variabet, maka deret yang berbentuk :
2 C, (x-a)" = CoCulx-ay+Caolx-a)™+ . . . +Culx-2)"+ . ..
=0

disebut deret pangkat dalam (x—a), dengan a suatu konstanta.

Apabila kita ambii a = 0 maka deret menjadi deret pangkat dalam x dan

mempunyai bentuk umum : ZC,, X = CotCrx+Cox+ . .. +C X+ . ..

n=0
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Contoh 2.3.1.

1. Zx”=l+x+x2+x3+... +x"+ _ . adalah deret pangkat dalam x

n=(}

2 iﬂ= Gt U ) N Ca)

.. . adalah deret
no 2" 2 4 "
pangkat dalam (x-3)
- 2n+1 3 5 7 2n+1
3. 3y S exE S X sy 2 + ... . adalah
o (2n+1) 3OS 7 (2n+1)

deret pangkat dalam x.

Untuk menetukan konvergensi deret pangkat dalam x kita bentuk deret

=|Col+|C. +‘|C2x2‘|+ +‘lC,. x"

nitai mutlak Y |C, x" +... Sehingga terbentuk
n=0

deret dengan suku-suku positif, maka semua teorema deret dengan suku-suku
positif berlaku untuk deret »_|U,|
n=0

Permasalahan yang timbul adalah untuk nilai-milai yang manakah deret pangkat

konvergen. Untuk menyelesaikan permasalahan tersebut kita gunakan uji rasio

pada deret > |C, X" |, maka U, = C, X" dan Uy = Cyuy X
n=0

e IH-I' ..
Cnx . n—00.

Deret pangkat konvergen mutlak bila p < I, maka

~

C n+l’
C,

Sehingga p= lim Yna |- iim
n—aw | [F

R—00.
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Ix| tim n

T
n—sx “n+l

B <
Chat <1 atau |x|<lim
C, n—ax {{

Kita perhatikan lim

n—ro

C e o
‘"‘ maka nilai limitnya ada dalam R atau nilainya o
~n+1

Sehingga diperoleh beberapa kemungkinan

-~

?" ada dan misainya lim

n+1 n—roc

1. Andaikan Iim

n-—»xc

Chr
-1 R,
Cn+]

maka |x| < R atan — R < x < R. Jadi deret konvergen mutlak untuk
— R < x <R dan deret pangkat divergen bila x| > R. Pada yjung-ujung

interval perlu diadakan pemeriksaan yaitudi x =R dan x=—-R.

Untuk x =R maka deretnya menjadi » C,R"
n=0

Untuk x = - R maka deretnya menjadi »_C,(-R)"
=G

Dengan demikian diperoleb deret dengan suku-suku konstan

2. Jika lim

n—r

—_|= o0, maka |xl<owatan —c0<x <o maka deret pangkat

“n+l

konvergen untuk semua x

3. Jika Iim

n—rwx

1 C
‘4”‘= 0, maka deret pangkat konvergen hanya untuk x = 0. Deret
“n+l

pangkat menjadi D C,x"=Co+0+0+. .. .

n=0
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Apabila kita bekerja dengan deret pangkat dalam (x — a) yang mempunyai bentuk

umum Z(Z‘n (x—a)" , maka sifat-sifat konvergenst deret pangkat datam (x — a)
n=]

dapat dipsroleh dengan mensubstitusikan x — a ke dalam x sehingga ada tiga
kemungkinan yang terjadi untuk deret pangkat dalam (x - a) yaitu :
a) Deret konvergen hanya untuk x =a
b) Deret konvergen mutiak untuk semua x
c¢) Deret konvergen mutlak untuk semua x dalam suatu interval terbuka
tertentu (a — R, a + R) dan divergen bila x <a —R atau x> a + R. Pada titik-
tittk x = a2 — R dan x = a + R deret dapat konvergen mutlak, konvergen

bersyarat atau divergen tergantung pada deret khusus.
Dari ketiga kemungkinan ini, kita dapatkan jari-jari konvergensinya berturut-
turut adalah 0, o dan R. Himpunan semua tittk x yang menjadikan deret

pangkat konvergen disebut interval konvergensi.

Contoh 2.3.2

xﬂ

Tentukan jari-jari konvergensi dari deret pangkat Z
aontl

Penyeclesaian :
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o n
Diketahui deret pangkat » X kita bentuk deret nilai mutlaknya yaitu
n=0"" +
© | <" xn+l
> maka U, = dan Uy =
aon+l n+1 n+2

U :
Schingga diperoleh bahwa  p = lim U—”“{= [im

n—«
= Hm x"-x_Llemn x-
ns>oin+2 x# n—>w
|x] lim
n

im 2 =lxl 1= x|

Maka p = x| sehingga deret pangkat akan konvergen bila p < | dan divergen

bila p > 1. Jadi untuk x| <1 atan —1 < x < 1deret konvergen dan deret pangkat

divergen bila x > 1 atau x < -1 . Dengan mensubstitusikan nitai x = t ke dalam

deret yang diketahui diperoleh :
ii” :1+_I-+1+_I_+___+-—I—-+_..merupakanderethann0nisyang
aon+l 2 3 4 n+l

divergen. Dengan mensubstitusikan nilai x = —1 ke dalam deret yang diketahwi

+ + D"

diperoleh : Z( b - % - "
n+

i
n+1 2

% ., kita lakukan

. . 1 1
pengujian deret selang seling maka U, = ——, Upn =
n+l n+2

Jadi U, > U,y dan lim U, = lim —1——=

n—wo n—wo N+ 1



38

Berdasarkan teorema 2.2.9 maka deret Z - )] konvergen
n=0

Jadi interval konvergensinya adalah (—1, 1] dan jari-jari konvergensinya R = 1

Contoh 2.3.3

Tentukan jari-jani konvergensi dan interval konvergensi dari deret pangkat

Z (x 3)
n=0

Penyelesaian :

tketahui deret pangkat ta ben ret nilar ny ya yartu
Diketahui de; gk s (x=3)" , kita bentuk de itai mutlakn I
27

n=0
n+l
Z(x 3)" maka U, = (x-3)" =3 U = 9_3)_1__
n=0} 2" o qn+
' : n+t n
Sehingga diperolehp = lim' ;U"” lim |(x 3) 2

n—w U n_)ml 2H+I (x_3)n

"

~ lim ‘(‘x—3)"(x—3). 2" = (x-3)
ool 272 (x-3)"| mow| 2
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Maka p = 71)— [x - 3], deret pangkat akan konvergen bila p < 1 dan divergen bila

p > 1. Jadi untuk p = % |x—3] <1latau 1 <x <5 deret konvergen dan divergen

bilax>5Sataux < 1.

Dengan mensubstitusikan nilai x = 1 ke dalam deret yang diketahui diperoleh :

v +] _7n
Z( “n) =1-1+1-1+... merupakan deret yang divergen
n=0 2

Dengan mensubstitusikan nilai x = 5 ke dalam deret yang diketahui diperoleh :

@ n

— =i+i+i+is. merupakan deret yang divergen
n=02

Jadi interval konvergensinya (1, 5) dan jari-jari konvergensinya R = 2.

Aksioma 2.3.1

Andaikan Za,, (x —a)* dan Zb,, (x — a)” adalah dua deret yang konvergen,
n=0 n=G

masing-masing ke f{x) dan g(x) untuk }x-al < R, maka pernyataan bernkut
benar untuk | X — a‘l <R yaitu :

a) Kedua deret dapat dijumlahkan satu demt Satu

0+ 800 = D ay (x— 8"+ D by (x—2F'= 3 (@t buXx—a)"

n=0 a=0 n=0

b) Kedua deret dapat dikurangkan satu dem satu
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)~ g00 = Y a, (x—af =Y b, (x—af' = 3 (2 boMx—a)

n=0 n=0 n=0

c) Za,, (x—a)'= Zb,,_ (x—a)'bilaa,=b,untukn=0,1,2. ..
n=0 n=0

d) {ian (x—a)"](ib,, (x~a)” ]= i(ﬁ',, (x—a)
n=0 .

n=0 n=0

dengan C; =agh, + ajboy +. . .. +agbe

Pada sub bab ini kita telah memperoleh bahwa jika kita mempunyai suatu

deret pangkat ZC” (x —a)" yang konvergen ke suatu fungsi f{(x), maka kita dapat
n=0

menyatakan hal ini menjadi f(x) = C,(x—a)". Ini berarti bahwa untuk suatu
=0

fungsi f(x), kita dapat mendekati fungsi ini dengan deret pangkat. Untuk dapat
mendekati suatu fungsi dengan deret pangkat, kita dapat menggunakan ekspansi

deret Maclaurin atau ekspansi deret Taylor.

Definisi 2.3.2
Jika f(x) berturunan n kali pada x = 0, maka kita definisikan polinomial

Macliaurin ke-n untuk f(x) sebagai berikut :

! 3 !
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Polinomial ini bersifat bahwa nilainya dan nilai-nilai n derevatif pertamanya

bersesuaian dengan nilai f{x) dan n derevatif pertamanya pada x = 0.

Definis1 2.3.3
Jika f{(x) berturunan pada semua tingkat pada x = 0, maka didefinisikan deret
Maclaurin untuk fungsi f{x) disekrtar tittk x = 0, yaitu :

(n)
f(X) — z f (0) n

=0

Definisi 2.3.4
Jika f(x) berturunan n kali pada x = a, maka kita definisikan polinomial Taylor
ke-n di sekitar x = a, sebagai verikut :

S (aXx —a) o+ S a)x-a)”
2! 3!

F(x)=fla)+ fa)fx-a)+

Definisi 2.3.5
Jika f(x) berturunan pada semua tingkat pada x = a, maka didefinisikan derct

Taylor untuk fungsi f{x) di sekitar titik x = a, yaitu :

(n)
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Definisi 2.3.6
x2 x3 x4
Andaikan In(l+x)=x- 5 + 3 1 +..., dengan interval konvergensi
r2 /\73 ./\74
-l<x<t dan In(l-x)= —-x—‘—2—~‘?—~4—~... , dengan interval

konvergensi —1 < x <1, maka didefinistkan Deret Gregory sebagai berikut:

1n1+x

3 _5 7 .
=2 x+i+3—+£-+...- , dengan interval kebenaran —1 < x <1.
1-x ‘ 3 5 7 :

Deret ini digunakan untuk menghitung logaritma natural dari bilangan positif

i,sehingga y=—;+x-

}I_—

y dengan memisatkan x =

Contoh 2.3.4

Tentukan deret Taylor dart fungsi f{x) = " disekitar titikk a=2

Penyelesaian
Diketahui fx)=¢" = f2)=¢
maka )= = PQR)=¢

X)) = Q)=¢

PrE)=" = 7(2)=¢

7 (x)=e" = (2)=¢
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Diperoleh deret Taylor untuk fungsi fix) = e* disekitar titk a = 2, yaitu

2 2

n=0

w 2 0 2
= 3:(x~2)". Jadi deret yang dicari adatah ), —(x -2’
n .

n=y Fé n=0

Contoh 2.3.5

Tentukan deret Maclaurin dari fungsi f{x) = ™

Penyelesaian :
Diketahui : fix)=e"=>R0)=1=2a°
maka f(x)=ae™ = f(0)=a=a

(x)=a’e™ = {0)=a*=a°

£7(x)=a’c™ = £(0)= a’ =2’

fOx)=a"e" =9 (0)=4"

Jadi deret Maclaurin untuk fungsi f{x) = ¢™ adalah

w o(n) 2 .2 3.3 n _n
f Melpags T jEx L Eax
jour N 2! 3 al
an aﬂ
Sehingga kita dapat menyatakan bahwae ™= » — x”

@ (n)
Zf—fﬂ(x—a)":ez + e (x-2) + 52‘—_(x—2)2 +o e—!_(x—2)“ +..
n : n
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Contoh 2.3.6
Tentukan nilai dari In2.

Penyelesaian:

Kita andatkan y = 2, maka x = é , sehingga diperoleh:
2

=2[0,33333+0,01235 +0,00082 + 0,00007 + 0,00001 + __ ]

~ 2[0,346571 = 0,69314. Jika kita mengiginkan pembulatan sampai empat

tempat desimal, maka kita peroleh In2 ~0,6931.

2.4 Bilangan Kompleks

Sebelum mempelajari barisan dan deret bilangan kompleks, terlebih

dahulu kita harus mempelajar konsep tentang bilangan kompleks.

Definisi 2.4.1
Bilangan kompleks adalah bilangan yvang berbentuk x + iy atau x + yi
dengan x dan y bilangan real dan £ =-1.
Bilangan kompleks sering dinyatakan dengan huruf z, huruf x dan y
menyatakan bilangan real. Jika z = X + 1y menyatakan sembarang bilangan

kompleks, maka x dinamakai bagian real dan z yang dilambangkan dengan Re(z)



45

dan y dinamakan bagian imajiner yang dilambangkan dengan Im(z). Untuk
menyatakan hinpunan semua bilangan kompleks digunakan notasi C, schingga
C=f{z|z=x+1iy, xeR,yeR dan i=+—1}. Andaikan In(z) = 0, maka
bilangan kompieks z menyatakan bilangan real x. Jika Re(z) = 0 dan Im(z) # O,

maka z dinamakan bitangan tmajiner murni.

Definist 2.4.2

Bilangan kompleks z; = x; + iy; dan z, = x, + iy, dikatakan sama dan ditulis

Z; = 2 bila dan hanya bila x; = x; dan yi=y».

Definisi 2.4.3

Andaikan bilangan kompleks z; = x; + ty; danz;= x; + iy, , maka

zy + p=(X; + X)) ti(yrtyr)danz,ze = (XiXo-yiya) T X2 T Xoyy).

Kita telah mengetahui bahwa bilangan real x adalah keadaan khusus dari
bilangan kompleks z = x + 1y untuk y = 0. Bilangan kompleks x + 10, yaitu
bilangan real x akan kita tuliskan dengan x saja dan dapat diperlakukar seperti
halnya bilangan real. Khususnya jika x = 0 dan jika x =1, maka kita memperoleh
0 + 10 yaitu bifangan real 0 dan 1 + 10 yaitu bifangan reaf 1.

Dalam sistem bilangan koinpleks bilangan 0 merupakan eleman identitas
terhadap operasi penjumtahan dan bilangan 1 adatan efemem identitas terhadap

operasi perkalian, sehingga beriaku :
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Z+0=(x+iy)+ (0 +i0)=(x+0) + iy + 0) = x + iy

z 1= xX+y). (1+10)=(x.1-y.O)+ix.0+1 . y)=x+1iy

Definisi 2.4.4
Untuk setiap bilangan kompleks z = x + iy terdapat tepat satu bilangan
kompleks z; = x; + iy;, sehingga z + z; = 0, vaitu z; = -x + i(-y) yang
dinamakan negatif dari z dan merupakan invers dari z terhadap operasi
penjumlahan . Bilangan ini sering dinyatakan dengan —z dan diperoleh
z + (-z) = 0 untuk setiap bilangan kompleks z dengan z = x + 1y dan

~Z =-X—1y.

Definisi 2.4.5
Andaikan z #0, maka terdapat tepat satu bilangan kompleks z, sehingga

X y

berlaku z . 1, = 1, dengan z, = ————i———, dan dinamakan invers
x“+y x+y
dan z terhadap operasi perkalian.
Definisi 2.4.6

Bilangan z, —- 7, dinamakan selisth dari bilangan z, dan z,
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Definisi 2.4.7

Bilangan 2\ dinamakan hasil bagi dari bilangan z, dan z,

<2

Definisi 2.4.8
Jika n bilangan bulat positif danz, =z, = ... = z,= z, maka

Z1.22.23... 20 =Z.2.2...Z =2

Definisi 2.4.9
Untuk setiap bilangan kompleks z = x + iy didefinisikan bilangan kompleks

z=x- iy yang dinamakan konjugat dari bilangan z.

Teorema 2.4.1
Andaikan z; = x; + iy; dan z; = X; + 1y, , maka berlaku :
a) zZ1t=7ztzydan b) z,. 2,=27. 73
Bukti :
Diketahui z; = x; + 1y; dan z; =X, + iy maka :
a) z1+2z =(x1 +1y) + (X +1y2) = (X1 + X2) + 1(y1 +¥2)
=X+ x1))+i{y2+ty1) =tz
b) zi. 22 =(xi +iyyj. (% T1y2) = (X1 X2— Y1 y2) T i(X1.y2 + X2 y1)
=(x.Xx-2.YD+tn . xty-x)=(xt+tiya). (X +iyi)) =2 . 7

Jadi tetbukti bahwa z, + z, =2, + zdan z,. 2, = 7, . 74
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Teorema 2.4.2
Andatkan z; = X, + 1y;, 2= Xp + typ dan z3 = X3 + 1y;, maka berlaku :
a) Z1t(p+tz)=(zm+z)+tzzdan b) z, (2. )= (z1.22) . 73
Bukt: :
Diketahui z; = X3 + 1y}, Zx= Xp + 1y>dan zz = X3 + 1yz, maka :
a) 7z +(z2+ z3) = (X + iyy) + (X2 + 1y2) + (X3 + 1y3))
=Xty + (et x3) +i(y2 + y3)
=(X;+ (X2 + X3)) + i(y1 + (Y2 + ¥3)
=((xs + X2) + X3) +1((y1 + y2) + ¥3)
=((x1t x2) +i(y1 + y2) + (x3+ 1y3)
= ((x1 +iy) + (X2 + 1y2)) + (X3 + 1y3)
=(ztz)tz
Jadi terbukti bahwa z) + (z; + z3)=(z, + z5) + Z3
b)z; . (z2. z3) = (x1 + iy1) . (X2 + iy2) - (X3 + 1y3))
=(xi+iy) . ((x2. X3—y2.y3) + {(X2. y3+ X3. y2)
=(X(X2. X3~y2. W) (X2 y3+ X3 y2) XXz y3 + Xz ya) +
(X2.y3+ X3. ¥2) y1)
= (X3(X2. %3 X1(Y2.¥3 ) Yi(X2 y3)-yi(X3 y2)) + ((Xs(X2y3) + Xi(X3y2)) +
(x2.%3)y1-(y2-¥3)¥1)
= (x1(x2.%3) -y1(%3.y2) -X3(y2.y3) -yi(x2y3)) +
((x1(x2ys) (y2.y3)y1) + (Xu(x3.y2) + (X2.X3)y1)

= ((x1X27y1.y2)X3 — (X1.y2 + X2.y1)y3) +
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(X1 X2-y1.y2)ys + %3(X1.y2 + %2.¥1))
(zy.22) . 73 =((x1 i) . (X2 + 1y2)) . (X3 + 1y3)
= ((X1.X2-y1.y2) ¥ i(X1.y2+ X2.91)) - (X3 + iy3)
= (X1 x2-y1.y2)Xs — (X1y2 + X2.y1)ys) +
i((X1.X2-Y1.y2)y3 T X3(X1.y2 +X2.y1))

Jadi terbukti bahwa z, . (z2 . z3) =(z1 . 22) . 73

Teorema 2.4.3
Andaikan z, = xq + iy1, Z»= X2 + 1y, dan z; = X3 + iy3;, maka berlaku :
2z + Z3) = 2.2+ 21.23
Buktt :
Diketahui z; = x; + 1y), 2= xp + 1y, dan z; = x3 + iy; maka
z1 . (z2 + z3) = (0 + iy (%2 + 1y2) + (X3 + 1y3))
= (X1 + 1y {(X2 + X3) + i(y2 + y3))

= ((x1(xz + x3)-vi(yz + y3)) + i((x1{y2 + y3) + (X2 + X3)y) dan

n.zt 21.2:= (X iy) . (X2 +iy2)) + (% + iy)) - (X3 + iy3))
= (32 y1y2) T ixLy2 + X2y ) T (X Xy y3) +i(Xeys + Xa.y1))
= (X1 Xr-Y1.y2) + (XiX3-y1.¥3)) + ((X1.y2+ X2.¥1) + (X1.y3+ X3.y1))
= (XXt Xp.X3 - Yiy2 —Y1Ys) T Xey2 + X1y + Xy + Xay)
= ((a(x2 + X3)-yi(y2 + y2)) + i((xa(y2 + y3) + (%2 + X3)y1)

Jadi terbukti bahwa z,(z; + z3) = z,.2, + 7,.2;
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Teorema 2.4.4

Andaikanz=x +1y, E=x—iy , Z1 = X1 + 1y; dan z, = x; + 1y, maka berlaku :

a) z=1z d) 21+22:Z+Z 8) -2, 23,- 7,
b)zz,=2 .z, e == hz. z=Re(m)} + {Im(D)}
=) 22
Z+; . Zz z

Dalam system bilangan kompleks tidak berlaku relasi “kurang dari” dan
“lebih dani”. Relasi z; < z; atau z; > z; mempunyai arti hanya jika z; dan z,
keduanya merupakan bilangan real atau Im(z;) = Im(z;) =0

Selain menggunakan bentuk kartesius yaitu z = x + iy, kita juga dapat

menyatakan bilangan kompleks z dalam bentuk kutub sebagat berikut

0] X : }?

Gambar 2.4.1

Kita perhatikan gambar 2.4.1

sinazl, cosH:i,sehingga x=rcosddan y=rsind.
r r
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Dengan demikian bilangan kompleks z = x + 1y dapat dinyatakan dalam bentuk
lain yaitu z = r(cos@ + isin §), yang dinamakan bentuk kutub bilangan kompleks,

sedangkan & dinamakan argumen dart z dan ditulis arg z.

Definisi 2.4.10

Nilai mutlak atau modulus bilangan kompleks z = x + 1y yang dinyatakan
dengan |z| dan didefinisikan oleh \/xz +y? . Schingga dapat dituliskan

=

Teorema 2.4.5

Jika z sembarang bilangan kompleks, maka berlaku :

a) |z 20 ) = g) Im(z) <|Im(z)| <]
b)lz] =0 <z=0 e)z z =
c) |2 =} f) Re(z)< [Re(z) <]

Teorema ini tidak dibuktikan di sini, karena dapat dibuktikan langsung

dengan menggunakan definisi nilai mutlak dan konjugat.

Teorema 2.4.6

Jika z; dan z, bilangan kompleks maka berlaku :
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|21-32l = lEll'lZZI dan t—:‘=%

Bukti :

2 - - - .
a)Karena |z =z > dan andaikan z = z,.2;, z =z, z, maka diperoleh :

2 — - - 2 2
2| =@2)(z,.2,) "2z 2 .z, =25, Bz, = g |z

Kita lakukan penarikan akar pada kedua ruas persamaan

Wzi-zzlz z\l[zrlg laaf
vl =lal ]

b) Karena |z | =7 zdanandaikan z=21 7= 2L

- - T - 2
Z, 2)\2) 2% |z |
Kita fakukan penarikan akar pada kedua ruas persamaan

JT “l
q "2
sz

|

maka diperoleh :

Sehingga terbukti |z,.2,| = |z,| |z,| dan lzl»l

| Tzl



Teorema 2.4.7 (Ketaksamaan Segitiga)
Nilai mutlak jumlah dua bilangan kompleks tidak lebih dan jumlah nilai
mutlak masing-masing suku dan tidak kurang dari nilai mutlak selisih nilai
mutlak masing-masing suku atau dapat ditulis sebagai berikut :

|z, +22| < |z,|+|zzl dan ||z,|—|zz|]$ lz, +22|

- _ _
lm+z) =@+ )z +z)=nz 2, tnz,+ 22z

N

Karena z, - z, , maka ruas kanan dari persamaan in1 dapat ditulis

'121 + 2212: 'lzt‘lz + ‘lzz‘Iz + ZIZ+;: Z

“f S @ E )

z+z

Mengingat rumus Re(z) = 5

dan Re(z)< |Re(z)] < ||, maka

|2, +32|2= !21‘2 + |22‘2 +2Re(z, 2, )
< |31|2 + |‘22|‘2 +2 IZ,Z]
. “71| IZI

< |2l +2 sl ot + e = (=] + |

< |z,|2 +

-
=
P4

Sehinggalz, +2,)” <(Jz,] + |z,])* Kita lakukan penarikan akar pada kedua ruas
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\“2‘ +22|2 < 1/([z,|+|::2[)2

|z, + z,| < |z| + |z,|, maka terbuktilah ketaksamaan yang pertama

Ketaksamaan yang kedua dapat diturunkan dari ketaksamaan yang pertama

sehingga diperoleh :
21| = [z +2) +(=22)| S |2+ 2| + |2
2] - |7a] < |z, + 2] (i)
Demikian juga diperoleh :
lzo| = [z + 2.0+ (2| < |z + 2] + il
e+ 2] < ) - 1) (ii)
Dari (i) dan (ii) diperoleh - {z, + z;| < |z;| - {z,| < |2 + 23]
Jadi |z, + z,| 2 |z,|~|z,)|. Kedua ketaksamaan ini dapat digabungkan menjadi:

[zil=a] < [z + 2] < [a] + [z

Contoh 241
Diketahui |z -2 =3, buktikan: a. |2 - 52-'| <18 dan b. ‘i-:»:z - 5-z=| >6
Pembuktian:

:|(22—42-1—4)—2—4[:[(2-—2)2—;;—41

Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga kita peroleh:

a. \zz -5z
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(z-2? —z-4<|e-2 + | +4=9+|c-D+6[<9+[z -2 +6<18
Sehingga terbukti |z2 —SZI <i8.

b. Izz —SZI =

(-2 ~(:-2)
Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga kita peroleh:

|(z—2)2—(z—2)|z||z-2|2—|z—21|=|9—3|=6

Schingga terbukti alz2 - 52-[ >6

2.5 Fungsi kompleks
Andaikan z menyatakan sembarang anggota dari suatu himpunan bilangan
kompleks, maka z disebut peubah kompleks. Jika S dan T himpunan-himpunan
bilangan kompieks dan untuk setiap zeS terdapat pemasangan yang
mengawankan secara tunggal dengan weT. Misalkan aturan tersebut kita
namakan f, maka f disebut fungsi dari himpunan S ke dalam himpunan T. Secara

umum w ditulis w = £(z).

Karena z adalah peubah kompleks dan fungsi f mengawankan setiap
bilangan kompleks ze S dengan tunggal we T, maka definisi fungsi f bernilaikan
bilangan kompleks. Dengan demikian fungsi f disebut fungsi bernilai kompleks

dan disingkat fungsi kompleks.
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Meskipun dalam definisi fungsi bernilai tunggal, namun dalam fungsi

I
kompleks dikenal tungsi bernilat banyak. Misalnya w = -? | untuk setiap z dalam

himpunan yang tidak memuat tittk nol, maka w akan memiliki dua nilai. Jadi

1
menurut definisi w=:? bukan merupakan suatu fungsi. Tetapi scbenamya

1

w=z? terdin dan dua fungsi yang masing-masing bernilai satu dan dinamakan
suatu cabang dari fungsi bermilai dua mi. Fungsi-fungst bernitar dua dan fungsi-
fungsi bernilai banyak lainya dinamakan suatu relasi, sedangkan fungsinya sendiri

adalah keadaan khusus dari relast tersebut.

Macam-Macam Fungsi Kompleks

1. Fungsi polinomiai kompleks
Bentuk umum dari fungsi polinomial kompleks adalah:
f(2)=C,z"+C 2" +.+C, 2" +Cz+C,, disebut fungsi polinomial
derajat n dengan C, 20 dan Cq, Cy, C;, ..., C, adalah koefisien-koefisien

kompieks.

Contoh 2.5.1

f(2)=10z* —7z% + 5z - 4, adalah fungsi polinomial berderaiat 4.
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2. Fungsi rasional kompleks

Bentuk umum dari fungsi rasional kompleks adalah f(z)= 8(2) , dengan g(z)
dan h(z) adalah fungsi polinomial danA(z) # 0.
Contoh 2.5.2
22 492
f(®)= 342+—2ﬂ;1 , adalah  fungsi rasional kompleks dengan
¥ —z+

g(z)=32+2z+ldanh(z)=2"—z + 1

3. Fungsi transendental
Yang termasuk fungsi transendental adalah:
a. Fungsi trigonometr1
Untuk setiap bilangan kompleks z, didefinisikan fungsi trigonometri

sebagai berikut:

sinz=§1;(eiz -eF) dan cosz:%(e"" +eFY, sedangkan
i

Sif z e —e¢E

tan:z

cosz  ie® +eF)’
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b. Fungsi eksponensial

Fungsi eksponensial kompleks didefinisikan oleh

f(z)=¢e" =e™ =c¢*(cosy +isiny), dengan e =2,71828 .

Jika diambil y = 0, maka definisi ini berubah menjadi fungsi eksponensial

real dan x = 0 definisi di atas menjadi ¢” =cosy +isiny.

¢. Fungsi hiperbolik

Untuk setiap bilangan kompleks z, didefinisikan fungsi hiperbolik

sebagai berikut:

sinh z =%(e" —-e™) dan coshz =—;—(e‘ +e7), sedangkan

sinhz e —e™*

tanhz = .
coshz e" +e~*
Contoh2.5.3
Uraikan cos z dalam bentuk u + iv.
Penyelesaian :

Andaikan z = x + iy, maka kita peroleh :

cosz = %(e" +e™)
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(e¥e™ +e¥e™)

(R

[e™? (cosx +isinx) +e”(cos x —isin x)]

N | =

= %(e'v + e'y')cosx—é(ey —e¥)sinx

cosz =cosxcosh y—isinxsinh y.

d. Fungsi logaritma

Untuk setiap bilangan kompleks z, didefinisikan logaritma natural

dari z sebagai berikut:

Inz =lnjz|+iargz, dengan argz = 6+ 2kx dan k =0,£132,33, .

Contoh 2.5.4
Tentukanlah logaritma natural darni bilangan z =2 dan z = -1.
Penyelesaian :
In2 =In2|+iarg2 = In2+i(2kz) = In2 + 2kzi = 0,693+ 0, Xix Hix,...
In(-1) = Inj- 1|+ iarg(-1) = Int+ i(z + 2kx) = i(7 + 2kx) = tin A3in A5im,...
Karena logaritma natural bilangan kompleks mempunyai tak
berhingga nilai yang berbeda maka fungsi ini disebut fungsi bernilai banyak.
Untuk mendefinisikan fungsinya sendiri kita menggunakan nilai utama In z

yang didefinisikan sebagai berikut:
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Lnz= lnlzl+i9,

dengan 0<@ <2ratau kita dapat menggunakan selang yang Iainnya
misalnya — 7 < 6 < x dan sebagainya.

Dengan demikian kita dapat menentukan nilai utama dari In 2 dan
In(-1) dalam contoh 2.5.4 sebagai berikut:

In2=0,693danLn(-1)= irx.

2.6 Limit Fungsi Kompleks
Definisi 2.6.1
Suatu fungsi f(z) dikatakan mempunyai limit 1. untuk z mendekati titik z; dan

ditulis im f(z) = L, jika untuk setiap € > 0 yang diberikan, terdapat J > 0,

sedemikian schingga untuk semua z dengan O<|z—z <5 berlaku

ketaksamaan |f(z)- L] < =.

Teorema 2.6.1
Jika suatu fungsi mempunyai limit pada titik z, yang diberikan, maka limitnya
mempunyat nilai tunggal.

Bukti:

Dibuktikan dengan kontradiksi.
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Andaikan timitnya tidak tunggal hm f(z)= M dan hm f(z)=1, dengan

Iy

M # L. Berdasarkan definisi 2.6.1 diperoleh |f(z)—M|< € dan |f(z)-L|< &,
bila 0 <|z —z| <& . Ambil & =%—[M—L|.
Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga kita peroleh:
M- L|=|M- f(2)+ f(2)-L|<|M - ()| +|f)-Ll< e+e
M-Ll<e+e
M- 1)< %IM - L|+é|M ~1
IM — L] <|M - L]

Pada hasil terakhir ini diperoleh suatu hal yang tidak mungkin. Jadi pengandaian

salah dan terbukti bahwa limit suatu fungsi tunggal.

Teorema 2.6.2

Andaikan lim f(z) = L dan lim g(z) = M , maka berlaku:

LrE,

a Hm(f(z)+g(z)=L+M

b Hm(/(:)-g(z)=L-M

c. lm(f(z)g(z))=LM

d. !im(f(—{‘:)) = %, dengan M #0
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Contoh 2.6.1

. i1 , tentukan nilai dari lim £(=)

Jika f(z) ==

ol
pee

Penyelesaian :

-

. z—1 . z—1
lim f(z)= lim———= lim
i 'f( ) i 7% 4] zi (Z — I)(Z + 1)

1 1

im _ .
=i (z+0) 2

2.7 Turunan Fungsi Kompleks

Definisi 2.7.1

Jika f{z) bemilai tunggai dalam suatu daerah R di bidang z, maka turunan
fungsi £ di titik zo didefinisikan sebagai £(z,) = [im 22" %) | asalkan
zZ— ZO

limit ini ada , maka fungsi f(z) berturunan di titik z(: )
Definist 2.7.2 (Turunan Fungsi kompleks)
Jika f(z,) ada untuk setiap z, dalam suvatu daerah R, maka fungsi f(z)
berturunan pada setiap z, € C .
Untuk memudahkan dan mempercepat proses dalam mencari turunan fungsi
kompleks berikut akan disajikan rumus —rumus turunan fungs: kompleks.

Rumus-Rumus Turunan Fungsi Kompleks

d, .
1. —(c)=0 2.
- )

SIS



13.

15.

17.

19.

21.

23.

27.

d 2
—tanz = sec
dz

. —SIiNz =Cco0sz

-
At

. —SeCz =Sseczianz

ilnz=—l—

dz z

d . 1
—sin~ z =

dz 1-z?
d 4 i
—tan == >
dz 1+z
d 1
—SeC z =

dz zdz% -
ismhz:cosh:
dz
itanhz:sech"’z
dz

d
—-scchz=—sechztanhz
9 ginht =L
Z 1+:z
itanh_‘z:z !
dz 1-22
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. —a =a’lna

2

12. Liog, z = 08a¢
dz z

14. % cos™ 2 = —
dz 1-z?

Ié.icot"z-—- _12

z 1+:z

18. iz,-csc‘I z= 1
dz zyz? -1

20. icoshz =sinh:z
dz

24.

. icothz =—cosh? z
dz

icschz = --¢schzcothz

dz
—cosh™ z = !
z z2 -1
a 1
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_ d -1
29 Lgecntz o1 _ —
d=

baY) Ik dz z

Contoh 2.7.1

Jika w = f(z) = - 27, tentukan £(z) !

Penyelesaian:
—d—(z3 ~2z%)= i1—23’ —iZZz =3z -4z Jadi P(2) =327 -4z
dz dz dz
2.8 Fungsi Analitik
Definisi 2.8.1

Fungsi f{z) dikatakan analitik di titik z = z, di dalam suatu domain D, jika §{z)

berturunan pada titik z.

Definisi 2.8.2

Jika fungsi f(z) analitik untuk setiap z, di dalam D, maka fungsi f(z) dikatakan

analitik untuk semua z, € C.

Contoh 2.8.1

Suatu fungsi polinomial yang berbentuk f{(z) = Co + C\z + G277 +...+ Co2™,

adalah fungsi yang analitik diseluruh bidang kompleks karena f(z) berturunan

pada semua z.
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Contoh 2.8.2

2

<

1 adalah fungsi yang analitik kecuali pada titik z = 0.

Fungst f(z)=

Karena pada titik z = 0 fungsi f(z) tidak mempunyai turunan.

2.9 Turunan Tingkat Tinggi
Jika f(z) analitik dalam sunatu daerah, maka turunannya diberikan oleh

£(z). Jika £(z) juga analitik dalam suatu daerah, maka turunannya dinyatakan
dengan f’(z). Dengan cara yang sama apabila f”"(z) analitik dalam suatu
daerah maka turunan ke-n dari Rz) dinyatakan dengan fF‘(z), n dinamakan
tingkat dan turunan. jadi turunan pertama, kedua, ketiga dan seterusnya diberikan
oleh £'(2), /" (2). /""(2)..... f(2),... Perhitungan turunan tingkat tinggi

mengikuti rumus-rumus turunan fungsi kompleks.

Contoh 2.9.1

Tentukan £°(z), £(z), £7(z) jika f(z)=3z" -2z +z
Penyelesaian:
Dengan rumus turunan fungst kompleks kita peroleh:

f(z)=15z" -6z +1, f'(2)=60z° —12z, f"'(z) =180z -12



BAB IIT
BARISAN DAN DERET BHLANGAN

KOMPLEKS

Dalam bab I ini akan dibahas pengertian barisan dan deret bilangan
kompleks, serta kekonvergenan dari barisan dan Geret bilangan kompleks tersebut.

Berikut akan dibahas pengertian barisan bilangan kompleks.

3.1 Barisan Bilangan Kompleks

Definisi 3.1.1
Suatu barisan bilangan kompleks adalah suatu fungst bernilai kompieks
yang daerah asalnya adalah himpunan semua bitangan ash N = {1,2,...}

Sehingga [ : N — C adalah suatu barisan bilangan kompleks, nilai
fungst f (n) yang sering dinyatakan dengan z, disebut suku ke n dart barisan.
Barisan bilangan kompleks z;, 7, 73, ..., 7z, ... biasa dituliskan dengan notasi
kurawal menjadi {z, } .

Sebagai contoh barisan adalah 1, -1, -1, 1, i, -1, ... , merupakan suatu
representasi yang memudahkan untuk fungsi yang menetapkan setiap bilangan
bulat positif 1, 2, 3, ... dengan bilangan kompleks i, i%, i’ ... . Secara lebih
singkat barisan itu dapat ditulis sebagai §”}, .

Seperii halnya dengan bartsan btlangan real, permasalahan yang timbul
berkaitan dengan barisan bingan kompleks adalah bila mana barisan bilangan

66
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kompleks itu konvergen. Untuk dapat menyelesaikan permasalahan itu kita

perhatikan definisi berikut :

Definisi 3.1.2
Suatu barisan bilangan kompleks {z,}" dikatakan mempunyai limit z,
apabila untuk setiap €> 0 yang diberikan terdapat bilangan bulat positif

N sedemikian sehingga untuk semua n> N berlaku |z, — z | <e.

Bilangan kompleks z, imi kita namakan limit barisan {zn}

o0
A=l

untuk 7> dan ditulistimz, = z . Barsan {z,}°, yang memiliki

limit 7y untuk n — o kita katakan bansan itu konvergen ke z, dan sering

dituliskan z, — z,

Teorema 3.1.1
Jika z, = X, + 1y, dengan x, € Rdan y, € R, maka bansan bilangan
kompleks {z, " konvergen di dalam C bila dan hanya bila {x,} dan
{v. -, konvergen di datam R.

Bukti

Jika barisan bilangan kompleks {z,}, konvergen z, maka ada z, = x, + iy, €

C dengan sifat untuk setiap €>0 yang diberikan terdapat bilangan butat

positif N sedemikian sehingga untuk semua n> N "ber]aku‘lzn ~ z-'l <€

|z, — 2| =Kx, + )~ {x+ 5)| <e, untuk semua n > N
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Kita gunakan ketaksamaan segitiga, maka diperoleh:

z, —-:| =|(x" -x)+iy, —y)l <l|x, —x|+|y" —yl <€, untuk semua n > N
Hal ini berarti bahwa

|x" —xl <€, uniuk semua > N

v, - ¥| <€, untuk semua n> N

Dengan demikian barisan {x,}°, konvergen ke x dan barisan {y,}.,

konvergen ke y.

Langkah berikutnya andaikan barisan {x,}* konvergen ke x dan barisan

{y,, }; konvergen ke y, maka untuk setiap €>0 yang diberikan terdapat

bilangan bulat positif N sedemikian sehingga untuk semua »> N berlaku.
e, ;€

Ix” —x| <-:—z-dan Iy,, —y1<5.

Sehinggga |z, — z| =|(x, + v,) - (x+ ) =l(x, -0 +i(y, - y)

Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga diperoleh

[(x, = xy+ iy, — p)| < |x, — A +|y, — ¥ <€ untuk semua n> N

Maka |z, ~ z| <€, untuk semua n> N .

Jadi barisan bilangan kompleks {z,}", konvergen ke z.

Teorema 3.1.2 (Ketunggalan Limit Barisan)

Jika suatu barisan konvergen, maka Iimit barisan itu tunggal.
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Bukti :
Akan dibuktikan dengan kontradiksi.
Andaikan kimit barisan tidak tunggal dan mempunyat dua nilar :

limz, =M dan limz, =L ,dengan M # L.

Ambil bilangan positif e= %lM ~1.
Berdasarkan definisi limit banisan (Definisi 3.1.2) diperoleh :
|z, — M|<e dan |z, - L]|<e
Kita gunakan ketaksamaan segitiga maka,
M= |pt -z, vz, - L] <M -2 4]z, - 1] < eve=2fp-L]+ -1
=|aM - L}
Sehingga kita mendapatkan relasi|M — L] <|M ~ Z], ini jelas merupakan suatu

hal yang tidak mungkin, jadi pengandaian salah dan terbukti bahwa jika suatu

barisan konvergen maka limit barisamn itu tunggat.

Teorema 3.1.3 (Sifat-sifat Limit Barisan)
Andaikan {z,}” konvergen ke z dan {w,}", konvergen ke w, dan
andaikan c adalah suatu konstanta, maka untuk semua n € N berlaku :

1. {z,, +w }; konvergen karena lim{z, +w, }=lhmz +limw =z+w

n—rw

2. {cz, )7 konvergen karena limez, =climz, =cz

N0

3.{z,w, ), konvergen karena imz,w, =limz, limw, =zw

“n
n-rew n—sw
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P

n—>mn Z 7
n ) n=1 n

e

Contoh 3.1.1

4. {L} konvergen karena limiz 1 asal z#0dan z, #0.
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Buktikan bahwa 152(1+5] =1, untuk setiap z dan tentukan apakah

n

barisan {l + i} konvergen atau divergen?
n =)

Penyelesaian:

Diberikan suatu e> 0, kita harus dapat menentukan N sedemikian sehingga

I+E—Il<e, untuk semua n=> N .
n

Sehingga H <€, untuk semua n> N
n,

H=P—|<e,untuksemuan2N
n n

n>H,unmksemua nzN
€

Jadi terbukti jika n> N =H,maka li_r’:\(1+i)=l.
(S n

-

Karena lim(l + i) =1, maka barisan {1 + i} konvergenke 1.
n=l

n/ n
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3.2 Deret Bilangan Kompleks

Pada bagian ini kita akan membahas jumiah dan suku-suku barisan
bilangan kompleks {z,}°, yaitu z;+ z; + ... + z, + ..., jumlah tak hingga

banyak suku barisan bilangan kompleks inilah yang disebut deret bilangan

kompleks, sehingga diperoleh definisi :

Definis1 3.2.1

Suatu deret bilangan kompleks adalah suatu bentuk penjumlahan z; + z,+

z3+...+ z,+..., atan dengan notasi sigma sz
k=1

21,7y, 73, ... disebut suku-suku deret.

Andaikan S, menyatakan jumlah n suku pertama dan deret bilangan
kompleks, maka kita memperoleh :

Si=2z

S;=z;+ 2,

Sz =z1+ 2y+z3

n
Sa=zrtzpt ..tz = Dz,
: E=l

Bilangan S, disebut jumlah parsial ke-n dan deret bilangan kompleks

dan barisan {S, }* disebut sebagai barisan jumlah parsial.
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Definisi 3.2.2

Deret bilangan kompleks sz disebut konvergen bila dan hanya bila

k=]
barisan jumlah parsial {S " }:;, konvergen z, dengan S, = z,+ o+ ...+ z,

dan 2o disebut jumlah deret dan ditulis Yz, =z

k=1

Teorema 3.2.1

Jika deret bilangan kompleksz z, konvergen, maka limz,=0
o n—o

Bukti :

Diketahui deret bilangan kompleks Zz,, konvergen, maka menurut definisi
n=]

3.2.2 barisan {S,}, konvergen 2o atau ditulis limS, =z, Karena {5},
adalah barisan bilangan kompleks, maka menurut teorema 3.1.1 {X,, -
konvergen X dan {Yn }::1 konvergen yo. Dengan demikian kita dapat
menuliskan li_rgX , =X, dan 11_21 Y, = y,. Karena (n-1)— o jika n —00, maka
kita juga mempunyal }L[EX a1 =X, dan }'i_g.:YH =y,- Schingga kita dapat
menuliskan {X,,}. konvergenke xodan {¥, ,}° konvergen y, Berdasarkan

teorema 3.1.1, maka {S, , }-, konvergen ke zydan ditulis limS, _, = z,.

Andaikan S, adalah jumlah parsia! ke-n dari deret bilangan kompleks dan S,

adalah bilangan kompleks, maka kita peroleh:
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‘S'n = ('xl + iyl)+(x2 +1y2)+"'+(xn—l + iyn—l)+(xn +1.-yn)
S, =(x; +iy)+(x, +iy,)+. .+ (x, +iy, )
Sehingga kita peroleh S, — S,.1 = X, + 1y =2,

lim z, =lim (§;-S,.1), berdasarkan sifat limit barisan, maka:
Imz,=limS,-lim S,.;=20—-20=0

Jadi terbukti jika deret bilangan kompleks Zz,, konvergen, maka lim z, = 0.

n=1

Teorema 3.2.2 (Uji Divergenst)

Jika lim z, # 0 maka deret bilangan kompleks »_z, divergen

n=1
Bukiti :
Diketahui lim z, # 0. Andaikan deret bilangan kompleks Zzn konvergen,

n=l

maka berdasarkan teorema 3.2.1 diperoleh lim z, =0
Sehingga terdapat kontradiksi dengan yang diketahui.

Jadi terbukti jika lim 7, # 0 maka deret bilangan kompleks Z z, divergen
n—san oy

Teorema 3.2.3

a0

Deret bilangan kompleks z, konvergen ke z, bila dan hanya bila
=1

an koavergen ke xp dan )y, konvergen ke yo.

n=l n=1
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Bukti :

Andaikan jumlah parsial dari n suku pertama deret-deret tersebut adalah :

n

n n

—_— - S —

S, =27 X = 2% T = 2 e
k=1 k=l k=1

Sehingga diperoleh hubungan antara barisan jumiah parsial yaitu

S, = X, + 1Yy, untuk semua ne N, maka menurut Teorema 3.1.1 {S“ -
konvergen bila dan hanya bila {X, }, dan {¥,}" keduanya konvergen.

Misalkan {S, }* konvergen ke z, {X,}, konvergen ke x, dan {¥,},

konvergen ke yo, maka terbukti deret bilangan kompleks Z z, konvergen ke

=1

zp bila dan hanya bila deret bilangan real Zx" konvergen ke x, dan

n=l

«©

Z v, konvergen ke yo.

=l

Teorema 3.2.4

Jika deret ilzn| konvergen, maka deret izn konvergen.

n=} n=]

Deret Z z, int disebut konvergen mutlak.

n=l

Bukti :

Diketahui ) |z,| konvergen, akan dibuktikan deret »  z, konvergen.
n=1

n=l

Karenalz,|=x,” +y,%, [x,|=x,” dan|y,|=4y, , maka:
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[xnl < |z”| dan Ly"

<|z,| untuk semua ne N.

Berdasarkan teorema 2.2.5 ‘Z]xnl dan i|y,,|keduanya konvergen.
n=l n={

Sehingga menurut teorema 2.2.10 an dan Z v, keduanya konvergen.

n=1 n=1

Jadi menurut teorema 3.2.3 Y z, juga konvergen.

n=1

Dengan adanya teorema ini telah membenkan kemudahan kepada kita dalam

menentukan konvergenst dari deret bilangan kompleks, yattu dengan

membentuk deret nilai mutlak ) |z,| yang merupakan deret dengan suku-
n=1

suku real positif, schingga semua aturan yang bertaku dalam deret dengan

suku-suku real positif juga berlaku pada deret nilai mutlak > |z, | ini.
re=l

Teorema 3.2.5 (Uj: Banding)

Jika diketahui deret bilangan kompleks Zz,, dan deret bilangan real
n=1

D U, dengan suku-suku positif yang konvergen dan |z,|<U, untuk

n=l

o

semua it , maka deret bitangan kompleks Z z, konvergen. #r”f -

k-3
r
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Bukti :

Diketahu deret ZU , konvergen dan andatkan jumiahnya U, maka untuk

n=l

semua n berfaku U; + U, + ... + Up < ZU"=U
n=l

Diketahui juga Iz,,,ls [/, untuk semua n, maka
2|+ |z2]+ - +|z,| € Ui + Ua+ .+ Un<U
Sehingga |z;|+|z,|+... +]2,|< U

Jadi Sy=|z,|+|z,|+... +|z,|< U untuk semua n, maka menurut teorema 2.2.4

i|z,,‘| konvergen. Karena ilznl konvergen, sehingga berdasarkan teorema

n=l =i

o

324 z, konvergen.

:n
=l

Teorema 3.2.6 (Ui Rasio)

Andaikan deret )z, adalah deret bilangan kompleks dengan z, = 0 dan
ot

= n+l = p,maka:
Z,

a. Jika p <1, maka deret konvergen mutlak.

andatkan him

|

b. Jika p > 1, maka deret divergen.

c. Jika p =1, maka deret dapat konvergen atau divergen.
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Teorema 3.2.7 (Ujt Akar)

Andaikan > z, adalah deret bilangan kompleks dan andaikan
n=}1

limsf7,] = limlz, [» = ., maka:
n—uw n—yuc

a. Jika p <}, deret konvergen mutlak.
b. Jika p > 1, deret divergen.

c. Jika p =1, deret dapat konvergen atau divergen.

Contoh 3.2.1

Tentukan apakah deretzwzs—l) konvergen atau divergen?

Al

n=0

Penyelesaian:

Diketahui deret Z M , maka IZ,,I :‘(l 00+ '75;') l dan
n=o n ' nl

. |_~(IOO+75i)’”“
T (et

[z,,ﬂ[_(loowsi)"“r no |
| (e T (10047507

Dengan demikian

(100+755)| 125
n+lt | n+l

= lim 125 =0
z,| m™=n+l

ot
“n+l

Sehingga p = lim
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Karena p = 0 < 1, maka berdasarkan teorema 3.2.6 deret
ZM konvergen.

n=e n‘-

Contoh 3.2.2

Tentukan apakah deret Z( o 2l konvergen atau divergen?

n=o0

Penyelesaian:

Diketahui deret 3 G=D" maa |7, | = [E20"

& |

n=0 2 ' 2 2

Kita selesaikan dengan teorema 3.2.7 sehingga diperoleh

4](4—1) fa-i

n _22" s |22|

p= lim'd[z‘"[: lims (4~i)" |

H—y 0

=h i-——:l/—?—ﬂ

e )

Karena p > 1, maka berdasarkan teorema 3.2.7 deret Z( D D’ divergen.



BAB IV

DERET PANGKAT KOMPLEKS

Sekarang kita sampat pada bagian terpenting dari penulisan ini yaitu
mengenai deret yang suku-sukunya berkaitan dengan vanabel. Bab IV im
merupakan perluasan dart deret pangkat real. Jika pada deret pangkat real
variabelnya adalah variabel real, maka pada bab ini yang digunakan adalah
variabel kompleks. Sehingga yang dimaksud dengan deret pangkat kompleks di
sini adalah deret yang suku-sukunya berkaitan dengan vanabel kompleks.

Pada bab IV ini akan di bahas deret pangkat kompleks, dilanjutkan dengan

deret fungsi yang meliputi deret Maclaurin dan deret Taylor serta penerapannya.

4.1 Deret Pangkat Kompleks
Setelah kita membahas deret bilangan kompleks, kita akan melanjutkan
pada deret pangkat kompleks. Di atas kita telah sedikit membahas mengenai
deret pangkat kompleks yaitu deret yang suku-sukunya berkaitan dengan

variabel kompleks, maka sekarang kita dapat mendefinisikan sebagar bertkut:

Definist 4.1.1

Jika Co, Cy, Cy, ..., C,,... adalah konstanta-konstanta kompleks dan z

suatu variabel kompleks, maka deret yang berbentuk:

DOz —z) = C +C Uz~ 2+ Cp(2 — o)+ +C (2 — 20+
n=0

79
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disebut deret pangkat kompleks dalam (z — z), dengan z, adalah
konstanta kompleks.
Apabila kita ambil z, = 0, deret memadi deret pangkat kompleks dalam

oo
z dan mempunyai bentuk umum ZC".:" =C,+Cz+Cz% + +C 2"+
n=0

Contoh 4.1.1

o

1. Y z"=l4z+2"+2 4+ +2z"., adalah deret pangkat kompleks

n=0

dalam z.

W f g AN - N2 - N
2, Z—(“Lz’) =l-+(z+2i)+—(‘+2l) b s EX2T L o dalah derct
par R 2! nt

pangkat kompieks dafara (z + 21).

>

ST Gt ) S Gt ) W Gt ) NN -y ) S
3. Z(;( y) BT =] St o T)—z,, + .

adalah deret pangkat kompleks dalam (z — 1)
Seperti halnya dalam deret pangkat real, yang menjad: perinasalahan
adafah bilamana deret pangkat kompleks konvergen? Permasalahan ini akan

segera terjawab dengan definisi berrkut.

Definist 4.1.2

Deret pangkat kompleks ZC 2" konvergen pada titik z bila dan hanya
n=0

bila barisan jumlah parsial {S,}7, mendekati suatu limit untuk n

menjadi besar tak hinggadengan S, =C, +C,z+C,z> +..+C,z".
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Karena S, adalah jumlah parsiat ke-n darr deret pangkat kompleks,
maka S, dapat kita pisahkan ke dalam bagian real dan bagian imaginer
menjadi S, = X, +/Y,, maka S, — x+ iy bila dan hanya bila X, > x

dan Y, — y. Oleh karena itu

S, ~(x+ )| =|(X, —x)+i(¥, - y)|

= J(X,-x)? +(Y,—y)?, mendekati nol bila dan hanya bila
(X, -x)—>0dan (¥,—y)—>0. Dengan demikian barisan S, 7
konvergen ke x + iy bila dan hanya bila barisan bagian real {X

}w
nIn=0

konvergen ke x dan barisan bagian imaginer {Yn }‘::6 konvergen ke y.

Teorema 4.1.1

Jika deret ) |C,z"| konvergen, maka deret pangkat kompleks
oy

C,z" konvergen.

1pe

Bukti:
Diketahui deret ZIC,,Z" [ konvergen, deret ini merupakan deret dengan suku-
=0

suku real positif. Andatkan C, z" =x, +iy,, dengann =20, 1, 2, 3,... dan x,,

¥x bifangan real, maka diperoleh:

b < yx.2 + 3, =]C,,z"‘_ ‘dan |y,|< ‘}xnz +y.7° =‘|an"-
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Karena deret i

n=0

~Y ___.n
C,z

konvergen, kemudian juga berlaku |x, | < }C"z” dan

v n
C.z

y,,|S untuk semua n, maka menurut teorema 3.2.5 (uji banding)

>

n=0

xﬂ’

dan i] v,| keduanya konvergen.
n=0

Dengan demikian berdasarkan teorema 3.2.4 deret » x, dan Y y, juga

n=0 n=0

konvergen. Karena hasil kali deret dengan konstanta tidak mempengaruhi

konvergensi dari deret, maka berdasarkan teorema 22.3b deret iy y, =
=0

Z% tetap konvergen. Dengan menggunakan teorema 2.2.3.a kita dapatkan

n=0

o

> x,+ Z ,= ».(x, +i,)juga merupakan deret yang konvergen.
n=0 n=0

n=0

Karena C_z" = x, +1iy,, maka deret ZC"Z" juga konvergen. Deret pangkat

n=)

kompleks Z C,z" ini disebut konvergen mutlak.
n=0

Contoh 4.1.2
Tentukan apakah deret pangkat kompleks 22" . konvergen atau
7=0

divergen!

Penyclesaian:
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o0

Diketahui deret pangkat kompleks Y =", kita bentuk deret nifai mutiak

n=0

"

maka diperoleh S, =1+[z|+ [z +|o’ +..+|z|" dan

n=0

28, =|el [ el + el 42

Sehingga S, ~|2S, =1-|2[™" atau (1-[z)S, =1-|z

. = n+l - n+l
G 1K

n+l

IM

, maka

TR R

n+l n+j
LimS, —1’112( L H }—ilm L —ilmI I
N = R

Dalam kasus semacam ini limit S, untuk n menjadi besar tak hingga akan

mendekati nilal

bila kita ambil |z| <1, maka barisan {§,} konvergen

IZI

ke PR Berdasarkan definisi 4.1.2, maka deret »_|z|” konvergen ke
n=0

_
1 —I:l

Karena deret i[z]" konvergen bila |z[<1, maka berdasarkan teorema 4.1.1
n=0

deret Zz“ juga konvergen untuk setiap z dalam lingkaran yang berpusat di

n=0
0 dan berjari-jari 1 atau dapat ditulis |z <1.
Dengan adanya teorema 4.1.1 telah membuka jalan kepada kita dalam

menentukan konvergensi dari deret pangkat kompleks ZC ,Z" yaitu dengan

n=1
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membentuk deret nilai mutlak Z‘C":-" , schingga terbentuk deret dengan

n=}

suku-suku real positif. Oleh karena itu semua aturan yang berlaku pada deret

=" m.

r=l

Salak: satwu cara yang dapat digunakan untuk menentukan konvergensi

deret pangkat kompleks ZC,,:" adalah dengan teorema 3.2.6 (wi rasio),

n={

Rl ) L —_ " w2 Rl 2o
Wz l Sehingga Z, =C,z" dan Z,,, =C, ,,z
A=l

Deret nilai mutlak i[cd |

n={

|2] fim Coal < 1 atau ] < li_’mw(?" 1

H-»w) C’

“n+l |

Oleh karena itu timbul beberapa kemungkinan:

1. Andaikan lim C%‘"_ = R(ada), maka deret ZC,,Z" konvergen mutlak

A+t =}
untuk setiap z dalam lingkaran yang berpusat di 0 dan berjarijan R atau

dapat ditulis lz"< R.

2. Andaikan hmcc—l o, maka deret 2( z" konvergen mutlak untuk
. noe etk

setiap z € C.
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n—yeo| ( o

. .| C =
3. Andaikan 11m%| =0, maka deret Z(}”z" konvergen mutlak untuk
n+l

z=0. Sehingga deret pangkat kompleks menjadi Z(?nz" =Cy+0+0+..
=]
Anabila kita bekerja dengan deret pangkat kompleks dalam (z — z),

maka kita mempunyai bentuk umum ZC"(z —z,)" . Konvergensi dani deret
=i

ln '7_"0)""

kemudian kita lakukan pengujian dengan teorema 3.2.6 (upt rasio). Sehingga

diperoleh Z, =C (z~z,)" dan Z,,, =C,, (z — 2, )"

Ll
n+l n+l ("‘ Z'() )M l —

—llm[Z l—"-’**’ C(z—2z)"

Cz=zy) ‘ konvergen bila g <1, maka diperoleh
=l

il } o atau |z — zo| < lim{ ('j"
C, mo|C

n

(z "ZO‘I,},EE Sehingga terdapat tiga

n+l

kemungkinan yang terjadi untuk deret pangkat kompleks dalam (z — z,) yaitu:
: | C = ,,
1. Andaikan hmH = R(ada), maka deret Z(,,,(z -z, )" konvergen
" | =t
mutlak untuk setiap z dalam lingkaran yang berpusat di z, dan berjari4jani

R atau dapat ditulis |z — z,| < R.

2. Andaikan limlf” =o, maka deret ZC,,(z—zo)" konvergen mutlak
oo =}

“ntt |

untuk setiap ze C.



86

3. Andaikan lim

n—yoc

‘("_‘ =0, maka deret ch (z—z,)" konvergen mutlak
m+l

P
untuk  z=1z
Dari ketiga kemungkinan ini kita memperoleh jari-jari konvergensi
deret pangkat kompleks secara berturut-turut R, oo, 0. Himpunan semua titik
z yang menjadikan deret pangkat kompleks konvergen disebut lingkaran

konvergensi.

Contoh 4.1.3

Tentukan lingkaran konvergenst dan jari-jari konvergensi dari deret

pangkat kompleks ZL-_—_‘ZL)_

n=0
Penyelesaian:
(z-20)" . .
Diketahui deret pangkat kompleks Z r , kita bentuk deret nilai
n=0 n
2;')"7 . o 22" | (z=2iy™
utlak . Seh Z =——"-dan Z
m Z chngga ” al n (H+1)'
z— n! . |z—21
maka: p—hm‘ — l( 2y x : l‘: ] 2’|=0
o Z, | e G2 )
Karena p =0 <1, untuk semua z, maka deret Z konvergen mutlak
Py .

untuk semua z. Sehingga diperoleh lingkaran konvergensi Iz —2i| < dan

jan-jart konvergensi R = .
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Jari-jari konvergensi juga dapat diperoleh dengan rumus R = lim—~

n—»w (

dimana C, = 1 dan C,,, = ! , maka
n! (n+1)!
!
R= llm ( b =lim|n +1| = 00
0| n‘ 1 n—»a0
Contoh 4.1 4

Tentukan jari-jari dan lingkaran konvergensi dari deret pangkat

kompleks ZLZI)——
n

=l

Penyelesaian:

Diketahwi deret pangkat kompleks Z?—g maka C = eT dan
=1 n )

en+l

Sehingga IlmH }7 (n+1) =Iim ‘n +3n7 j3n+1‘—lml:l,
n n—>°o|‘ en ‘ R® @2 e

maka deret pangkat kompleks konvergen untuk setiap z daiam lingkaran yang

~“n+t T

berpusat di 0 dan berjari-jan l Jadi jari-jan konvergensi dari deret pangkat
e

kompleks ze i G adalah R=1 dan lingkaran konvergensinya |z| < Ly

n=l n e ¢
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Sebagai kelanjutan darn pembahasan deret pangkat berikut akan kita
sajikan dua buah deret fungsi penting dalam kalkulus yaitu deret Taylor dan

deret Maclaurin.

4.2 Deret Taylor

Dalam sub bab imi kita akan mendefinisikan deret Taylor melalui
pendekatan fungsi dengan polinomial kompleks. Untuk mendekati nilai
fungsi pada sebuah titikk z = z, dapat dilakukan dengan pendekatan polinomial
kompleks dalam (z — z,), maka kita dapat menyatakan polinomial kompleks
ke dalam bentuk: P(z)=C,+C(z—z)+Co{z—2z,)’ +..+C (z—z,)",
dengan Cy Cy, C,,...C, adalah konstanta kompleks.

Kita andaikan n turunan pertama dan { ada di z = z,, dan kita berikan syarat
sebagai berikut:
fz0) = P20}, £{20) = P*(20), £(20) = P" (@), ..., £(z0) = PV (z0)

Dengan adanya syarat int, maka nilat P(z) dan n turunan pertamanya
bersesuaian dengan {{z) dan n turunan pertamanya di z = z,. Apabila kita
menambahkan syarat bahwa turunan tingkat tinggi dari P(z) dan f(z) tetap
bersesuailan, maka P(z) dan f{z) akan tetap cukup dekat di sekitar z = z,, hal
ini disebabkan:

P(z) = Co + Cilz-20) + Coz-20)’ + Calz-20)’ + ... + Colz-20)"
P’(z) = Cy + 2Cxz-z0) + 3Cx(z-z0)* + ... + nCy(z-20)""
P(z) = 2C, + 3.2.Cs(z-2) + ... + n(n-1)Cufz-20)">

Pan(z) — 3.2‘C3 + ...+ n(n-l)(n—z)cn( Z—Z())n_3



89

P®(z) = n(n-1)(n-2)(n-3)... 1C, = n!C,
Pada titik z = 7z, kita memperoieh:
P(zo)=Co

P(z0) =Cy

P7(z0) = 2C; = 2!C;,

P(z0) = 3.2C3 = 31C;

P™(z) = n(n-1)}n-2)n-3)... 1C, = n!C,
Sehingga berdasarkan syarat yang diberikan, maka:
fzy) = Co, f'(z0) = C1, £(z0) = 21Ca, £7(20) = 31C;, ..., f™(z0) = n!C,

Dengan demikian diperoleh:

e (L. (n) "o
COZf(ZO):Cl:f(ZO): C2=f(~0) C3=f ("-ﬁ)"”’ C“':M

27 3 n!

Dengan mensubstitusikan nilai-nilai Co, Cy, C,, ..., C, ke dalam
polinomial di atas, maka diperoleh definisi polinomial Taylor. Definisi ini
merupakan perluasan dari definisi 2.3.4. Pada definisi 2.3.4 variabelnya

adalah variabel real, sedangkan disini variabel kompleks.

Definisi 4.2.1
Jika f(z) berturunan n kali pada z = z,, maka kita definisikan polinomial

Taylor ke-n disekitar z = z, sebagat bertkut:
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S7(z) -

2
o Z—Zy) .+

P(2)=f(c)+ [z Nz —24)+

L g
f‘( (1‘())(:,__:0);:
n:

Definisi polinomial Taylor ini dapat dituliskan dalam bentuk yang lebih

singkat dengan menggunakan notasi sigma yaitu
BUE -V AN 73 PN L
P.(z)= ZT(; —z,)* . Karena nilzi dari f dan n turunan pertamanya
= !

bersesuaian dengan nilai polinomial Taylor dan n turunan pertama pada
z = 75, maka jika n naik polinomial Taylor untuk f pada z = z; akan mendekati
nilai f(z) setidak-tidaknya disekitar z = z;. Sehingga kita memperoleh definisi

deret Taylor sebagai berikut:

Definisi 4.2.2
Jika f{z) berturunan pada semua tingkat pada z = z, maka kita

definisikan deret Taylor untuk fungsi f di sekitar titik z = z,, yaitu:

o rimys. .
f@=5 Lz

Apabila kita amati deret Tayior ini merupakan suatu deret pangkat

kompleks dalam (z-z,), dengan konstanta-konstanta komplek

n)ys ..
C, =f—('i°—) n=0,1273, ..
n!
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Contoh 4.2.1

Tentukan deret Taylor di sekitar z = 2 untuk 7(-)=—, kemudian

|

tentukan lingkaran konvergensinya!

Penyelesatan:
Diketahui f(z )‘% maka:
1 o 1
fey==== f@==
z =z 2
1 L .y 1
" 2 2 - 2
'@ 53 J (2)_'2—3
. 32 3 e 3
fE@)y=——=~-— f (2)——'—
z z
432 4 4
Y@= IP@ =0
fPE@=cy (,,ﬂ, F®@)=(-1

2(n+l)

Sehingga kita memperoleh deret Taylor f(z) = z (2”[3] -2y

Langkah berikutnya kita akan menentukan lingkaran konvergensi dari deret

n+l “

2(—1) (z-2)", maka kita bentuk deret nilai mutlak z ) Z)H'Z

Y L (:-2)",maka C, =— dan C,,, =—

2n+1 2n+1 n+l 2n+2 N
n=4
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Dengan demikian hm =lm2=2.

n—rc

. 1
= lim x2™?
n—yoo| PHHL
rH-l

2:“ (z—-2)" konvergen bila |z-2|<2. Oleh karena itu

o0

Jadi deret Z

n=0

berdasarkan teorema 3.2.4, maka deret Z( 1) z —2)" konvergen mutlak

n+l "'
»=0
untuk setiap titik z dalam hngkaran yang berpusat di z = 2 dan berjari-jart 2.

Sehingga lingkaran konvergensi deret tersebut adalah |z - 2| < 2.

Contoh 4.2.2

Tentukan deret Taylor di sekitar z = 3i untuk f(z)=e", kemudian

tentukanlah lingkaran konvergensinya!

Penyelesaian:

Diketahut f(z)=e", maka
f@=r@D=E=1"@D==..=fP(DH=¢"

Sehingga f"(3i)=¢”. Dengan demikian kita memperoleh deret taylor

«© eSi ) e3i
z —(- -3, maka(C =—4dan(C,  =——.
/@)= Z{ n! ) nl T (n+ D)
e n+1)t :
Lzm X = hmn +1=o, sehingga deret Taylor
n!

o 3!

f(z)= Z—(z 31} konvergen untuk setiap z dalam lingkaran ]4 - -”I < 00.

n=0
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4.3 Deret Maclaurin
Pada sub bab im kita akan melanjutkan pembahasan pada kejadian
khusus dari polinomial Taylor yattu pada z = 0 yang disebut polinomial
Maclaurin. Untuk memperoleh definisi polinomial Maclaurin kita ganti mlai
z = zy dengan z = 0 pada polinomial Taylor, schingga diperoleh definist

sebagai berikut.

Definisi1 4.3.1
Jika flz) berturunan n kali pada z = 0, maka kita definisikan polinomial

Maclaurin ke-n disekitar z = 0 untuk f yaitu

a1l ~{n)
Pn(z) = f(0)+f'(0)z+j—(@—z2 +.‘_+f—('0)z".
21 n!
Definisi 4.3.2

Jika f{z) berturunan pada semua tingkat pada z = 0, maka kita

definisikan deret Maclaurin untuk fungsi f di sekitar tittk z = 0, yaitu:

w4l
f(z)= Z——f n'(O) z".

Contoh 4.3.1
Tentukan deret Maclaurin untuk f(z)=e", kemudian tentukan

lingkaran konvergensinya!

Penyelesaian:
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Seperti dalam contoh 4.2.2, kita gantikan nilat z = 31 dengan z = 0, maka

diperoleh " (0)=¢" =1.

Sehingga diperoleh deret Maclaunn

n 2 3 "

(z)= E—=]+z-:-':—+i+_.,+~
1) = n 2t 3! n'

Selanjutnya kita akan menentukan lingkaran konvergensi dari deret Z:—'
n= M

makaC,,:ldanC !

n! el (ﬂ‘i‘l)‘_-

Lim‘z?i—] = }im'l!x(rH— Hi=hmn+l=0
H—-0 i H—> | n_ H=—P0

n

Oleh karena itu deret Maclaurin f(z) = Z:—r konvergen untuk setiap z
nt

dalam lingkaran |z] <.

Contoh 432

Tentukan deret Maclaurin untuk  f(z)=sinz

kemudian tentukan hingkaran konvergensinya!

Penyelesaian:

1) Diketabw f(z)=sinz,maka f(0)=sin0=0
f(z)=cos:z S(0y=cosO=1
f'(z)=—sinz f0)=-sin0=0

J'(z)=—cosz " (0)=—-cos0=—1

dan f{z)=cosz,
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SO(z)=sinz F90)=sin0=0
Karena f“(z)= f(z)=sinz , maka nilai " (0) akan berulang 0, 1. 0, -1,

Oleh karena itu kita memperoleh deret Maclaurin

ezl 3 5 7

6= ;‘( Y ey s Y G

Selanjutnya kita tentukan hngkaran konvergensi dengan membentuk deret

o .)H—] I
miar mutiak sehin diperoieh , maka C =
gga dipe ,,zz.; Cr+1’ " Qr+1)
_ 1
T Qe+ 2)
| C, ;
Lim—"— = lim| x(?.n + 2) =lim2n+2=w
n-w n+} 70 (271 ) H—y0

2n+l

Sehingga deret Z

an )] konvergen untuk setiap z dalam lingkaran
n=0 i<

|z| < o. Oleh karena itu berdasarkan teorema 3.2.4, maka deret

z 2n+1 3 5 7

- =z z 72n+l
- A Y |\ S
/&)= Z( (2 +1)! 357 D Qnr+1)!

konvergen untuk setiap z dalam lingkaran |z} < oo .

i1) Untuk memperoleh deret Maclaurin dani f(z) =cosz, dapat dilakukan
dengan menurunkan suku demi suku demi suku dari deret Maclaurin untuk
f(z)=sinz.

2 4 6 n

COS‘—Z(_ oy Tt T Y ot
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Untuk menentukan lingkaran konvergensi dan deret ini, kita bentuk deret

4

>, ) 1
nitai mutiak , sehingga C, = dan C ,, =
2, 2y SRR (2n)! 'S 2n+ )
Lzm =h s 2n+1)=lim2r+1=0o, schingga deret b
] (2 I = e § @2n)!

konvergen untuk settap z dalam hngkaran |:| <ew. Oleh karema itu

berdasarkan teorema 3.2.4, maka deret

-2 74 76 2n

cosz= Y (~ _E 4 (-1"Z 4. konvergen
,,z_(,:( (2 ot e e Y veIE

untuk setiap z dalam lingkaran |z{ < .

Contoh 4.3.3
Tentukan deret Maclaunn untuk f(z)=sinhz dan f(z)=coshz,
kemudian tentukan pula lingkaran konvergensi kedua deret tersebut!

Penyelesaian:

i) Diketahut f{z) = sinh z , kita dapat menuliskan sinh z = -—(e’ —e™"), maka

-2 3 ="
sinh z _1 I4z4"—+—+ _+—+..
2 22 3 n

35 7 L2m4l

e e S N
3 s 7 (2n+ 1)

Sehingga diperoleh deret Maclaurm untuk f(z)=sinhz yaitu:
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a0 _2n+l 3 75 -7 72,,.,.1
D) = o e S +
s ;{:’(2n+l)' 3 5T 2n+ 1!

1) Diketahwi f(z) = cosh z, sedangkan coshz = -l—(e‘ +¢77y, maka

l ?Z 7_,3 —H
coshz =— ]+:+“—+'—+...+1—+...<’
2 20 3t nt 1

23 !

2 73 I-'Z ”n
+%[l—z+i——;+ 4+ )+...}

S F S T +
2 4 6 (2n)!

2 4 6 ZZn

Sehingga diperoleh deret Maclaurin untuk f(z) =coshz

2 4 G 2n

z = z z

1+=— + =+ + +
(2 Yoo 2 46 (2n)!

_2n+1
Mengenai lingkaran konvergensi dari kedva deret f(z)= 2(2 Y dan
n=0 .
2n
f(z)= V( telah dibuktikan pada contoh 4.3.2 yaitu kedua deret
u=0

konvergen untuk setiap z dalam lingkaran "[z‘|‘< o, schingga lingkaran

konvergensinya |z| < 0.

Contoh 4.3.4

Tentukan deret Maclaurin untuk f(z)= n I —,

konvergensinya!

Penyeclesatan:
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Diketahut f(:):l%, maka (0= ]—%Zl
1 ‘ i
()= 5 f1(0)= ==
A (I-z)* ( a-0y
e p— fO)=—2 =2
-z -0
3 . 3
"z} = - e 0) = :3!
I& =g " O=G=
"y n ™ Q) = n o
f ("’) (1 _ 2)n+l f ( ) (1 _ 0)n+l n

Sehingga diperoleh deret Maciaunn untuk f(z)= % , yaitu:

f(z)zZz" =lvz+z2 42+ 42"+
=0

Selanjutnya kita akan menentukan hngkaran konvergenst dari deret ini, maka

C,=1 dan C,, =1. Oleh karena rtu Limlci"—!:limI:I. Jadi deret
n—->w el n—>x

> z” konvergen untuk setiap z dalam lingkaran [z] <1.
n=0

Contoh 4.3.5
Tentukan deret Maclaurin untuk untuk f(z)=In(l+z), kemudian
tentukan pula lingkaran konvergensinya!

Penyelesaian:

Diketehui £(z) = ln{l + z) , maka £(0)=1n(1+0)=0
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(= ———___1 ' --_——1 =
f(~)—1+: 7'(0) o 1
1 . 1
" 7y = — A O — — ——
f(z) (o) f(0) 1+ 0)
(2= 2 70y = 2 o
T +z) a+0y
SOy = 3 0y = — 3 _ 3
' d+z) ' 1 +0)*

n-1 (n - 1)*

My —
rO@=Enm

FPO)= (=) (n-1)!

Sehingga diperoieh deret Maclaurin untuk f(z) =1in(1+ z), yaitu:

Ll - 2 - 3 - 4 _n+l

fz)= Z(-])" .—7+?—7+ A+ (=1)" n+1+._.

Untuk menentukan lingkaran konvergensi dari deret ini kita bentuk deret nilai

a0 7"'4-]
mutlaknya > ——, maka C, = ! dan C,. !
“~n+l’ n+1 n+2

L:mH mm‘;x(n +2)=
n—>0] n +

Dengan demikian deret Z
n=0 n +

m‘ﬂ{ liml=1
n—mn+ B0

n+1

konvergen untuk setiap z dalam lingkaran

n+[

|2| < 1. sehingga berdasarkan teorema 3.24 deret Z(—l) — konvergen
1+

n=9

mutlak setiap z dalam lingkaran |z| <1.



100

Contoh 4.3.6

§

Tentukan deret Maclaurin untuk f(z)=tan  z, kemudian tentukan

Iingkaran konvergensinya!
Penyelesaian:
Diketahui f(z)=tan"' z, apabila kita lakukan proses penurunan seperti
contoh-contoh sebelumnya maka kita dapatkan:
S0)=0,1(©)=1"(0)=0, /"(0)=-2, fV(0)=0, f(0) = 24,
70 =0, r700)=-720,..

Dengan demikian kita memperoleh deret Maclaurin untuk f(z)=tan™'z,

L 2n+l 3 5 7 _2n+l]

- o

aitw: f(z)=» (-H"= Ay s U
y f();()znu 3 s 7 D

-
=72

+ ...

Untuk menentukan hngkaran konvergenst dart deret it kita bentuk deret nilat

21+l

. . — I 1
mutlaknya, sehin diperoleh , maka C = dan
Y S pe Z.; 2n+1 " 2n+1

. 1 oo le oL e
C,.,= . Oleh karena itu Lim—"— =1 x(2n+2)=1liml=1.
2n+2 me|C | = 2n+ 1 | moe
© zlm-l
Jadi deret ). konvergen untuk setiap z dalam lingkaran |z|<1,

f—" 2’1- +

- 20+

£

schingga menurut teorema 3.2.4 deret Z(—l)" - konvergen mutlak
n=0

2n+1

untuk setiap z dalam lingkaran |z| <1.
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Dari contoh 4.3.1 sampai dengan contoh 4.3.6 kita dapat merangkum

dalam suatu daftar sebagai benkut:

Daftar 4.3.1
Deret Maclaunn Lingkaran konvergensi
o n 2 3 n
- z = z z Zl < oC
e =Y =tz Tt g
= nt 2t 3 n
2n+] 23 :S 27 | < o0
SIHZ—Z( ) = ——t— l l
ot 2n+1)! 357
w ) 2 74 zo’ ‘|z|<oo
T4 (2 Yo 2w e
@* 2n+l 3 5 7
) z z oz <0
sighz=Y —— —=z+—+—+—+ [ <
~ 2n+1)! 3 st 7
w© 2n 2 4 ) |
z P Il < o0
coshz=Y" e e &
2t 2 4 6
1 - |z
=Y =t4z+z? 422+ 42"+ Jo] <1
1-z n=0
n+l 2 3 4
z z¢ 7z zl<1
In(1+z -n" I—— ., [ [
)= Z ) 2 3 4
L 2n+l 23005 |;7|:<1

tan'z=Y (1)) ——=z-"—-+ 24
;( ) 2n+1 3 5 7
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4.4 Penerapan Deret Maclaurin Dan Deret Taylor

Dalam sub bab 1m kita akan memperlihatkan bagaimana deret Taylor
dan Maclaurin dapat digunakan untuk memperoleh ndar pendekatan untuk
fungsi-fungsi eksponensial, trigonometri dan logaritma. Tentunya dalam
perhitungan int akan terjadi kesalahan batk itu kesalahan pemeotongan
maupun kesalahan pembulatan. Untuk memperoleh pendekatan nilai-nilai
fungsi sampai ketelitian n tempat desimal dilakukan dengan menghitung
masing-masing suku sampai n +1 tempat desimal kemudian dijumlahkan dan

pembulatan ke n tempat desimal dilakukan pada akhir perhitungan.

Contoh 4.4.1

Tentukan nilfai cos 1, teliti sampai empat tempat desimal!
Penyelesaian:
Diketahui dari daftar 4.3.1

2 4 6 ) .a -6
z z H {

cosz=1-——+"——=_+  sehingga cosi=T——+———+__.
AR LI 214 6

_ i 1 1
cosi=1+—+—+—+_..
2t 4 6

Kita lakukan perhitungan suku demi suku sampai lima tempat desimal, maka

1=1,00000, 1 =0,50000, 1 =0,04167, L =0,00139, 1. 0,00002
2! 4 6! 8!

Kemudian kita jumlahkan nilai-nilai itu, setelah dilakukan pembulatan sampai
empat tempat desimal kita peroleh 1,54308~1,5431.

Jadi mlai cosi~ 15431
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Contoh 4.4.2
Tentukan nilai sin %i , teliti sampai lima tempat desimal!
Penyelesaian:

4

Diketahui sinz=z——+-—-———+._, kita masukkan nilai z= " ike

¥ 7 ’

@& &)

60 60 3! st 7

3 5 7
T . T . T .
— — 1 — i
' (60] (60] [60}
+ + +

60 3! 3! 7!

Kita lakukan perhitungan suku demi suku sampai enam tempat desimal, maka

&)

e 0,052359, = 0,000024 , kita jumlahkan nilai-nilai ita kemudian

kita bulatkan sampai lima tempat desimal, maka diperoich
0,052383~0,05238. Hasil ini masih harus kita kalikan dengan 1 sehingga di

dapatkan 0,05238i.

Jadi nilai sin %i ~ 0,05238i
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Contoh 4.4.3
. . Am . ) )
Tentukan nilai sin R tehiti sampat empat tempat desimal.
Penyelesaian:

Kita dapat menggunakan deret Taylor untuk sin z di sekitar z :% , maka

setelah kita perderetkan sin z ke dalam deret Taylor di sekitar z :%

: : i 2 i =) 1 2
diperoleh smz=1-—|z—-—| +—lz~—| ——)z——| +
2 2 4! 2 6! 2

Kita substitusikan nilai z = %a ke dalam persamaan int sehingga diperoleh:

. 4 1(477.1 ;;]2 1 4mi -;r}“ 1{4m z\°
sp—=}—— — - | 4| —— == =] == +
9 209 2 4!(9 2) elo 2

Setelah dilakukan proses perhitungan suku demi suku kita dapatkan:

sin% = 1-(0,25888 - 2,19322) + (—0,79052 + 2,8951 i)

~(0,004133+ 0,11234) +(—0,00428 — 0,00428;) — (0,00025 — 0,00667)

= —0,09526 + 497838
Kita lakukan pembulatan sampai empat tempat desimal, maka

sin 4—;”i ~ —0,0953 + 4.9784i

Contoh 444

Tentukan nilai co{i;— + %zj teliti sampai empat tempat desimal
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Penyelesaran:
Berdasarkan contoh 2.3.5 kita peroleh:

cos = = cos{x + iy} = cos xcosh y —isin xsinh y

4
Sehingga cos| Z 2| = cosZcoshZ — isin Zsinh
3 4 3 4 3

2 4 [
[Ej [E) [ij
cod Z+Zi|  =o0s000[ 14232 (N N4
3 4 1 !

3 5 7
(EJ (z) (z)
— 08660 Z 4+ 2 4 N4/
2 3 !

Kita lakukan perhitungan suku demi suku:

Untuk cosh%:

\6

4_J =0,00032
6!

N

D, )
1 =1,00000, ‘;} =0,30842, i‘;— =0,01585,

Kita jumlabkan mnilai-nilai itu kemudian kita bulatkan keempat tempart

desimal, maka cosh—Z— ~1,3246 .

Untuk sinh—Z—:

)

=0,00249, \‘,‘7‘/ = 0,00004

3 s
5 o
%:0,78539, 4; _0,08074, 3
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Setelah kita jumlahkan nilai-nifai itu kemudian kita bulatkan sampat empat
tempat desimal diperoleh sinh % ~ 0,8687 .
Dengan demikian kita dapatkan:

cos( Z+ %i] ~ 0,5000.1,3246 — 1.0,8660.0 8687 ~ 0,6623 — i.0.7523

.2

Contoh 445

I ¢ I . :
Tentukan nilai e 3% | teliti sampai empat tempat desimal!
Penyelesaian:
Diketahui ¢® = e*(cos y +isin y), maka

('2+1i)

e P = e (cos - +isins)
30 30
‘ 2 4 6
2 (30] (30} (30)
=e“l|1- e - +
2 4! ¢
. 3 5 7
| z (30) (30) [30)
i —~ + - +...
30 3t 5t 7

Setelah kita lakukan perhitungan seperti contoh-contoh sebelumnya dan kita

lakukan pembulatan sampai empat tempat desimal diperoteh cos% ~ 0,9945

dan sin 2~ 0,1045.
30
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Dengan demikian kita dapatkan:

¢ & 2(0.9945 + 10,1045) ~ 73484 + 10,7722
Contoh 4.4.6
Tentukan nilai Lo (1 + iv/3 ), teliti sampai empat tempat desimal!
Penyelesaian:
Diketahui Ln z = Injz| + i@ dan z=1+i3, maka |z|= 2, karena nilai mutiak

z adalah bilangan real maka kita dapat menggunakan deret Gregory untuk
menentukan nilai dari In 2 seperti dalam contoh 2.3.6, sehingga diperoleh

In2 ~ 0,6931.

Jika kita gunakan perbandingan trigonometn kita dapat menentukan besar

sudut @ = %. Oleh karena itu Ln(I +iy3) = In2 +i6 = O,693I+i%.
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PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Sesuai dengan perumusan masalah yang telah disajikan dalam bab
pendahuluan maka kita dapat menarik kesimpulan sebagai berikut:
1. Barisan bilangan kompleks adalah suatu fungsi bernilai kompleks yang

daerah asalnya himpunan semua bilangan bulat positif. Barisan ini biasa
ditulis dengan notasi kurawal {z,}” . Suatu barisan bilangan kompleks
{z.}:, dikatakan mempunyai limit z, apabila untuk setiap >0 yang
diberikan terdapat bilangan bulat positif N sedemikian sehingga untuk
semua n > N beraku |z, — z,| <e. Barisan {z, {7 yang mempunyai limit
7o untuk n menjads besar tak hingga kita katakan barisan itu konvergen ke
7y, jika sebaliknya kita katakan barisan {z, }, divergen.

2 Deret bilangan kompleks yaitu suatu  bentuk pemjumlahan

Z, + 2, +...4+z, +... atau dapat ditulis dengan notasi sigma zzk . Untuk
k=1

menentukan konvegensi dari deret bilangan komplek )z, dilakukan

k=t

dengan jalan membentuk barisan jumlah parsial {S, 7 dari deret tersebut

dengan S, =z, +z,+..+z,. Karena deret bilangan kompleks » z,
]
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konvergen bila dan hanya bila barisan jumlah patsial {S,}”. konvergen.

Secara teknis untuk lebith mudahnya kita dapat membentuk deret nilat

mutlak Y iz,| dalam menentukan konvergensi dari deret bilangan
r=i

kompleks, karena jika deret Z[:kl konvergen maka deret bilangan
k=1

kompleks >z, juga konvergen. Deret » |z,| merupakan deret dengan
k=

k=t
suku-suku real positif. Oleh karena itu kita dapat menggunakan semua
aturan yang berlaku dalam deret dengan suku-suku real positif untuk

menentukan konvergensi dan deret nilai mutlak ini.
. Deret pangkat kompleks adalah deret yang berbentuk » C,(z-z,)"
=0

dengan Co, Ci,..., C,,... adalah konstanta kompleks dan z suatu variabel
kompleks. Deret i disebut deret pangkat kompleks dalam (z — z;). Untuk
setiap deret pangkat kompleks terdapat tiga kemungkinan yaitu: deret
pangkat kompleks konvergen mutlak untuk setiap z dalam lingkaran yang
berpusat di zg dan berjan-jani R, deret konvergen mutlak untuk semua
ze(C atau deret konvergen mutlak untuk z = z, Apabila kita ambil

zg = 0, maka deret menjadi deret pangkat kompleks dalam z yang

mempunyai bentuk umum ZC,,Z" . Untuk deret pangkat kompleks ini
=0

juga.terdapat tiga kemungkinan yaitu: deret pangkat kompleks konvergen

mutlak untuk setiap z dalam lingkaran yang berpusat di 0 dan berjari-jari
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R, deret konvergen mutiak untuk semua z e ( atau deret konvergen
mutlak untuk z = 0.

4. Sebagai pengembangan dari deret pangkat kompleks dibahas deret fungsi
yang terdiri dari deret Taylor dan Maclaurin. Jika f{z) berturunan pada

semua tingkat pada z = z,, maka didefinisikan deret Taylor untuk fungsi f
. N e — f (")( 0) n ¢ e
di sekitar tittk z = z, yaitu: f(z)= Z {(z~z,)". Deret ini

merupakan deret pangkat kompleks dalam (z - z), dengan

.,
C, =f—(;°), n=20,1, 2,3, ... Sebagat kejadian khusus dar1 deret
n!

Taylor di sekitar z = 0 didefinisikan deret Maclaurin sebagai berikut: Jika

f(z) berturunan pada semua tingkat pada z = 0, maka didefinisikan deret

()
Maclaurin untuk fungsi f di sekitar titik z = 0 yaitw: f(z) = Z f (0)

n=(0

5.2 Saran
Dalam menentukan konvergensi deret pangkat kompleks ini, hanya
menggunakan dua cara yattu menggunakan definist dan teorema uji rasio.
Untuk penulisan selanjutnya diharapkan teknik pengujian konvergensi deret
yang lain dapat disajikan, dan diharapkan dibahas pula penerapan deret

pangkat kompleks dalam kehidupan nyata.
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