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ABSTRAK

Skripsi ini membahas pengertian ruang vektor dari transformasi linear
atas lapangan K, yang berarti bahwa himpunan semua transformasi linear dari
ruang vektor U atas lapangan K ke ruang vektor V atas lapangan K yang
dilambangkan dengan L(U,V) membentuk ruang vektor atas lapangan yang sama
yakni K. Dalam konsep ruang dual dari suatu ruang vektor, jumlah langsung
(direct sum) dan ruang pembagi dapat diperlihatkan bahwa transformasi linear
dapat membentuk isomorfisma.

Dualitas ruang vektor merupakan himpunan semua transformasi linear
dari U(K) ke K dan dilambangkan dengan U’. Elemen dari U’ disebut dengan
fungsional linear atau bentuk linear dari U. Bila U(K) berdimensi n maka U’
berdimensi n. Akibatnya U" juga berdimensi n. Sehingga U dengan U”
isomorfis.

Transformasi linear yang terjadi pada jumlah langsung (direct sum) dan
ruang pembagi merupakan transformasi linear dari V ke V. Jika V = U®W, maka
transformasi linear L : V — U@®W isomorfisma. Lebih lanjut transformasi linear
L: V—-5V/W juga isomorfisma.
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ABSTRACT

This thesis discusses about the vector space of the linear transformations
over some field K. It means that the set of all linear transformations from the
vector space U(K) to the vector space V(K) form a vector space over same field.
In the concept of dual space of vector space, the direct sum and the quotient space,
it can be shown that linear transformation can form an isomorphism.

The duality of vector space is the set of all linear transformations from
U(K) to K which is symbolized by U". The element of U" is called functional
linear or linear form of U. If U(K) has n dimension, then U has n dimension also.
Consequently, U™ has n dimension as well. Therefore, U and U"" are isomorphic.
The linear transformation, which works on the direct sum and quotient space, is a
linear transformation from V to V. If V. =V @& W, then linear transformation
L: V> V @ W is an isomorphism. Furthermore, linear transformation
L: V—>V/W is an isomorphism also.
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BAB1

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah
Dalam aljabar linear kita mengenal ruang vektor atas suatu lapangan
dengan berbagai sifatnya, serta transformasi linear yang telah dikenal sebagai
suatu pemetaan L dari ruang vektor V ke ruang vektor W atas suatu lapangan
K yang memenubhi :
L Lx+y)=L(x)+L(y)
2. L(cx)=cL(x) untuk semua x,y € Vdance K
Kita tahu bahwa dalam kuliah aljabar linear konsep ruang vektor dan
transformasi linear atas suatu lapangan itu dibahas secara terpisah. Di dalam
skripsi ini penulis akan memperlihatkan bahwa dari dua konsep tersebut dapat
ditemukan adanya keterkaitan yakni bahwa kita dapat menemukan ruang
vektor yang terbentuk dari transformasi linear atas suatu lapangan.
Dengan konsep-konsep seperti dualitas ruang vektor, annihilator pada
suatu ruang bagian, pemetaan dari ruang vektor V(K) ke U®W, dengan U, W
adalah ruang bagian V(K) dan pemetaan dari ruang vektor V(K) ke V/W
dengan W ruang bagian V(K) dapat diperlihatkan bahwa semua transformasi
linear dari suatu ruang vektor ke ruang vektor lainnya atas suatu lapangan
merupakan ruang vektor atas lapangan yang sama juga. Selain itu bisa
diperlihatkan bahwa transformasi lincar dalam konsep di atas adalah

isomorfisma.
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B. Perumusan Masalah

Pokok permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini dirumuskan

sebagai berikut:

1.

Apa yang dimaksud dengan ruang vektor dari transformasi linear atas suatu

lapangan?

Konsep-konsep matematika apa yang terkait dengan ruang vektor dari

transformasi linear ?

. Bagaimana bentuk pemetaan dari transformasi linear atas suatu lapangan

yang isomorfisma?

C. Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah:

1. Untuk mengetahui pengertian ruang vektor dari transformasi linear atas
suatu lapangan.
2. Untuk mengetahui konsep-konsep apa saja yang terkait dengan ruang
vektor dari transformasi linear atas suatu lapangan.
3. Untuk mengetahui bentuk pemetaan yang terjadi dalam transformasi linear
atas suatu lapangan yang isomorfisma.
D. Manfaat

Manfaat yang dapat diambil dalam mempelajari ruang vektor dari

transformasi linear atas suatu lapangan adalah :
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1. Dapat mengenal lebih lanjut bahwa himpunan transformasi linear atas
suatu lapangan memenuhi aksioma-aksioma dari ruang vektor.

2. Dapat mengetahui bahwa pengertian ruang vektor dan transformasi linear
yang selama ini sudah diperoleh dalam kuliah dapat digunakan untuk

mengembangkan konsep yang lain. -

E. Pembatasan Masalah

Pada pembahasan ini, penulis membatasi pada ruang vektor dari

transformasi linear atas lapangan bilangan real saja.

F. Metode Penulisan
Metode yang digunakan dalam membahas topik tersebut adalah
metode studi pustaka sehingga dalam penulisan ini belum ditemukan hal-hal

yang baru. Buku-buku yang penulis gunakan sebagai acuan terlampir dalam

daftar pustaka di akhir pembahasan skripsi ini.

E. Sistematika Bahasan
Bab 1. Pendahuluan
A. Latar Belakang Masalah
Perumusan Masalah

Tujuan Penulisan

Manfaat

m o o W

Pembatasan Masalah
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BABII

LANDASAN TEORI

A. Ruang Vektor Euclides Berdimensi —n

Bidang ( R’ ) merupakan kumpulan dari semua pasangan terurut (x,y)"
dengan x dan y bilangan real dan dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan
perkalian skalar. Sedangkan ruang ( R’ ) adalah kumpulan dari semua (x,y,z)"
dengan X, y, z merupakan bilangan real dan juga dilengkapi dengan operasi
penjumlahan dan perkalian skalar. Gagasan ini dapat diperluas untuk lebih banyak
koordinat. Oleh karena itu, kita perlu mempelajari R" untuk sebarang bilangan asli
n dengan membahasnya secara aljabar.

Kumpulan terurut yang terdiri dari n bilangan asli ditulis sebagai

(X1, X2, ....Xn) . Elemen dari R” disebut vektor . Vektor x € R™ditulis:

Bilangan real ke- 1,1 =1,2,....n disebut komponen ke-i dari vektor x.

Definisi 2.1

Dua buah vektor u = (u;,uy, . . ., un)T danv = (vi,va, . . ., V)" dalam R dikatakan

sama yakni u =v bila u; = v; untuk setiapi=1,2,...,n.
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Definisi 2.2
Bila u dan v vektor dalam R” : u = (up,uy, . . ., un)T dan v = (vi,v2, . . ., vn)T
penjumlahan u dan v ditulis u + v adalah vektor
utv=_+v,utvy, ..t +vn)T
Perkalian skalar antara vektor u = (uj,ua, . . ., U)" dengan bilangan real k ditulis

ku adalah vektor

ku = (kuy, kug, . . ., kug)®

Definisi 2.3
Suatu vektor dalam R" yang semua komponennya sama dengan nol disebut vektor
nol dan dilambangkan dengan 0 = (0,0,. . .,0)".
Jika x = (X3,X2,. . -, xn)T sebagai vektor dalam R", maka vektor (-xl,-xz,...,-xn)T
disebut negatif (atau invers terhadap operasi penjumlahan ) dari x, dan
dilambangkan —x. Sedangkan operasi pengurangan dalam R" didefinisikan sebagai
berikut: x —y = x + (-y)

= (X1— Y1, X2— Y2 . - Xn— Vo)

untuk setiap x = (X3,X2,. . ., xn)T dany = (y1,y2,. - - yn)T dalam R™.

Definisi 2.4

Suatu persamaan linear dalam n peubah (variabel) adalah persamaan dengan
bentuk a;x; + aXy +...+ a,X, = b dengan a;,a,,...,an dan b adalah bilangan-bilangan
real dan x;,Xz,...,Xn adalah peubah. Suatu sistem linear dari m persamaan dalam n

peubah adalah suatu sistem yang berbentuk:
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\
anXp +apXs Tt amX, = by

az1X; +anXy +..t X, = by L

ey

AmiX1 + ameX2 +...F amnXy = bm )
dengan a; dan b; semuanya adalah bilangan-bilangan real. Persamaan (1) disebut

sebagai sistem persamaan linear mxn.

Sistem persamaan linear disebut konsisten jika persamaan tersebut
mempunyai sedikitnya satu penyelesaian. Jika sistem persamaan linear tidak
memiliki penyelesaian maka sistem persamaan linear disebut tak konsisten.
Sistem yang konsisten dapat mempunyai tepat satu penyelesaian atau mempunyai

banyak penyelesaian.

Sistem persamaan linear (1) di atas dapat ditulis dengan notasi matriks

ay At 4ay, X b,
Gy Ayt 4y, X2 _ b,
aml am2 amn ‘xn bm

Atau lebih singkat ditulis dengan AX = B, dengan A = (a;) yaitu matriks

koefisien , X = (X1,Xa,. . ..Xa)" dan B = (by,bs,...,bm)".

Definisi 2.5

Sistem persamaan linear disebut sistem persamaan homogen jika konstanta

by,ba,...,bn di persamaan (1) semuanya sama dengan nol. Oleh karena itu, sistem

persamaan homogen mempunyai bentuk umum:
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anX; tapxy t..tagXx, =0
a1X1 + apXy ...+ ayX, =0 }
AmiXi T ameXa ...t apeXn =0 J

Setiap sistem persafnaan homogen selalu mempunyai penyelesaian trivial, yaitu
penyelesaian x; =0, x, =0, . . ., X, =0. Sedangkan bila terdapat penyelesaian lain

maka disebut penyelesaian tak trivial.

Teorema 2.1

Sistem persamaan linear homogen mxn memiliki penyelesaian tak trivial jika
n>m.

Bukti:

Sistem homogen selalu konsisten. Bentuk eselon baris dari matriks yang
bersangkutan memiliki paling banyak m baris bukan nol. Jadi terdapat paling
banyak m peubah utama. Karena terdapat n peubah dan n>m, maka pasti ada n—m
peubah bebas. Untuk peubah-peubah bebas ini dapat ditetapkan nilai sebarang

yang akan memberikan penyelesaian non trivial pada sistem tersebut. [ |

Definisi 2. 6

Suatu matriks bujur sangkar A berordo nxn dikatakan tak singular (non singular)
atau dapat dibalik (invertible) jika terdapat matriks A™' sehingga A A' =AT A=1

Matriks A disebut sebagai invers perkalian dari A.
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Definisi 2.7

Suatu matriks nxn dikatakan singular jika tidak memiliki invers perkalian.

Kita tunjukkan bahwa invers dari suatu matriks bujur sangkar, misalkan
matriks A, adalah funggal‘ Andaikan invers dari A tidak tunggal. Berarti ada

invers yang lain misalnya B dengan A #B. Maka :

A=
(ATAB=1IB

A1 (AB)=B

A'l =B

AL = B (kontradiksi)

Jadi invers dari suatu matriks bujur sangkar adalah tunggal.

Definisi 2.8

Matriks B dikatakan ekuivalen baris dengan A jika terdapat matriks elementer

E1,Es,. . .,Ex sehingga;
B=EiE.1.. . EiAatau A= E'E;'E]'---E;\E;'B

Dengan perkataan lain, B ekuivalen baris dengan A jika B dapat diperoleh dari A

dengan operasi-operasi baris elementer yang berhingga banyaknya.

Teorema 2.2

Misalkan A matriks nxn, maka pernyataan-pernyataan berikut adalah ekuivalen;

a) A taksingular.
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b) Ax =0 hanya mempunyal penyelesaian trivial.

¢) A ekuivalen baris dengan 1.

Bukti:

a) =>b)

Andaikan A tak singﬁlax dan x penyelesaian untuk Ax = 0 maka :
F=1x=A7A)i=A"Ax)=A"0=0

Jadi Ax = 0 hanya mempunyai penyelesaian trivial.

b) =¢)

Dengan operasi baris elementer, sistem tersebut dapat ditransformasikan menjadi
bentuk Ux = 0, dengan U berbentuk eselon baris. Jika salah satu elemen diagonal
dari U adalah 0, maka baris terakhir dari U seluruhnya terdiri dari O sehingga
sistem A x =0 akan ekuivalen dengan sistem yang lebih banyak peubah dari pada
persamaan, dan karena itu menurut teorema 2.1 sistem Ax = 0 akan memiliki
penyelesaian tak trivial . Jadi U haruslah merupakan matriks segitiga dengan
elemen-elemen diagonal semuanya sama dengan 1. Sehingga eselon baris
tereduksi dari A adalah matriks identitas I.

Jadi A ekuivalen baris dengan 1.

c) =a)

Jika A ekuivalen baris dengan I, maka ada matriks elementer E,,E,,...,Ey sehingga;
A=ExEx;...Ell=ExExa...E:

Tetapi karena masing-masing E; dapat dibalik, maka hasil kali Ex Ey; . . . E; juga

dapat balik.

Jadi A tak singular dan A” = (Ex Ex,... E\)' = E'E;' . E;! [
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Akibat 2.1

Suatu sistem yang terdiri dari n persamaan linear dengan n peubah Ax = b
memiliki penyelesaian tunggal jika dan hanya jika A tak singular.
Bukti:
(©)
Andaikan A tak singular dengan invers A™, maka A(A™"'b) = (AA™)b=I b = b.
Sehingga x = A™ b merupakan penyelesaian untuk Ax = b
Sekarang kita harus memperlihatkan sistem persamaan linear tersebut memiliki
penyelesaian tunggal. Andaikan y juga merupakan penyelesaian dari sistem
persamaan linear Ax =b dan y#x, makaAy=b

AtAy=A"b

y = A b = x (kontradiksi)
Jadi x = A”'b merupakan penyelesaian tunggal untuk Ax = b
=)
Andaikan Ax = b mempunyai penyelesaian tunggal x;. Andaikan A singular,
menurut teorema 2.2 maka Ax = 0 mempunyai suatu penyelesaian z # 0.
Andaikan y= x;+ z. Jelasbahway # x;dan Ay=A x;+ Az =b+0=Db.
Jadiy juga penyelesaian dari Ax = b (kontradiksi).
Oleh karena itu, jika Ax = b memiliki penyelesaian tunggal, maka A harus tak

singular. n

Untuk membantu menentukan bahwa suatu matriks berordo nxn adalah

tak singular, akan dibahas teorema yang berkaitan dengan determinan.
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Teorema 2.3

Suatu matriks A berordo nxn adalah tak singular jika dan hanya jika det (A) # 0
Bukti:

=

Andaikan A tak singuiar. Misalkan invers dari A adalah A" makaI= AA™.
Sekarang 1 = det (I) = det (A). det(A™) .

Jadi det(A) # 0

Lot

Andaikan det(A) # 0.

Matriks A dapat direduksi menjadi bentuk eselon baris dengan operasi-operasi
baris yang berhingga banyaknya. Jadi kita dapat mencari E; JE,,. . . Exsehingga :

U =Ek Ek-1 o E] x A atau A = El_lE;lE;lU
Jadi det A =det £ det E;'. .. det E; det U # 0. Haruslah det U # 0.

Maka U tidak mempunyai suatu baris yang elemennya nol semua, sehingga U = 1.
Oleh karena itu A ckuivalen baris dengan I dan menurut teorema 2.2 maka A tak

singular. H
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B. Ruang Vektor
Dalam konsep ruang vektor, operasi-operasi yang kita gunakan
adalah operasi penjumlahan dan perkalian skalar yang memenuhi beberapa
aksioma. Akan kita tetapkan sejumlah aksioma-aksioma yang harus dipenuhi

oleh anggota—anggota yang tidak kosong.

Definisi 2.9
Misalkan V adalah himpunan yang padanya didefinisikan operasi
penjumlahan dan perkalian dengan skalar dan misalkan K adalah lapangan.
Dengan ini kita mengartikannya bahwa untuk setiap pasang elemen x dan y di
dalam V, kita dapat mengasosiasikannya dengan elemen x + y yang tunggal,
yang juga berada di V. Dan dengan setiap elemen x di V dan setiap skalar
a € K, kita dapatkan elemen ox yang tunggal di dalam V. Himpunan V
bersama dengan operasi penjumlahan dan perkalian dengan skalar dikatakan
membentuk suatu ruang vektor atas lapangan K dilambangkan dengan V(K)
Jjika aksioma-aksioma berikut dipenuhi:
1. x+y=y+x untuk setiap x dan y di V(K).
2. (x+y)+z=x+(y+z)untuk setiap x, y, z di V(K).
3. Terdapat elemen 0 di V(K) sehingga x + 0 = x untuk setiap x di
dalam V(K).
4. Untuk setiap x € V(K) terdapat elemen —x di V(K) sehingga
x+(-x)=0

5. a(x +y)=oax + ay untuk setiap skalar ae K dan setiap x, y € V(K).
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6. (a+ B)x=ox+ PBx untuk setiap skalar a,f e K dan setiap xe V(K).
7. (aB) x=a (Bx) untuk setiap skalar o, € K dan setiap x € V(K).
8. l.x=x untuk setiapx € V(K).

Elemen-elemen dari V(K) disebut vektor. Ruang vektor disebut ruang

vektor real, jika skalar yang digunakan adalah bilangan-bilangan real.

Contoh 2. 1
Misalkan diketahui himpunan P = {agta;x+ . . . + a,X"| ao,ay,..., ane R
dan n bilangan bulat positif} dengan penjumlahan dan perkalian skalar
didefinisikan sebagai berikut:
Jika : p=ao+a1x+a2x2+...+a,,xn dan
q =bo+bix+byx*+...+b %"

maka jumlah polinom p dan q didefinisikan sebagai
p+q=(aptby ) +(a;+b))x + ... + (aytby)x" € P karena a;+b; €R,
V;=1..n
Sedangkan perkalian skalar didefinisikan sebagai
k p=kao+ka; x+ka, x*+ ... +ka, x" € Pkarenaka; eR, Vi=1..n
Buktikan bahwa P adalah ruang vektor!
Penyelesaian :
1. Ambil sebarang p dan q dalam P

p =agt+ta;x+ a, X+ ... +a, X

q =b()+b1X'*‘bzXz'*‘...'*‘ann



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI 15

Maka:

p+q=(acta; xta; X+ . . . +a, X")H(betbx+box*+, . +by x)
= (agtbo) + (artbi)x + (aytbp)x’+. . + (antby)x”
= (betag) + (br+a)x + (bytag)x’+. . . + (bytay)x"
= (botbix+box*+. . +by X")+ (agta; x+ap X+ . . . +a, X%
=q+p

~(V p,q €P)berlakup+q=q+p

2. Ambil sebarang p, q, z dalam P

p=aota x+ta;xX+...+a,x"

q=bo+tbix+byx’ +...+bx"

Z= Cot CIX+Cy 2t ... +Cy X1

Maka (p + q) +z

= ((agtaixtax’+. . . +a, X )H(botbixtbox+. . Ab, x* )+
(co + ¢ X+ Cy X2+ .. . Fen X

= ((aotbo) + (artb)x + (aptb)x+. . . + (antby)xX")+

2 n
L 8§ PG,
(Cotc1x+ cp X+ ¢y X7)

=(((aotboytco)t ((artb)te)x + ((artboyte)x™+. . .+
((antbg)tea)x™)
=((agt(botco)) + (art(brte))x + (agt(byre )X+ . . +

(ant(batca)x™))
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= (agtaixtax’+. . . +ay X)H(botbixtbx+. . oAb, X" ) +
(Cotcr X+ X+ ... +cn x%)
=pt(q+z)

=~ (Y'p, q, z) €P berlaku ( pt+q)+z = pt(q+z)

3. AdaOe P, dengan 0=0 + 0x + 0x* +. . . +0x" . Akan ditunjukkan
bahwa untuk setiap p €P berlakup + 0=p
Sekarang: (ag + a; X+ a, X° + . . . + ag X" ) H(0+0x+0x* +. . . +0x")
= (aptaxtax+...tax")

- 30 Psehingap+0=p

4. Ambil sebarang p = ag+ a; x + ap x>+ ...+ a, x* € P. Akan
diperlihatkan ada —p € P sehingga p + (-p) =0.
Sekarang (agta,x+ax’+ ... + a5 X°) + (-p) = (0 +0x+0x* +... +0x™)
—apta x+a X+ .. ay X")(agt a; X + ap X2+ ..+ ap X'+ -(p)
=-(apta Xx+a;x’+ ... +a, x")+(0+0x+0x*+. .. +0x")
Sehingga diperoleh :
(O +0x+0x*+. .. +0x™) + (-p) = (@ + aix + X+ . . .+ a2, x")
p=-(a+a x+ax*+...+a,x")

S~ (VpeP)(3-peP)(p+(-p)=0)

5. Ambil sebarang p, q € P dan a adalah skalar. Akan diperlihatkan

a(ptq=ap+oq
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a(ptq)

= ((ag+a; x+ay X2+, . . + 2y X°) + (betbyx+byx+. . +by, x7))

= a ((ao+bo) + (ar+b1)x + (aytbo)x*+. . . + (artbo)x")

= a (ag+bo) + 0 (ar+by)x +a (az+by)x*+. . . + o (ag+by)x"

= (ouél0 + abg) + (aa+aby)x + (caytaby)x’+. . . + (ea,+oby)x™

= (aap + X + a@x’+. . . + aax") + (abg + obix + abx*+. . . +
ab,x")

=q (apta; X + a; X+ . . . + a, X" Hra (betbx+bax®+. . +by x%)

=aptaq

S (VpeP)berlakua(ptq)=aptagq

6. Ambil sebarang p=agt axx +a; x> +...+a,X* e P. Andaikan
a, f§ adalah skalar.
Akan diperlihatkan (a+B)p=ap+Bp
Sekarang: (a+B)p=(a+P)(ap+a,x+ta X’ +...+a,x")
=(a+B)ap+ (@ +B)ar x + (@ +Blar x> + ... +H(a+p) a, x*
= (aap+aa; X+ aa; x> + . ..+ 0a, X" )+ (Bao + Pag x + Pax’ + . ..

+Panx")

=a@tarXtax +...+ta,x")+Plao+ar x+a x> +. .. +ax"
=op+Pp

= (V pgqeP)berlaku(a+B)p=ap+tfBp
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7. Ambil sebarang p=ap+a; X +a; X' +...+a, X" eP, a,f adalah
suatu skalar,
Akan diperlihatkan (¢ B ) p=a (B p)
(@B)p=(aB)(ao+ax+ayx’+...+a,x"
=(aP)ag+(aPlax+@B)ax>+...+(aPanx®
= o (B ao)+ a(Bar)x +a(Baz)x’ + . . . + ofBag X" )
= (Blag+ayx+tayx+...+a,x"))
=oa(Bp)

~(VpeP)berlaku(aB)p=a(Bp)

8. Untuksetiapp=ao+a1x+a2x2+...+anxn e P,adal e K
sehingga 1. p=p

Jadi P adalah ruang vektor.

Contoh 2. 2

Diketahui W = { (a,0)" |a bilangan real}. Apakah W suatu ruang
vektor?

Penyelesaian :

(@,0) € W yakni suatu matriks yang elemennya bilangan real.
Operasi penjumlahan vektor di W adalah operasi penjumlahan matriks,
begitu juga operasi perkalian skalar dengan vektor di W juga operasi
perkalian skalar dengan matriks berordo 2x1. Kita tahu bahwa dalam

bilangan real berlaku sifat ketertutupan, sifat komutatif dan assosiatif
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baik terhadap operasi penjumlahan maupun perkalian selain itu berlaku
pula sifat distributif. Bilangan real a juga memiliki invers yakni —a,
memiliki elemen netral 0, dan memiliki identitas yakni 1. Dengan
sifat-sifat yang dimiliki pada bilangan real, maka kedelapan aksioma

bisa dipenuhi oleh W.

Teorema 2.4

Jika V adalah ruang vektor atas lapangan K dan x, y sebarang vektor

dalam V, maka:

(1. O0x=0

(i1). Jika x +y =0, maka y = -x ( yaitu invers jumlahan dari vektor x
adalah tunggal)

(dii). (-1)x=-x

Bukti:

(1). Menurut aksioma 6 dan 8 :

x=1x=(1+0)x=1x+0x=x+0x.

adi
Xx+x=-x+(x+0x)=(-x+x)+0x ( Aksioma 2)
0=0+0x ( Aksioma 3 dan 4)

Terbukti 0x=0
(i1). Andaikanx+y=0
Maka -x=-x+0

= x+(x+y)
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=(-x+x)+y
—0+y=y (Aksioma 1,2,3.4)
Terbukti y=-x

( 1i1). Menurut (i) dan aksioma 6 :
0=0x=(1+C1)x=1x+(-Dx
0=x+(-x

Menurut (11) : (-1) x=-x ]

Definisi 2.10

Jika S adalah himpunan bagian tak kosong dari ruang vektor V(K), dan
S memenuhi syarat-syarat berikut:

1. ax € S untuk setiap x € S, untuk sebarang skalar a.

1. x+ye€ Suntukx,y e S

maka S disebut ruang bagian ( subspace) dari V(K).

Contoh 2.3

Apakah himpunan V={ (x1,%; )| X; = 3x;}merupakan ruang bagian
dari R*?.

Penyelesaian :

i,  Ada(0,0)'e Vsebab0=3-0

V2O
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ii. Ambil sebarang x = (a,b)’ € V maka a = 3b, o adalah suatu
skalar. Sehingga o x =0 (a,b)' =(aa, ab)’
Jadiax € Vsebaba=3Db, sehinggaaa=a (3 b)

iii. Ambil sebarang x = (a,b)’ e Vdany=(c,d)’ €V
Maka x +y = (a,b)’ + (c,d)" = (a+c, b+d)"
Telah diketahui bahwa (a,b)'e V berarti a = 3 b dan (c,d)’ eV
berarti c =3 d.
Sehingga diperoleh a +¢c = 3b +3d =3 (b +d)

Jadix+y € V.

Jadi { (x4, X3 )¥| 1 = 3x,} adalah ruang bagian dari R?

B.1 Kombinasi linear dan Kebebasan Linear.
Definisi 2.11
Misalkan vy4,vy, . . . ,v, adalah vektor-vektor dalam suatu ruang vektor V
atas lapangan K. Jumlahan vektor yang berbentuk a vita va+ . . . +a vy,
dengan a,, . . .,0, adalah skalar-skalar , disebut suatu kombinasi linear
dari vi,va,. . .,Va.
Himpunan semua kombinasi linear dari v, vo,. . ., Vv, disebut rentang

dari vy ,va2,. . .,Vn. Rentang dari vy , vz, . v, dilambangkan dengan

Rentang (vy,v2,. . .,Vn).
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Contoh 2.4
Apakah sebarang (a,b,c)’ di R’ dapat dibuat kombinasi linear dari
himpunan { (1,0,0)", (0,1,1)",(1,0,1)"}.
Penyelesaian :
Ambil sebérang vektor (a,b,c)T di R?® dan a4,00,05 € R sedemikian
sehingga : (a,b,c)” = 0; (1,0,0)" + &y (0,1,1)" +03 (1,0,1)"
Ini memberikan sistem persamaan :
a=a;+o3
b=a 1)
c=0o2t 03

Matriks koefisien dari sistem persamaan (1) di atas adalah tak singular

Waal o Jirin)

sebab det |0 1 0:0 1{=1 # 0, schingga sistem ini memiliki
0 1 1:01

penyelesaian tunggal.

Dengan menggunakan metode subtitusi, kita peroleh penyelesaian dari

sistem persamaan (1) adalah a; =a—-(c-b), @, =b, 03=c — b. Atau

dapat ditulis:

a, a—(c—b) at+b-c

a,| = |b = |b

a, c-b c-b

Jadi

a 1 0 1
b| = a+b~c|0| + b|1 |+ ¢c-b|0

(9}

0] 1 1
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sehingga sebarang (ab,c)’ di R® dapat dibuat kombinasi linear dari

himpunan { (1,0,0)", (0,1,1)%,(1,0,1)"}.

Teorema 2.5

Jika vi,vs, . . . vy adalah elemen-elemen dari ruang vektor V(K), maka

Rentang (v4,v2, . - . ,vn) adalah ruang bagian dari V(K).

Bukti:

i.  Rentang (vy,vs, . .. ,vp) # &, sebab 0 € Rentang (vy,va, . . . ,Vn) .

ii. Misalkan B suatu skalar dan ambil v = o; vi+ay v+ . . . +og vy
sembarang elemen dari Rentang(vy,va, . . . ,vn).‘

iil.

Maka: B v=(B o) vit(B az) vor . .. +(B on )V

Sehingga B v € Rentang(vy,va, . . . ,Vn).

Misal v=oy vita; vot ... +og vpdan w=B; vi+B; vot . ..+, vy

maka v +w = (o vit+op Vot . .. o V) + (B vitBa vot .. L By V)
= (a1 + Bu)vi + (a2 + B)vat .. . +(0n + Ba)va

Jadi v+ w € Rentang (vy,v2, . . . ,Vn)s

Oleh karena itu, Rentang(viy,vs, . . . ,vy) adalah sebuah ruang bagian
dari V(K). |
Definisi 2.12
Himpunan {vy,vz, . . . ,vn} disebut himpunan perentang untuk V(K)

jika dan hanya jika setiap vektor dalam V(K) dapat ditulis sebagai

kombinasi linear dari vy,v2, . . . ,Vp
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Contoh 2.5

Apakah himpunan {(1,1,1)", (1,1,0)T,(1,0,O)T} merupakan himpunan
perentang bagi R? 2

Penyelesaian :

Ambil sembarang (a,b,c ) € R’ dan a eR. Akan ditunjukkan (a,b,c )’

e R® dapat dibuat kombinasi linear dari {(1,1,1)", (1,1,0)",(1,0,0)"}.

a 1 1 1
bl = afl|{+a,1|[+0,0
c 1 0 0

Ini menghasilkan sistem persamaan : a; +a, +az = a

o tap =b (1)

a =@
Karena matriks koefisien dan sistem ini tak singular, sistem ini
mempunyai penyelesaian tunggal. Dengan menggunakan metode

subtitusi, diperoleh penyelesaian dari sistem persamaan (1) yakni: a;=c,

o, c
a;=b-c,az=a-b. Ataudapat ditulis: |a, | = b-c¢c
g a-b
a 1 1 1
Jadi [b| = c|1| + b-c/l| + a-Dbl0
c 1 0 0

Sehingga {( 1,1,1)", (1,1,0)",(1,0,0)"} adalah himpunan perentang di R’
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Teorema 2.6

il

Jika vy,vs, . . . ,vymerentang ruang vektor V(K) dan salah satu dari
vektor ini dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari n-1 vektor
yang lain, maka ke n-1 vektor itu juga merentang V(K).

Diberikan n vektor VisV2, . . . ,Va . Salah satu dari vektor-vektor
tersebut merupakan kombinasi linear dari n-1 vektor yang lain jika
dan hanya jika ada skalar-skalar c;, . . .c,, yang tidak semuanya
sama dengan nol sedemikian sehingga:

civitc,vat ... 4+c,vp=0

Bukti :

1.

Diketahui vy,v2, . . . ,v, merentang V(K), maka sebarang vektor
ve V(K) dapat ditulis sebagai :
v =B vi+B2 v+ . o Vo + B s

Diketahui salah satu vektor dari V(K) dapat ditulis sebagai
kombinasi linear dari n-1 vektor yang lain. Andaikan vektor
tersebut adalah v, maka v, = oy vi+toa vot ... 0 Vi
Dengan demikian
v=01vitBavat .. ABny Vaat Bava

=B1 vitBa vat ... o Vi + Ba(oy Vit Vot F0n Vo)

= (B1+Bn 01) Vit (B2 + Baag)va + ...+ (B no1 +Pn 0no1) Vi

Jadi setiap v € V(K) merupakan kombinasi linear dari vi,v2,... V41

e,
ioach -

yang berarti vektor —vektor ini merentang V(K).
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=>

Andaikan salah satu vektor vy,va, . . . ,v, katakanlah v, dapat ditulis
sebagai kombinasi linear dari vektor-vektor lainnya. Maka

Vo =0 V110 Vot . .. F0a] Vo1 < 0 Vit Vot oL L 0 Voo =V =0
Jadi térdapat ci=o;untuk 1 = 1,. .. ,n-1 dan ¢, = -1 sedemikian
sehingga C; vi+Cy Vot . . . +Cp Vi + Cpvy =0

<

Diketahui ¢; vi ¢, v2 + . . . +¢y vy = 0 dan ¢y,¢s,...,cq tidak

semuanya sama dengan nol. Jadi paling sedikit satu c; # 0 misalkan

¢, adalah tak nol, maka :
< C, Caat
VoS =gy =Yy — il Vs
Cl] Cn Cl‘l
sehingga v, merupakan kombinasi linear dari vy,vs,... Vo ]
Definisi 2.13

Vektor-vektor vy, v, ....,v, dalam ruang vektor V(K) disebut bebas

linear jika : ¢; vi +c; v2 + . . . ¢, v, = 0 hanya dipenuhi oleh
skalar-skalar ¢y, .. ., ¢, =0.
Contoh 2.6

Vektor-vektor u = (6,2,3,4)", v = (0,5,-3,1)" dan w = (0,0,7,-2)"

adalah bebas linear.
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Akan diperlihatkan bahwa oju + azv + o3w = 0 dipenuhi oleh

6 0 0 0
2 5 0 0
a . |+ta, +ay =
3. -3 7 0
4 1 -2 0

maka diperoleh sistem persamaan linear :

6(11 =0 h
20,1+5(12 =0

> (1)
3a;—-30+t7 o3 =0
4o+ or—2 03 =0

Dengan menggunakan metode reduksi Gaus Jordan diperoieh

1 0 0:0 1 0 00 e 0:0
2 5 0:0|k28(0 5 0:0[ 5[0 1 0:0 Rk
. —> . - . =
3 -3 7:0 |B-3R|0—-3 7:0|R-4R| 0 -3 7:0 |R-R,
14 1-2:0 4 1-2%0 0 1-2i0
"10030110030 1 0 0:0
0 1 0:0 |70 1 0:0 |R*2&[0 1 0:0
r =2 . — .
0 0 7:0 0 0 70 0 0 1:0
0 0 -2:0 0 0 =20 0 0 0:0

penyelesaian dari sistem ini adalah a; =0, 0, =0, a3 = 0. Jadi u, v,

w adalah bebas linear.
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Definisi 2.14
Vektor-vektor vy,vp,. . . , v, dalam ruang vektor V(K) disebut
bergantung linear jika terdapat skalar ci,c;, . . . ,c, yang tidak

semuanya nol sehinggac; vy tco va+ .. e, v =0

Contoh 2.7

Vektor-vektor u = (1,-1,0)T, V= (1,3,-1)T, danw = (5,3,—2)T adalah

bergantung linear sebab:

1 1 5 0
¢, |— 1{+c,| 3|+cy| 3 |=|0
0 -l . 0

diperoleh sistem persamaan:
C1 + Ct5¢c3=0
-c1+3cy+3c3=0

- Cy -2¢3=0

maka penyelesaian dari sistem ini adalah ¢; =3, ¢, =2 dan ¢; =-1

Teorema 2.7

Andaikan xi,X,,. . . ,Xa adalah n vektor dalam R" dan misalkan x; =
(X1,X2i, - - o> Xm')T untuki=1,.. ., n.
Jika X = (X1,X,, . . ., X5) maka vektor-vektor xi,x,,...,x, adalah

bergantung linear jika dan hanya jika X singular.
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Bukti:
Andaikan x;,X;,. . . ,Xp € Rn, Xi = (X1,X2i, - - - an)T untuk1=1,.. ., n.
Diketahui X = (x1,X3, . . ., Xn) . Andaikan x;,x3,. . . ,X, bergantung
linear, berarti terdapat skalar-skalar c;,c,...,c, yang tidak semuanya
nol sehiﬁgga CiXpt Xt ot CpXxpn =0

yang ekuivalen dengan sistem persamaan;

C1 (X]],le,...,an)T +C (X12,X22,..., an)T -t G Cn(X1n,X2n,‘..,Xm)T =0
C1X11+CaXiot.. A CaX1n = 0

C1Xa1+HCoXoot.. A CpXon =0

C1Xn1+CoXnot... 7 CyXon = 0 )
Jika kita misalkan ¢ = (cy,cy, . . . ,cn)T, maka sistem ini dapat ditulis
sebagai persamaan matriks: Xe=0

Persamaan ini akan memiliki penyelesaian tak trivial jika dan
hanya jika X singular. Jadi x,X3,...,X, akan bergantung linear jika

dan hanya jika X singular. H

Teorema 2.8
Misalkan v;,. . .,v, adalah vektor-vektor dalam ruang vektor V(K).
Suatu vektor v e Rentang(vy,. . .v,) dapat ditulis sebagai

kombinasi linear dari vy,. . .,v, secara tunggal jika dan hanya jika

Vi,. . .,Vabebas linear.
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Bukti:
<=
Diketahui v € Rentang (vy,. . .,Vn).
Andaikan v dapat ditulis sebagai kombinasi linear seperti berikut:

lv=a1 vitdy Vot .. o, Vg (D)
Andaikan v dapat juga ditulis sebagai kombinasi linear

v=B1vitBa vt ... +Bn Vs (2)

Dengan mengurangkan (1) dengan (2) diperoleh:

(o =Bvi+ (@ —=PB)v2 +. . + (0 —Ba)Va =0
Karena kombinasi linear dari v tidak tunggal maka o; # B; sehingga
o—B;i#0,1=1,..,n
Sehingga vy,. . .,v, bergantung linear. Kontraposisi terbukti.
=
Andaikan vy,. . .,vy, bergantung linear, maka terdapat c,...,c, tidak
semuanya sama dengan nol, sehingga

0=cyvitcyvet+ ... +tc, vy 3)
Diketahui v € Rentang (v,. . .,vy) sehingga v dapat ditulis:

V=0 Vitoy Vot . .. T0, Vp (4)
Dengan menjumlahkan (3) dan (4) kita peroleh:

v = (o1 tc)vi+ (@ + c2)va +.. (0t + Cp)Vy

=Bivi+ Bavat...+ Bavy, dengan Bi=c; +ai, 1= 1,...,n

karena ¢1,Cy,...,C, tidak semuanya sama dengan nol, maka B; # o

untuk paling sedikit satu nilai dari 1.
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Jadi jika vy, va,. . .,v, bergantung linear, maka suatu vektor v €
Rentang (v,v ,. . ., V) dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari

Vi,V2,. . ., Vy secara tidak tunggal.

Dengan kata lain jika v € Rentang (vi,v2 ,. . ., Vy) dapat ditulis
sebagai kombinasi linear dari v;,vz ,. . ., v, secara tunggal maka
V1,V2 ,. . .,Va bebas linear. Kontraposisi terbukti N

B.2 Basis dan Dimensi.

Telah ditunjukkan bahwa jika vektor-vektor di dalam suatu
himpunan perentang untuk ruang vektor V(X) bebas linear, maka setiap
vektor di dalam ruang vektor itu dapat dinyatakan secara tunggal sebagai
kombinasi linear.

Pada bagian ini akan dibahas lebih jauh tentang himpunan
perentang yang membentuk basis untuk ruang vektor yakni himpunan
perentang yang bebas linear dan merentang. Kemudian berkaitan
dengan banyaknya vektor dari himpunan perentang minimal yang

membentuk basis, pengertian dimensi suatu ruang vektor akan dibahas.

Definisi 2.15

Vektor-vektor vy, vy, ....,v, merupakan basis untuk ruang vektor V(K)
jika dan hanya jika:

1. Vi, Va,....,Vybebas linear.

i1. vy, Vy, ....,vymerentang V(K)
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Contoh 2.8

Vektor-vektor e =

o o o =

Merupakan basis bagi R* sebab setiap vektor x di R* dapat dituliskan

secara tunggal sebagai kombinasi linear dari e, e, e3, €4 yaitu
X= = X,e; +X,€, +X,e; +X, e,

Jadi ey, e,, e;, e, merentang R*

Vektor -vektor ey, e,, e3, €; bebas linear karena cie; + coez+cses + cie=0

dipenuhi oleh¢; =0,¢;=0,¢;=0,¢c4=0

Jadi e;,e;,.es,eq bebas linear.

Teorema 2.9

Jika {vi, v,, ....,vy} adalah basis dari ruang vektor V(K), maka himpunan
sembarang m vektor di V(K), dengan m>n adalah bergantung linear.
Bukti:

Diketahui {v, vo, ....,v,} basis, ini berarti {v;, v, ....,v5} bebas linear dan

merentang V(K).



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

33

Misalkan uy,uy, . . .Uy, adalah m vektor di V(K) dengan m>n.
Karena vi, vy, ....,v, merentang V(K), maka kita peroleh:

u;=a;3vitapvet.. +anvy

U =aVitapvyt...tanvy

Uy =ami Vit am Vot ... T 8my Vp m>n
Atau ditulis: u;=a;vi +apvo+ .. tagvy, untuki=1,..m
Sedangkan kombinasi linearnya: cju; + ¢, up +. . .+Cp Uy, (1)

Untuk menunjukkan uj,u,,. . .,u;, bergantung linear, maka kita perlu
memperlihatkan bahwa ¢;,¢2,. . .,cm tidak semuanya nol dari sistem
ciuyy tcom+. . Aepu, =0

Sebelumnya kita tinjau dulu kombinasi linear dari persamaan (1):

C1(a11 vitapvyt.. .+a1nvn)+. S +Cm( Ami Vi tag v+, .+ amnvn)
dapat ditulis dalam bentuk:

(c1a11tC2a21F ... HCm@m1 IVit... H(C1a1nHCoamt. ..+ Crm@mn )V

Sekarang kita tinjau persamaan:

a11€1+a12C0+... a1 C=0 w
271C1+a22Co+... FamCm=0 L

(2)
2,101+ 252C ... FapmCy,=0 4

Sistem persamaan (2) merupakan persamaan linear homogen dengan

lebih banyak peubah dari pada persamaannya, oleh karena itu sistem ini
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memiliki penyelesaian tak trivial. Jadi terdapat skalar-skalar ci,...,cq
yang tidak semua nol yang memenuhi (2) sehingga :
ciu;+ coupy t ... + Cpuity = 0.

Jadi { uy, uz,. .., u,} bergantung linear. |

Akibat 2.2

Jika { vi, va, ....,vg}dan { upuy, . . Uy} kedua-duanya adalah basis
untuk suatu ruang vektor V(K), maka n = m.

Bukti:

Misalkan vy, v, ....,vy dan ug,uy, . . .Uy kedua-duanya adalah basis untuk
V(K). Berarti vy, vy, ....,v, merentang ruang vektor V(K) dan vy, v,,...,v,
bebas linear. Begitu juga u;,uy,...,u, merentang ruang vektor V(K) dan
up,W,...,uy bebas linear. Karena v, v,,..v, basis di V(K) dan
up,uy, ...,Uy bebas linear dari teorema 2.9 diperoleh n<m. Demikian pula,

karena wg,ua,...,uy basis di V(K) dan v, vy, ....,v, bebas linear, maka

m<n.
Jadim=n. [ |
Definisi 2.16

Misalkan V(K) adalah ruang vektor. Jika V(K) memiliki basis yang
terdiri dari n vektor, maka kita katakan bahwa V(K) memiliki dimensi n.
Ruang bagian {0} dari V(K) dikatakan memiliki dimensi 0. V(K)

dikatakan memiliki dimensi hingga jika terdapat himpunan berhingga



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
35

vektor yang merentang V(K). Jika tidak demikian, maka kita katakan

bahwa V(K) memiliki dimensi tak hingga.

Contoh 2.9

Vektor-vektor dalam contoh 2.8 yakni vektor-vektor

0 0 0

1 0 0 . g4
e = , €= ol €3= a €4 = 0 membentuk sebuah basis diR".
0 0 1

o o o =

Sehingga R* memiliki dimensi 4.

Contoh 2.10
Tentukan dimensi dari P; yang direntang oleh vektor-vektor x, x-1, x* +1
Penyelesaian:
Jika ©x + cy(x-1) +c3 (xX*+1)=0
Ci1XtCyX-Cyt+ 03x2+ c;=0

C3 X2+ (c1+ C2)X + C3-Cp = 0=0X2+ 0x+0

maka diperoleh sistem persamaan: cs3 =0
¢ +c, =0 (1)
c3-c, =0

sehingga ¢ = ¢, = c3 = 0. Oleh karena itu x, x-1, x> +1 bebas linear.

Ambil sebarang ax’ +bx+c € Ps
(ax’ +bx+c)=ax+PB(x-1)+8 (x*+ 1)

=3+ (a+B )x + (3-B)
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kita akan peroleh sistem persamaan:

d =a
a+p=b (2)
d-B=c

Jika &=a, maka diperolehf=a—c,a=b-pf=b-a+c
Jadi (ax2 +bx + ¢) =ax’ + [(b-atc)+(a—c)]x + a —a—)
Vektor —vektor x, x-1, x> +1 dapat merentang Ps

Karena x, x-1, x* +1 bebas linear dan merentang P; maka dimensi dari P3

adalah 3.

Teorema 2.10

Jika V(K)adalah ruang vektor dengan dimensi n>0

I. Sembarang himpunan n vektor yang bebas linear pasti merentang
V(K)

II. Sembarang n vektor yang merentang V(K) adalah bebas linear.

Bukti:

I. Diketahui ruang vektor V(K) berdimensi n. Berarti ruang vektor
V(K) memiliki basis yang terdiri dari n vektor dan vektor-vektor ini
merentang V(K),

Andaikan v, v, ....,v, basis dan v adalah sebarang vektor lain di
V(K). Berdasarkan teorema 2.9 maka vi, vy, ...,v, , V pasti
bergantung linear. Jadi terdapat skalar-skalar ¢1,c, . . . ,Cn, Cn+1 yang

tidak semuanya nol sehingga :
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CivVitCyva+. .. tc, vy tCe1v=0 1)

cn+1 # O sebab jika nol maka persamaan di atas akan menyebabkan
V1, V2, ...,Vp bergantung linear. Kontradiksi dengan vi, v,, ....,vy
basis.

Jadi peréamaan (1) dapat ditulis:

V=0Vt Vot .., +0, V,

dengan o; = il untuk 1 = 1,2, . . ., n. Karena v adalah sebarang

n+l

vektor di V(K), maka vy, vy, ....,vymerentang V(K).

Andaikan vy, v, ....,vy merentang V(K). Jika v,, vy, ....,v, bergantung
linear, maka salah satu dari v;, katakanlah

vy, dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari vektor-vektor lainnya
yakni . vy =cy;Vvi+CV2+...+ChiVpi,

sehingga vj, V3, ...,V,; masith tetap merentang V(K). Jika
V1, V2, ....,Vn.1 bergantung linear kita dapat menghilangkan satu vektor
lagi dengan menuliskan salah satu vektor sebagai kombinasi vektor-
vektor yang lain dan vektor-vektor yang tersisa masih merentang
V(K). Kita dapat melanjutkan menghapus vektor-vektor dengan cara
ini sampai kita memperoleh himpunan perentang yang bebas linear
dengan k elemen dengan k<n. Tetapi hal ini kontradiksi dengan

dimensi V(K) adalah n. Oleh karena itu v,v,, ...,v, pasti bebas

linear. o
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Teorema 2.11

Andaikan V(K) merupakan suatu ruang vektor berdimensi n>0. Bila r
adalah bilangan positif dengan r<n, dan bila {v;,...,v; }adalah elemen
yang bebas linear pada V(K). Maka dapat ditemukan elemen {vy+1,..., i}
sedemikién sehingga :{v, . . ., vo} adalah basis pada V(K).

Bukti:

Diketahui V(K) berdimensi n dan adalah elemen yang bebas linear pada
V(K) dengan r<n.

{v1,...,vr} tidak dapat membentuk basis di V(K) sehingga bisa dikatakan
bahwa {vi,...,v;} belum membentuk himpunan bebas linear yang
maksimal di V(K).

Maka kita dapat menemukan v di V(K) sedemikian sehingga:
{V1,...,vr1} adalah bebas linear. Karena r+1 <n , maka {vy,...,vr+; } belum
bisa membentuk basis. Dengan cara yang sama kita dapat
mengembangkan sebuah himpunan yang terdiri dari r+2 yang bebas
linear. Tetapi r+2 <n, sehingga {v,,...,vr+> }belum membentuk basis. Ini
dapat dilanjutkan sampai memperoleh { vi,...,v;,Vei1,...,vn} dari n vektor

yang bebas linear. Dengan teorema 2.10 maka teorema ini terbukti.
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. Transformasi Linear

Definisi 2.17

Jika L adalah transformasi linear yang memetakan ruang vektor V(K) ke

dalam W(K), maka berlaku:
(1) L(vi+vz) = L(v1) +L(v2) dan

2) L(av) = aL(v)

Contoh 2.11

Misalkan L adalah pemetaan yang didefinisikan oleh:

25
L(x)= (_ . J

untuk setiap x = (x;,X;)" dalam R? . Maka L adalah transformasi linear.

ax, +
karena : L(ox + By) = [ X +Py, J
—0x, - B ¥,

)]
=aq +B
- X, -y, | =al(x)+ BL(y)

Teorema 2.12

Andaikan V(K) dan W(K) adalah ruang vektor. Bila vy,. . .,v, basis pada V(K)
dan w1, ..., Wy elemen di W(K), maka ada dengan tunggal transformasi
linear L: V(K) — W(K) sedemikian sehingga : L (vi) = wy, ..., L(vy) = wy
jika a 1, ..., @ , adalah suatu skalar, maka :

L(ovi+.. . togvy) =a 1w+ .. .+a Wy
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Bukti:

Ambil sebarang v € V(K), maka v dapat dinyatakan secara tunggal sebagai

kombinasi linear :

V=01V T ...+ 4V

dengana i, ..., & n adalah suatu skalar

Sehingga L(v) = a 1w + .. .+a oWy

Sekarang akan diperlihatkan bahwa L : V(K)—»>W(K) adalah tranformasi

linear.

s Ambil sebarang v = av; + .. A0y V=BV .. APuvn € V(K)
dengan a 1, ..., & ydan By, ..., Bpadalah suatu skalar, maka
vtv'=(avi+...ta,vp) (P vi+.. 4B nvn)

=(@1tf1)vit ..+ (@ntPn)Va
Sehingga L(v+v')=(a1tf 1) w1t ..+ (a,+tPn) Wy
=a w1+ B Wit .+ aaWetP Wy
=(ywit ... + 0gWy) + (1wt ... + BaWy)
=L(v)+L(v")

s Ambil sebarang v € V(K) dan andaikan o adalah suatu skalar, maka
L(av) =L(ax;v) +. . . +0X,Vy) = ax;w) + . . .+0X,Wp

=a(x;w; .. .+X,Wp) = a L(V).
Jadi L adalah transformasi linear.

Akan diperlihatkan bahwa L : V(K) - W(K) adalah tunggal
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Andaikan ada F: V(K) ->W(K) sedemikian sehingga F(v;) = w;, (1= 1,...,
n). Berarti bila diambil sebarang ve V(K), denganv=a ;v; + .. +a v, €
V(K) maka F(v) = a ; F(vi)+... +a ,F(vy)
= Wit ...+ oWy o L(vy) + L Fogl(vy) = Loy +..4a,vp)
- L)

Jadi pemetaan L: V(K)—>W(K) adalah tunggal. |

Kernel.

Definisi 2.18

Misalkan L:V(K) — W(K) adalah transformasi linear. Ruang nol
(kemel) dari L, dilambangkan dengan Ker(L), didefinisikan oleh

Ker(L)={v e V|L(v)=0}

Jangkauan.
Definisi 2.19
Misalkan L: V(K) - W(K) adalah transformasi linear dan misalkan S

adalah ruang bagian V(K). Jangkauan (image) dari S, dilambangkan

dengan L(S), didefinisikan dengan

L(S)={we W|w=L(v) untuk suatuv € S}

Teorema 2.13

Jika L: V(K) - W(K) adalah suatu transformasi linear dan S suatu ruang

bagian dari V, maka
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Ker(L) adalah ruang bagian dari V(K)

L(S) adalah ruang bagian dari W(K)

Bukti:

1.

1i.

L(0,) = 0, karena L(0y) = L(O v) = OL(v) = 0y, berarti
0e Ker (L). Jadi Ker(L) # &

Jika a suatu skalar dan v € Ker (L), maka L(v) =0

Sehingga: L (av) = aL(v) = a0y = Oy

Oleh karena itu, av € Ker(L)

Jika vi,v; € Ker(L), maka L(v;)=L(v2)= 0

Sehingga: L(vy tvy) =L(v1) + L(vy) = 0y, + Oy, = Oy,
Oleh karena itu, v; + v, € Ker(L)

Sehingga Ker(L) adalah suatu ruang bagian dari V(K).

Vektor 0y, € L(S) karena L(0,) =0y, dengan 0, € S. Jadi L(S) # &
Jika a skalar dan w € L(S) maka ada v € S sehingga w = L(v).
Jadi aw =a L(v) =L (av)

Karena av € S, maka aw € L(S) sehingga L(S) tertutup di bawah
perkalian dengan skalar.

Jika wi,w, € L(S) maka terdapat v,,v; € S sehingga L(vq) = w,
dan L(v;) = w,. Jadi: w; + wy = L(vy) + L(v2) = L(v; + v3)

Karena v, + v, € S, maka w, + w,=L(v; + v3) € L(S)

sehingga L(S) tertutup di bawah penjumlahan.

Jadi L(S) ruang bagian dari W(K) [ |
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C.3 Isomorfisma Ruang Vektor.

Definisi 2.20
Ruang vektor V(K) dikatakan isomorfis dengan ruang vektor W(K), jika
ada transformasi linear yang bijektif L : V(K) —» W(K). Transformasi
linear itu disebut isomorfisma dari V(K) kepada W(K).
Transformasi linear L : V(K)— W(K) bijektif jika:

1. Transformasi linear T injektif atau satu-satu, yaitu:

(Vx,y e V) L(x)=L{y)=> x =y
2. Transformasi linier T surjektif, yaitu:

(¥y e WEK)) (3x € VEO)L(x)=y

Teorema 2.14

Dua ruang vektor berdimensi hingga atas lapangan yang sama adalah
isomorfis bila dan hanya bila dua ruang vektor tersebut memiliki
dimensi yang sama.

Bukti:

<

Andaikan U(K) dan V(K) adalah dua ruang vektor atas lapangan K dan
memiliki dimensi n. Misalkan uy, ..., u, adalah basis pada U(K) dan

V1,...,Vq adalah basis pada V(K).

Dengan demikian untuk sebarang elemen di U(K) dapat dinyatakan

secara tunggal sebagai : aju; ... tazuy,.
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Didefinisikan pemetaan f dari U(K) ke V(K) sebagai berikut:
Aajuys ... Fauy) =apvit ... +ayvy atau f(u;)= v, untuk 1<1 <n.
e Dengan teorema 2.12 f adalah transformasi linear.
¢ Akan diperlihatkan bahwa f adalah injektif
Ambii X = ajup+ ...tagu, dan y = biuys ..+byu, € U(K) dengan
Ax) =Ay) <fau+ ... Fau,) = b+ ... +byuy)
& i) = Abw;), 1<i<n
&SYiavi=2ibivi & Yi(a~b)vi=0,1<i<n.
Diketahui v; untuk 1< 1 < n adalah basis di V(K) sehingga a;—b; =0
<> a;=b dan diperolehx=y.

Jadi f injektif.

e Akan diperlihatkan bahwa fadalah surjektif.
Setiap elemen di V(K) dapat dinyatakan secara tunggal sebagai :
bivi+ . Aba v =2byvi, 1<i<n
f memiliki jangkauan karena ada Xibjuw; di U(K), sedemikian
sehingga : f(Xbiu;) = Xib;v;. Jadi fadalah surjektif.
- U(K) isomorfis denganV(K)
=
Andaikan w, ..., u, adalah basis pada U(K), maka akan diperlihatkan

bahwa himpunan vektor { f{u;), ..., {u, )} adalah basis pada ruang V(K).
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Akan diperlihatkan bebas linear.

a ffu)t ..tayf (uy) =0,

karena f adalah transformasi linear, maka persamaan di atas
ekuivalen dengan:

f(a 1ﬁ1)+ .t f(aguy) =0 < fla ju;+ ...+ azu,) = 0.

Diketahui bahwa fadalah satu-satu dan 7 (0) = 0 dengan /' (u;) = v,
maka diperoleh: a ju;+ ...+ aju, =0. Karena uy, . .. , u, basis, maka
a;=0, 1<i<n

Jadi ffu),, ..., f{u, ) bebas linier.

Akan diperlihatkan bahwa f{u), ..., f{u, ) merentang V(K)
Diketahui bahwa [ surjektif, berarti VveV(K) ada ueU(K)
sedemikian sehingga: fu)=v .

Bilay =b ju;+ ...+ byu, € U(K) maka akan diperoleh:

v =f(u)=fAb ju;+ ..+ byu,)=b ffu;) +...+b, fuy ).

Jadi ffu,), ..., f{u,) merentang V(K).

-, dim V=n=dim U. u
Contoh 2.12
Misalkan V(K) ruang vektor dengan basis {vi,. . .,vn}, kemudian

didefinisikan pemetaan T : R® - V(K) dengan aturan:

T(xy,. . ., xn)T =XV + .. . FXgVy (1

maka R" isomorfis dengan V(K).
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Penyelesaian:
T merupakan tranformasi linear sebab:
Ambil sebarang x = (x1,..., X,)' dan y=(y1,....ya)" € R
Akan diperlihatkan T (x + y) = T(x) +T(y)
Berarti
T (x+y)=T((X1,.., Xa)’ + (V1-,¥0)")

= T((xrty)t...H(Xatyn))

= (X3ty1)vit... H (Xt Yn)Vn

=xX1V1tyivit. HXp Vi tynVn

=(X3v1 + . . AXvy) Hy1vit...tynVn)

=T(X1,05 X)) +T(Y1505Yn)

=T(x) +T(y)
Ambil sebarang x = (x,..., ;) €R”dan « suatu skalar.
Akan diperlihatkan T (a x) = a T(x)
T (ax) =T (axy,. . . Oan)T

= X1V ... F0X,Vy = o (X1V+.. HXpVy) = O T(xl,...,xn)T = o T(x)

Jadi T adalah transformasi linear.
Kemudian karena {vi,. . .,v,} merupakan basis, setiap vektor v di V(K)
dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari basis tersebut, misalkan:
V=81Vit. . .t SuVy 2)
Dengan demikian v merupakan jangkauan dari (sy,. . .,sm)T karena

T _
T(s1,. . ,Sn) =81vit. . .+ $vp =V
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Jadi T adalah surjektif karena untuk setiap ve V(K), ada (sy,. . .,sn)T

o ) T
sedemikian sehingga:  T(si,. . .,Sn) =SiVit. .. T SV =V.

T adalah satu-satu sebab jika diambil sebarang x = (x,..., xn)T eR",
y = (¥1, ..., yu)' € R" sedemikian sehingga :
Tx)=T(y) & (x;vi + . . .+XyVn) = (Y1Vit...TYnVn)

< (X1,yDv1 + ot (Xp-Yn)Va =0
Karena {vi,. . .,v4} adalah basis maka x;-y; = .... = X,-y» = 0. Sehingga
diperoleh x1=vy; . .., Xa = ¥a.

Jadi R” isomorfis terhadap ruang vektor V(K).
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BAB III

RUANG VEKTOR DARI TRANSFORMASI LINEAR

Pada bagian ini akan diperlihatkan konsep-konsep matematika yang
terkait dengan ruang vektor dari transformasi linear seperti konsep pada ruang
dual dari ruang vektor, annihilator dari suatu ruang bagian. Tetapi sebelumnya
kita akan melihat bahwa himpunan semua transformasi linear dari ruang vektor

U(K) ke ruang vektor V(K) akan membentuk ruang vektor dengan lapangan yang

sama yakni K.

A. Pengertian Ruang Vektor dari Transformasi linear
Misalkan U(K), V(K) adalah dua ruang vektor atas lapangan K. Semua
transformasi linear dari U(K) ke V(K) dinotasikan dengan L(U,V).
Dengan menggunakan definisi penjumlahan dan perkalian skalar pada L(U,V),

dapat diperlihatkan bahwa L(U,V) membentuk ruang vektor atas lapangan

yang sama.

Definisi 3.1 (Penjumlahan)
Bila f,g € L(U,V), pemetaan U ke V yang dinotasikan dengan f + g

didefinisikan dengan : (f+g)(m)=fu)+gu), VuelU

4R
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Definisi 3.2(Perkalian skalar)
Bila u € U, aek, f €L(U,V) didefinisikan pemetaan yang dilambangkan

dengan a f'dari U ke V sebagai berikut:

(&f)u=a[f(w)]

Teorema 3.1
Jika U(K) dan V(K) adalah ruang vektor atas lapangan K maka L(U,V)
merupakan ruang vektor.

1. Ambil sebarang f,g € L(U,V)
(Fre)(u)y= fu)+g(w)

eV ev

} Sifat komutatif dalam V(K)
= g(u) + flu)

=(gt) (w) Yu € UK)
(ftg =@

2. Ambil sebarang g,k € L(U,V)
((F+ g yrh)(w) = (fg)(u) + A(u)
| = (fw) + g(w)) + A(u)
=fu)+ (gu) + h(w))  Vu e UK)

(F+g)th) =f+(g+h)
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3. Didefinisikan 0 sebagai berikut 0(u )= 0, Yu € U(K) , sedemikian

sehingga untuk setiap f € L(U,V) berlaku :
(F0)(u) = fw) + 0(w) = fu) + 0,=fu).

Jadi ada Oc L(U,V) untuk setiap / € L(U,V) berlaku (/+0)(u) = fu).

50

4. Didefinisikan —f sebagai berikut: (- ) (w) = —[f (u)]; Yu € UK).

Sehingga untuk setiap fe L(U,V), ada—f € L(U,V) berlaku:
(f+ () (w) = Au) + (-A)(w)

=/ ()~ [Aw]

=/ (w)~f(w)

=0

F+=) =0

5. Ambil sebarang u e U(K), acK, £ g e L(U,V)
[a (F&)l(w) =a [(ftg)u]
=a[Afu)+ g ()]
=a[Aw)]+a[gu)]
= (af) () + (ag) ()
=(af + ag) ()
[a(ftg)] = (af+ag)
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6. Ambil sebarang u e U(K), acK, beK fe L(U,V)
[(a+b)] (w) = (a+b) [ (w)]
= a[f{u)] + b{f (w)]
= (a/)(w) + () (w)
= (af + bf) (u)
[(atb)] =(af+1bf)

7. Ambil sebarang u e U(K), aeK, beK, fe L(U,V)
[(ab) /] (w) = (ab) Au)
=a[b Au)]
= [a@®N](w)
@)y  =al®)

8. (1f)(w) = 1f () = Auw)

1f = f, untuk setiap f € L(U,V).

~. Himpunan semua transformasi linear L(U,V) dari ruang vektor U(K) ke

ruang vektor V(K) adalah ruang vektor atas lapangan K [ |
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B. Ruang Dual dari Suatu Ruang Vektor
Definisi 3.3
Bila U(K) ruang vektor atas lapangan K, maka ruang vektor yang terbentuk

dari semua transformasi linear dari U(K) ke K disebur Dual dari U dan

dilambangkan U" -

Transformasi linear dari U(K) ke K biasa juga disebut dengan

JSungsional linear atau bentuk linear pada ruang U.
Fungsional linear f pada U adalah pemetaan yang mengawankan setiap
elemen u € U(K) ke elemen f(a) €K, sedemikian rupa sehingga:

Sy twp ) =7 (u) + fuz), u;, w2 €U

Aau)=a[fu)], aeK,ue U

Contoh 3.1

Diketahui ¢ : R*>R dan o : R*->R adalah fungsional linear yang
didefinisikan oleh ¢(x,y) = x + 2y dan o(x,y) = 3x — y.

Tentukan : (i) ¢ + o, (ii) 4¢, (i) 2¢ —5oc.

Penyelesaian:

@) (¢ +0)(xy) = oY)+ o(xy) =x+2y+3x-y =4x+y

(if) (40)(x,y) = 40(x.y) = 4(x+2y) = 4x+8y

(1)(20 - So)(x,y) = 20(x,y) — So(x,y) = 2(x+2y) -5(3x-y) = —13x+%y
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Teorema 3.2

Ruang dual V" dari ruang V(K) yang berdimensi n, memiliki dimensi n juga.
Bukti:

Diketahui V(K) berdimensi n.

Andaikan {v;, v, .I . .,Vn} adalah basis pada V(K). (D
Elemen pada V(K) dapat ditulis secara tunggal sebagai Z:iai Vi

Sekarang kita definisikan n fungsional linear pada V(K) yakni

Srfor . oS 2)

Menurut teorema 2.12, untuk setiap i = 1,...,n ada f; fungsional linear pada

o 1 jika j=i
V(K) sedemikian sehingga: f; (vi) = e
0 jikaj=#i

sehingga ‘ A( Ziai Vi) =Ziai fi(vi)=g

Akan dibuktikan bahwa fi f5,. . ./ basis pada V'

Ambil f € V' dan misalkan 7 (vi)=c;, 1<i<n,

akan diperlihatkan bahwa f=cifit it . ey = ch i fi
Dilainpihak: D c; f; D vi= D Yaic; f(v)=Dac; (4
Dari (3) dan (4) didapat f{ Y a; v)=) a; ¢, =chj fi D8 vi
Sehingga f= ch i /i

Jadi f1,f3,. . . fumerentang di Vv
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Akan diperlihatkan bahwa £} f5,. . ../, bebas linear

Untuk  membuktikan bahwa  f1,/5,.../n bebas linear, misalkan
Zibi fi=0

Perhatikan bahwa Y b, f; (vp) =0 (v)=0 untuk 1<j<n.

Di lain pihak Zibi f:(v;) =b, . Sehingga diperoleh b; =0, untuk 1 <j <n.

Jadi fl,fz,. . .,fn bebas linear.

Kesimpulan fif5,. . .f, merupakan basis untuk v, sehingga V" memiliki

F/ .
dimensi n juga.
Definisi 3.4
V(K) adalah ruang vektor berdimensi hingga dengan basis {vi,v,, . . .,va},

dengan notasi pada teorema 3.2 persamaan (2), elemen fi.f5,. . ../ yang

merupakan basis pada V* disebut dengan dual untuk basis {vq, v, . . .,v4} di

U iika =i
V(K). Dalam basis dual berlaku : £ (v;) = J.I . a J. l.
0 jika j#1

Contoh 3.2

Diketahui basis dari R* { v; = (2,1)%, vo =3, )"}

Tentukan basis dual dari {f1, /2}!

Penyelesaian:

Akan dicari fungsional linear £ (x,y)’ = ax + by dan 1 (xy)' = cx + dy

sedemikian sehingga f1 (vi) =1, f1 (v2) =0, f2 (v1)=0, £ (vo)=1.
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Sehingga: f; (v1) = /i (2,1)'=2a+b =1 } |
fi (v2)=A G, 1) =3a+b=0
sistem persamaan 1 memberikana=-1,b=3.
Sedangkan : 5 (v))=/2(2,1)" =2¢c+d=0 )
£ (v2j=ﬁ B, '=3¢c+d=1 }
sistem persamaan 2 memberikanc=1,d=-2.

Jadi basis dual adalah { £; (xy)" =—x + 3y, /s (x,y)" = x— 2y}

Teorema 3.3
Andaikan V berdimensi n, v €V dan f € V*. Didefinisikan f fungsional
linear nol yakni f(u)=0, Vu eV dengan /= 0.

Sekarang akan ditunjukkan jika £ (v) =0, Vf € V makav =0,

Bukti:
Misalkan {v;, v,, . . .,vn} basis pada V dan basis dualnya adalah {f,f,. . ../a }
pada V'. Andaikan v= )" .a,v; e V. Di lain pihak kita miliki £(D_ ;a,v,) =

0= a;=0,untuk Vf e V" dan 1<j < n. Sehingga diperoleh v = 0.

Definisi 3.5

Jika V adalah ruang vektor , maka dual dari dual disebut dengan bidual pada

V, dilambangkan dengan v sehingga V7= VY.
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Dengan menggunakan teorema 3.2, maka kita peroleh bahwa jika
V ruang berdimensi n ,maka V" berdimensi n, dan V" berdimensi n juga.

Teorema di bawah ini akan membuktikan bahwa V dan V" adalah isomorfis.

Teorema 3.4
Pemetaan V — V', denganv eV danv’ adalah fungsional linear pada V"
yang difffitsikan sebagai; (V) =V (f); f e V.
Dengan definisi di atas, V dan V' *adalah isomorfis.
Bukti:
Sebelumnya kita perlu mengetahui bila v e V , f eV', v\' eV" maka
)= v"(f) ek
Akan diperlihatkan bahwa v'* adalah linear.
Ambilfy, f2 € V', v eV dan a adalah suatu skalar, maka
V(i + )= (1B =AW +A) =V (H) + v () dan
Vi) =@m=a fiMi=a v (M}
Jadi v adalah transformasi linear.
Akan diperlihatkan bahwa V — V" adalah injektif atau satu-satu.
Ambil u, v €V , sedemikian sehingga v’ =v", maka akan diperlihatkan
bahwau=v.
Sekarang Vf e V", u=v"
0=V
f(u)=£fv), karena f(v) eK sehingga -A(v) €K sehingga.

flu=v)=0
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Dengan teorema 3.3 kita perolchu—-v=0<&u=v.
Jadi Vo,B € V sedemikian sehinggau’ =v = u—-v=0=u=v.
Akan diperlihatkan bahwa V — V** adalah surjektif.

Ambil sebarang v e V™. Bilaf € V' makav' (f) € K. Didefinisikan f(v) =
v (Huntuk ve V, f e V" Jadi ada v e V sedemikian sehingga f(v) = v ().
Jadi f surjektif.

Kesimpulannya bahwa V isomorfisV"" . u

. Annihilator dari Suatu Ruang Bagian.

Definisi 3.6

Bila W merupakan ruang bagian pada ruang vektor U(K). Fungsional linear
disebut dengan annihilator pada W bila f{u) = 0 untuk setiap ue W. Himpunan

semua annihilator pada W dilambangkan dengan W°.

Wo={feV'| f(u) =0, Yu e W}.

Contoh 3.3

Diketahui W adalah ruang bagian dari R* yang direntang oleh v; = (1,2,-3,4)"
dan v,=(0,1,4,1)".

Tentukan basis annihilator pada W.

Penyelesaian:

Untuk menentukan basis annihilator pada W, berarti akan dicari himpunan

fungsional linear f{x,y,z,w)" = ax + by + ¢z + dw dengan /(v1) =0 dan f{v,)=0.
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Sehingga
A1,2,-3.4)" = a+2b-3c+4d=0

1
£0,1,4,1)" =b+dc—d =0 W

Penyelesaian dari sistem persamaan (1) memberikan c,d sebagai variabel

bebas.

Himpunan ¢=1, d=0 memberikan a=11,b = —4,c=1,d=0 dan fungsional linear
fixy,zw) = 11x—4y + z.

Himpunan ¢=0, d = -1 memberikan a=6,b=-1,c=0,d=1 dan fungsional linear
f(xy,z,W)' =6x—y-w.

Jadi himpunan fungsional linear { f}, 2} adalah basis pada W

Teorema 3.5
W adalah ruang bagian dari V'
Bukti:
*  Ambil sebarang v ¢ W dan 0e V' maka 0(v) =0. Jadi Vv ¢ W, 0e W°.
W= @.
» Bila diambil sebarang f; € W’ dana € K,
maka:(af))(v)=a{fi(v)}=a0=0
Jadi (afi) e W°.
Sehingga W° adalah ruang bagian dari ' [
» Bila diambil sebarang f1./> € W'danv e W,
maka : (f; +/2)(v) =(f ) (W+H(/)(v) =0+0=0.
Jadi (fi +15) € WP
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Teorema 3.6

Misalkan V(K) ruang vektor berdimensi n dan W ruang bagian dari V(K) yang
berdimensi m maka W° berdimensi n—m.

Bukti:

Andaikan {v;, Vz,l. . .,Vm} adalah basis pada W .

Andaikan {vy, V2, . . .,Vm, Vm+1, . . ., Vo yadalah basis pada V(K).

Misalkan {f;, ... fi, fut1,..., o} adalah basis dual pada V",

Akan diperlihatkan bahwa W° yang merupakan ruang bagian dari V' itu
memiliki basis { fm+1,--., /a}-

Ambil sebarang £ € W° < V'dengan /% = bifi+ ... 4byfurtbms fasrt... by,
maka untuk sebarang vi € W, 1 <1 <m diperoleh:

Fovi)= (01fit .. A B foat bt frmr . +bgfa)(vi) = 0.

Di lain pihak (bifi+ ... 7bygfmtbmt1 fat1t... Fogfa)(Vi) =bi £ (vi) = by

Sehingga b; = 0 untuk 1 <i<m , maka /°= bu1 fnr1+... 7o/

Jadi { fur1,..., fo}merentang W',

Sekarang akan diperlihatkan bahwa { fi+1,..., fa} bebas linear.

Bila o1 frut1t...Fcyfa= 0, maka harus diperlihatkan ¢; =0, m+1 <i<n.

Ambil vps € V, maka:(Cpt1 fma1 ... 7Cofn ) (Va1 ) = O(vip+1 )=0. Di lain pihak
(Cont1 St 1T €0/ ) (Vint1 ) = Cat1 S m+1(Vin+1) = Cm1. Sehingga diperoleh ¢4 =0.

Ambil v € V, maka: (Cp1 frnei ... HCofa) (Vimez ) = 0(Viga2 )=0.
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Di lain pihak (Cpi1 fatit-FCifn J(Vmi2 ) = Cme2 fmt2( Vme2)~Cmia. Sehingga

diperoleh ¢y =0.
Dengan cara yang sama dapat diperoleh cpi3=. .. =¢c,=0

Kesimpulannya { fi+1, ..., fa} adalah basis dari W°,

Dengan kata lain dimensi W°=n—m. u

Teorema 3.7
Bila W, W, adalah ruang bagian dari V(K) dan W, W, bertururt-turut
menyatakan  himpunan annihilator dari W; dan W,;, maka
(W+Wo) =W N W dan (W, N Wy)°= W2+ W)
Bukti:
L Wi+ W)’ =W n W,
ekuivalen dengan (W;+ Wo)’c W2 N W2 danW? N W, < (W;+ W)’
Akan diperlihatkan W N W, < (W;+ W,)°.
W, dan W, adalah ruang bagian yang berdimensi hingga pada V(K).

Bila v € W+ W, maka ada vi € W, dan v, € W, sedemikian sehingga

v=v;t+vy.
Bila fe W’ N W, ,makafe W, danfe W,.

Sekarang : f(v)=f(vit v2)=Avi)+f(v2)=0+0=0.

Jadi fe (W;+ W),

Sehingga W N W, < (W, + W)’
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Akan diperlihatkan (W, + W,)°c W? N W)

Ambil f e (W, + W,)°. Misalkan v =v; + v, € Wi+ W,.

e Bila v; € Wymaka v; € W;+ W karena v; = v; + 0 sehingga /(v )
=0.Jadif € W,. (D

e Bilav,e Wymaka v, € W;+ W karena v, =0 +v, sehingga f(v;) =
0.Jadi fe W,. (2)

Bila (1) dan (2) dikonjungsikan, maka diperoleh f € W, dan fe W, <

few! N w,) .

Sehingga (W, + W,)’c W' N W,

Kesimpulan: (W, + Wy =W N W

(Wi N W)’ = W + W,
ekuivalen dengan (W, N Wo)’c W, + W7 dan W, + W (W, N W,)°.
Akan diperlihatkan (W, N W,)’c W? + W,

Jika diambil sebarang f e (W; N Wz)0 maka untuk setiap ve W; N W,

diperoleh fv) = 0.

v eW; N W, ini berarti v € W; dan v € W, Akan diperlihatkan
feW + W),

e Bila fe W, dankarena f=f+0 maka f{v)=0 denganv € W,

e Bila fe W, dankarena /= 0+f maka f{iv)=0denganv € W,
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Sehingga bila f = f; + f, dengan fi € W; dan f,e W, maka
F )=+ 2)Nv)= A fo(v)y= 0+0=0.

Jadi fe W + W,

A(WINW) c W+ WY

Andaikan f e W, + W, berarti ada fie W, dan f,e W, sedemikian
sehingga =/ + /2.

Bila v e W; N W; maka v € W; dan v € W,. Sehingga diperoleh
fi(v)=0dan fo(v) =0.

Jadi Av)={+L)V)=A M) +f(v)=0+0=0.

Sehingga W + WY (W, N W,)°

Kesimpulan (W; N W,)° = W2 + W7 u
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BAB IV

JUMLAH LANGSUNG DAN RUANG PEMBAGI

A. Jumliah Langsung (Direct Sum)

Definisi 4.1

Bila V adalah ruang vektor atas lapangan K, U dan W adalah ruang
bagian dari ruang vektor V. Didefinisikan jumlah U dan W yang
merupakan himpunan bagian dari V yaitu utw dengan ueU,
weW. Himpunan bagian ini dilambangkan dengan U+W .

U+W={u+wlueU,we W}

Teorema 4.1:

Bila U dan W merupakan ruang bagian dari ruang vektor V(K) maka

U + W merupakan ruang bagian dari V(K)

Bukti:

1. U+ W =, karenaada 0 € U+Wyakni0‘=0+0,0 e Udan0 e W

2. Ambil sebarang keK dan z €U + W Jadi z = u + w dengan ueU
dan we W maka kz =k (u+w) = ku + kw.
Karena U dan W adalah ruang bagian dari V maka k u € U dan
kw e W. Sehinggaku+kw e U+ W.

Jadikze U+ W, -

63



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

3. Ambil sebarang z; € U+ W dan z; € U+ W, maka z; = u; + w; dan

Z; = Uz + wp dengan u; ,u;€ U dan wy ,woe W.

Karena U dan W ruang bagian dari V maka wu;+u;eU dan
w1+wzeW.

Jadiz; + za= (gt wy) + (up+ W) =(ug + up) + (Wi+wy ) e U+ W
Kesimpulan : Bila z; ,z; € U+ W makaz; + z,e U+ W.

Jadi U + W merupakan ruang bagian dari V(K)

Teorema 4.2:

Apabila U dan W merupakan ruang bagian dari ruang vektor V(K) maka

UNW merupakan ruang bagian dari V(K).

Bukti:

1. UNW #O, karena ada 0 € U dan 0 € W sehingga 0 € UNW.

2. Ambil x € UNW maka x €U dan x e W sehingga jika k € K maka
kx eU dankx eW. Jadi kx € UNW |

3.

Ambil x,ye UNW maka x,yeU dan x,y e W. Sehingga x + ye U dan

x+yeW. Jadix+ye UNW.

Jadi UNW merupakan ruang bagian dari V(K).

Definisi 4.2

Jika U dan W adalah ruang bagian dari ruang vektor V sedemikian

sehingga U NW = {0}, maka U +W disebut jumlah langsung (Direct

sum) dan dilambangkan U @ W.
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Teorema 4.3
Misalkan U dan W ruang bagian dari ruang vektor V atas lapangan K.
V =U & W jika dan hanya jika setiap v € V(K) dapat ditulis secara
tunggal sebagai v=u+w; denganu; € Udan w;e W.
Bukti :
et
Diketahui V=U @& W. Akan dibuktikan v € V(K) dapat ditulis secara
tunggal sebagaiv=u + w;denganu; € U danw 1€ W.
Andaikan v =u ;+w ; dan v = u ;+w > dengan u;,u ;€U dan w ;,w,eW.
Ini berartiv=u ;W 1= u ;+ wW»
< (utw ) FH(=w )= U w o)t (=w )

< u AW (=~ wi))=u ot (W ot (-w 1)

Sug =u ot (Wat(—w 1))
S-urtug =—U T U HWH(—w))
Sup—-ua =Wyr— W

Makau;j—u ,=w,—w.

Karena u;— u ;€ U dan w -~ w 1€ Wmaka ada t € U NW dengan
t=W—U =W —-W.

Sehinggau ;—u,;=0danw,—w ;=0.

Jadiu;=u,danw,=w.

Kesimpulan Vv € V dapat ditulis secara tunggal sebagai v = u 1+ w;

denganu ; € Udan w 1€ W.
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Diketahui bahwa Vv € V(K) dapat ditulis secara tunggal sebagai v =u i+
widenganu; € U danw € W.

Akan dibuk‘;ikan V=U&W

Andaikan UNW # {0}, makaadax# 0 € UNW

Sehingga v + x=(u 1*w)+ x=u ;+ (W;+X) =u ; + w, dengan w =w,; + x
Di lain pihak:

v+ x=(u 1+ W)t x=upt (W + X)=u 1+ x+wi) = (uHx)+ wp = u + wy,
dengan u =u; + x.

Jadi ada elemen dalam U + W yang tidak dapat dinyatakan secara

tunggal. Kontraposisi terbukti. [

Contoh 4.1

Diketahui U={(a,b,O)T| a)b € R} dan W = {(0,0,c) ¢ e R} adalah ruang

bagian dari R®.

Apakah R’ adalah jumlah langsung dari U dan W?

Penyelesaian:

Untuk sebarang (a,b,c)’ e R® dapat dinyatakan secara tunggal sebagai:
(a,b,c)" = (a,b,0)T + (0,0,¢)", a,b,c € R.

Jadi R? adalah jumlah langsung dari U dan W, sehingga R* = U &W.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
67

Contoh 4.2

Diketahui U = {(a,b,0)'] a,b € R} dan W = {(0,b,c)] b,c € R} adalah
ruang bagian dari R’ .

Apakah R? a_dalah jumlah langsung dari U dan W ?

Penyelesaian:

R? bukan jumlah langsung dari U dan W karena ada (3,5,7)" e R
sedemikian sehingga (3,5,7)" tidak dapat dinyatakan secara tunggal
sebagai U+ W, misalnya:

(3,5,7)" = (3,1,0)" + (0,4,7)" dengan (3,1,0)' € U, (0,4,7)" € W dan

juga (3,5,7)" = (3,-4,0)" + (0,9,7)" dengan (3,-4,0)" €U, (0,9,7)" € W.

Teorema 4.4

Bila V ruang vektor berdimensi hingga atas lapangan K dan W adalah
ruang bagian dari ruang vektor V, maka ada ruang bagian U sedemikian
sehingga V adalah jumlah langsung dari W dan U.

Bukti:

Andaikan V(K) berdimensi n.

Bila {w,,...,w;} adalah basis pada W, dengan teorema 2.11 kita dapat
temukan himpunan { wy,...,w,} pada V(K) yang merupakan basis dari

U sehingga { wy,...,W;, Wr,..., Wy} adalah basis pada V(K). ]
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Teorema 4.5

Jika Udan W adalah ruang bagian dari ruang vektor V yang berdimensi
hingga atas lapangan K sedemikian sehingga V. = U & W , maka
dim V=dim U+ dim W.

Bukti:

Andaikan {uy,. . ., u ;}adalah basis dari U dan {w; , .., ws} adalah basis
dari W . Setiap elemen pada U dapat dinyatakan secara tunggal sebagai
kombinasi linear: Xy u; + ... + X, u;, x; € K, 1< 1 <r dan setiap elemen
pada W dapat dinyatakan secara tunggal sebagai kombinasi linear :
yi Wit . tys we,y € K1 <s.

Berdasarkan teorema 4.3 , maka setiap elemen pada V dapat ditulis
secara tunggal sebagai kombinasi linear :

Xjupt .ot Xutywypt Ty Wy

dengan demikian bahwa {u,,. . ., u; w;, .., w, }adalah basis pada V(K).

Jadidim V=dim U + dim W. m

Contoh 4.3

Diketahui Vi, V, adalah ruang bagian dari R*. Bila V, direntang oleh
vi=(1-1,1~-1)" ,v;=(1,1,1,1)" dan V, direntang oleh v,=(1,2,1,3)",
V'2 =(1,1,(),())T maka ditunjukkan bahwa R* = V1+V,. Carilah komponen

dari (1,-1,-2,-2)" di V; danV,.
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Penyelesaian:

Dengan bentuk eselon baris tereduksi :

M1-11-1 0-2 1-1 0-2 1-1 0 03 5

1 11 1 |RRJ0 01 1|RRJO 01 1|R+2R%(0 01 1 [R-3%”
~> s ~> ~>

1 21 3|R&{1 21 3 0 11 3|R&[0 11 3|~RR

1100 =10 0 1100 1 0-1-3

0 0 0 2 0 001 0 00 1 0 00 1

0 01 1|R+&[0 01 1|R-&|0 01 O |R+&|0 01 O
- - -

0102%&0102&—2&0100 0 10 0

1 0 -1-3 1 00-2 1 00 -2 1 00 0

ini menunjukkan bahwa keempat vektor tersebut bebas linear dan
pasangan v; v, merentang V; dan v, v, merentang V,. Diperoleh dimV;=
dimV, =2. Selain itu v;_v,, v2,V, juga merentang di R* .

Sehingga dimensi R*=4=dim V; +dim V,. JadiR* =V, ® V,

Untuk menentukan komponen (1,—1,—2,—2)T di V; dan V, , ditulis
(1,—1,—2,—2)T =v;+ v, denganv; € V,
(1,-1,-2,-2)=[x(1,-1,1,-1)™+y(1,1,1,1)"]+[2(1,2,1,3)+w(1,1,0,0)"]
diperoleh sistem persamaan:

1 = xtytzt+w

—1= xtyt+2z+w

—2= xtytz

—2= —x+y+3z

yang memberikan penyelesaian x = 2 ,y = —6, z = 2 ,w = 3, sehingga

v, = (—4,-8,-4,-8), v, =(5,7,2,6).
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Proposisi 4.1

Bila V ruang vektor atas lapangan K yang merupakan jumlah langsung
dari ruang bagian U dan W maka jumlah langsung U @& W isomorfis
dengan V. '

Bukti :

Kita definisikan pemetaanL: V> U ©W.

Sekarang akan dibuktikan bahwa L adalah transformasi linear.

Ambil sebarang v, v, € V, maka:

L(v1) + L(v2) = (urt wi) + (w2 + wa) = (uy + wz ) + (Wit wo)=L(v1 + v2).
Ambil sebarang v € Vdan a € K, maka :

L(av) = autow = o (ut+w) = al(v).

JadiL : V> U ©®W adalah transformasi linear. (1)

Dari teorema 4.3 diperoleh bahwa setiap v € V dapat dinyatakan secara
tunggal sebagai v=u+ w dengan u € U, w € W. Berarti L satu —satu.
Di lain pihak kita mempunyai L(v) = u + w (dari definisi). Jadi untuk
setiap u + w € U @®W ada v € V sedemikian sehingga L(v) = u + w.

Jadi L surjektif.
Sehingga L: V> U ©W bijektif. (2)

Kesimpulan : dari (1) dan (2) maka U © W 1somorfis dengan V. |
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B. Ruang Pembagi

Definisi 4.3

Bila W ruang bagian dari ruang vektor V atas lapangan K dan v € V
maka ruang pembagi V/W adalah himpunan yang berbentuk (v + W) cV
yakni:v+W={v+w:we Wi.

Penjumlahan dirumuskan dengan :
V+FW)+(v'+W)=(v+v'+W)ev+Wdan

Perkalian dengan skalar dirumuskan:

k(v+W)=(kv+ W) e v+ W, untuk k € K.

Contoh 4.4

Jika W adalah ruang bagian dari R* yang didefinisikan dengan:

W ={(a,b)'| a=b,ab R}

W merupakan garis yang diberikan oleh persamaan x — y = 0. Kita dapat
pandang bahwa v + W sebagai translasi garis yang terdiri dari
penjumlahan vektor v € R? dengan titik-titik dalam W.

Sehingga v + W adalah semua garis yang sejajar dengan W . Lihat

gambar 4.1 di bawah ini!

A

y g

A v+W
‘TT TI W
O

-

X

Gambar 4.1
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Teorema 4.7

Misalkan W adalah ruang bagian dari ruang vektor V atas lapangan K.

i. Jika(u+W)N(v+ W)z makau+W=v+ W, denganu,v € V.

ii. u+ W=v+ W biladan hanyabilau € v+ W, denganu,v € V.

Bukti:

i. Diketahui (u + W) N (v+ W) = , akan_ dibuktikan u + W =v + W.
Untuk membuktikan u + W = v + W berarti dibuktikan u+W v+ W
danv+ W c utW.

Karena (u + W) N (v + W) #J, berartiadaa € (u + W) N (v + W)
sedemikian sehingga ac(u + W) dan ae(v + W). Akibatnya a=u +w;
dan a =v + w, untuk w;, w, € W. Sehingga didapat
u+wi= Vv + wy & (utwyp) H=wp)= (v + wa)t (—wy)
< u H(wy H(—wy))= vH( Wit (—w1))
< u=v+ ws, dengan ws; = wat (—w;) €W
dan
utw= v+ Wy & (U +wp) H=wy)= (v + wo)t (—wa)
< u Hwp H(=w2))= v wat (-w3))
& v=u+ wy, dengan wg = wit (—wy) €W,
Sekarang ambil x eu + W maka x = u + ws, dengan ws € W
=(v+wi)tws
=v+ (W3t Ws)

=v + wg , dengan we= w3+ wseW.
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Jadix e v+ Winiberartiu+ W v+ W, e
Sekarang ambily € v+ W makay =v + w7, dengan wy e W

= u+ wy)t wy

=u+ (Wst wy)

= u +wg ,dengan wg= wy+w7; € W.
Jadiy e u+ Winiberartiv+ Wcu+ W. (2)
Dari (1) dan (2) diperoleh u + W=v + W.
=
Diketahui u + W = v+ W akan dibuktikanu € v+ W,
Perhatikan bahwa u € u + W sebab u + 0 = u dengan 0 e W. Karena
ucut+Wdanu+ W=v+ Wmakau ev+W.
=
Diketahui u € v + W akan dibuktikan u +W =v + W.
Perhatikan bahwa u € u + W karena u + 0 =u dengan 0 e W.

Jadiu € (u+ W) N (v+ W) menurut (i) didapatu + W =v +W.
|

Teorema 4.8

Andaikan W adalah ruang bagian dari ruang vektor V atas lapangan K

danv,v € V.

(v+ W) =(v'+ W) biladan hanyabilav-v ' eW.
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Bukti:

&

Diketahui v —v ' €W akan dibuktikan (v + W) = (v '+ W).

Ambil sebarangu=v+w e( v+ W)

u dapat juga ditulis: u=v'+(v-v ) +w e (v'+ W)

Sehingga u € (v + W) N (v '+ W) menurut teorema 4.7(i) diperoleh
(vV+W)=("+W)

=

Diketahui v + W = v '+ W menurut teorema 4.7(ii) diperoleh ve(v '+ W)
sehinggav=v'+tw&ov-v =w ¢ W.

Jadiv—-v’e W. [ |

Teorema 4.9

Andaikan W adalah ruang bagian dari ruang vektor V atas lapangan K
maka himpunan V' yang terdiri dari semua koset v + W dengan operasi
yang didefinisikan :

V+W)+ (v '+ W)=(v+v'+W)dan

k(v+ W)= (kv+ W) untuk keK

adalah well defined.
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Bukti:

1.

11

Akan diperlihatkan (v + W) + (v ' + W) = (v + v ' + W) adalah
tunggal.

Ambilvsebarangv+W=u+W,v'+W=u'+W e V',

Bilav + W = u + W menurut teroema 4.8 makav—-u e W,

Bilav'+ W=u'+ W menurut teorema 4.8 makav'— u’'e W .
Sehingga: (v—u)+(v'- u)=(v+Vv)—(ut+tu')e W

Jadi (v + v/ )+W = (u+u ") +W

Akan diperlihatkan k (v + W) = (kv + W) untuk ke K adalah tunggal
Ambil v+W =u+ W e V'. Menurut teorema 4.8 diperoleh v—ueW,
sehingga k (v—-u)=kv—-ku eW.

Jadi kv + W =ku+W.

.. ketunggalan dipenuhi

Akan dibuktikan bahwa operasi penjumlahan dan perkalian yang

didefinisikan di atas adalah tertutup.
Bila diambil sebarang u + W, v + W € V' dengan u,veV maka:
(u+W)+Hv+W)=(u+v+W)e V' karecnau+v eV.

Sekarang ambil sebarang v+ W € V'’ dengan v eVdan k € K maka:
k(v+ W)=kv+ W e V' karena kv €V.

.. Operasi penjumlahan dan perkalian yang didefinisikan di atas
adalah tertutup.

Sehingga operasi pada V' well defined.
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Teorema 4.10

Jika W adalah ruang bagian dari ruang vektor V(K) maka L:V — V/W
pemetaan.

Bukti:

Ambil sebarang vi,v, € V sedemikian sehingga v, = v,.

Akan ditunjukkan bahwa L(v1) = L(v,).

Sekarang vi = v, < vi+ W = v+ W & L(vy) = L(v).

s Y(vvp € VI(vi=vp = I(vy) = L(va).

Sekarang ambil sebarang v € V, ada v + W e V/W sedemikian
sehingga L(v)=v + W.

Y (veV)A(v+ W e VWY LI(v)=v+ W)

Kesimpulan L: V— V/W pemetaan.

Teorema 4.11

Jika W adalah ruang bagian dari ruang vektor V(K) maka V/W
merupakan ruang vektor atas lapangan K.
Bukti :
1. Ambil sebarang (vi + W)(vo + W) € V/W. Akan diperlihatkan
bahwa (vi + W) + (v + W) = (vo+ W) +(v; + W),
Sekarang :
(vit W)+ (va+ W)=(vi+ v+ W) definisi 4.3

=(vy+vi+W) karena v, ,v;e V(K)

= (V2+ W) +(V1 + W)
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Jadi V (v; + W), (v + W) € V/W berlaku
(vi+ W)+ (vp+ W)= (vp+ W) +(vi+ W),
2. Ambil sebarang (v; + W),(vo+ W),(v3 + W) e V/W.
Akan diperlihatkan:
[(vi+ W)+ (v2+ W)lH(vs + W)= (v + W) + [(va+ W)H(vs + W)]
Sekarang [(vi + W) + (v + W)H(vs + W)
=(v; t v+ WHt( vy + W) definisi 4.3
=((vitv2)tvs+ W)
=(vi+(v2tv3)+ W) v1,V2,va€ V(K)
=(vi + Wy((vz2+v3) + W)
=(vi+ W)t [(va+ W) Hvs + W)].
Jadi V(v{ + W),(v,+ W),(v3 + W) € V/W berlaku
((vi+ W)+ (va+ W)lH(vs + W) = (v + W) + [(va + W)H(vs + W)
3. Ada ( 0 + W) e V/W sedemikian sehingga untuk V(v + W) € V/W
betlaku (v + W)t (0+ W)=(v+ 0+ W) =(v+ W) dengan O,v € V.
4. Untuk V(v + W) € V/W, ada (-v + W) € V/W sedemikian sehingga
(v+ Wy (-v+ W) =(v+-—v)+ W)= (0+ W) dengan v, -v V(K).
5. Ambil sebarang (v{ + W),(v;+ W) € V/W dank € K.
Akan diperlihatkan :
k{(vi + W) + (va+ W)] =k(vi + W) + k(v, + W).
Sekarang : k[(vi + W)+ (v;+ W) =k(v; + v, + W)

:(kv1 + sz +W)
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8.

Jadi V/W adalah ruang vektor atas lapangan K.

= (kvi+ W)+ (kv2 + W)
=k(vi+ Wytk(va+ W).
Jadi V(v; + W),(va+ W) € V/W berlaku
K[(vi + W)+ (va+ W)} = k(vi + W) + k(va + W).
Ambil sebarang (v + W) € V/W dan kre K
Akan diperlihatkan (k + 1) (v + W) = k(v + W) + (v + W)
Sekarang : (k + 1) (v+ W)= (k+)v+ W) definisi 4.3
= (kv + W) + (1 v+ W)
=k(v+ W) +r1(v+W)
Jadi V(v+ W) e V/Wdank,re kK berlaku :
(k+1)(v+ W)= k(v + W)+ (v + W)
Ambil sebarang(v + W) € V/W dan k,r € K.
Akan diperlihatkan: k[r(v + W)] =k r (v + W)
Sekarang : k[r(v + W)] = k(rv+ W) =(krv + W) =kr (v+ W)
Jadi V(v + W) € V/W dan k,r € K berlaku k[r(v + W)] = kr (v + W)

1 (v + W)= (v + W) untuk setiap (v + W) € V/W.

Teorema 4.12

Jika W adalah ruang bagian dari ruang vektor V atas lapangan K maka

pemetaan L: V — V/W yang didefinisikan sebagai : v — v + W dengan

v € V adalah transformasi linear.
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Bukti:
1. Ambﬂ sebarang vi, vy € V
Akan diperlihatkan L(v; + v,) = L(v1) + L(v2)
Sekarang L(vy + v,) = (vi + v3) + W= (v +W) + (vo+ W)
=L(v1) + L(v2)
2. Ambil sebarangv € V, k eK.
Akan diperlihaatkan L(kv) =k L(v)
Sekarang : L(kv) =kv+ W, kv eV
=k (v+ W)=k L(v).

Jadi L adalah transformasi linear. |

Teorema 4.13
Jika M dan N adalah ruang bagian dari ruang vektor V atas lapangan K
sedemikian sehingga V = M @ N, maka relasi dari N ke V/M yang
didefinisikan I(y) =y + M dengan y € N adalah isomorfis.
Bukti:
(1 )Akan dibuktikan L injektif
Bila diambil sebarang y; , y» € N sedemikian hingga L(y,)=L(y;)<
y1+M=y,+ Mmaka y; €y, + M menurut teorema 4.7.(ii)
Jadiy; =y, + x, xeM
Di lain pihak y; —y, = xe N karena y; , y» € N. Dan diketahui M
dan N saling asing sehingga x = 0 akibatnya y; - y,=0 <y, = ya.

Jadi V (y1, y2 € N) (L(y1) = L(y2) = y1= y2). (D
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(11) Akan dibuktikan L surjektif
Ambil sebarangz+M e VM ,z eV .
Dart V=N® M makabisakitatulisz=y+x,ye N,x e M..
Ini menunjukkan bahwa:z+ M=y+x+M  karena (x + M= M)
| z+M=y+M
hal ini menunjukkan bahwa setiap koset di M dapat diperoleh dengaﬁ
menggunakan elemen di N.
Jadi(Vz+Me VIM)(3y e N)(I(y) =y + M=z + M) 2)
(iii)Akan dibuktikan L adalah transformasi linear.
Ambil sebarangy; ,y2 € N , ki, k; e K
Akan dibuktikan L(k; y; + ko y2) = k; L(y1) + k2 I(y2).
Sekarang : Lk yi tkay ) =(kiyi +tky,))+ M
= (ki1 y1 M) + (ky y2 M)
=k(y; M) + ky(y2 + M)

=k L(y1) + k2 L(y2).

Jadi L adalah transformasi linear. 3)

Dari (1), (2) dan (3) diperoleh N isomorfis terhadap V/M. N

Teorema 4.14

Bila M adalah ruang bagian berdimensi m dari ruang vektor V yang

berdimesi n, maka V/M berdimensi n —m.
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Bukti:

Diketahui ruang vektor V berdimensi n dan M adalah ruang bagian
berdimensi m dari ruang vektor V.

Dengan menggunakan teorema 4.4, kita dapat menemukan N sedemikian
sehingga M & N = V. Sehingga kita peroleh dimensi dari N yakni n — m.
Menurut teorema 4.13 N isomorfis dengan V/M. Maka dapat

disimpulkan bahwa V/M berdimensi n— m (teorema 2.14) [ |

Teorema 4.15

Jika W adalah ruang bagian dari ruang vektor V, didefinisikan

transformasi linear L:V —V/W, maka V isomorfis dengan V/W.

Bukti:

Menurut teorema 4.12 didapat L adalah transformasi linear.

L bijektif karena:

e Bila diambil sebarang x,y € V sedemikian sehingga L(x)=I(y) <

xtW=ytWo x=y.
Maka x =y.

e Ambil sebarang x+WeV/W, ini berarti ada xe V.

Contoh 4.5
Andaikan U adalah ruang bagian dari R”.
Didefinisikan L: R*-R*/U yakni L(x,y)" =(x,y)+U. Buktikan bahwa

R? isomorfis R*/U .
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Penyelesaian:

Menurut teorema 4.12 diperoleh L: R>>R*U adalah transformasi linear

dan menurut teorema 4.15 R? dengan R*/U isomorfis.

Contoh 4.6

Diketahui transformasi linear L ; R*—R3 yakni L(xl,xz,x3)T= (X2, X, X3)T
untuk V(Xl,Xz,X3)T e R? dengan x;,X2,x3 € R. ‘

W, U adalah ruang bagian dari R® dan U berisi L(W) dengan
W={(O,O,X3)T [ x3 eR}

Diketahui bahwa diagram di bawah ini komutatif (6 ' L =L’ 8) dengan

L'((a,b,c)" + W) =(b,a,c)' +U, a,b,c e R

R? —i—> R’
P o’
L
RYW R/ U

Gambar 4.2

Tunjukkan bahwa R*/W isomorfis R*/U!

Penyelesaian:
Dapat ditunjukkan & ' L =L’ 8 yaitu:
Ambil sebarang (x,v,2)" € R?, sehingga diperoleh

5 Lxy.2) =8 (yx2)=(y,x2) +U
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sedangkan

L' §(x,y,z) =L'(( x,y,z) + W)= =(y,x,z) +U

Sehingga & 'L =L’ 3.

Menurut teorema 4.15 diperoleh R’/W isomorfis R*> dan R® isomorfis

R*/U sehingga R*/W isomorfis R*/U.

Dari contoh 4.6, L. adalah transformasi linear yang memetakan
suatu ruang vektor ke suatu ruang vektor yang sama dan diketahui
diagram gambar 4.2 komutatif sehingga dapat ditemukan suatu
isomorfisma antara ruang pembagi dari dua ruang vektor tersebut. Tetapi
bila transformasi linear L. memetakan suatu ruang vektor ke ruang vektor
yang berbeda, maka ada dengan tunggal transformasi linear yang terjadi
pada ruang pembagi dari dua ruang vektor tersebut sedemikian sehingga

diagram seperti pada gambar 4.3 komutatif. Teorema di bawah ini akan

memperlihatkannya.

Teorema 4.16
Andaikan L: V=V, merupakan transformasi linear dan W ruang bagian

dari V dan W, ruang bagian dar1 V, yang berisi L(W). Maka ada dengan

tunggal transformasi linear L' :V/W — V /W, sedemikian sehingga :
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VIW ———» V/W,;
Gambar 4.3

diagram di atas komutatifatau L' t=n; L .

Bukti:

Diketahui L: V—V, adalah transformasi linear dan W ruang bagian dari

V, W, ruang bagian dari V; yang berisi L(W).

Akan dibuktikan ada dengan tunggal transformasi linear

L":V/IW— V/W, , berarti ada 3 hal yang harus dibuktikan:

1. Akan dibuktikan L' pemetaan.

Ambil sebarang n(u),n(v)e V/W sedemikian sehingga n(u)=n(v)=u '

dengan u, v € V. Akan dibuktikan L'n(u) =L'n(v).

Perhatikan bahwa w(u)=n(v) < u+W = v+W, menurut teorema 4.8

diperoleh u — v e W sehingga L(u) — L(v) e (W) < W.

Karena L(u)-1(v)eL(W)cW; mengakibatkan L(u)+W=L(v)+ W; €

V/W,. Ini berarti m; L(u) = 7t; L(v).

Karena mt; L(u)=L'n(u) dan mL(v)=L'n(v) sehingga L'n(u)=L'n(v).
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Sekarang ambil sebarang m(a) € V/W. Akan dibuktikan ada L' n(a)
e Vi/Wi.
Bila diafnbil sebarang L(u) €V; maka menurut teorema 4.10 ada u’
€ V1/W; sedemikian sehingga m;L(u) = u’. Padahal diketahui 7;L(u)
=L'n(u)=u".
Jadi V (n(u) e V/IW) 3(L' n(u)=u’).
.. L' adalah pemetaan .
2. Akan dibuktikan L' adalah transformasi linear .
Didefinisikan L' :V/W —V/W; sedemikian sehingga L'n(u) =
m;L(u) untuk setiapu € V.
(1) Ambil sebarang uj,u,€ V/W sedemikian sehingga m(u)=u; dan
n(v)=u, denganu,v € V..
Akan dibuktikan L'(u; + uz) = L'(u;) + L'(up).
Sekarang :
L'(u;) + L'(uz)= L'n(u)+ L'n(v)= m; L(u)+ mL(v)
= m(L(u)+ L(v)) karena =; transformasi linear
lihat teorema 4.12
=m(L(u+v)) karena L transformasi linear
=n; L(utv)
=L'n(u+v)
= L'(n(u) + m(v)) karena n transformasi linear

lihat teorema 4.12
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=L'(u; + uy)
=V (up,u2€ V/IW) berlaku L'(ug + up) = L'(uy) + L'(uy).

(1) Ambil sebarang u’ €V/W sedemikian sehingga n(u)= u'.
Andaikan keK,maka akan dibuktikan bahwa L'(k u")=kL'( u").
Sekarang: k L'( u')=k L'n(u)=k m;L(u)= n; k L(u)= 7 1L(k u)

=L'n(k u) =Lk (n(u"))=kL'(u" )
S V(u €V/W) (ke K) berlaku L'(k u") =k L'( u").
Jadi L' transformasi linear.
3. Akan dibuktikan L' tunggal.

Andaikan ada L'’ : V/W =V 1/W;. Akan dibuktikan L' =L"".

Misalkan L” : V/IW —V /W, merupakan transformasi linear dan

L"(n)=r;L. Ambil sebarang u’ € V/W, pilih ueV sedemikian

sehingga n(u) = u'. Diperoleh: L""(u") = L" n(u) = mL(u) = L'n(u)=

L'(u")

Sehingga L’ = L". Jadi L' tunggal.

Kesimpulan : ada dengan tunggal transformasi linear L' :V/W — V/W.

Contoh 4.7
Diketahui transformasi linear L:R* — R! vakni L(x,y)" = x + v, Xy € R
W adalah ruang bagian dari R* dengan W = {(O,y)'[] X,y € R} dan U

adalah ruang bagian dari R' yang berisi L(W).
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RYW——>R'/U
Gambear 4.4

Tunjukkan bahwa ada tunggal transformasi linear L' ‘RZ/W —RYU
yakni L' ((a,b)+W) = a + U sédemikian sehingga diagram di atas
komutatif atau L'rn = w;L. |
Penyelesaian:

Sekarang akan diperlihatkan bahwa dengan L'((a,b)'+W) = (a+U)
diagram di atas komutatif atau L'n = m;L.

Ambil sebarang (x,y)" € R?* , diperoleh:

La(xy)’ =L'((xy) +W)=x+U

sedangkan

m Lx,y)" = mi(x+y) = (x+y) + U =x + (y +U) = x + U karena y +U
elU.

JadiL'n=mL

Karena diagram di atas komutatif, menurut terorema 4.16 diperoleh ada

tunggal transformasi linear L'.
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BABY

KESIMPULAN

Dalam skripsi ini telah dibuktikan bahwa himpunan semua transformasi
linear dari ruang vektor U atas lapangan K ke ruang vektor V atas lapangan K
yang dilambangkan dengan I(U,V) membentuk ruang vektor atas lapangan yang
sama yakni K.

Pada konsep dualitas ruang vektor, annihilator dari suatu ruang bagian,
jumlah langsung (direct sum) dan ruang pembagi dapat ditemukan bentuk
transformasi linear yang isomorfisma.

Himpunan semua transformasi linear dari U(K) ke K disebut dengan
dual dari U dan dilambangkan U, Transformasi U(K) ke K disebut juga dengan
fungsional linear atau bentuk linear pada U. Bila U(K) berdimensi n maka 0 juga
berdimensi n. Akibatnya U™ juga memiliki dimensi yang sama yakni n, schingga
U dengan U"" adalah isomorfis.

Fungsional linear f € U" disebut annihilator bila f (W=0,ueW
dengan W adalah ruang bagian dari ruang vektor U. Himpunan semua annihilator
dilambangkan dengan W° adalah ruang bagian dari U". Jika U(K) berdimensi n
dan W ruang bagian dari U(K) yang berdimensi m maka W° berdimensi n — m.

Andaikan U,W adalah ruang bagian dari V(K) sedemikian sehingga
UNW={0}, maka U + W disebut jumlah langsung (direct sum) dan

dilambangkan dengan U®W. V= U & W bila dan hanya bila untuk setiapv € V

dapat ditulis secara tunggal sebagai v = u + w dengan u € U dan w € W.

RRK
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Pemetaan L:V—>U®W merupakan transformasi linear. Jumlahan dari U dan W
serta irisannya merupakan ruang bagian dari V, sehingga L: V—>U®W merupakan
transformasi linear dari V ke V. Jika V=U @& W maka dim V=dim U + dim W,
akibatnya transformasi linear L: V>U®W adalah isomorfisma.

Ruang pembagi V/W dengan W merupakan ruang bagian dari V(K)
adalah himpunan yang berbentuk (v+W) < V yakni v+tW = {vtwweW}.
Pemetaan dari V — V/W merupakan transformasi linear yang isomorfima. Bila M

adalah ruang bagian yang berdimensi m dari ruang vektor V(K) yang berdimensi

n maka V/W berdimensi n — m.

Jika W adalah ruang bagian dari ruang vektor V dan didefinisikan
L:V —»V/W, maka V isomorfis dengan V/W. Sedangkan bila M dan N adalah
ruang bagian dari V(K) sedemikian sehingga V=M @ N maka relasi dari N ke
V/M yang didefinisikan L(y) =y + M dengan y € N memberikan isomorfisme N
dengan V/M .

Bila L: V—V; merupakan transformasi linear dan W ruang bagian dari
ruang vektor V dan W; ruang bagian dari ruang vektor V; yang berisi L(W).

Maka ada dengan tunggal transformasi linear L' :V/W — V/W; sedemikian

IE;
N = Vi

7

V/W —_—> Vl/W1
Gambar 4.4

sehingga :
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diagram di atas komutatif atau L' = = m; L .Tetapi bila transformasi linear L

memetakan antara dua ruang vektor yang sama, misal L: V —V sedemikian

sehingga diagram di atas komutatif maka ruang pembagi dari dua ruang vektor

tersebut yakni V/W dengan V/W; isomorfis.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

DAFTAR PUSTAKA

1. Narayan, Shanti. (1979). Modern Abstract Algebra, S. Chand & company

LTD.

2. Halmos, Paul R. Finite — Dimensional Vector Spaces.

3. Jacob, Bill. (1990). Linear Algebra, W.H. Freeman And Company, New
York.

4. Gardiner, C. F. (1985). Modern Algebra: A Natural Approach With
Applications, John Wiley & Sons,1985.

5. Leon, Steven J. Linear Algebra With Applications., Prentice Hall
International, Inc.

6. Lang,Serge. (1970).Linear Algebra. New York

7. D.Suryadi H.S dan S,Harini Macmudi. (1984). Aljabar Linear. Ghalia
Indonesia.

8. Anton, Howard. (1987) Aljabar Linear Elementer. Jakarta: Erlangga.

9. Nomizu, Katsumi. (1996) Fundamentals of Linear Algebra. Mc Graw-hill
Book Company.

10. Suhakso. (1978). Aljabar Abstrak. Yogyakarta : Fakultas Ilmu Pasti dan
Alam UGM.

11. White, Paul A. (1996). Linear Algebra. California: Dickenson Publishing

Company, Inc.

12. Lipschutz, Seymour. (1968). Theory and problem of Linear Algebra. New

York : McGraw-Hill, Inc.

g1




