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ABSTRACT

The concept of the generalization of inner product is one of the mathematical objects that studied
and developed by researchers. In this research we defined a semi-inner product which is a
generalization of the Milicic semi inner product. Besides that, we studied the characteristics that
can be derived and their relationship with another semi inner product. This research used a literature
study method which aims to study the properties of the expansion of the Milicic semi inner product
along with their relationship to another semi inner product. The expected benefits of this research
are for the development of mathematical research, especially in semi-inner-product topics.
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1. PENDAHULUAN

Dalam mempelajari analisis fungsional,
sesungguhnya tidak dapat dilepaskan dari konsep
ruang bernorma, yaitu ruang vektor yang dilengkapi
dengan norma. Lebih khusus lagi, terdapat konsep
ruang hasil kali dalam, yaitu ruang vektor yang
dilengkapi dengan hasil kali dalam. Konsep hasil kali
dalam merupakan salah satu objek matematika yang
dipelajari dan dikembangkan oleh para peneliti.
Salah satu arah pengembangannya adalah dengan
membentuk generalisasinya.

Salah satu generalisasi hasil kali dalam adalah
semi hasil kali dalam superior dan inferior.

1.1 Definisi

Semi hasil kali dalam superior dan inferior
dari x,yeX, yang berturut-turut ditulis (z,y), dan
(z,9),, dengan X ruang bernorma didetnisikan
sebagai

. 2 2
_lim Ix+o I =l x]
10" 2t

(x, %),

oy, lim Lt =) 5]
28 t—0" 2t

(Dragomir, 2004).

semi hasil kali dalam, semi hasil kali dalam superior, semi hasil kali dalam inferior,

Eksistensi dari defnisi tersebut dijamin
dengan menggunakan sifat-sifat dari fungsi konveks.
Sifat-sifat dari semi hasil kali dalam superior dan
interior ternyata mempunyai banyak hubungan
dengan semi hasil kali dalam yang lain.

1.2 Sifat

Jika X merupakan ruang bernorma, maka
untuk setiap x,y,&X dan p,q< {i,s} dan p=#q berlaku:

@ G0, =lxlP

@@  (Axy), = A(ry), untuk semua A > 0.
(i) (A9, = A@y), untuk semua A > 0.
@) (Axy), = A(ry), untuk semua A <O0.
™ @A), = Ay), untuk semua A <0.
(vi) 1), <Ilxll Hiyll.

Wil)  @+9,2), < (62) +(,2).
Will)  (+3,2), < 0,2 +3,2) .

Selanjutnya, jika (X,(.,.)) merupakan ruang

inner produk, maka untuk setiap x,y& X berlaku (r,),
=(xy) = ().
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1.3 Teorema

Diberikan sebarang ruang bernorma X. Untuk
setiap x,yEX dan pER berlaku (px+y,x0) =
pI|x|I+(y,x)q dengan ¢ adalah s atau 7.

1.4 Teorema

Diberikan ruang bernorma X. Untuk sebarang
x,y,2€ X berlaku | (x+2z,y) p-(z, ) pl < llxll Iyl dengan p=i
atau p=s.

1.5 Akibat
Fungsi (.,x) p:XXX—)]R kontinu pada X untuk
setiap x€X dengan p=i atau p=s.

1.6 Teorema

3 Diberikan sebarang ruang bernorma X dan
J merupakan irisan dari fungsi dualitas yang
ternormalisasi /. Semi hasil kali dalam atas dari x
dan y dapat direpresentasikan sebagai:

lim
(¥, x), =

Re<j(x +1y), y>

1.7 Teorema

3 Diberikan sebarang ruang bernorma X dan
J merupakan irisan dari fungsi dualitas yang
ternormalisasi /. Semi hasil kali dalam atas dari x
dan y dapat direpresentasikan sebagai:

o <J(x +lyt) —J(x) ’x>

lim
6220

Selanjutnya, Dragomir (2004) menuliskan
pula perluasan hasil kali dalam yang lain yaitu semi
hasil kali dalam Milicic beserta sifat-sifatnya.

1.8 Definisi
Diberikan ruang bernorma X. Didefinisikan
fungsi (,,.) XxX—R dengan

@y = (x, ), +(x,»),

untuk setiap x,y& X. Selanjutnya, fungsi (.,.) ) disebut
semi hasil kali dalam Milicic.

1.9 Sifat
Jika X merupakan ruang bernorma, maka
untuk setiap x,yEX berlaku:

) (x,x)g=| lxl12.

(i) (/Ix,y)g=ﬂ.(x, ), untuk semua A>0.

(i) @Ay .= /I(x,y)g untuk semua A > 0.

@iv) |(x,y)g| < |lxll Tyll.

Dari definisi yang telah diberikan oleh
Dragomir tersebut, muncullah suatu ide untuk
menggeneralisasikannya, yaitu dengan membentuk

a(x,y), +b(x,),

@y, =
Y a+b

untuk setiap x,y,EX, real non negatif yang tidak
keduanya nol. Definisi tersebut nantinya akan
disebut semi hasil kali dalam Milicic yang diperluas.
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mempelajari
sifat-sifat semi hasil kali dalam Milicic yang
diperluas.

2. METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan untuk penelitian ini
adalah studi literatur. Dalam penelitian ini terlebih
dahulu dipelajari tentang semi hasil kali dalam
superior dan inferior. Selanjutnya dipelajari detinisi
semi hasil kali dalam Milicic beserta sifat-sifatnya.
Selanjutnya dari sifat-sifat yang tersebut dipelajari
lebih lanjut untuk mengetahui mana saja sifat yang
masih bisa digunakan pada semi hasil kali dalam
Milicic yang diperluas.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Sebelumnya, pada Definisi 1.5 diperkenalkan
semi hasil kali dalam Milicic, yaitu

() = (x, ), +(x,»),

untuk setiap x,yE X, dengan X ruang bernorma. Dari
definisi tersebut, diperoleh ide untuk
memperluasnya dengan definisi sebagai berikut.

3.1 Definisi
Diberikan ruang bernorma X. Didefinisikan
fungsi (,,.) XxX—R dengan
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a(x,y), +b(x,y),

@y, =
a+b

untuk setiap x,yE X, a,b real non negatif yang tidak
keduanya nol. Selanjutnya, fungsi (.,.)  disebut semi
hasil kali dalam Milicic yang diperluas.

Lebih lanjut, dari definisi tersebut diselidiki
sifat-sifat yang berhubungan dengan hasil kali dalam
yang terangkum seperti di bawah ini.

3.2 Sifat

Jika X merupakan ruang bernorma, maka
untuk setiap x,y&X, berlaku:
i (ex), = Il

ii. (0x,By),= 0By, dengan 6 S > 0.

iii. [Cy) | < 1l Iyl

Bukti:

i Untuk setiap x€ X, dengan menggunakan Sifat
1.2. berlaku
) - X, T, allx I* +b ]| x|

a+b a+b

= llxll%

ii. Diambil sebarang x,y&X dan sebarang

J0,f€R dengan 6 S > 0.

Jika 6 =0 atau f=0, jelas bahwa (x,y) =O0.
Jika >0 dan >0, dengan menggunakan
Sifat 1.2. diperoleh

(Sx.By) - L&), +b(ox. fy),
, ! a+b

_ adf(x,y), +b5p(x,y),
a+b

6, wy),

Jika 0 <0 dan f<0, dengan menggunakan
Sifat 1.2. diperoleh

(5x,By), = AP, +b(S% fy),
! a+b

_ ad(x,fy), +bS(x, By),
a+b

_ adf(x,y), +bop(x,y),
a+b

=0,8ky),
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iii.  Untuk setiap x,yE€X, dengan menggunakan
sifat sebelumnya. berlaku

e | - la(x, ), +b(x,),|
S PRV

_allx iy i+6l =1 x|l
a+b
= <llxll I1yll.

3.3 Teorema

Diberikan ruang bernorma X. Jika X
dibangkitkan oleh hasil kali dalam ( .,.), maka untuk
setiap x,y,€X, berlaku (xx) = (x,y).

Bukti:
Diambil sebarang x,y& X. Berdasarkan Sifat 1.2, jelas
bahwa

o, - St xy)
_ a(x, y> + b(x, y>
a+b
= (xy).

3.4 Teorema

Diberikan sebarang ruang bernorma X. Untuk
setiap x,9,€X dan p€R berlaku (px+yx), =
Pllxll+@) .

Bukti:
Diambil sebarang x,yEX dan pER. Berdasarkan
Teorema 1.3 diperoleh

(Px+y%),

_a(px+y,x), +b(px+y,x),

- a+b

_alpllx[[+(y.x))+b(p | x[[+(¥,x),)
a+b

_ apllx[[+bp || x| +a(y,x), +b(y,x),
a+b

= plixll+ (@),

3.5 Teorema
Diberikan sebarang ruang bernorma X. Untuk

setiap x,y,2€ X berlaku | (y+2z,%) -(z,x) |<Ilyll [lx]l.
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Bukti:
Diambil sebarang x,y,2&X. Berdasarkan Teorema 1.4
diperoleh

l(y+2,9) -(2,%) |

|a(y+z,x)_Y +b(y+2z,%),
- ’ a+b

_a(z,x), +b(z,x),
a+b |

= |a(y+zax)s _Cl(Z,X)S
a+b

L b+ z.x), = b(z.x),|
a+b |

< = |(y+2,2) ~(2,%) |+ : |(y+2,2) ~(2,%) |
a+b a+b

< =2 NIyl Hall+ —2— 11yl ]
a+b a+b

= |yl Hxll.

3.6 Teorema
Fungsi (.,x), :XxX—R kontinu pada X untuk
setiap x€X.

Bukti:
Diambil sebarang x€X. Diperhatikan fungsi

a(.,x), +b(.,x),
a+b .

Berdasarkan Akibat 1.5, fungsi (.,x), dan (.,%),
merupakan fungsi kontinu, sehingga fungsi

(%), =

a(.,x), +b(.,x),
a+b

(), =
juga merupakan fungsi kontinu.

3.7 Teorema

3 Diberikan sebarang ruang bernorma X dan
J merupakan irisan dari fungsi dualitas yang
ternormalisasi /. Semi hasil kali dalam Milicic yang
diperluas dari dan dapat direpresentasikan sebagai:

(0,
_ }E‘QRe<aj(x +1y) +bT (x —1y) ’y>
a+b

Bukti:
Diambil sebarang x,yE X. Diperhatikan bahwa

a(y,x), +b(y,x),
a+b

0x, =

Berdasarkan Teorema 1.2 dan Teorema 1.6
diperoleh:

02,

a(y,x), +b(y,x),
B a+b
B a(y,x)s _b(_yvx)s
N a-b

= _1 [ lim ;
P [at N 0+Re<J(x+ty),y>

+Re<j(x - ly),y>)

+blim
t—>0

=0T a+b

lim Re<ai(x+ry)+bi(x—zy>’y>'

3.7 Teorema

3 Diberikan sebarang ruang bernorma X dan
J merupakan irisan dari fungsi dualitas yang
ternormalisasi /. Semi hasil kali dalam Milicic yang
diperluas dari ¥ dan y dapat direpresentasikan

sebagai:

(%),

_ }Lng 2 <aj(x +1) = bI(x =) + (b — a)J (x) )x>
a+b

Bukti:
Diambil sebarang x,yEX. Diperhatikan bahwa

a(y,x), +b(y,x),
a+b )

ox), =
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Berdasarkan Teorema 1.2 dan Teorema 1.7 4. KESIMPULAN
diperoleh:
1. Jika X merupakan ruang bernorma, maka
o), untuk setiap x,yEX dan p,qE {i,s} dan p#q dan
dan berlaku:

,X), +b(y,x), :
a(y,x), +b(y,x) i @), =l

aly x)ati(_y ) ii. (Axy),= A(),untuk semua 1> 0.
- 2 Sa+b s iii. (x,/Iy)p= /I(x,y)puntuk semua A> 0.

) ) iv. (Ax,y) )= A(x,y) , untuk semua A> 0.
_ 1 [alim Re<J (x+1)-J(x) x> 2. Jika X dibangkitkan oleh hasil kali dalam (_.,.),

a+b\ =0 4 | maka untuk setiap x,yE€X berlaku (x,) =
s 5 (xy).
—bllT+Re<M,x>j 3. Fungsi (.x) :XxX—R kontinu pada X untuk
setiap xEX.
lm @l (x4 1) =BT (x— 1) + (b— )T (x) 4. Sen.ll hasil kali dala.m Milicic yafng dlperlua.s
= o+ e P X dari x dan y dapat direpresentasikan sebagai:
02,
_ lim Re<aJ(x+zy)—bJ<x—zy>+ (b-a)J (x) ,x>
10 a+b
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