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Abstrak 
Aljabar Max-Plus adalah himpunan ℜ𝑚𝑎𝑥 =  ℜ ∪ *−∞+ dengan ℜ himpunan 

bilangan real, dilengkapi operasi maksimum ⊕ dan plus ⊗. Himpunan ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛 ×𝑛 adalah 

himpunan matriks berukuran 𝑛 × 𝑛 yang elemen-elemennya merupakan anggota ℜ𝑚𝑎𝑥 . 

Telah dibahas tentang bagaimana menentukan nilai eigen suatu matriks atas aljabar 

Max-Plus. Dibentuk himpunan 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥 yaitu himpunan yang anggotanya merupakan 

interval-interval tertutup di dalam ℜ𝑚𝑎𝑥. Himpunan 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥 dilengkapi dengan operasi 

 ⊕̅̅̅ 
 
dan ⊗̅̅̅ disebut aljabar Max-Plus interval. Selanjutnya, dapat dibentuk himpunan 

matriks berukuran 𝑛 × 𝑛  yang elemen-elemennya merupakan anggota himpunan 

𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥  ditulis 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛 ×𝑛. Misalkan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥

𝑛 ×𝑛 dan [ A , A ]  ∈  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  )b, dengan 

A ≈ [ A , A ], matriks interval A dikatakan tak terreduksi jika untuk setiap matriks 

𝐴 ∈ [ A , A ] tak terreduksi. Jika tidak demikian, matriks interval A dikatakan terreduksi. 

Tujuan penelitian ini adalah bagaimana menentukan nilai eigen suatu matriks atas 

aljabar Max-Plus interval, untuk matriks tak terreduksi maupun matriks terreduksi.  

 

Kata kunci : Aljabar Max-Plus interval, nilai eigen.   

 
PENDAHULUAN 

Aljabar Max-Plus adalah himpunan ℜ𝑚𝑎𝑥 =  ℜ ∪ * 𝜀 +, 𝜀 = − ∞ dilengkapi dengan 

operasi maksimum ⊕ dan plus ⊗merupakan semifield idempoten. Aljabar Max-Plus telah 

digunakan untuk memodelkan dan menganalisis secara aljabar masalah perencanaan, komunikasi, 

produksi, sistem antrian dengan kapasitas berhingga, komputasi parallel, dan lalu lintas. (Baccelli, 

et.al [2]). Dari himpunan ℜ𝑚𝑎𝑥 dapat dibentuk himpunan matriks berukuran 𝑚 × 𝑛 yang elemen-

elemennya merupakan elemen ℜ𝑚𝑎𝑥 dinotasikan dengan ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛, selanjutnya disebut himpunan 

matriks atas aljabar Max-Plus. Khusus untuk m = n , himpunan ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  dilengkapi dengan operasi 

maksimum ⊕ dan plus ⊗
 
merupakan semiring yang idempoten (Akian, et. al, [1], Konigsberg 

[5]). Untuk n = 1, diperoleh himpunan vektor dalam aljabar Max-Plus ditulis ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑚  (Farlow [4]). 

Schutter [7] dan Subiono [9] telah membahas tentang masalah nilai eigen dan vektor eigen suatu 

matriks atas aljabar Max-Plus. Selanjutnya, Butkovic [3] dan Tam K. P [10] telah menulis tentang 

ruang vektor eigen dan bagaimana menentukan nilai eigen matriks atas aljabar Max-Plus.  

Untuk menyelesaikan masalah jaringan dengan waktu aktifitas bilangan kabur seperti 

penjadwalan kabur dan sistem antrian kabur, aljabar Max-Plus telah digeneralisasi menjadi aljabar 

Max-Plus interval dan aljabar Max-Plus bilangan kabur. Aljabar Max-Plus interval yaitu himpunan  

𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥  dilengkapi dengan operasi   ⊕̅̅̅  dan  ⊗̅̅̅, sedangkan aljabar Max-Plus bilangan kabur 

yaitu himpunan 𝐹(ℜ)𝑚𝑎𝑥 dilengkapi dengan operasi ⊕̃  dan  ⊗̃  (Rudhito [6]). Telah dibahas juga 

tentang matriks dalam aljabar Max-Plus interval, graf dalam aljabar Max-Plus interval serta nilai 

eigen dan vektor eigen matriks atas aljabar Max-Plus interval khusus untuk matriks tak terreduksi. 

M -  
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Disamping itu, Siswanto [8] telah membahas tentang ruang vektor eigen matriks dalam aljabar 

Max-Plus interval. 

Dari uraian tersebut, menarik untuk diteliti tentang bagaimana menentukan nilai eigen 

matriks atas aljabar Max-Plus interval untuk matriks secara umum, sekaligus basis ruang eigennya. 

Sebelum dibahas hasil utama penelitian ini, terlebih dahulu akan ditinjau beberapa konsep dasar 

dan hasil-hasil yang mendukung pembahasan.  

Berikut adalah beberapa konsep dalam menentukan nilai eigen suatu matriks dalam aljabar 

Max-Plus.  

Definisi 1.1. Misalkan 𝑁 = *1, 2, … , 𝑛+, 𝐾 = *𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑘+ ⊆ 𝑁 dengan 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑘 ≤

𝑛 , didefinisikan 𝐴,𝐾- adalah submatriks utama dari matriks 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗] yaitu  

( 

𝑎𝑖1𝑖1 ⋯ 𝑎𝑖1𝑖𝑘
⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑖𝑘𝑖1 ⋯ 𝑎𝑖𝑘𝑖𝑘

 + 

dan 𝑥,𝐾- menyatakan subvektor (𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , … , 𝑥𝑖𝑘)
𝑇
dari vektor (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)

𝑇 ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛 . 

Selanjutnya, jika 𝐷 = (𝑁, 𝐸) adalah graf berarah, 𝐷,𝐾- menyatakan subgraf berarah yang 

diinduksi dari 𝐷 yaitu 𝐷,𝐾- = (𝐾, 𝐸 ∩ (𝐾 × 𝐾)), bahwa 𝐷𝐴,𝐾- = 𝐷,𝐾-. 

Definisi 1.2. Misalkan 𝐴, 𝐵  ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , maka simbol 𝐴 ∼ 𝐵 berarti bahwa 𝐴 dapat diperoleh dari 𝐵 

dengan permutasi bersama dari semua kolom dan baris. 

Lema 1.3. Jika 𝐴 ∼ 𝐵 maka Λ(𝐴) = Λ(𝐵) dan ada fungsi bijektif antara 𝑉(𝐴) dan 𝑉(𝐵). 
Lema 1.4. Misalkan 𝐴 ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 , 𝜆 ∈ 𝛬(𝐴) dan 𝑥 ∈ 𝑉(𝐴, 𝜆). Jika 𝑥 ∉ 𝑉+(𝐴, 𝜆) maka 𝑛 > 1, 

𝐴 ∼ ( 𝐴
(11)  𝐴(21) 
𝜀 𝐴(22)

 * 

𝜆 = 𝜆(𝐴(22)) dan 𝐴 matriks terreduksi. 

Proposisi 1.5. Diberikan 𝐴 ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , 𝑉(𝐴) = 𝑉+(𝐴) jika dan hanya jika 𝐴 matriks tak terreduksi. 

Definisi 1.6. Misalkan 𝐴 merupakan FNF, graf berarah penyederhanaan (Condensation digraph) 

adalah graf berarah 𝐶𝐴 = (*𝑁1, … , 𝑁𝑟+, {(𝑁𝑖 , 𝑁𝑗)|∃𝑘 ∈ 𝑁𝑖 , ∃𝑙 ∈ 𝑁𝑗 sehingga 𝑎𝑙𝑘 > 𝜀}). 

Lema 1.7. Jika 𝑥 ∈ 𝑉(𝐴), 𝑁𝑖 → 𝑁𝑗 dan 𝑥[𝑁𝑗] ≠ 𝜀 maka  𝑥,𝑁𝑖- berhingga. Secara khusus bahwa 

𝑥[𝑁𝑗] berhingga. 

Teorema 1.8. (Teorema Spektral) Diberikan 𝐴 ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  yang merupakan FNF, maka 

𝛬(𝐴) = {𝜆(𝐴𝑗𝑗) |𝜆(𝐴𝑗𝑗) = max
𝑁𝑖→𝑁𝑗

𝜆(𝐴𝑖𝑖)}. 

Definisi 1.9. Diberikan 𝐴 ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  yang merupakan FNF. Jika 𝜆(𝐴𝑗𝑗) = max𝑁𝑖→𝑁𝑗 𝜆(𝐴𝑖𝑖) maka 

𝐴𝑗𝑗 (dan juga 𝑁𝑗 atau hanya 𝑗) disebut sebagai spektral (spectral). 

Akibat 1.10. Semua klas awal dari 𝐶𝐴 merupakan spektral. 

Akibat 1.11. 1 ≤ |Λ(𝐴)| ≤ 𝑛 untuk setiap 𝐴 ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 . 

Akibat 1.12. 𝑉(𝐴) = 𝑉(𝐴, 𝜆(𝐴)) jika dan hanya jika semua klas awal mempunyai nilai eigen 𝜆(𝐴) 
yang sama. 

Selanjutnya, dibicarakan konsep aljabar Max-Plus interval dan matriks atas aljabar Max-

Plus interval.   

Interval tertutup x dalam ℜ𝑚𝑎𝑥 
adalah suatu himpunan bagian dari ℜ𝑚𝑎𝑥 yang berbentuk 

x = [ x, x ] =  { 𝑥 ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥| x  ≼𝑚 𝑥 ≼𝑚 x }. Interval x dalam ℜ𝑚𝑎𝑥 disebut interval Max-Plus. 

Suatu bilangan x ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥 dapat dinyatakan sebagai interval [x,x].  

Definisi 1.13. Dibentuk 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥 = {x = [ x, x ] |x, x  ∈  ℜ,  𝜀 ≺𝑚  x  ≼m x }  ∪ * ε +, dengan ε = 

[𝜀, 𝜀-. Pada himpunan 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥 didefinisikan operasi  " ⊕̅̅̅  " dan  " ⊗̅̅̅  " dengan x ⊕̅̅̅  y = , x  ⊕

𝑦 , x  ⊕ 𝑦 ] dan x ⊗̅̅̅  y = , x  ⊗ 𝑦 , x  ⊗ 𝑦 ] untuk setiap  x, y ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥. Selanjutnya disebut 

aljabar Max-Plus interval dan dinotasikan dengan 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥 = (𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥; ⊕̅̅̅, ⊗̅̅̅).  



            Prosiding Seminar Nasional Penelitian, Pendidikan dan Penerapan MIPA, 

                                                             Fakultas MIPA, Universitas Negeri Yogyakarta, 18 Mei 2013         

 

  
M-143 

Definisi 1.14. Himpunan matriks berukuran 𝑚 × 𝑛 dengan elemen-elemen dalam 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥 

dinotasikan dengan 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛  yaitu  

𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛  =  {A =  [A𝑖𝑗] |A𝑖𝑗 ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥;  𝑖 = 1, 2,… ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 }. Matriks anggota  

𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛

 
disebut matriks interval Max-Plus. Selanjutnya matriks interval Max-Plus  cukup disebut 

dengan matriks interval.   

Definisi 1.15. Untuk A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛 didefinisikan matriks A = ,A𝑖𝑗- ∈ ℜ

𝑚×𝑛 dan  A = ,A𝑖𝑗- ∈

ℜ𝑚×𝑛

 
masing-masing disebut matriks batas bawah dan matriks batas atas dari matriks interval A.  

Definisi 1.16. Diberikan matriks interval  A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛, dengan A  dan A  masing-masing adalah 

matriks batas bawah dan matriks batas atas dari matriks A. Didefinisikan interval matriks dari A 

yaitu [A, A] =  {𝐴 ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛| A  ≼𝑚 𝐴 ≼𝑚 A} 

 
dan 𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑚×𝑛)b = {[A, A]| A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑚×𝑛}. 

Semimodul 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  atas 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥 isomorfis dengan semimodul 𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 )b
  

atas 

𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥 , dengan pemetaan 𝑓: 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  →  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 )b , 𝑓(A) = [A, A], ∀A ∈  𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 . Interval 

matriks  [A, A]  ∈  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 )b 

disebut interval matriks yang bersesuaian dengan matriks interval 

A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  dan dilambangkan dengan  A ≈ [A, A].  

Definisi 1.17. Didefinisikan. 

𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛 = *𝐱 = ,x1, x2, … , x𝑛-

𝑇|xi ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥; 𝑖 = 1, 2, … . , 𝑛+. Himpunan 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛   dapat 

dipandang  sebagai himpunan 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×1 . Anggota 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥

𝑛  disebut vektor interval atas  𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛 . 

Vektor interval x bersesuaian dengan interval vektor [𝐱, 𝐱] yaitu 𝐱 ≈ [𝐱, 𝐱]. 
Berikut definisi tentang himpunan nilai eigen dan himpunan vektor eigen dalam aljabar 

Max-Plus interval. 

Definisi 1.18. Diberikan A, B ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛   dan λ ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥 dengan A ≈ [A, A], B ≈ [B, B] dan 

λ ≈ [λ, λ] , didefinisikan : 

a.  (A, λ) = {𝐱 ∈  𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛  | A ⊗̅̅̅ 𝐱 = λ ⊗̅̅̅ 𝐱} dan 

      ([A, A], ,λ, λ-) = {[𝐱, 𝐱] ∈  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛 )b | A ⊗ 𝐱 = λ ⊗ 𝐱;  A  ⊗ 𝐱 = λ  ⊗ 𝐱} ,       

b. Λ(A) = *λ ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥|  (A, λ) ≠ * +,  = (ε, ε, … , ε)𝑇+ dan 

Λ([A, A]) = {0[λ], [λ]1 ∈ 𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥)b| ([A, A], [λ, λ]) ≠ {[ ,  ]}}, 

c.  (A) = ⋃  (A, ∈ ( ) λ) dan  ([A, A]) = ⋃  ([A, A], ,λ, λ-), , +.∈ ([ , ]) , 

d.  +(A, λ) =  (A, λ) ∩ 𝐼(ℜ)𝑛 dan   +([A, A], ,λ, λ-) =  ([A, A], ,λ, λ-) ∩ 𝐼(ℜ)𝑛, 

e.   +(A) =   (A) ∩ 𝐼(ℜ)𝑛 dan  +([A, A]) =   ([A, A]) ∩ 𝐼(ℜ)𝑛. 

 

PEMBAHASAN 

Pada bagian ini dibahas tentang bagaimana menentukan nilai eigen dari suatu matriks 

interval.  

Definisi 2.1. Misalkan 𝑁 = *1, 2, … , 𝑛+, 𝐾 = *𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑘+ ⊆ 𝑁 dengan 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2 < ⋯ < 𝑖𝑘 ≤

𝑛, didefinisikan A,𝐾- ≈ 0A,𝑘-, A,𝑘-1 adalah submatriks interval utama dari matriks A = [A𝑖𝑗] ∈

𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , A ≈ [A, A] yaitu ( 

A𝑖1𝑖1 ⋯ A𝑖1𝑖𝑘
⋯ ⋯ ⋯
A𝑖𝑘𝑖1 ⋯ A𝑖𝑘𝑖𝑘

 ). x,𝐾- ≈ 0x,𝐾-, x,𝐾-1 menyatakan subvektor 

(x𝑖1 , x𝑖2 , … , x𝑖𝑘)
𝑇

 dari vektor (x1, x2, … , x𝑛)
𝑇 ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥

𝑛 . Selanjutnya, jika D = (𝑁, E) adalah graf 

berarah dan 𝐾 ⊆ 𝑁 maka D,𝐾- menyatakan subgraf berarah yang diinduksi dari D; yaitu 

D,𝐾- = (𝐾, E ∩ (𝐾 × 𝐾)), bahwa D𝐴,𝐾- = D,𝐾-. 

Definisi 2.2. Misalkan A, B  ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , maka A ekuivalen B, dinotasikan  A ∼ B berarti bahwa A 
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dapat diperoleh dari B dengan permutasi secara simultan semua kolom dan baris. 

Tampak bahwa, jika A ∼ B maka graf berarah yang diinduksi  D  dapat diperoleh dari DB 

dengan cara menomori ulang titiknya. Oleh karena itu, jika A ∼ B maka A tak terreduksi jika dan 

hanya jika B tak terreduksi. 

Lema 2.3. Jika  A ∼ B  maka Λ(A) = Λ(B) dan ada fungsi bijektif antara  (A) dan  (B). 

Bukti : Misalkan A, B  ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , A ≈ [A, A]  ∈  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 )b dan B ≈ [B, B] ∈ 𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 )b. Karena 

A ∼ B, berarti  A ∼ B dan A ∼ B. Menurut Lema 1.3,  𝛬(A) = 𝛬(B) dan ada fungsi bijektif antara 

𝑉(A) dan 𝑉(B) serta 𝛬(A) = 𝛬(B) dan dan ada fungsi bijektif antara 𝑉(A) dan 𝑉(B). Karena 

Λ(A) ≈ Λ([A, A]) dan Λ(B) ≈ Λ([B, B]), sedangkan Λ([A, A]) = Λ([B, B]) maka Λ(A) = Λ(B) 

dan ada fungsi bijektif antara  (A) dan  (B). 
Lema berikut menunjukan bahwa di dalam aljabar max-plus interval bentuk normal 

Frobenius akan sangat digunakan untuk menggambarkan semua nilai eigen. 

Lema 2.4.  Misalkan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , λ ∈ Λ(A) dan 𝐱 ∈  (A, λ). Jika 𝐱 ∉  +(A, λ) maka 𝑛 > 1, 

A ∼ ( A
(11) A(21)

ε A(22)
 *,  λ = λ(A(22)) dan A matriks terreduksi. 

Bukti: Misalkan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , A ≈ [A, A]  ∈  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 )b, λ = ,λ, λ- ∈ Λ(A) dan 

𝐱 = ,x1, x2, … , x𝑛-
𝑇 = 0[x1, x1], [x2, x2],… , [x𝑛, x𝑛]1

𝑇
∈  (A, λ). Oleh karena itu, λ ∈ 𝛬(A), λ ∈

𝛬(A) , x = ,x1, x2, … , x𝑛- ∈ 𝑉(A, λ) dan x =[x1, x2, … , x𝑛- ∈ 𝑉(A, λ). Karena 𝐱 ∉  +(A, λ) maka 

x ∉ 𝑉+(A, λ) dan x ∉ 𝑉+(A, λ), menurut Lema 1.4 maka 𝑛 > 1, A ∼ 4 
A(11) A(21)

𝜀 A(22)
 5, λ =

λ(A(22)), A matriks terreduksi demikian pula  A ∼ 4 A
(11)

A
(21)

𝜀 A
(22)

 5, λ = λ(A
(22)

) dan A matriks 

terreduksi. Oleh karena itu, 𝑛 > 1, A ∼ ( A
(11) A(21)

𝜀 A(22)
 *, λ = λ(A(22)) dan A matriks terreduksi. 

Proposisi 2.5. Diberikan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , maka  (A) =  +(A)  jika dan hanya jika A matriks tak 

terreduksi. 

Bukti: Misalkan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , A ≈ [A, A]  ∈  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 )b. Menurut Proposisi 1.5, 𝑉(A) = 𝑉+(A)  

jika dan hanya jika A matriks tak terreduksi. Disamping itu,  𝑉(A) = 𝑉+(A)  jika dan hanya jika A 

matriks tak terreduksi. Oleh karena itu, maka  (A) =  +(A)  jika dan hanya jika A matriks tak 

terreduksi. 

Setiap matriks A = [A𝑖𝑗] ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  dapat ditransformasikan dengan permutasi secara 

simultan baris dan kolom menjadi Frobenius normal Form (FNF), sedemikian sehingga 

( 

A11 A21 ⋯ A𝑟1
… A22 ⋯ A𝑟2
… … ⋯ ⋯
… … ⋯ A𝑟𝑟

 , 

dimana A11, … , A𝑟𝑟 adalah submatriks persegi yang tak terreduksi dari A. 

Misalkan A adalah FNF dinotasikan himpunan-himpunan 𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁r sebagai partisi 

yang bersesuaian dengan node himpunan  𝑁 dari  D , disebut sebagai kelas-kelas (dari A) sehingga 

semua submatriks persegi A11, … , A𝑟𝑟 adalah tak terreduksi, ini memenuhi bahwa setiap graf 

berarah yang diinduksi  D ,𝑁𝑖-, (𝑖 = 1,2,… , 𝑟) terhubung kuat dan lintasan dari 𝑁𝑖ke 𝑁𝑗 dalam D𝐴 

ada jika 𝑖 → 𝑗. Selanjutnya, disebut secara sederhana bahwa λ(𝐴𝑗𝑗) merupakan nilai eigen kelas 𝑁𝑗. 

Definisi 2.6. Diberikan A FNF, maka graf berarah penyederhanaan (Condensation digraph) adalah 

graf berarah 𝐶 = (*𝑁1, … , 𝑁𝑟+, {(𝑁𝑖 , 𝑁𝑗)|∃𝑘 ∈ 𝑁𝑖 , ∃𝑙 ∈ 𝑁𝑗  sehingga ,𝜀, 𝜀- ≺𝑚 A𝑙𝑘}). 
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Jika ada lintasan berarah (directed path) dari suatu titik di dalam 𝑁𝑖 ke titik di dalam  𝑁𝑗  

pada D , dinotasikan dengan simbol 𝑁𝑖 → 𝑁𝑗. Jika tidak ada busur masuk atau keluar dari atau ke 

graf berarah yang diinduksi  𝐶 [{𝑁𝑖1 , … , 𝑁𝑖𝑘}], (1 ≤ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑘 ≤ 𝑟) dan tidak ada graf berarah 

sejati mempunyai sifat ini maka submatriks 

( 

A𝑖1𝑖1 A𝑖1𝑖2 ⋯ A𝑖1𝑖𝑠
𝜖 A𝑖2𝑖2 ⋯ A𝑖2𝑖𝑠
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝜖 𝜖 ⋯ A𝑖𝑠𝑖𝑠

 , 

disebut sebagai superblok terisolasi (isolated superblock) atau disebut superblok  (superblock) saja. 

Graf berarah terinduksi (induced digraph) 𝐶  bersesuaian dengan superblok terisolasi yaitu pohon 

berarah (directed tree). 𝐶  adalah gabungan beberapa angka seperti pohon berarah (directed tree). 

Titik-titik pada 𝐶  dimana tidak ada busur  masuk disebut sebagai klas awal (initial classes) juga 

titik-titik pada 𝐶  dimana tidak ada busur keluar disebut sebagai klas akhir (final classes). Catatan 

bahwa pohon berarah bersesuaian dengan superblok terisolasi yang mempunyai beberapa klas awal 

dan akhir.  

Lema 2.7. Jika 𝐱 ∈  (A),  𝑁𝑖 → 𝑁𝑗 dan 𝐱[𝑁𝑗] ≠ ℰ maka  𝐱,𝑁𝑖- berhingga. Secara khusus 𝐱[𝑁𝑗] 

berhingga.  

Bukti: Ambil 𝐱 ∈  (A), 𝐱 = ,x1, x2, … , x𝑛-
𝑇 = 0[x1, x1], [x2, x2],… , [x𝑛, x𝑛]1

𝑇
. Berarti, 𝐱 ≈

,𝐱, 𝐱- dengan 𝐱 =  ,x1, x2, … , x𝑛-
𝑇 ∈ 𝑉(A) dan 𝐱 = ,x1, x2, … , x𝑛-

𝑇 ∈ 𝑉(A). Misalkan  𝑁𝑖 → 𝑁𝑗, 

karena 𝐱[𝑁𝑗] ≠ ℰ maka 𝐱[𝑁𝑗] ≠ ε dan 𝐱[𝑁𝑗] ≠ ε, menurut Lema 1.7 maka 𝐱,𝑁𝑖- dan 𝐱,𝑁𝑖- 

berhingga. Secara khusus 𝐱[𝑁𝑗] dan 𝐱[𝑁𝑗] berhingga. Oleh karena itu,  𝐱,𝑁𝑖- dan 𝐱[𝑁𝑗] berhingga.  

Teorema 2.8. (Teorema Spektral) Diberikan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  yang merupakan FNF, maka 

Λ(A) = {λ(A𝑗𝑗) |λ(A𝑗𝑗) = max
𝑁𝑖→𝑁𝑗

λ(A𝑖𝑖)}. 

Bukti: Misalkan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , A ≈ [A, A]  ∈  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 )b. Karena A merupakan FNF maka A dan A 

merupakan FNF. Menurut Teorema 1.8, 𝛬(A) = 2λ(A𝑗𝑗) |λ(A𝑗𝑗) = max𝑁𝑖→𝑁𝑗 λ(A𝑖𝑖)3  dan  

Λ(A) = 2λ(A𝑗𝑗) |λ(A𝑗𝑗) = max𝑁𝑖→𝑁𝑗 λ(A𝑖𝑖)3. Akibatnya, 

Λ(A) = 2λ(A𝑗𝑗) |λ(A𝑗𝑗) = max𝑁𝑖→𝑁𝑗 λ(A𝑖𝑖)3, dengan λ(A𝑗𝑗) = [λ(A𝑗𝑗), λ(A𝑗𝑗)]. 

Definisi 2.9. Diberikan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  yang merupakan FNF. Jika λ(A𝑗𝑗) = max𝑁𝑖→𝑁𝑗 λ(A𝑖𝑖) maka 

A𝑗𝑗 (dan juga 𝑁𝑗 atau hanya j) disebut sebagai spektral (spectral). 

Dengan demikian λ(A𝑗𝑗) ∈ Λ(A) jika 𝑗 adalah spektral tetapi tidak perlu sebaliknya. Dari  

Teorema spektral, diperoleh beberapa akibat di bawah ini. 

Akibat 2.10. Semua klas awal dari 𝐶  merupakan spektral. 

Bukti: Misalkan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , A ≈ [A, A]  ∈  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 )b. Menurut Akibat 1.10 semua klas awal 

dari 𝐶  dan 𝐶  merupakan spektral. Karena 𝐶 = 𝐶 = 𝐶 , berarti semua klas awal dari 𝐶  

merupakan spektral. 

Akibat 2.11. Misalkan |Λ(A)| banyaknya nilai eigen maka 1 ≤ |Λ(A)| ≤ 𝑛 untuk setiap 

A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 . 

Bukti: Misalkan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , A ≈ [A, A]  ∈  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 )b. Menurut Akibat 1.11, 1 ≤ |𝛬(A)| ≤ 𝑛 

untuk setiap A ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  dan 1 ≤ |𝛬(A)| ≤ 𝑛 untuk setiap A ∈ ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 . Karena Λ(A) ≈ Λ([A, A]), 

berakibat, 1 ≤ |Λ(A)| ≤ 𝑛 untuk setiap A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 . 
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Akibat 2.12. Himpunan  (A) =  (A, 𝜆(A)) jika dan hanya jika semua klas awal mempunyai nilai 

eigen λ(A) yang sama. 

Bukti: Misalkan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 , A ≈ [A, A]  ∈  𝐼(ℜ𝑚𝑎𝑥

𝑛×𝑛 )b. Menurut Akibat 1.12, 𝑉(A) =

𝑉 .A, λ(A)/ jika dan hanya jika semua klas awal mempunyai nilai eigen λ(A) yang sama. 

Demikian pula, 𝑉(A) = 𝑉 .A, λ(A)/ jika dan hanya jika semua klas awal mempunyai nilai eigen 

λ(A) yang sama. Karena  (A)  ≈  ([A, A]) dan  (A, λ) ≈  .[A, A], 0λ(A), λ .A/1/ maka  (A) =

 (A, λ(A)) jika dan hanya jika semua klas awal mempunyai nilai eigen λ(A) yang sama. 

 

KESIMPULAN 

Dari hasil pembahasan, dapat disimpulkan bahwa 

a. Diberikan A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛  yang merupakan FNF, maka 

                         Λ(A) = 2λ(A𝑗𝑗) |λ(A𝑗𝑗) = max𝑁𝑖→𝑁 λ(A𝑖𝑖)3. 

b. Semua klas awal dari 𝐶  merupakan spectral. 

c. Misalkan |Λ(A)| banyaknya nilai eigen maka 1 ≤ |Λ(A)| ≤ 𝑛 untuk setiap A ∈ 𝐼(ℜ)𝑚𝑎𝑥
𝑛×𝑛 . 

d. Himpunan  (A) =  (Λ, λ(A)) jika dan hanya jika semua klas awal mempunyai nilai eigen 

λ(A) yang sama. 
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