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Abstrak

Makalah ini membahas suatu aljabar himpunan semua interval dalam aljabar
max-min yang dilengkapi dengan operasi maximum dan minimum. Aljabar ini
merupakan perluasan aljabar max-min dan dapat menjadi dasar pembahasan aljabar
max-min bilangan kabur melalui Teorema Dekomposisi dalam himpunan kabur. Dapat
ditunjukkan bahwa himpunan semua interval dalam aljabar max-min yang dilengkapi
dengan operasi maximum dan minimum interval merupakan semiring idempoten
komutatif. Semiring idempoten komutatif ini disebut aljabar max-min interval. Lebih
lanjut relasi urutan yang didefinisikan pada aljabar max-min interval merupakan relasi
urutan total.

Kata kunci: semiring, idempoten, aljabar max-min, interval.

PENDAHULUAN

Aljabar max-min, yaitu himpunan semua bilangan real R dilengkapi dengan operasi max
(maksimum) dan min (minimum), telah dapat digunakan dengan baik untuk memodelkan dan
menganalisis masalah lintasan kapasitas maksimum (Gondran dan Minoux, 2008).

Dalam masalah pemodelan dan analisa suatu jaringan kadang-kadang kapasitasnya belum
diketahui, misalkan karena masih pada tahap perancangan, data-data mengenai kapasitas belum
diketahui secara pasti maupun distribusinya. Kapasitas-kapasitas ini dapat diperkirakan
berdasarkan pengalaman maupun pendapat dari para ahli maupun operator jaringan tersebut. Dalam
hal ini kapasitas jaringan dapat dimodelkan dengan suatu interval bilangan real, yang selanjutnya
disebut dengan interval.

Pemodelan dan analisa pada masalah lintasan kapasitas maksimum dengan kapasitas yang
berupa interval, sejauh peneliti ketahui, belum ada yang membahas, terlebih dengan menggunakan
pendekatan aljabar max-min seperti halnya yang telah dilakukan untuk model deterministik dan
probabilistik. Seperti telah diketahui pendekatan penyelesaian masalah jaringan dengan
menggunakan aljabar max-min dapat memberikan hasil analitis dan lebih mempermudah dalam
komputasinya.

Pendekatan aljabar max-min untuk menyelesaikan masalah lintasan kapasitas maksimum
juga menggunakan konsep-konsep dasar dalam aljabar max-min, seperti matriks atas aljabar max-
min dan sistem persamaan linear max-min, seperti yang telah dibahas dalam Baccelli, dkk. (2001),
dan Gondran and Minoux, (2008). Dengan demikian, untuk menyelesaikan masalah lintasan
kapasitas interval maksimum, dengan pendekatan aljabar max-min, terlebih dahulu aljabar max-
min perlu digeneralisasi menjadi aljabar max-min interval. Untuk itu dalam makalah ini akan
dibahas generalisasi aljabar max-min perlu digeneralisasi menjadi aljabar max-min interval.

Aljabar Max-Min
Dalam bagian ini dibahas konsep dasar aljabar max-min. Pembahasan selengkapnya dapat
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dilihat pada Baccelli et.al (1992), Schutter (1996), dan Gondran and Minoux, (2008).
Suatu semiring (S, *, o) adalah suatu himpunan takkosong S yang dilengkapi dengan dua
operasi biner * dan e, yang memenuhi aksioma berikut
i) (S, *) adalah semigrup komutatif dengan elemen netral 0, yaitu berlaku
(@*b)xc=a=x{Mb=*c),a*xb=b=*a,a*x0=a
untuk setiap a, b, c € S.
ii) (S, o) adalah semigrup dengan elemen satuan 1, yaitu berlaku
(aeb)ec = ae(bec), ael =1lea = a,
untuk setiap a, b, ¢ € S.
iii) Elemen netral 0 merupakan elemen penyerap terhadap operasi e, yaitu berlaku
ae0=0ea =0
untuk setiap a € S.
iv) Operasi * distributif terhadap e , yaitu berlaku
(@a*b)ec = (aec)* (bec), ae(b=*c) = (aeh)* (aec)
untuk setiap a, b, ¢ € S.

Semiring (S, *, ) dikatakan idempoten jika operasi * bersifat idempoten, yaitu berlaku a
* a = a untuk setiap a € S, dan dikatakan komutatif jika operasi e bersifat komutatif. Suatu
semiring komutatif (S,*, e) disebut semifield jika setiap elemen taknetralnya mempunyai invers
terhadap operasi ». Dapat ditunjukkan bahwa jika (S, *) merupakan semigrup komutatif idempoten
maka relasi “<” yang didefinisikan pada S dengan x < y < x * y =y merupakan urutan parsial
pada S. Operasi * dan x dikatakan konsisten terhadap urutan “<” dalam S bila dan hanya bila
jilkax <y,makax * z <y * z danxxz < yxz untuk setiap X, ¥, Z € S. Dalam semiring
idempoten (S, *, e) operasi * dan e konsisten terhadap urutan < dalam S. Hal ini dapat
ditunjukkan sebagai berikut:
i)Jikna <b,makaa * b=b<(@*hb)*c=b*c <o@=*b)*c*c=b*co(@=*xc)=* (D
*C)=bh*c<oa*xc=<b=*c
ii)Jikna<b,maka a* b=b< (a*hb)ec=bec < (aec) * (hec)=bhec < aec=<be
C.

Semiring (S, *, ¢) dengan elemen netral O dikatakan tidak memuat pembagi nol bila dan
hanya bila, jika x ¢ y=0 maka x =0 atau y = 0 untuk setiap x, y € S.

Diberikan R} := R" U{e} dengan R™ adalah himpunan semua bilangan real nonnegatip
dan ¢: = +o. Pada R didefinisikan operasi berikut:
Vab e R ,a®b:=max(a,b) dan a®b:=min(a, b) .
Dapat ditunjukkan bahwa (R, ®, ®) merupakan semiring idempoten komutatif dengan
elemen netral 0 = 0 dan elemen satuan ¢ = +o0. Kemudian (R} , ®, ®) disebut dengan aljabar

max-min, yang selanjutnya cukup dituliskan dengan R .
Dalam hal urutan pengoperasian (jika tanda kurang tidak dituliskan), operasi ® mempunyai
prioritas yang lebih tinggi dari pada operasi ®. Karena (R, ®) merupakan semigrup komutatif

idempoten, maka relasi “ <., yang didefinisikan pada R} denganx <,, y<x®y=y
merupakan urutan parsial pada R . Lebih lanjut relasi ini merupakan urutan total pada R} .

Karena R} merupakan semiring idempoten, maka operasi ® dan ® konsisten terhadap urutan <,
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,yaituVa,b,c e R} ,jikaa <,b, makaa®c <, b®c,dana®c <, b® c. Aljabar max-min

R’ tidak memuat pembagi nol yaitu vV x, y € R berlaku: jikax ® y = min(x, y) = 0, maka x = 0
atauy =0.

Aljabar Max-Min Interval

Berikut dibahas aljabar max-min interval yang merupakan perluasan aljabar max-min dan
akan digunakan sebagai dasar pembahasan aljabar max-min bilangan kabur melalui Teorema
Dekomposisi. Ide pembahasan didasarkan pada analisis idempoten interval dalam Litvinov, G.L.,
Sobolevskii, A.N. (2001)

Definisi 1

Misalkan S adalah himpunan terurut parsial dengan relasi <. Suatu interval (tertutup) dalam S
adalah himpunan bagian S yang berbentuk x =[ X, X]={xe S| X < x < X}, dengan X, X
S berturut-turut disebut batas bawah dan batas atas interval [ X, X].

Misalkan x dan y adalah interval dalam S. Perhatikan bahwa interval x c y jika dan hanya jika y
< X X X <y. Secara khusus x =y jika dan hanya jika X =ydan X =Y. Sebuah interval

dengan x dengan X = X merepresentasi suatu elemen dalam S.

Contoh 1
Telah diketahui bahwa R merupakan himpunan terurut parsial dengan relasi =, Interval dalam

R} berbentuk x =[X, X]={xe R} | X <, X <, X} Bilangan x € R} dapat dinyatakan
dengan menggunakan interval x = [x, x]. Interval dalam R misalnya [3, 5], [0, 2], [0, 0] = 0 dan

[e €] = &

Diberikan (S, =, o) adalah suatu semiring idempoten dan tidak memuat pembagi nol,
dengan elemen netral 0. Didefinisikan

I8) ={x=[X, X]|Xx,XeS,0 =< x < X}U{[0,0]}
Pada I(S) didefinisikan operasi * dan ® dengan :
X *y=[x*y, X*yJ]danx ® y=[X e y, X e y] untuk setiap x, y € I(S) (Litvinov &
Sobolevskii, 2001).

Operasi yang didefinisikan di atas terdefinisi dengan baik (well defined), yaitu memenuhi
syarat tertutup dan bernilai tunggal. Ambil sembarang x, y e I(S). Jika salah satu dari x, y sama
dengan [0, 0], maka x * y adalah interval itu sendiri dan x ® y = [0, 0] , sedangkan jika keduanya
sama dengan [0, 0], maka x * y dan x ® y keduanya sama dengan [0, 0]. Jika x, y keduanya =
[0, 0], maka X,X € Sdan0 <X <X, Yy, YeSdan O0< y <¥y. Mengingat 0< X, maka 0< X

dan X=0, jugakarenaO <y, maka 0=y dan y=0. Mengingat 0 * (x *y)= x * Yy, maka0
=< x * y,dankarena X #0dan y=0 maka x * y=0. Hal ini berarti0 < x * y.Mengingat

X < X, y e Sdan S semiring idempoten, maka operasi * konsisten terhadap urutan <, maka X *

<
IA

X *y.Mengingat y <y, X e Sdan S konsisten terhadap * maka X * y < X * y. Oleh
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karenaitu X * y < X * y.Jadi0 < x* y < X * Yy, yang berarti x *y < I(S).

Dengan cara yang sama seperti pada operasi * di atas dapat ditunjukkan bahwa 0 < x e
y. Mengingat X= 0 dan y= 0 serta S tidak memuat pembagi nol, maka x o y#0. Hal ini

berarti 0 < x e y. Dengan cara yang sama seperti pada operasi * di atas dapat ditunjukkan
bahwa X e y <X e y.Jadi0 < X ey < X ey, yangberartix ® y e I(S).

Sedangkan ketunggalan hasil operasi dapat dijelaskan sebagai berikut. Akan ditunjukkan
ketunggalan untuk operasi *, sedangkan untuk operasi ® analog. Ambil sembarang w, X, y, dan z
e I(S) sedemikian hingga w =y dan x = z. Mengingat w = y dan x = z maka [W, W] =[y, Y]
dan [X, X]=[z, Z] atau W =y, W=y, X=2, X=Z. Hal ini berarti W * X =y * z dan
W * X=y*Zatau[w * X, W * *

hasil operasi tersebut tunggal.

Z,y#*2]. Jadiw * x =y * z, yang berarti bahwa

Teorema 1

Diberikan (S, *, ) adalah suatu semiring idempoten dan tidak memuat pembagi nol, dengan
elemen netral 0. (I(S), *, ®) merupakan semiring idempoten dengan elemen netral 0, = [0, 0] dan
elemen satuan 1, = [1, 1].

Bukti: Bahwa I(S) tertutup terhadap operasi * dan ® sudah dijelaskan pada penjelasan setelah

pendefinisian operasi interval di atas. Selanjutnya karena operasi-operasi * dan ® pada (I(S),)
didefinisikan komponen demi komponen dari S, maka sifat-sifat pada (I(S), *, ®) mengikuti
seluruh sifat-sifat pada (S, =, ¢) yang merupakan semiring idempoten, dengan elemen netral 0
dan elemen satuan 1. Dengan demikian terbukti bahwa (I(S), *, ®) merupakan semiring
idempoten komutatif dengan elemen netral 0, = [0, 0] dan elemen satuan 1, =1, 1]. =

Mengingat (I(S), *) merupakan semigrup komutatif, maka relasi “~<,” yang didefinisikan
pada I(S) dengan X <, y& X ¥ y=yo X < y dan X =<y merupakan urutan parsial pada

1(S).

Contoh 2
Telah diketahui (R, ®, ®) merupakan semiring idempoten dan tidak memuat pembagi nol,

dengan elemen netral &. Didefinisikan
I(R™). ={x=[x, X]Ix, X e R", &<, x <, X}u {5}
Pada I(R™), didefinisikan operasi @ dan ® sebagai berikut
Xx®y=[x®y, X®y]danx®y=[x®Yy, X®Y] untuk setiap x,y € I(R")..
Misalnya [1, 3] @ [0,2] =1, 3], [1, 3] ® [0,2]=]0, 2],
[1, 4 ©[2,3] =[2, 4], dan[1, 4] ® [2,3]1=[1,3].
Menurut Teorema 1 di atas (I(R"),, ® , ® ) merupakan semiring idempoten dengan elemen netral

0 = [0, O] dan elemen satuan ¢ = [g ¢&]. Lebih lanjut karena (R., ®, ®) merupakan semiring
idempoten komutatif, maka (I(R),, ® , ® ) merupakan semiring idempoten komutatif. Selanjutnya
(I(R"),, ® , ®) disebut aljabar max-min interval yang cukup dituliskan I(R™),.
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Teorema 2
Untuk setiap x,y € I(R"),, denganx =[x, X] dany = [y. Y] berlaku bahwa i) [x® y, X®
¥]1=x @ y dan ii)[g@z,?®y]=x®y,
dimanax @ y ={te R |t=x®y,x e x,y e y}dan
Xx®y={te RI[t=x®y,xeX,yey}

Bukti:
i) Ambil sembarangt € x @ y dan misalkan x € x dan y e y sedemikian hingga t=x®y.
Mengingat x dan y adalah interval, maka X < x <X danX < y < ¥. Mengingat operasi ®

konsisten terhadap urutan <, maka X®y < x®y < X®Y, sehinggax®y € [X®Yy, XD
Yl Jadix ® yc[x®y, X®Y].

Ambil sembarang t e [X®Yy, X®Y], maka x®@y < t < X®Y.Andaikan t ¢ x @ y, maka
untuk setiap x € x dan untuk setiap y € y berlaku t # x @ y, karena urutan ” < dalam R
merupakan urutan total, berarti t < x ©@ y atau t >x @y . Mengingat X € X dan y € y maka t
< X®y ataut > x®Yy, sehingga terjadi kontradiksi. Jadit € x @ 'y, yang berarti [X®y, X
®Y]l< x@y. Dengan demikan terbukti [x ® y, X®Y]=x @ y.

ii) Analog dengan pembuktian i) di atas. [

Mengingat (I(R™),, ®) merupakan semigrup komutatif idempoten, maka relasi “<,,”
yang didefinisikan pada I(R"),, dengan x <,, Y < x @ y =y merupakan urutan parsial pada
I(R"),,. Perhatikan bahwa x @ y =y < x =mY dan X <., Y. Relasi “<,,” ini bukan

merupakan urutan total, karena terdapat  x = [-1, 3] dany = [0, 1] dengan x®@y=[-1, 3] &
[0,1] =[O0, 3],sehingga x®y=ydan X @y #X.

1. Kesimpulan

Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa himpunan semua interval dalam aljabar
max-min yang dilengkapi dengan operasi maximum dan minimum interval merupakan semiring
idempoten komutatif. Lebih lanjut relasi urutan yang didefinisikan pada aljabar max-min dapat
digeneralisir dalam aljabar max-min interval dan juga merupakan relasi urutan total.

Hasil dalam pembahasan di atas selanjutnya dapat dilanjutkan untuk membahas matriks
atas aljabar max-min interval dan aljabar max-min bilangan kabur di mana bilangan kabur
dipandang sebagai keluarga himpunan tersarang interval-interval real.
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