


                                                                                                                                   ISSN : 2087‐0922 
                                                                                                                    Vol. 4 No.1 15 Juni 2013 

iv 

 

DAFTAR ISI 
 

Kata Pengantar  ......…….. ……. ...................................................................... i
Sambutan Dekan .......................................................................................................... ii
Susunan Acara ….…………………………………………………………….……... iii
Daftar Isi ............................................................................................................. iv
 
 Halaman

 PEMBICARA UTAMA  
  
1 TANTANGAN PENGEMBANGAN PEMBELAJARAN DAN RISET KIMIA

PADA PENDIDIKAN TINGGI SAINS  
Muhamad Martoprawiro, PhD  ..………………………………………………………… 

  
2 MATH BEHIND THE MADNESS : Ekonomi Berbasis Mass Colaboration  

Dr. Sutanto, S.Si, DEA ………………………………………………………………… 
  
3 PENDIDIKAN DAN PERAN FISIKAWAN MEDIK DALAM ELAYANAN 

KESEHATAN  
Prof.Dr. Wahyu Setia Budi, M.S ………………………………………..……..………… 

  
 BIDANG PENDIDIKAN MATEMATIKA  
1 UPAYA  MENINGKATKAN  KEMAMPUAN  PEMECAHAN 

MASALAH  DAN PEMAHAMAN  MATEMATIKA  SISWA MELALUI 
STRATEGI KOOPERATIF  TIPE TGT (TEAMS GROUP 
TOURNAMENT) 
Panusunan Tampubolon ……………………………………………………….. 

122-129 

   
2 MATRIKS ATAS ALJABAR MAX-MIN INTERVAL 

M. Andy Rudhito ………………………………………………………………. 130-136 
   
3 PENGARUH PENGGUNAAN PROGRAM CABRI 3D TERHADAP 

PEMAHAMAN SISWA DALAM MENENTUKAN JARAK TITIK KE 
GARIS PADA RUANG UNTUK SISWA KELAS X SMA 
Fransisca Romana Andriyati, M. Andy Rudhito ………………………………. 

137-161 

   
4 EFEKTIVITAS PEMBELAJARAN MENGGUNAKAN PROGRAM 

CABRI 3D DALAM MENINGKATKAN HASIL BELAJAR SISWA 
TENTANG SUDUT GARIS DAN BIDANG DI KELAS X 
Gisza Priska Amalia, M. Andy Rudhito ……………………………………….. 

130-138 

   
5 EFEKTIVITAS CABRI 3D DALAM METODE PEMBELAJARAN 

INKUIRI TERHADAP KEMAMPUAN BERPIKIR GEOMETRI 
BERDASARKAN VAN HIELE SISWA SMP POKOK BAHASAN 
PRISMA DAN LIMAS 
Sujud Fadhilah, M. Andy Rudhito ……………………………………………... 

139-147 

   
6 EFEKTIVITAS PEMBELAJARAN DENGAN PROGRAM CABRI 3D 

DITINJAU DARI HASIL BELAJAR DALAM POKOK BAHASAN LUAS 
PERMUKAAN KUBUS DAN BALOK DI KELAS VIII B 
Deni Candra Pamungkas, M. Andy Rudhito …………………………………... 

148-158 

   
7 PEMANFAATAN PROGRAM GEOGEBRA DALAM UPAYA 

MENINGKATKAN PEMAHAMAN PADA POKOK BAHASAN 159-169 



                                                                                                                                   ISSN : 2087‐0922 
                                                                                                                    Vol. 4 No.1 15 Juni 2013 

v 

 

SEGITIGA DITINJAU DARI HASIL BELAJAR SISWA KELAS VII 
Adi Suryobintoro, M. Andy Rudhito ………………………………………….. 

   
8 PERBEDAAN KONEKSI MATEMATIKA ANTARA SISWA YANG 

DIBERI PEMBELAJARANKOOPERATIF TIPE JIGSAW DAN 
PENGAJARAN LANGSUNG 
Jahinoma Gultom ……………………………………………………………… 

170-180 

   
9 EFEKTIFITAS PEMANFAATAN PROGRAM GEOGEBRA PADA 

PEMBELAJARAN MATEMATIKA DALAM UPAYA MEMBANTU 
PEMAHAMAN MATERI TURUNAN 
Andreas Ricky Proklamanto, M. Andy Rudhito ………………………………. 

181-190 

   
10 PEMANFAATAN PROGRAM CABRI 3D DALAM PENINGKATAN 

KEMAMPUAN BERPIKIR GEOMETRI MATERI LUAS PERMUKAAN 
DAN VOLUME LIMAS MODEL PBI KELAS VIII 
Nina Kristin Wulan Anggar Wati, M. Andy Rudhito …………………………. 

191-198 

   
11 PEMBELAJARAN MATEMATIKA KONSTRUKTIVISME 

BERORIENTASI  HANDS ON MATHEMATICS 
Imam Kusmaryono …………………………………………………………….. 

199-209 

   
12 PENGEMBANGAN  MEDIA PEMBELAJARAN TOPIK PECAHAN  

DI SEKOLAH DASAR 
Sugiarto Pudjohartono, Sardjana,A …………………………………………… 

210-219 

   
13 EFEKTIFITAS PEMANFAATAN PROGRAM GEOGEBRA DALAM 

UPAYA MEMBANTU PEMAHAMAN MATERI LUAS DAN KELILING 
SEGIEMPAT UNTUK SISWA KELAS VII 
Yustinus Dwi Arinto, M. Andy Rudhito ……………………………………… 

220-231 

   
14 PEMANFAATAN PROGRAM CABRI 3D DALAM PENINGKATAN 

HASIL BELAJAR PADA POKOK BAHASAN KEDUDUKAN TITIK, 
GARIS, DAN BIDANG DALAM RUANG  DIMENSI TIGA KELAS X 
Merry Larasati, M. Andy Rudhito …………………………………………….. 

232-241 

 



PROSIDING SEMINAR NASIONAL SAINS DAN PENDIDIKAN SAINS VIII UKSW 
 
 

115 
 

MATRIKS ATASALJABAR MAX-MIN INTERVAL 
 

M. Andy Rudhito 
Program Studi Pendidikan Matematika FKIP Universitas Sanata Dharma  

Kampus III USD Paingan Maguwoharjo Yogyakarta 
 

email: arudhito@yahoo.co.id 
 

 

ABSTRAK 
 Makalah ini membahas aljabar matriks atas aljabar max-min interval (matriks interval) dan suatu cara 
untuk mempermudah pengoperasian matriks interval melalui interval matriksnya. Aljabar matriks ini 
merupakan perluasan aljabar matriks atas aljabar max-min dan dapat menjadi dasar pembahasan aljabar 
matriks max-min bilangan kabur. Dapat ditunjukkan bahwa himpunan semua matriks interval yang 
dilengkapi dengan operasi perkalian skalar max-min dan penjumlahan max-min merupakan semimodul. 
Himpunan semua matriks persegi atas aljabar max-min interval yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan 
max-min dan perkalian max-min merupakan semiring idempoten. Sebagai jaminan dapat dilakukan 
pengoperasian matriks interval melalui interval matriksnya, ditunjukkan bahwa semimodul himpunan semua 
matriks interval isomorfis dengan semimodul himpunan interval matriks yang bersesuaian, dan semiring 
himpunan semua matriks interval persegi isomorfis dengan semiring himpunan interval matriks persegi yang 
bersesuaian. 
 
Kata-kata kunci:aljabar matriks, aljabar max-min, interval,semiring, semimodul. 
 
 
 
PENDAHULUAN 
Aljabar max-min, yaitu himpunan semua 
bilangan real Rdilengkapi dengan operasi max 
(maksimum) dan min (minimum), telah dapat 
digunakan dengan baik untuk memodelkan dan 
menganalisis masalah lintasan kapasitas 
maksimum ([2]). 
 
Dalam masalah pemodelan dan analisa suatu 
jaringan kadang-kadang kapasitasnya belum 
diketahui, misalkan karena masih pada tahap 
perancangan, data-data mengenai kapasitas 
belum diketahui secara pasti maupun 
distribusinya. Kapasitas-kapasitas ini dapat 
diperkirakan berdasarkan pengalaman maupun 
pendapat dari para ahli maupun operator 
jaringan tersebut. Dalam hal ini kapasitas 
jaringan dapat dimodelkan dengan suatu 
interval bilangan real, yang selanjutnya disebut 
dengan interval. 
 
Pemodelan dan analisa pada masalah lintasan 
kapasitas maksimum dengan kapasitas yang 
berupa interval, sejauh peneliti ketahui, belum 
ada yang membahas, terlebih dengan 
menggunakan pendekatan aljabar max-min 
seperti halnya yang telah dilakukan untuk 
model deterministik dan probabilistik. Seperti 

telah diketahui pendekatan penyelesaian 
masalah jaringan dengan menggunakan aljabar 
max-min dapat memberikan hasil analitis dan 
lebih mempermudah dalam komputasinya.  
 
Pendekatan aljabar max-min untuk 
menyelesaikan masalah lintasan kapasitas 
maksimum juga menggunakan konsep-konsep 
dasar dalam aljabar max-min, seperti matriks 
atas aljabar max-min dan sistem persamaan 
linear max-min, seperti yang telah dibahas 
dalam [1] dan [2]. Dengan demikian, untuk 
menyelesaikan masalah lintasan kapasitas 
interval maksimum, dengan pendekatan aljabar 
max-min, terlebih dahulu matriks atas aljabar 
max-min perlu digeneralisasi ke dalam matriks 
atas aljabar max-min interval. Untuk itu dalam 
makalah ini akan dibahas generalisasi matriks 
atas aljabar max-min perlu digeneralisasi ke 
dalam matriks atas aljabar max-min interval. 
 
BAHAN DAN METODE 
Penelitian ini merupakan penelitian yang 
didasarkan pada studi literatur yang meliputi 
kajian-kajian secara teoritis. Terlebih dahulu 
diperhatikan kembali hasil-hasil dalam aljabar 
max-min [2] dan aljabar max-min interval [5]. 
Dengan memperhatikan dan membandingkan 
pembahasan matriks atas aljabar max-min [2], 
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matriks atas aljabar max-plus [1], [4]  dan 
matriks atas aljabar max-plus interval [4], akan 
dikonstruksikan dan dibahas sifat-sifat dan 
teknis perhitungan matriks atas aljabar max-
plus interval. Hasil-hasil pembahasan akan 
disajikan dalam definisi, teorema dan contoh.  
 
HASIL DAN DISKUSI 
Terlebih dahulu akan ditinjau beberapa konsep 
dasar dalam semiring dan semimodul [5] , [6], 
aljabar max-min dan aljabar max-min interval, 
yang selengkapnya dapat dilihat dalam [5]. 
 
Suatusemiring (S,∗ ,•) adalah suatu himpunan 
takkosong Syang dilengkapi dengan  dua 
operasi biner∗ dan •, yang memenuhi aksioma 
berikut 
i) (S, ∗ ) adalah semigrup komutatif dengan 

elemen netral0,yaituberlaku 
 (a∗b) ∗ c  =  a ∗  (b∗ c) ,  
  a∗b  =  b∗ a ,   
  a∗0  = a , untuk setiap a, b, c∈S. 
ii) (S, •) adalahsemigrup dengan elemen 

satuan1, yaituberlaku 
(a•b) •c   =  a • (b•c),  
a•1 = 1•a  =  a,untuk setiap a, b, c∈S. 
iii) Elemen netral0merupakan elemen penyerap 

terhadap operasi•,yaituberlaku  
a•0 =  0•a  =  0,untuk setiap a∈S. 

iv) Operasi∗ distributif terhadap• , 
yaituberlaku(a ∗b) •c   =  (a •c) ∗  (b•c),   
  a• ( b∗ c )  =  (a •b) ∗  (a•c) 

 untuk setiap a, b, c∈S. 

Semiring (S,∗ , •) dikatakanidempotenjika 
operasi∗ bersifat idempoten, yaitu berlaku a ∗ a 
= a untuk setiap a∈S, dan dikatakankomutatif 
jika operasi•bersifat komutatif. Dapat 
ditunjukkan bahwa jika (S,∗ ) merupakan 
semigrup komutatif idempoten maka relasi  
“p ”  yang 
didefinisikanpadaSdenganxp y⇔x∗ y = 
ymerupakan urutan parsial padaS. Operasi ∗  
dan × dikatakan konsisten  terhadap urutan “ p ” 
dalam S  bila dan hanya bila  jika x p y, maka 
x∗ z p y∗ z  dan x×z p y×z   untuk setiapx, y, z 
∈S. Dalam semiring idempoten  (S, ∗ , •) 
operasi ∗  dan • konsisten terhadap urutan p  
dalam S. 
Semiring (S,∗ , •) dengan elemen netral 
0dikatakan tidak memuat pembagi nol  bila dan 

hanya bila,  jika  x  •y = 0maka  x = 0atau  y = 0 
untuk setiap x, y ∈S. 
 
Diberikan S dan T adalah semiring. Fungsi f : S 
→T disebut homomorfisma semiring jika 
berlaku   f (a ∗ b) = f (a) ∗  f (b) dan  f (a •b) = f 
(a) • f (b) untuk setiap a, b∈S. Jika 
homomorfisma semiring f bersifat bijektif, 
maka f disebut isomorfisma semiring dan 
dikatakan bahwa semiring S isomorfis dengan 
semiring T. 
 
Diberikan semiring komutatif (S,∗ ,•) dengan 
elemen netral0dan elemenidentitas1. 
SemimodulMatasSadalah semigrup komutatif 
(M, ∗  ) yang dilengkapi operasi perkalian 
skalar♦ :S×M→M, yang dituliskan (α , x) 
a α•x,  sedemikian hingga memenuhi 
aksioma berikut:    
i) α♦(x∗ y)   =  α♦x ∗α♦y, 
ii) (α∗β) ♦x  =  α♦x∗β♦x, 
iii) α♦(β♦x) = (α♦β) ♦x, 
iv) 1♦x = x, 
v) 0♦x = 0. 
untuk setiap α , β∈Sdan untuk setiap 
x,y∈M.Elemen-elemen dalam semimodul 
disebut vektor. 
 
Diberikan semimodul M atas semiring S dengan 
operasi penjumlahan + dan perkalian skalar •. 
Dapat ditunjukkan bahwa jika (M, + )  
merupakan semigrup komutatif idempoten, 
maka operasi + dan •konsisten terhadap urutan 

mp  dalam semimodul M , yaitu untuk setiap  

x,y,z∈M dan untuk setiap α∈S ,  jika x mp y , 
maka  x + z mp y + z dan α•x mp α•y . 
Diberikan M dan N adalah semimodul atas 
semiring komutatif S. Fungsi  f : M →N  disebut  
homomorfisma  semimodul  jika f (α•x) = α•f 
(x) danf (x+ y) = f (x) + f (y) untuk setiap  x, 
y∈M  dan untuk setiap  α∈S. Jika 
homomorfisma semimodul f bersifat bijektif, 
maka f disebut isomorfisma semimodul dan 
dikatakan bahwa semimodul M  isomorfis 
dengan semimodul N. 
 
Diberikan +

εR := +R ∪{ε} dengan +R adalah 

himpunan semua bilangan real nonnegatip dan ε 
: = +∞. Pada +

εR didefinisikan operasi   



PROSIDING SEMINAR NASIONAL SAINS DAN PENDIDIKAN SAINS VIII UKSW 
 
 

117 
 

a⊕b := max(a, b)  dana⊗b : = min(a, b)∀a,b 
∈ +

εR .Dapat ditunjukkan ( +
εR , ⊕, ⊗) 

merupakan semiring idempoten komutatif 
dengan elemen netral 0 = 0 dan elemen satuan 
ε= +∞. Kemudian ( +

εR , ⊕, ⊗) disebut dengan 
aljabar max-min, yang selanjutnya cukup 
dituliskan dengan +

εR . 
 

Operasi ⊕ dan ⊗ pada +
εR dapat diperluas 

untuk operasi-operasi  matriks dalam nm×+
εR : = 

{A = (Aij)⏐Aij∈
+
εR , untuk i = 1, 2, ..., m dan j = 

1, 2, ..., n}. Untuk α∈ +
εR , dan A, 

B∈ nm×+
εR didefinisikan α⊗A, dengan (α⊗A)ij = 

α⊗Aij  dan A⊕B, dengan (A⊕B)ij = Aij⊕Bij untuk 
i = 1, 2, ..., m dan j = 1, 2, ..., n. Untuk  
A∈ pm×+

εR , B∈ np×+
εR didefinisikan A⊗B, 

dengan (A⊗B)ij = kjik

p

k
BA ⊗⊕

=1
.Matriks A, 

B∈ nm×+
εR dikatakan samajikaAij = Bijuntuk 

setiapidanj. 
 
Interval dalam +

εR  berbentuk  

x= [ x , x ] = { x ∈ +
εR | x mp x mp x }. 

Didefinisikan  
I( +R )ε = {x= [ x , x ] | x , x∈ +R ,  

ε mp x mp x }∪ {[ε, ε]}. 

Pada I( +R )ε didefinisikan operasi ⊕  dan ⊗ : 

x⊕ y= [ x ⊕ y , x⊕ y ] dan  

x⊗ y= [ x⊗ y , x⊗ y ]  

untuk setiap  x, y∈I( +R )ε. 

Dapat ditunjukkan bahwa (I( +R )ε,⊕ ,⊗ ) 
merupakan semiring idempoten komutatif. 
Selanjutnya (I( +R )ε,⊕ ,⊗ ) disebut aljabar 

max-min interval dan cukup dituliskan I( +R )ε. 
 
Selanjutnya operasi ⊕  dan ⊗  pada I( +R )ε.di 
atas dapat diperluas untuk operasi-operasi  
matriks dalam I( +R ) nm×

ε seperti dalam definisi 
berikut. 

 
Definisi 1 
DidefinisikanI( +R ) nm×

ε : = {A= 

(Aij)⏐Aij∈I( +R )ε.,untuki = 1, 2, ..., m ,   j = 1, 
2, ..., n}. Matriks 
anggotaI( +R ) nm×

ε disebutmatriks interval max-
min.  
 
Definisi 2 
Matriks A, B∈I( +R ) nm×

ε dikatakan samajikaAij 
= Bij. 
 
Definisi 3 
i) Diketahuiα∈I( +R )ε,  A, B∈I( +R ) nm×

ε . 
Didefinisikan operasi perkalian 
skalar⊗ denganα⊗A adalah matriks 
yang unsur ke-ij-nya: (α⊗ A)ij = 
α⊗ Aij,dan operasi⊕ dengan 
A⊕ Badalah matriks yang unsur ke-ij-nya:  

 (A⊕ B)ij = Aij⊕ Bijuntuki = 1, 2, ..., mdanj 
=1, 2, ..., n. 

ii) Diketahui A∈I( +R ) pm×
ε ,B∈I( +R ) np×

ε . 
Didefinisikan 
operasi⊗ denganA⊗ Badalah matriks 
yang unsur ke-ij-nya:(A⊗B)ij = 

kjik

p

k

BA
1

⊗⊕
=

untuki = 1, 2, ..., mdan j =1, 2, 

..., n. 
 
Didefinisikan matriks E∈I( +R ) nn×

ε ,dengan 

(E)ij : = 
⎩
⎨
⎧

≠ε
=

ji
ji

 jika,
 jika,0

. Didefinisikan pula 

matriks  ε∈I( +R ) nn×
ε ,dengan: (ε)ij := ε untuk 

setiap i dan j .  

 
Contoh 1  
Perhatikan bahwa I( +R ) nm×

ε tertutup terhadap 

operasi ⊕ , hal ini akibat dari sifat ketertutupan 
operasi ⊕  pada I( +R )ε. Selanjutnya dapat 

ditunjukkan(I( +R ) nm×
ε ,⊕ ) merupakan semi-

grup idempotent komutatif, sehingga relasi 
“ Imp ” yang didefinisikan pada 
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I( +R ) nm×
ε dengan A Imp B⇔A ⊕ B = 

Bmerupakan urutanparsial. Perhatikan bahwa 
A⊕ B = B⇔Aij⊕ Bij = Bij⇔Aij 

Imp Bij⇔ ijA mp ijB  dan ijA mp ijB  untuk 

setiap i dan j. Lebih lanjut I( +R ) nm×
ε merupakan 

semimodul atas I( +R )ε., sedangkan I( +R ) nn×
ε , 

⊕ , ⊗ ) merupakan semiring idempoten 
dengan elemen netral adalah matriks ε dan 
elemen satuan adalah matriks E. Perhatikan 
bahwa (I( +R ) nn×

ε , ⊕ , ⊗ ) bukan semiring 

komutatif , hal ini sebagai akibat dari nn×+
εR  

yang bukan merupakan semiring komutatif. 
 
Mengingat (I( +R ) nm×

ε ,⊕ ) merupakan semi-

grup idempoten, maka operasi ⊕  konsisten 
terhadap urutan Imp  dalam I( +R ) nm×

ε , yaitu 

jika A Imp B, makaA⊕ C Imp  B⊕ Cuntuk 

setiap  A, B, C ∈I( +R ) nm×
ε . Mengingat 

(I( +R ) nm×
ε ,⊕ , ⊗ ) merupakan semiring 

idempoten, maka operasi ⊗  konsisten terhadap 
urutan Imp  dalam I( +R ) nn×

ε , yaitu 

jikaA Imp B, maka A⊗ C Imp B⊗ Cuntuk 

setiap  A, B, C ∈I( +R ) nn×
ε . Untuk A, 

B∈I( +R ) pm×
ε , dan C∈I( +R ) np×

ε ,berdasarkan 

sifat distributif, berlaku:  jika A Imp B maka A 

⊕  B = B⇔  (A ⊕  B) ⊗  C = B⊗  C ⇔(A 
⊗  C) ⊕ (B ⊗  C) =  B⊗  C ⇔A ⊗  C Imp  

B⊗  C. 
 
Pangkat k darimatriks A∈I( +R ) nn×

ε , dalam  
aljabar max-min interval didefinisikan dengan: 

0
A⊗  = En  dan  

k⊗A = A⊗
1

A
−⊗k

 untuk k = 1, 
2, ... . 
 
Untuk mempermudah dalam melakukan operasi 
matriks interval berikut dibahas konsep 
mengenai interval matriks dari suatu matriks 
interval. 
 
Definisi 4  

Untuk setiap matriks intervalA∈I( +R ) nm×
ε . 

didefinisikan matriks A = ( ijA ) 

∈ nm×+
εR dan A = ( ijA ) ∈ nm×+

εR ,berturut-turut 
disebut matriks batas bawah dan matriks batas 
atas matriks intervalA.  
 
Contoh 2.  
Diberikan matriks interval  

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
]2,2[]3,0[],[
]9,6[]0,0[]2,1[

εε
, maka  

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
601

ε
 dan A  = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
23
902

ε
.   

 
Definisi 5  
Diberikan matriks intervalA∈I( +R ) nm×

ε , 

dengan A dan A berturut-turut adalah matriks 
batas bawah dan matriks batas atasnya. 
Didefinisikan interval matriks dariA, 
yaitu[ A , A ] = {A∈ nm×+

εR ⎜A mp A mp A } 

danI( nm×+
εR )b = { [ A , A ] |A∈I( +R ) nm×

ε }. 
 
Contoh 3 

Diberikan matriks interval  

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
]2,2[]3,0[],[
]9,6[]0,0[]2,1[

εε
.  

Interval matriks dari A adalah   

[ A , A ] = ⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
601

ε
, ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
23
902

ε ⎥
⎦

⎤
. 

 

Definisi 6  
Interval matriks 
[ A , A ],[ B , B ]∈I( nm×

maxR )bdikatakan 

samajika A  = B dan A  = B . 
 
Berdasarkan sifat kekonsistenan relasi urutan 

mp  dalam matriks, didefinisikan operasi-
operasi interval matriks berikut. 
i) Diketahuiα∈I( +R )ε, [ A , A ], 

[ B , B ]∈I( nm×+
εR )b.Didefinisikan 

α⊗ [ A , A ] := [α⊗A , α ⊗A ]dan  

 [ A , A ]⊕ [ B , B ]:= [ A⊕B , A⊕B ] 
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ii) Diketahui[ A , A ]∈I( pm×+
εR )b, [ B , B ] 

∈I( np×+
εR )b.Didefinisikan 

        [ A , A ]⊗ [ B , B ]:= [ A ⊗B , A ⊗B ]. 

Untuk setiap [ A , A ], [ B , B ] ∈I( nm×+
εR )b dan 

α∈I( +R )εberlaku A mp A , B mp B dan 

α mp α . Mengingat operasi ⊕ dan operasi 
perkalian skalar ⊗ pada semimodul nm×+

εR  atas 
+
εR konsisten terhadap urutan“ mp ”,  maka 

berlaku A ⊕B mp A⊕ B  dan 

α⊗A mp α ⊗A . Jadi [ A ⊕B , A ⊕B ] dan 
[α⊗A , α ⊗A ] merupakan interval-interval 

matriks. Dengan demikianI( nm×
maxR )btertutup 

terhadap operasi ⊕  dan perkalian skalar ⊗  
seperti yang didefinisikan di atas. Selanjutnya 
sesuai dengan definisi operasi pada interval 
matriks di atas,dapat ditunjukkanI( nm×+

εR )b 

merupakan semimodul atas I( +R )ε.  
 
Untuk setiap [ A , A ], [ B , B ] 
∈I( nn×+

εR )bberlaku A mp A  dan B mp B . 
Mengingat operasi perkalian ⊗ pada semiring 

nn×+
εR  konsisten terhadap urutan “ mp ”,  maka 

A ⊗B mp A ⊗B  . Jadi [ A ⊕B , A ⊕B ] 
merupakan interval matriks. Jadi 
I( nn×+

εR )btertutup terhadap operasi perkalian 

⊗  seperti yang didefinisikan di atas. Dapat 
ditunjukkan bahwa (I( nn×+

εR )b,⊕ , ⊗ ) 
merupakan semiring idempotendengan elemen 
netral adalah interval matriks [ε, ε] dan elemen 
satuan adalah interval matriks [E, E].  
 
Berikut diberikan Lemma 1 yang akan 
digunakan untuk membuktikan Teorema 3. 
 
Lemma 1 
Untuk setiapA dan B∈I( +R ) nm×

ε , berlaku 

i) Aα⊗  = α⊗A dan Aα⊗ = α ⊗A ,  

ii) BA ⊕  = A ⊕B dan BA ⊕ = A ⊕B . 
 
Bukti: 

i) Karena (α⊗ A)ij = [α , α ]⊗ [ ijA , ijA ] = 

[α⊗ ijA , α ⊗ ijA ], maka Aα ⊗ ij= α⊗ ijA  

dan Aα ⊗ ij = α ⊗ ijA untuk setiap i dan j, 

sehingga Aα ⊗  = α⊗A  dan Aα ⊗ = 
α ⊗A . 
ii) Karena (A⊕ B)ij   =  Aij ⊕  Bij = [ ijA , ijA ] 

⊕  [ ijB , ijB ] = [ ijA ⊕ ijB , ijA ⊕ ijB ], maka 

ijB)(A⊕ = ijA ⊕ ijB dan ijB)(A⊕  = 

ijA ⊕ ijB untuk setiap i dan j, sehingga BA⊕  

= A ⊕B  dan BA⊕ = A ⊕B .  ■ 

 
Berikut diberikan Lemma 2 yang akan 
digunakan untuk membuktikan Teorema 4. 
 
Lemma 2 
Untuk setiapA dan B∈I( +R ) nn×

ε , 

berlaku BA ⊗  = A ⊗B dan BA ⊗ = A ⊗B .  
 

Bukti: Mengingat (A⊗ B)ij = ⊕
=

n

k 1

Aij ⊗  Bij = 

⊕
=

n

k 1

 [ ikA , ikA ]⊗  [ kjB , kjB ] =    ⊕
=

n

k 1

 

[ ikA ⊗ kjB , ikA ⊗ kjB ] = [⊕
=

n

k 1
ikA ⊗ kjB , 

⊕
=

n

k 1
ikA ⊗ kjB ], maka ijB)(A ⊗ = 

⊕
=

n

k 1
ikA ⊗ kjB dan ijB)(A ⊗  = ⊕

=

n

k 1
ikA ⊗ kjB , 

untuk setiap i dan j, sehingga BA ⊗  = A ⊗B  

dan BA ⊗ = A ⊗B .  ■ 
 
Teorema 3 
SemimodulI( +R ) nm×

ε atasI(R)maxisomorfis 

dengan semimodulI( nm×+
εR )batasI( +R )ε.  

 
Bukti: Didefinisikan pemetaan f : 
I( +R ) nm×

ε →I( nm×+
εR )b, f (A) = [ A , A ] untuk 

setiap  A ∈( +R ) nm×
ε .Dari definisi pemetaan 
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tersebut jelas bahwa f merupakan pemetaan 
bijektif. Ambil  sembarangA dan 

B∈I( +R ) nm×
ε dan semba-rang α∈I( +R )ε., 

maka menurut Lemma 1. diperoleh f (α⊗A) = 
[ Aα⊗ , Aα⊗ ] = [α⊗A , α ⊗A ] = 

[α , α ]⊗ [ A , A ] = α⊗ f(A)  dan  diperoleh 

f(A⊕ B) = [ B)(A⊕ , BA⊕ ] = [ A ⊕B , 

A ⊕B ] = [ A , A ]⊕ [ B , B ]  = f (A) ⊕ f (B) .   
■ 

 
Dari Teorema 3 di atasdapat disimpulkan untuk 
setiap matriks interval A ∈I( +R ) nm×

ε selalu 
dapat ditentukan dengan tunggal interval 
matriks [ A , A ] ∈I( nm×+

εR )b, dan sebaliknya. 

Jadi matriks interval A ∈I( +R ) nm×
ε dapat 

dipandang sebagai interval matriks [ A , A ] 
∈I( nm×+

εR )b. Matriks interval A 

∈I( +R ) nm×
ε bersesuaian dengan interval 

matriks [ A , A ] ∈I( nm×+
εR )b, dan dituliskan 

”A ≈[ A , A ]”.Dapat disimpulkan α⊗A 

≈[α⊗A , α ⊗A ] dan A⊕ B ≈[ A ⊕B , 
A ⊕B ].  
 
Teorema 4 
Semiring (I( +R ) nn×

ε , ⊕ , ⊗ ) isomorfis 

dengan semiring (I( nn×+
εR )b,⊕ , ⊗ ).  

 
Bukti: Didefinisikan pemetaan f : 
I( +R ) nn×

ε →I( nn×+
εR )b dengan f (A) = [ A , A ] 

untuk setiap A ∈I( +R ) nn×
ε . Jelas bahwa 

pemetaan f  merupakan pemetaan bijektif. 
Ambil semba-rang  A dan B∈I( +R ) nn×

ε , maka 
seperti pada pembuktian pada Teorema 3 di atas 
diperoleh  f(A⊕ B) = f (A) ⊕ f (B). 
Selanjutnya menurut Lemma 2diperoleh bahwa 
f(A⊗ B) = [ B)(A ⊗ , BA ⊗ = [ A ⊗B , 

A ⊗B ] = [ A , A ]⊗ [ B , B ] = f (A) ⊗ f (B). 
Jadi terbukti f merupakan suatu isomorfisma 
semiring. Jadi semiring I( +R ) nn×

ε isomorfis 

dengan semiring I( nn×+
εR )b.   ■ 

 
Dari Teorema 4 di atasdapat disimpulkan untuk 
A, B∈I( +R ) nn×

ε berlaku A⊗ B 

≈ ]BA,BA[ ⊗⊗ . Untuk matriks interval 

A∈I( +R ) pm×
ε danB∈I( +R ) np×

ε juga berlaku 

A⊗ B ≈ ]BA,BA[ ⊗⊗ . Hal ini dapat 
dijelaskan sebagai berikut. Matriks interval 
A∈I( +R ) pm×

ε danB∈I( +R ) np×
ε dapat 

diperbesar ukurannya dengan menambahkan 
sejumlah unsur ε sedemikian hingga 
membentuk matriks interval  A# dan  B# 

∈I( +R ) kk ×
ε , dengan k = max(m, p, n). Matriks 

A dan B berturut-turut merupakan submatriks 
A# dan B# yang letaknya di sebelah kiri atas, 
yaitu  

A# = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
εε
εA

, B# = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
εε
εB

, sehingga 

A# ⊗ B# = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ⊗

εε
εBA

∈I( +R ) kk ×
ε ,  

di mana A⊗ B ∈I( +R ) nm×
ε .Karenasemiring 

I( +R ) kk ×
ε isomorfis dengan I( kk×+

εR )b, maka 

A# ⊗ B#≈ ]BA,BA[ #### ⊗⊗ , yang 

berakibat bahwa A⊗ B 
≈ ]BA,BA[ ⊗⊗ ∈I( nm×+

εR )b 
 
Contoh 4 

Diberikan matriks interval  

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
]2,2[]3,0[],[
]9,6[]0,0[]2,1[

εε
, dan  

B = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

]5,4[]2,1[
]2,0[]6,2[
]4,1[],[ εε

, maka 

A = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
20
601

ε
, A = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
23
902

ε
dan 

B = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

41
02
1ε

, B = 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

52
26
4ε

. 
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BA⊗  = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2
41

ε
,  BA⊗  = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
52

ε
. 

Perhatikan bahwa A⊗ B ≈ ]BA,BA[ ⊗⊗ = 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
4
52

,
2
41

εε
,  

sehinggaA⊗ B = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
]4,2[],[
]5,4[]2,1[

εε
.  

 
KESIMPULAN 
Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan 
bahwa operasi-operasi pada matriks interval 
dapat dilakukan melalui matriks-matriks batas 
bawah dan batas bawahnya. Selanjutnya dapat 
diperoleh interval matriks yang bersesuaian 
dengan matriks interval hasil pengoperasian. 
Hasil pembahasan di atas selanjutnya dapat 
digunakan untuk membahas sistem persamaan 
linear max-min interval. Di samping itu hasil-
hasil di atas juga dapat digeneralisir ke dalam 
matriks atas aljabar max-min bilangan kabur 
(fuzzy), dengan terlebih dulu menggeneralisir 
aljabar max-min interval ke dalam aljabar max-
min bilangan kabur.  
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