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KATA PENGANTAR 

Pesatnya perkembangan Ilmu Pengetahuan dan Teknologi (IPTEK) saat ini, menuntut setiap lapisan 

masyarakat untuk mengikuti perkembangannya. Dan tidak hanya berhenti pada tataran ini, namun menuntut 

pada tingkatan yang lebih tinggi yakni penguasaan IPTEK itu sendiri. Siswa hingga mahasiswa yang 

memegang tongkat estafet perkembangan IPTEK tak luput dari tuntutan akan kompetensi tersebut. 

Kompetensi akan ilmu-ilmu dasar seperti Matematika, Fisika dan Kimia mutlak diperlukan. Sehingga 

kemutakhiran informasi mengenai perkebangan IPTEK dan implementasi kurikulum dalam pembelajaran 

ilmu-ilmu dasar menjadi isu utama yang harus menjadi perhatian kalangan akademik. 

Sebagai bagian dari institusi akademik, Fakultas Sains dan Matematika UKSW menunjukkan peran serta 

didalamnya melalui penyelenggaraan Seminar Nasional 2014  dengan sub-tema: “Kemajuan IPTEK dan 

implementasi kurikulum 2013”  yang telah dilaksanakan pada tanggal 21 Juni 2014, pukul: 07.30 – 16.00 

WIB, bertempat di Hotel Le Beringin, Jalan Jenderal Sudirman no. 160, Salatiga. Dokumentasi hasil 

seminar nasional termasuk didalamnya makalah lengkap hasil penelitian dan kajian teoritik tersusun dalam 

bentuk prosiding ini.  

Semoga dengan diterbitkannya prosiding ini, dapat digunakan sebagai data awal untuk kajian selanjutnya 

dan dapat bermanfaat sebesar-besarnya bagi perkembangan IPTEK dan Pendidikan di Indonesia.  

Terima kasih kami sampaikan kepada semua pihak yang telah membantu terlaksananya Seminar Nasional 

dan tersusunnya Prosiding ini dengan baik: para panitia, para pembicara, para pemakalah, para peserta dan 

kepada seluruh staf Fakultas Sains dan Matematika UKSW. 

 

Salatiga, 21 Juni 2014 

 

 

 

 

 

Nur Aji Wibowo, S.Si., M.Si 

Ketua Panitia 
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SAMBUTAN DEKAN 

Puji Syukur kami panjatkan kehadirat Tuhan YME karena atas berkat dan rahmatNya kita dimampukan 

untuk melaksakan seminar Nasional ini. Semoga berkahNya yang melimpah juga menyertai kita semua. 

Terima kasih yang tulus dan perhargaan setinggi tingginya, kami serahkan pada semua pihak yang telah 

berperan bagi berlangsungnya seminar ini , yaitu bagi para pembicara utama, para pemakalah yang telah 

bersusah payah menuangkan berbagai ragam ide dan analisa penelitian, juga kepada segenap panitia 

seminar dan Universitas Kristen Satya Wacana. 

Budaya menulis ilmiah adalah salah satu ciri keberhasilan insan pendidikan dimanapun berada. Dengan 

semakin banyaknya sumbang pemikiran ilmiah , kami percaya bahwa ini akan menyumbangkan hal positif 

untuk dunia pendidikan dan masyarakat di Indonesia. Jadi marilah kita bersama – sama mencoba 

mengangkat harkat dan martabat bangsa Indonesia dengan setia  menyumbang karya – karya ilmiah 

semacam ini. 

Banyak ketidaksempurnaan dalam penyelenggaraan seminar ini, namun janganlah itu menjadi kendala bagi 

kita untuk tetap bersemangat mengembangkan diri bagi  institusi dan bangsa kita. Selamat berseminar. 

Terima Kasih 

 

 

 

Salatiga, 21 Juni 2014 

 

 

Dr. Suryasatriya Trihandaru, M.Sc.nat. 

Dekan FSM 
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JADWAL SEMINAR NASIONAL SAINS DAN PENDIDIKAN SAINS IX 

HOTEL LE BERINGIN – SALATIGA, 21 JUNI 2014 

 

WAKTU  KEGIATAN 
07.30 – 08.30 Daftar ulang + Coffee Break Pagi 

08.30 – 08.35 Sambutan oleh Ketua Panitia  

(Nur Aji Wibowo, M. Si.) 

08.35 – 08.45 Sambutan dan Pembukaan oleh Pembantu Rektor I 

(Prof. Ferdy S. Rondonuwu, S.Pd., M.Sc., P.hD) 

08.45 – 10.00 Sidang Pleno 1 

(Dr. Andika Fajar, M. Eng.) 

10.00 – 11.15 Sidang Pleno 2 

(Dr. Das Salirawati, M. Si.) 

11.15 – 12.30 Ishoma 

12.30 – 14.45 Sidang Paralel 

14.45 – 15.00 Coffee Break Sore 

15.00 – 16.30 Sidang Paralel lanjutan 
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BIDANG FISIKA DAN PENDIDIKAN FISIKA 
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ABSTRAK 

 
Waktu tempuh dalam suatu jaringan kadang tidak dapat diketahui dengan pasti, dan dapat dinyatakan dengan 

bilangan kabur (fuzzy number), yang disebut dengan waktu tempuh kabur. Artikel ini membahas tentang eksistensi 

dan ketunggalan sistem persamaan linear (SPL) min-plus iteratif bilangan kabur dan penerapannya pada masalah 

lintasan terpendek dengan waktu tempuh kabur. Dapat ditunjukkan bahwa sistem persamaan linear min-plus iteratif 

bilangan kabur, dengan matriks koefisiennya semidefinit, mempunyai penyelesaian kabur. Lebih lanjut, jika matriks 

koefisiennya definit, maka mempunyai penyelesaian tunggal. Jaringan dengan waktu tempuh kabur dapat 

dinyatakan sebagai matriks atas aljabar min-plus bilangan kabur. Dinamika jaringan tersebut dapat dimodelkan 

sebagai suatu sistem persamaan linear min-plus iteratif bilangan kabur. Dari penyelesaian SPL min-plus iterative 

bilangan kabur ini, dapat ditentukan waktu awal paling cepat kabur dan waktu paling akhir kabur, untuk masing-

masing titik, serta waktu kabur tercepat untuk melintasi jaringan lintasan. Selanjutnya dapat ditentukan derajat 

keterpendekan setiap lintasan dalam jaringan dengan waktu tempuh kabur, melalui penentuan lintasan terpendek 

interval untuk suatu potongan-alpha dengan dasar metode bagi-dua. Diberikan pula beberapa hasil perhitungan 

dengan menggunakan bantuan program MATLAB. 

Kata-kata kunci: aljabar min-plus, bilangan kabur, lintasan terpendek, waktu tempuh kabur 

 

 

PENDAHULUAN 
Aljabar min-plus, yaitu himpunan semua bilangan 

real R dilengkapi dengan operasi min (minimum) 

dan plus (penjumlahan), telah dapat digunakan 

dengan baik untuk memodelkan dan menganalisis 

masalah lintasan terpendek [1, 2]. Dalam masalah 

pemodelan dan analisa suatu jaringan kadang-

kadang waktu aktifitasnya, yang dalam masalah 

lintasan terpendek berupa waktu tempuh, belum 

diketahui, misalkan karena masih pada tahap 

perancangan, atau belum diketahui distribusinya. 

Waktu tempuh ini dapat diperkirakan berdasarkan 

pengalaman, pendapat dari para ahli maupun 

operator jaringan tersebut. Dalam hal ini waktu 

tempuh dalam jaringan akan dimodelkan dengan 

suatu bilangan kabur, yang selanjutnya disebut 

dengan waktu tempuh kabur. 

 
Pemodelan dan analisa pada masalah lintasan 

terpendek dengan waktu tempuh kabur, sejauh 

peneliti ketahui, belum ada yang membahas 

dengan menggunakan pendekatan aljabar min-plus 

seperti halnya yang telah dilakukan untuk model 

deterministik dan probabilistik. Seperti telah 

diketahui pendekatan penyelesaian masalah 

jaringan dengan menggunakan aljabar min-plus 

dapat memberikan hasil analitis dan lebih 

mempermudah dalam komputasinya, 

dibandingkan pendekatan lain yang cenderung 

heuristic. 

 

Pendekatan aljabar min-plus untuk menyelesaikan 

masalah lintasan terpendek juga menggunakan 

konsep-konsep dasar dalam aljabar min-plus, 

seperti matriks atas aljabar min-plus dan sistem 

persamaan linear min-plus, seperti yang telah 

dibahas dalam [1, 2]. Penerapan sistem persamaan 

linear min-plus pada masalah lintasan terpendek 

dengan waktu tempuh crisp (bilangan real) telah 

dibahas dalam [3]. Dalam [4] juga telah dibahas 

penerapan sistem persamaan linear min-plus 

interval pada masalah lintasan terpendek dengan 

waktu tempuh interval  (interval bilangan real), 

mailto:arudhito@yahoo.co.id
mailto:dominic_abp@yahoo.co.id


Prosiding Seminar Nasional Sains dan Pendidikan Sains IX, Fakultas Sains dan Matematika, UKSW 

 Salatiga, 21 Juni 2014, Vol 5, No.1, ISSN :2087-0922 

827 

 

yang juga meliputi konsep aljabar min-plus 

interval dan matriks atas aljabar min-plus interval. 

Hasil ini sebagai jembatan untuk pembahasan 

utama artikel ini, mengingat operasi dalam 

bilangan kabur juga dapat dilakukan melalui 

potongan- -nya yang berupa interval  

 

BAHAN DAN  METODE  
Penelitian ini merupakan penelitian yang 

didasarkan pada studi literatur yang meliputi 

kajian-kajian secara teoritis dan perhitungan 

komputasi matematis dengan bantuan program 

MATLAB. Terlebih dahulu diperhatikan kembali 

hasil-hasil dalam penerapan sistem persamaan 

linear min-plus interval pada masalah lintasan 

terpendek dengan waktu tempuh interval [4]. 

Hasil-hasil tersebut selanjutnya akan 

digeneralisasikan ke dalam aljabar min-plus 

bilangan kabur, matriks atas aljabar min-plus, 

sistempersamaan linear min-plus bilangan kabur 

dan penerapannya dalam masalah lintasan 

terpendek dengan waktu tempuh kabur.  Hasil-

hasil pembahasan akan disajikan dalam definisi. 

  

HASIL DAN DISKUSI  
Dalam pembahasan ini diasumsikan pembaca telah 

mengenal beberapa konsep dasar dalam himpunan 

dan bilangan kabur [5, 6], serta teori graf [1, 7]. 

Terlebih dahulu ditinjau beberapa konsep dasar 

dan operasi-operasi dalam aljabar min-plus dan 

matriks, yang lebih lanjut dapat dibaca dalam [3], 

di mana konsep ini analog dengan aljabar max-

plus yang secara lebih lengkap dapat dibaca di [1, 

7].  

 

Diberikan R  := R {  } dengan  : = + . Pada R  

didefinisikan operasi berikut: a,b  R  , a  b := 

min(a, b)  dan  a  b : = a  b. Dapat ditunjukkan 

bahwa (R , , ) merupakan semiring komutatif 

idempoten dengan elemen netral  = +  dan 

elemen satuan e = 0. Lebih lanjut (R , , ) 

merupakan semifield, yaitu bahwa (R , , ) 

merupakan semiring komutatif di mana untuk 

setiap a  R terdapat a sehingga berlaku a  

( a)  = 0. Kemudian  (R , , ) disebut dengan 

aljabar min-plus yang selanjutnya cukup 

dituliskan dengan Rmin. Operasi  dan  pada 

Rmin  dapat diperluas untuk operasi-operasi  

matriks dalam 
nm

minR , di mana  
nm

minR : = {A = 

(Aij) Aij  Rmin, untuk i = 1, 2, ..., m dan j = 1, 2, 

..., n}. Untuk A, B 
nm

maxR  didefinisikan A  B, 

dengan (A  B)ij = Aij  Bij . Untuk  matriks A 
pm

minR , B 
np

minR  didefinisikan A  B, dengan  

(A  B)ij = kjik

p

k

BA
1

. Didefinisikan pula 

matriks E 
nn

minR , (E )ij := 
jiε

ji

 jika,

 jika,0
 dan 

matriks  
nm

minR  , (  )ij :=   untuk setiap i dan j. 

 

Diberikan graf berarah G = (V, A)  dengan V = {1, 

2,  ... , p}. Graf berarah G dikatakan berbobot  jika 

setiap busur ( j, i )  A dikawankan dengan suatu 

bilangan real Aij. Bilangan real  Aij disebut bobot 

busur (j, i ), dilambangkan dengan w( j, i ). Bobot 

suatu lintasan didefinisikan sebagai jumlahan 

bobot busur-busur yang menyusun lintasan 

tersebut. Lintasan terpendek didefinisikan sebagai 

lintasan dengan bobot minimum. Graf preseden 

dari matriks A  
nn

m axR   adalah graf berarah 

berbobot G(A) = (V, A) dengan V = {1, 2, ... , n}, 

A  = {( j, i ) | w( i, j ) = Aij   ,  i, j }. Sebaliknya 

untuk setiap graf berarah berbobot G = (V, A) 

selalu dapat didefinisikan suatu matriks A 
nn

minR  

dengan Aij = 
. )( jika

 )( jika )(

A,,

A,,,

ij

ijijw
, yang 

disebut matriks bobot graf G. Dalam kaitannya 

dengan teori graf, untuk A
nn

minR dan k  N, unsur 

matriks 
st

k
A )( merupakan bobot minimum 

semua lintasan dalam G(A) dengan panjang k, 

dengan t sebagai titik awal dan s sebagai titik 

akhirnya. 

 

Suatu matriks A  
nn

minR  dikatakan semi-definit 

jika semua sirkuit dalam G(A) mempunyai bobot 

takpositif dan  dikatakan definit jika semua sirkuit 

dalam G(A) mempunyai bobot negatif. Diberikan 

A  
nn

minR . Dengan cara yang analog dengan kasus 

di aljabar max-plus [1], dapat ditunjukkan bahwa 

jika A semi-definit,  maka  p  n, 
p

A  m   E 
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 A  ...   
1n

A . Selanjutnya untuk matriks 

semi-definit A  
nn

minR , dapat didefinisikan   A
*
 : =  

E  A  ...  
n

A   
1n

A   ... . 

Diberikan A  nn
minR  dan b 

n
minR . Jika A semi-

definit, maka vektor  x
*
 = A

*
  b merupakan suatu 

penyelesaian sistem x = A  x  b. Lebih lanjut 

jika A definit, maka sistem tersebut mempunyai 

penyelesaian tunggal. 

 

Selanjutnya diberikan beberapa konsep dasar dan 

operasi-operasi dalam aljabar min-plus interval 

dan matriks, yang lebih lanjut dapat dibaca dalam 

[4], di mana konsep ini analog dengan aljabar 

max-plus interval yang secara lebih lengkap dapat 

dibaca di [8, 7]. Suatu interval (tertutup) dalam 

Rmin adalah himpunan bagian Rmin yang berbentuk  

x = [ x , x ] = { x  R   x m  x m x }. 

Interval x dalam Rmin disebut interval min-plus, 

yang secara singkat disebut interval. Didefinisikan 

I(R)  = { x = [ x , x ]  x , x   R,   m  x  m  

x }  {[ , ]}. Pada I(R)  didefinisikan operasi  

dan  sebagai berikut  

x y = [ x y , x y ], x y = [ x y , x y ] 

 x, y  I(R) . Struktur (I(R) , , ) merupakan 

semiring idempoten komutatif. Selanjutnya 

(I(R) , , ) disebut aljabar min-plus interval 

yang cukup dituliskan I(R)min. 

 

Didefinisikan I(R)
nm

min : = {A = (Aij) Aij I(R)min , 

untuk i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ..., n}. Matriks 

anggota I(R)
nm

min  disebut matriks interval min-

plus. Didefinisikan matriks E  I(R)
nn

min , dengan 

(E)ij : = 
ji

ji

 jika,

 jika,0
 dan matriks   I(R)

nn

min , 

dengan: ( )ij :=   untuk setiap i dan j . Untuk A  

I(R)
nm

min , didefinisikan matriks A  = ( ijA ) 

nm

minR dan A = ( ijA )  
nm

minR , berturut-turut 

disebut matriks batas bawah dan matriks batas 

atas matriks interval A. Untuk setiap A  I(R)
nm

min   

selalu dapat ditentukan dengan tunggal interval 

matriks   [ A , A ] dan sebaliknya. Matriks interval 

A  I(R)
nm

min  bersesuaian dengan interval matriks 

[ A , A ] , dan dituliskan ”A  [ A , A ] ”. Dapat 

disimpulkan bahwa A  [ A , A ], 

A B  [ A B , A B ] dan A B  

]BA,BA[ . 

 

Suatu matriks A  I(R)
nn

min  dengan A  [ A , A ], 

dikatakan semi-definit jika A  
nn

minR  semi-definit 

untuk setiap A  [ A , A ] dan  dikatakan definit  

jika  A 
nn

minR  definit untuk setiap  A  [ A , A ]. 

Dapat ditunjukkan bahwa untuk A  I(R)
nn

min , 

dengan A  [ A , A ]. Matriks interval A semi-

definit jika dan hanya jika A  semi-definit. 

Diberikan A  I(R)
nn

min  dan b  I(R)
n

min . Jika A 

semi-definit, maka vektor interval  x
* 

 [ b
*

A , 

b
*A ], merupakan penyelesaian interval sistem 

interval x = A x b. Lebih lanjut jika A 

definit, maka penyelesaian interval tersebut 

tunggal. 

 

Selanjutnya dibahas aljabar min-plus dan matriks, 

sebagai dasar pembahasan utama artikel ini. 

Pembahasan analog dengan pembahasan pada 

aljabar max-plus nilangan kabur yang 

selengkapnya dapat dibaca pada [8] dan [7]. 

  

Definisi 1. Misalkan a~  dan b
~

 bilangan-bilangan 

kabur dengan a  = [ a , a ] dan   b  = [ b , b ], 

di mana a dan a  berturut-turut adalah batas 

bawah dan batas atas interval a  , sedangkan untuk 

b dan b  analog, 

i) Maksimum a~  dan b
~

, yaitu a~
~

b
~

adalah 

himpunan kabur dengan potongan- -nya 

adalah interval [ a  b , a b ], untuk 

setiap   [0, 1]. 

ii)  Minimum a~  dan b
~

, yaitu a~
~

b
~

 adalah 

himpunan kabur dengan potongan- -nya 

adalah interval [ a  b , a b ], untuk 

setiap   [0, 1]. 

 



Prosiding Seminar Nasional Sains dan Pendidikan Sains IX, Fakultas Sains dan Matematika, UKSW 

 Salatiga, 21 Juni 2014, Vol 5, No.1, ISSN :2087-0922 

829 

 

Untuk memperoleh fungsi keanggotaan hasil 

operasi pada bilangan kabur seperti di atas, dapat 

dengan menggunakan Teorema Dekomposisi. 

Dengan cara yang analog pada aljabar max-plus 

bilangan kabur [8] dan [7], dapat ditunjukkan 

bahwa potongan-potongan-  yang didefinisikan 

pada operasi di atas memenuhi syarat sebagai 

keluarga potongan-   dari suatu bilangan kabur. 

Selanjutnya dengan menggunakan Teorema 

Dekomposisi diperoleh bahwa a~
~

b
~

= 

c~ = 
1][0,

~c , di mana c~ adalah himpunan kabur 

dalam R dengan fungsi keanggotaan 
c~

(x) = 

)( ba
(x), di mana 

)( ba
adalah fungsi 

karakteristik himpunan (a  b) . Demikian juga 

untuk operasi 
~

dapat dilakukan dengan cara yang 

analog. 

Diberikan F(R) ~ := F(R)  {
~

} dengan F(R) 

adalah himpunan semua bilangan kabur dan 
~

: = 

{ }, dengan  
 
= [ , ] ,    [0, 1]. Pada 

(F(R)) ~  didefinisikan operasi minimum 
~

 dan 

penjumlahan 
~

, seperti yang diberikan Definisi 1. 

Dapat ditunjukkan bahwa struktur (F(R) ~  , 
~

, 

~
) adalah semiring idempoten komutatif dan 

F(R)min := (F(R) ~ , 
~

, 
~

) di atas disebut aljabar 

min-plus bilangan kabur, atau secara singkat 

cukup dituliskan dengan F(R)min.  

 

Didefinisikan himpunan matriks bilangan kabur 

F(R)
nm

min := { A
~

= ( A
~

ij) A
~

ij  F(R)min , untuk i = 

1, 2, ..., m dan j = 1, 2, ..., n}.. 

Analog pada operasi matriks atas aljabar min-plus, 

operasi 
~

 dan 
~

 pada F(R)min dapat diperluas 

untuk operasi-operasi  matriks bilangan kabur 

pada (F(R)
nm

min .  

 

Definisi 2 Untuk setiap A
~

  F(R)
nm

min ,   [0, 1], 

didefinisikan matriks potongan-  dari A
~

, yaitu 

matriks interval A  = ( ijA )  I(R)
nm

max , dengan 

ijA  I(Rmin). Didefinisikan juga matriks A  = 

( ijA ) 
nm

maxR  dan A = ( ijA )  
nm

maxR  yang 

berturut-turut disebut matriks batas bawah dan 

matriks batas atas matriks A .  

 

Matriks A
~

, B
~

  F(R)
nm

min adalah sama jika dan 

hanya jika A   = B   untuk setiap   [0, 1], 

yaitu ijA  = ijB untuk setiap i dan j. Selanjutnya 

~ ~
A
~

 adalah matriks bilangan kabur dengan 

matriks potongan- -nya: (   A)    [ A , 

A ],   [0, 1] dan analog juga untuk 

operasi penjumlahan dan perkalian matriks 

bilangan kabur. Didefinisikan matriks E
~

 

F(R) nn

min , ( E
~

)ij : = 
ji

ji

 jika,~
 jika,0

~

. Didefinisikan 

matriks 
~

 F(R) nn

min ,  (
~

)ij := 
~

   i , j . 

   

Dengan cara yang analog pada aljabar min-plus 

dan teori graf di atas, dapat didefinisikan untuk 

bobot yang berupa bilangan kabur. Suatu matriks 

A
~

  F(R)
nn

max
dikatakan semi-definit jika A

 

I(R) nn

min semi-definit untuk setiap   [0,1] dan  

dikatakan definit jika A  definit untuk setiap   

[0,1]. Dapat ditunjukkan matriks A
~

 semi-definit 

jika dan hanya jika 
0A nn

maxR  semi-definit.  

 

Definisi 3 Diberikan A
~

  F(R)
nn

min  dan b
~

  

F(R)
n

min . Vektor bilangan kabur 
*~x  F(R)

n

min  

disebut penyelesaian bilangan kabur sistem 

persamaan linear min-plus bilangan kabur x~  = 

A
~ ~

x~
~

 b
~

 jika 
*~x memenuhi sistem tersebut, 

yaitu berlaku 
*~x  = A

~ ~ *~x
~

b
~

. 

 

Dari Definisi 3 di atas, dengan menggunakan 

konsep kesamaan dua buah bilangan kabur dapat 

dinyatakan bahwa 
*~x  = A

~ ~ *~x
~

b
~

 jika dan 

hanya jika 
*x = A   

*x  b  untuk setiap  

 [0,1].  Berikut diberikan Teorema mengenai 
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eksistensi dan ketunggalan penyelesaian bilangan 

kabur sistem kabur x~  = A
~ ~

x~
~

b
~

. 

 

Teorema 1. Diberikan A
~

 F(R)
nn

max  dan b
~

  

F(R)
n

max . Jika A
~

 semi-definit  maka vektor 

bilangan kabur 
*~x = 

*A
~ ~

b
~

 dengan 
*A

~
= 

E
~ ~

A
~ ~

... 
~ n

A
~ ~ 1n

A
~ ~

 ... , merupakan 

penyelesaian bilangan kabur  sistem  x~  = 

A
~ ~

x~
~

b
~

. Lebih lanjut jika A
~

 definit, maka 

penyelesaian tersebut tunggal. 

 

Bukti: analog dengan pembahasan pada aljabar 

max-plus seperti yang dilihat dalam dalam [7].  ■ 

Dengan demikian menurut Teorema 1 di atas dan 

Teorema Dekomposisi pada himpunan kabur, jika 

A
~

 definit, maka vektor bilangan kabur 
*~x dengan 

*~
ix = 

1][0,

~
ic di mana 

ic~ adalah himpunan kabur 

dalam R dengan fungsi keanggotaan 
c~

(x) = 

iA )( * b
(x) , di mana 

iA )( * b
adalah fungsi 

karakteristik himpunan (
*A   b

i) , merupakan 

penyelesaian tunggal bilangan kabur sistem 
ex~   =  

A
~

 
~

 
ex~  

~
 b
~

. 

 

Contoh 1. Diberikan matriks dan vektor dengan 

elemennya berupa bilangan kabur trapesium 

(BKT) berikut 

A
~

 = 

5) 3,4,(1,2) 1,(0,) , ,(

) , ,(0) 1,2,()54,(3,

2,4)(1,5) 4.5, ,4(3,)3 1,2,(0,

  

dan b
~

 = 

3,4) 2,(1,

3) 2, ,1(0,

1) ,0,01,(

, akan ditentukan vektor 

penyelesaian bilangan kabur x~ * 
sistem x~  = 

A
~ ~

x~
~

b
~

. Dengan bantuan program yang 

disusun dengan MATLAB diperoleh grafik batas-

batas ix*
seperti dalam Gambar 1 berikut. 

 

1
*x                 2

*x                  3
*x   

Gambar 1. Grafik titik-titik batas ix*
  Contoh . 

 

Dari Grafik pada Gambar 1 diperoleh  
*

1
~x  = 

BKT( 1, 0, 0, 1) dan 
*

2
~x = BKT( 6, 2, 1, 3). 

Sedangkan 
*

3
~x  pendekatan fungsi keanggotaannya, 

dengan selisih nilai  = 0.01, adalah  

*x~3

(x)  

lainnya      ,        0

4
3

11
  , 4

3

11
1  ,  

4

5
10  ,        1

04  ,     
4

4

xx

x
x

x

x
x

 

 

Definisi 4 Suatu jaringan lintasan searah S
~

 

dengan waktu tempuh kabur adalah suatu graf 

berarah berbobot bilangan kabur, terhubung dan 

taksiklik S
~

 =   (V, A
~

), dengan V = {1, 2, , ... , n} 

yang memenuhi:  jika (i, j)  A
~

, maka i < j.  

 

Dalam jaringan kabur ini, titik menyatakan 

persimpangan, busur menyatakan suatu jalan, 

bobot busur menyatakan waktu tempuh kabur, 

sehingga bobot dalam jaringan berupa bilangan 

kabur taknegatif, yaitu bilangan kabur dengan 

potongan-potongan- -nya berupa interval dengan 

batas-batasnya taknegatif. Selanjutnya dilakukan 

pemodelan dan analisis lintasan terpendek untuk 

jaringan dengan waktu tempuh kabur. 

Pembahasan diawali dengan menentukan waktu 

awal paling cepat kabur untuk setiap 

persimpangan titik i dapat dilalui. Pembahasan 

dilakukan dengan cara yang analog pada waktu 

tempuh interval, pada subbab sebelumnya, dengan 

menggunakan pendekatan aljabar-min-plus 

bilangan kabur. Misalkan 

iSE
~

 = 
e

ix~  menyatakan waktu awal paling cepat 

kabur titik i dapat dilalui, 



Prosiding Seminar Nasional Sains dan Pendidikan Sains IX, Fakultas Sains dan Matematika, UKSW 

 Salatiga, 21 Juni 2014, Vol 5, No.1, ISSN :2087-0922 

831 

 

ijA
~

 = 
A
~

 )( jika                                    ,~
A
~

)( jika kekabur uh waktu temp

j, i

ij,ij
. 

Diasumsikan bahwa ex1
~ = 0

~
(bilangan kabur titik). 

Selanjutnya dengan menggunakan notasi aljabar 

min-plus bilangan kabur dapat dituliskan  

ex1
~  =    1 jika  )~ 

~~
(

1 jika                    0
~

~
1

 ixA

 i 
e
jij

nj
              

(1) 

 

Misalkan A
~

 adalah matriks bobot bilangan kabur 

dari graf berarah berbobot bilangan kabur jaringan 

tersebut, 
ex~  = [

ex1
~ ,

ex2
~ , ... , 

e

nx~ ]
T
 dan 

eb
~

= [0, 
~

, 

... , 
~

]
T
, persamaan (1) dapat dituliskan ke dalam 

suatu sistem persamaan linear iteratif min-plus 

bilangan kabur berikut  
ex~   =  A

~
 
~

 
ex~  

~
 

eb
~

.      (2) 

 

Mengingat jaringan lintasan ini merupakan graf 

berarah taksiklik, maka grafnya tidak terdapat 

sirkuit, sehingga A
~

 definit. Dengan demikian 

menurut Teorema 1, vektor bilangan kabur 
ex~  

dengan 
e

ix~ = 
1][0,

~
ic di mana 

ic~ adalah himpunan 

kabur dalam R dengan fungsi keanggotaan 
c~

(x) 

= 
i

eA )( * b
(x) , di mana 

i
eA )( * b

adalah fungsi 

karakteristik himpunan (
*A   b

e

i) , merupakan 

penyelesaian tunggal bilangan kabur sistem 
ex~   =  

A
~

 
~

 
ex~  

~
 

eb
~

, yang merupakan vektor waktu 

awal kabur paling cepat setiap titik dalam jaringan 

dapat dilalui.
 
   

 

Perhatikan bahwa ( *~
A )n1 merupakan bobot 

minimum lintasan dari titik awal hingga titik akhir 

jaringan lintasan, sehingga 
e

nx~  merupakan waktu 

kabur tercepat untuk melintasi jaringan lintasan. 

Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan dalam 

Teorema 2 berikut. 

 

Teorema 2. Jika suatu jaringan lintasan searah 

dengan waktu tempuh kabur dengan n titik, maka 

vektor waktu awal tercepat kabur titik i dapat 

dilalui, diberikan oleh vektor bilangan kabur 
ex~ , 

dengan 
e

ix~ = 
1][0,

~
ic di mana 

ic~ adalah himpunan 

kabur dalam R dengan fungsi keanggotaan 
c~

(x) 

= 
i

eA )( * b
(x) dan 

i
eA )( * b

adalah fungsi 

karakteristik himpunan (
*A  b

e

i) , dengan A
~

 

adalah matriks bobot bilangan kabur dari  graf 

berarah berbobot bilangan kabur jaringan 

tersebut dan vektor bilangan kabur 
eb

~
= [0, 

~
, ... 

, 
~

]
T
. Lebih lanjut, waktu tercepat untuk melintasi 

jaringan adalah 
e

nx~ . 

 

Bukti: (lihat uraian di atas). ■ 

Contoh 2 Perhatikan jaringan proyek pada  

Gambar 2 di bawah ini dengan bobotnya berupa 

bilangan kabur segitiga (BKS). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Matriks bobot bilangan kabur graf berarah 

berbobot bilangan kabur pada jaringan proyek di 

atas adalah matriks  

A
~

 = 

~
)8,7,6()7,5,4()9,8,7(

~~~

~~
)8,7,5()3,5.2,2(

~~~

~~~
0
~

)3,5.2,2(
~~

~~~~
)5,4,3()3,5.2,2(

~

~~~~~~
)4,3,2(

~~~~~~
)3,2,1(

~~~~~~~

. 

 

Dengan program MATLAB, seperti pada Lampiran 

5, berikut grafik titik-titik batas potongan-  dari 

unsur-unsur vektor iSE
~

 untuk  = 0, 0.05, ..., 

0.95, 1. 

 

4 

5 

3 6 7 
1

  
(1,2,3) 

(7,8,9) 

(2,2.5,3) 

(3,4,5) 
(6,7,8) 

(4,5,7) 

(5,7,8) 

(2,3,4) 

2 

(2,2.5,3) 

(2,2.5,3) 

Gambar 2. Jaringan Proyek Kabur Contoh 2 
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ex~1    

ex~2           
ex~3       

        
ex~4        

 

             
ex~5
               

ex~6
              

ex~7
 

Gambar 3.  Grafik titik-titik batas potongan-   unsur-

unsur vektor iSE
~

 Contoh 2 

 

Dari grafik di atas dapat diperoleh bahwa 
ex~1 = 

BKS(0, 0, 0), 
ex~2 = BKS(1, 2, 3), 

ex~3
= BKS(2, 3, 

4), 
ex~4 = BKS(3, 4.5, 6), 

ex~5
= BKS(3, 4.5, 6), 

ex~6
= 

BKS(5, 7, 9) dan 
ex~7
= BKS(7, 9.5, 13). Waktu 

kabur tercepat untuk melintasi jaringan lintasan 
ex~7
= BKS(7, 9.5, 13).  

 

Berikut diberikan pengertian lintasan terpendek 

kabur dan teorema yang memberikan cara 

penentuannya. Definisi dan hasil merupakan 

modifikasi dari pengertian lintasan kritis kabur dan 

teorema cara menentukan lintasan kritis kabur, 

seperti yang dibahas dalam [9, 10, 7]. Sebelumnya 

akan diberikan beberapa pengertian lintasan 

terpendek interval yang lebih lengkap dapat dilihat 

dalam [3, 4]. 

 

Suatu jalan (i, j)  A dalam jaringan lintasan 

searah S  disebut jalan terpendek-tegas  jika e
ix

 
= 

l
ix  dan 

e

jx
 
= 

l

jx  , di mana 
e

ix  = menyatakan 

waktu awal paling cepat titik i dapat dilalui, dan 
l
ix  =  waktu paling akhir perjalanan meninggalkan 

titik i. Suatu lintasan p  P dalam jaringan proyek 

S disebut lintasan terpendek-tegas jika semua 

jalan yang terletak dalam p merupakan jalan 

terpendek-tegas. Suatu lintasan p  P disebut 

lintasan terpendek-interval di dalam jaringan  jika 

terdapat suatu himpunan yang anggotanya adalah 

waktu tempuh tegas Aij , di mana Aij  [ ijA , ijA ], 

(i, j)  A, sedemikian hingga, setelah mengganti 

waktu interval Aij dengan waktu Aij , p merupakan 

lintasan terpendek tegas. 

 

Dalam [4] terdapat teorema berikut yang terkait 

dengan penentuan derajat lintasan terpendek 

kabur. Suatu lintasan p  P merupakan lintasan 

terpendek-interval di dalam S jika dan hanya jika 

p merupakan lintasan terpendek-tegas, di mana 

waktu tempuh interval Aij  [ ijA , ijA ], (i, j)  A, 

diganti dengan waktu tempuh tegas Aij yang 

ditentukan dengan rumus berikut  

 Aij = 
pjiA

pjiA

ij

ij

  ) ,( jika 

  ) ,( jika 
.          (3) 

 

Definisi 5. Skalar   [0, 1] dikatakan fisibel 

untuk lintasan p  P jika p merupakan lintasan 

terpendek-interval dalam jaringan S
~

dengan waktu 

tempuh interval Aij = ijA , di mana ijA  merupakan 

potongan-  tempuh kabur A
~

ij.  

Definisi 6. Untuk suatu lintasan p  P, misalkan 

M = {   [0, 1]   fisibel untuk lintasan p}. 

Derajat keterpendekan lintasan p  P, 

dilambangkan dengan (p), didefinisikan sebagai   

(p) = 
M

MM

 jika       0

 jika sup
. 

 

Berikut diberikan algoritma penghitungan derajat 

keterpendekan suatu lintasan dalam jaringan 

lintasan dengan waktu tempuh kabur. Algoritma 

didasarkan metode bagi-dua (bisection) untuk 

interval [0, 1] untuk memperoleh nilai  maksimal 

min yang fisibel untuk suatu lintasan p. Untuk 

pemeriksaan fisibilitas suatu nilai  dapat 

menggunakan hasil pada Teorema dalam [4] di 

atas, sedangkan penentuan lintasan terpendek-

tegas dapat menggunakan pendekatan min-plus 

seperti pada [3].  

 

Algoritma 1 Penentuan derajat keterpendekan 

suatu lintasan : 

Langkah 1 : 

Berikan k :=0. 

Langkah 2 :  

Periksa fisibilitas  = 0 untuk lintasan p. Jika tidak 

fisibel untuk lintasan p, maka min = 0 dan menuju 

Langkah 6.  

Langkah 3 : 
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Periksa fisibilitas k = 1 untuk lintasan p. Jika 

fisibel untuk lintasan p, maka    min = 1 dan 

menuju Langkah 6. 

Langkah 4 : 

Berikan k := k + 1. 

k  : = 

fisibel. tidak  jika, 
2

1

         fisibel  jika ,
2

1

1

1

k-1kk

k-1kk

 

Periksa fisibilitas k  untuk lintasan p. Jika k 

fisibel berikan min = k .  

Langkah 5: 

Jika k  K  maka menuju ke Langkah 4. 

Langkah 6: 

Berikan 
P
~ (p) = min . Berhenti. 

Keterangan: 

K  N  
10

log 2 , dengan kesalahan mutlak 

perhitungan  = 10
N
 .  

 

Contoh 3. Diberikan jaringan lintasan searah 

dengan waktu tempuh kabur seperti pada Contoh 

2. Untuk  = 0, akan diperoleh jaringan proyek 

waktu interval seperti pada contoh dalam [4]. Dari 

hasil contoh ini nampak bahwa lintasan-lintasan 

yang bukan merupakan lintasan terpendek interval 

mempunyai derajat keterpendekan 
P
~ (p) = 0. 

Ambil  = 10
2
 , maka N = 2 dan K = 7. Hasil 

perhitungan diberikan dalam Tabel 1 berikut. 

 
Tabel 1. Derajat Keterpendekan Lintasan Contoh 2 

No Lintasan p 
P
~ (p) 

1 1 3 5 7 0,5 

2 1 3 5 6 7 0 

3 1 3 4 5 7 0,1875 

4 1 3 4 5 6 7 0 

5 1 3 4 6 7 0 

6 1 3 4 7 0,1875 

7 1 2 4 5 7 1 

8 1 2 4 5 6 7 0 

9 1 2 4 6 7 0 

10 1 2 4 7 0,25 

 

KESIMPULAN  

Sistem persamaan linear min-plus iteratif bilangan 

kabur, dengan matriks koefisiennya semidefinit, 

mempunyai penyelesaian kabur. Lebih lanjut, jika 

matriks koefisiennya definit, maka mempunyai 

penyelesaian tunggal. Jaringan dengan waktu 

tempuh kabur dapat dinyatakan sebagai matriks 

atas aljabar min-plus bilangan kabur. Dinamika 

jaringan tersebut dapat dimodelkan sebagai suatu 

sistem persamaan linear min-plus iteratif bilangan 

kabur. Dari penyelesaian SPL min-plus iteratif 

bilangan kabur ini, dapat ditentukan waktu awal 

paling cepat kabur dan waktu paling akhir kabur, 

untuk masing-masing titik, serta waktu kabur 

tercepat untuk melintasi jaringan lintasan. 

Selanjutnya dapat ditentukan derajat 

keterpendekan setiap lintasan dalam jaringan 

dengan waktu tempuh kabur, melalui penentuan 

lintasan terpendek interval untuk suatu potongan-

alpha dengan dasar metode bagi-dua. Diberikan 

pula beberapa hasil perhitungan dengan 

menggunakan bantuan program MATLAB. 
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