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METODE VOLUME HINGGA
UNTUK MENYELESAIKAN MASALAH BENDUNGAN-BOBOL’

Sudi Mungkasi

Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Sanata Dharma
Mrican, Tromol Pos 29, Yogyakarta 55002

sudi@usd.ac.id
ABSTRACT

A lot of dams can be found in Indonesia, which is an agricultural country. Dam-break may
result in a catastrophic collapse around the dam. Understanding the behaviour of water if dam-break
happens is then important. In this paper, we solve dam-break problems using finite volume methods .in
the one-dimensional case. The mathematical equations called the shallow water equations governing
the water flows and the analytical solution to dam-break problem are presented. Central-upwind
method, one of finite volume methods, is tested to solve dam-break problem.

Keywords: finite volume methods, dam-break problem, shallow water equations
ABSTRAK

Terdapat banyak bendungan yang dapat dijumpai di Indonesia, yang merupakan suatu negara
agraris. Bendungan-bobol dapat menyebabkan kehancuran yang hebat di daerah sekitar bendungan.
Oleh karena itu, pemahaman sifat gerakan air jika bendungan-bobol terjadi merupakan hal yang
penting. Dalam makalah ini, masalah bendungan-bobol diselesaikan menggunakan metode volume
hingga untuk kasus satu dimensi. Persamaan matematis yang disebut persamaan air dangkal yang
dapat menjelaskan aliran air dan penyelesaian analitis untuk masalah bendungan-bobol disajikan.
Metode central-upwind, yang merupakan salah satu jenis metode volume hingga, diuji untuk
menyelesaikan masalah bendungan-bobol.

Kata kunci: metode volume hingga, masalah bendungan-bobol, persamaan air dangkal

" Isi dari makalah ini pernah diikutsertakan dan menjadi finalis dalam Olimpiade Karya Tulis Inovatif 2009 yang
diselenggarakan oleh Perhimpunan Pelajar Indonesia di Perancis.
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PENDAHULUAN

Sebagai suatu negara agraris, Indonesia memiliki banyak bendungan untuk membantu
pengairan. Dalam keadaan yang tidak menguntungkan, misalnya gempa bumi, tanggul bendungan bisa
saja bobol dan menyebabkan kerusakan wilayah di sekitarnya. Oleh sebab itu, pemahaman aliran air
apabila bendungan bobol sangatlah penting. Hal ini dapat membantu menjawab bagaimana sebaiknya
pembangunan bendungan ditempatkan, sehingga kerugian dapat dibuat sekecil mungkin apabila terjadi
kebobolan bendungan. Masalah bendungan-bobol dengan topografi rata sudah ditemukan penyelesaian
analitisnya. Penyelesaian masalah tersebut dengan topografi rata datar telah ditemukan sejak 1892
oleh Ritter untuk kasus yang sederhana (Ritter, 1892), sedangkan penyelesaian untuk rata miring telah
dipaparkan oleh Chanson (2006). Dalam praktek yang sebenarnya hampir tidak ada suatu masalah
bendungan-bobol dengan topografi yang rata sempurna. Dengan demikian, suatu metode yang bisa
digunakan untuk menyelesaikan masalah ini dengan topografi sembarang sangatlah diperlukan.

Makalah ini memaparkan persamaan gelombang air dangkal atau cukup disebut Persamaan
Air Dangkal (PAD) serta suatu metode numeris yang disebut Metode Volume Hingga (MVH). PAD
adalah suatu persamaan matematis yang menjelaskan masalah aliran air termasuk masalah bendungan-
bobol. MVH adalah suatu metode numeris yang dapat digunakan untuk menyelesaikan PAD dengan
sembarang topografi. Agar sederhana, pembahasan dalam makalah ini terbatas pada masalah-masalah
satu dimensi, yang artinya hanya vektor dengan arah ke kanan/kiri yang dimodelkan, sedang arah ke
depan/belakang dan ke atas/bawah tidak ikut dimodelkan. PAD merupakan suatu model yang
diperoleh berdasarkan perpindahan massa, momentum, dan energi, yang ketiganya merupakan
kuantitas-kuantitas kekal. Persamaan ini membentuk suatu sistem hiperbolik nonlinier dan mampu
memberikan penyelesaian diskontinu meskipun keadaan awalnya halus. Terapan PAD cukup banyak,
meliputi: bendungan-bobol, perambatan tsunami, aliran air sungai, dan lain-lain. Untuk mendapatkan
penyelesaian eksak secara analitis sering kali sangatlah sulit. Oleh karena itu, metode-metode numeris
termasuk MVH telah dikembangkan.

MVH didasarkan pada bentuk integral hukum kekekalan. Metode ini memecah-mecah domain
menjadi banyak sel dan mengambil nilai pendekatan rata-rata kuantitas dalam setiap sel. Di setiap
waktu, nilai-nilai tersebut diperbarui oleh pendekatan Jlux pada setiap ujung sel. Keakuratan metode
ini sangat bergantung pada fungsi flux numeris yang memberikan pendekatan flux yang sesungguhnya
sebaik mungkin. Tujuan makalah ini adalah untuk menerapkan MVH pada penyelesaian bendungan-
bobol. Hukum kekekalan massa dan kekekalan momentum digunakan pada PAD dalam makalah ini
untuk memodelkan profil air dangkal. Selain itu, metode central-upwind yang merupakan salah satu
jenis MVH akan diuji untuk menyelesaikan masalah bendungan-bobol. Selanjutnya, penampilan
metode numeris ini dianalisis secara kuantitatif dari kesalahan yang dihasilkan. Analisis kualitatif juga
dilakukan dengan membandingkan grafik penyelesaian numeris dengan grafik penyelesaian analitis.

Persamaan Air Dangkal dan Masalah Bendungan-Bobol

Bab ini terdiri atas dua seksi. Seksi pertama menjelaskan notasi-notasi yang digunakan dalam
persamaan-persamaan matematis serta menyatakan bentuk PAD. Seksi kedua membahas masalah
bendungan-bobol.

Persamaan Air Dangkal

Aliran air dangkal dapat digambarkan seperti tampak pada Gambar 1. Notasi yang digunakan
adalah sebagai berikut: x mewakili jarak yang ditempuh aliran, + mewakili variabel waktu, z(x)

adalah topografi di titik x, /(x,#) adalah ketinggian air di titik x pada waktu ¢, w=z+/ disebut

dengan stage, dan u(x,1) mewakili kecepatan aliran di titik x pada waktu ¢,

n
(95
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W

permukaan air

Gambar 1 Aliran air satu dimensi

PAD yang juga terkenal dengan nama sistem Saint-Venant merupakan sistem dua persamaan
simultan yang terdiri atas hukum kekekalan massa dan hukum kekekalan momentum, secara berturut-

turut diberikan sebagai berikut
h, +(hu), =0,
1

(hu), + (hu’ +igh®) =-ghz,. L

Di sini, g adalah konstanta gravitasi dengan nilai 9.81 m/s*. Dalam bentuk vektor, PAD (1)
dapat ditulis sebagai g, + f(¢), =S dengan kuantitas ¢, flux f(q) , dan sumber S diberikan oleh

B h B hu 5= 0
q_ hu 7f(Q)— hu2+§gh2 ) - _thx s (2)

Masalah Bendungan-Bobol

Menyelesaikan masalah bendungan-bobol artinya adalah menentukan aliran yang disebabkan
oleh bobolnya bendungan secara tiba-tiba. Penyebab bobolnya bendungan ini bisa karena usia
bendungan yang sudah tua disertai tidak kuatnya tanggul bendungan menahan air dengan volume yang
terlalu besar, atau bisa saja karena disertai gempa bumi.

Diasumsikan bahwa suatu bendungan terdiri atas dua bagian dengan ketinggian air yang lebih
rendah pada bagian kanan seperti tampak pada Gambar 2, dan diasumsikan pula bahwa air pada kedua
sisi dalam keadaan diam pada saat awal (¢ = 0). Secara matematis, kondisi awal ini dapat dituliskan
sebagai berikut
h, jika x <X,

u(x,0) = 0, h(x,0) = { 3)

hy jika x> x;

dengan catatan bahwa /i, > h, =2 0. Pada saat f = 0, dinding bendungan (tanggul) secara spontan

bobol dan menyebabkan mengalirnya air yang lebih tinggi ke sisi yang lebih rendah pada waktu
berikutnya. Profil aliran dalam makalah ini terdiri atas ketinggian air, momentum dan kecepatan di
titik x sembarang dan pada waktu f sembarang.

n
FeS
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Gambar 2 Keadaan Awal suatu Bendungan dengan Dua Bagian yang Berbeda.

Penyelesaian analitis masalah tersebut dengan xo=0, hy, =0, dan %, >0 pertama kali

ditemukan oleh Ritter (1892). Beberapa penulis misalnya Jakeman (2006), Mungkasi (2008) dan
Stoker (1957) juga membahas penyelesaian masalah analitis bendungan-bobol, yang mana
penyelesaiannya dapat dituliskan sebagai

h, 5 2 —l‘\/‘/?hl
he)y=4h =2 (ah ~2f L o eh <x <2 eh @)
0 s 21\,/?}11

dan
0 , X< —t@
u(x)=<u, = %(\/EJr%) , —t/gh <x< 2t/ gh (5)
0 , x> 2t gh,

untuk setiap waktu ¢ > 0. Lebih lanjut, penyelesaian analitis masalah di muka dengan x;, =0 dan

h, > hy >0 dapat dinyatakan sebagai

h, »  XS~1/gh
N2
h3=i(1/ghl—§) ‘ , — 1\ gh, <x£t(uz—1/gh2)
i) = h 853 ©)
() e
hy , x >1S,
dan y
O 5 XS _[\//?h
by = %(M/Zhl + %) 5 = t\/g‘h] <x< Z(uz - \/}hz )
u(x) = - (7)
u, ZSZ—%(IJr\/H-;S,;) 5 t(uz—v’gTzz)<x£tS2
0 , x> tS,




untuk setiap waktu ¢ > 0. Di sini kecepatan gelombang shock S, bernilai konstan dan diberikan oleh

Szz2w/gh1+%(1+,/1+%)—(2gh0 1+%—2ghoj , ®)

persamaan

METODE

Metode Volumen Hingga (MVH) digunakan untuk menyelesaikan PAD secara numeris.
Rumusan pendekatan hukum kekekalan dipergunakan untuk menurunkan skema umum MVH. Perlu
diketahui bahwa MVH dapat dipergunakan untuk menyelesaikan hukum kekekalan dan sistem

hiperbolik secara umum. Dipandang PAD (1) dengan Z, = 0. Suatu MVH didasarkan pada

pemecah-mecahan domain ruang menjadi banyak sel, dan terus menerus memantau pendekatan
integral kuantitas g pada setiap sel tersebut (LeVeque, 2002: 64-65). Sel ke-i dinotasikan dengan

C = (xi—1/29xi+]/2) ©)

yang merupakan suatu interval dari X;_j/5 hingga X,,,,,. Nilai Q,» mewakili pendekatan nilai rata-

rata kuantitas ¢ pada interval ke-i pada waktu ¢, , yaitu
n o 1
O~ q(x,t,)dx (10)

dengan Ax = X;,1/2 — Xi_1/» adalah panjang sel. Notasi Eil /, digunakan sebagai pendekatan

untuk rata-rata flux di tittkk X = X4y, , yaitu

1

Fip® ”A_t " f(Q(xiil/zst))dt (1)

dengan At = L™ [, merupakan satu langkah waktu.

Karena massa total dalam sel ini berubah hanya bergantung pada flux di ujung-ujung sel seperti
tampak pada Gambar 3, kita dapatkan persamaan

d
[ gndr = £las0)= (a0 12

Pengintegralan persamaan (11) terhadap variabel waktu dari 7, hingga 7, ,, menghasilkan

[ atet,yde= [ qet)de= [ flgto0)di - [ aGe0)ar 03

n

B Jumnal Mat St, Vol. 11 No. 1 Januari 20111 52-62



t reb-d

tr

. Qr e

e

Gambar 3 Pembaharuan nilai Q" disebabkan oleh flux

di ujung-ujung sel yang digambarkan dalam ruang x-z.

Dengan sedikit operasi aljabar dan pembagian oleh Ax diperoleh bentuk

1 1
E _[ q(x,t,.)dx = E J; g(x,t,)dx

1 n+l n+l
—E[ Hate0)de - f(q(x,-ﬂ/z,ﬂ)dr} 4

yang juga dapat ditulis
At
n+l n n
Qz'+ =0 —E[EHM _E—uz] (15)

menurut notasi yang diberikan oleh (9) dan (10). Bentuk (14) merupakan bentuk diskrit-penuh; bentuk
setengah-diskrit yang berkaitan dengan bentuk ini adalah

d n n n
Ax, EQ: tF,—FL,=0 (16)

Persamaan (16) memuat asumsi bahwa masalah yang diselesaikan mempunyai topografi yang
rata datar (z, =0). Apabila masalah yang diselesaikan mempunyai topografi yang tidak rata

(z, #0), maka bentuk setengah-diskrit (16) menjadi

1 1>

d n n n
AX;‘E;QI' tEan—FL, =M S, (17)

dengan S, adalah diskritisasi sumber.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Terdapat dua seksi yang akan disajikan, yaitu: hasil simulasi bendungan-bobol dengan
topografi rata datar dan hasil simulasi dengan topografi tidak rata. Secara garis besar, flux-flux dalam
semua simulasi dihitung menggunakan rumusan central-upwind menurut Kurganov, dkk. (2001).

Sebagai tambahan, apabila ditemukan suatu topografi yang tidak rata, yaitu z_# 0, MVH yang

— Metode Volime Hinaaaq...... [Sudi Mungkasi) _ _ . - 57



terimbang dengan baik atau biasa disebut well-balanced finite volume methods menurut Audusse, dkk.
(2004) dan Noelle, dkk. (2006) diterapkan. Semua simulasi dilakukan menggunakan metode berorde

dua dengan pembatas lereng minmod; air dengan ketinggian lebih rendah dari 10 m tidak
dimasukkan dalam perhitungan flux; bilangan CFL =1.0. Selain itu, stage w=z+h dan
momentum p = hu dianggap kekal. Error dalam perhitungan dikuantifikasi dengan rumus

1 N
E —ﬁ;tql‘ _Qi

(18)

dengan N adalah banyaknya sel, serta g, dan O, secara berturut-turut adalah nilai eksak kuantitas dan

nilai pendekatannya untuk sel ke-i. Satuan besaran yang digunakan adalah Sistem Internasional (SI).
Simulasi Bendungan-Bobol dengan Topografi Rata Datar

Dipandang suatu masalah bendungan-bobol dengan keadaan awal

0 ,jika 0<x <500
u(x,0) =0 dan w(x,0) =410, jika 500 < x <1500 (19)
5, jika 1500 < x < 2000

dengan topografi rata datar seperti tampak pada Gambar 4. Dalam hal ini, z =0 dan /& = w. Keadaan
awal tersebut menyatakan bahwa terdapat dua tanggul bendungan, yang satu terdapat pada posisi 500
m dan yang satunya pada posisi 1500 m dari acuan. Ada tiga bagian dalam gambar dengan tinggi air
berbeda: sisi kiri adalah sisi kering, bagian tengah mempunyai ketinggian air 10 m dan sisi kanan
mempunyai ketinggian air 5 m. Pada saat ¢ = 0, kedua tanggul bobol. Selanjutnya simulasi dikerjakan
untuk memperoleh gambaran gerak air di sembarang titik x dan sembarang waktu ¢.

Gambar 5 menunjukkan hasil simulasi 20 detik setelah bendungan bobol dengan panjang sel
seragam Ax = 5. Dalam simulasi ini didapatkan error untuk stage, momentum dan kecepatan secara
berturut-turut sebesar 0,028; 0,260; dan 0,606. Nampak pada gambar bahwa ada gelombang yang
bergerak ke kiri dan bergerak ke kanan menuju ke arah air yang lebih rendah. Hasil tersebut juga
menunjukkan bahwa penyelesaian numeris terjadi penyebaran (difusi) pada batas antara wilayah
kering dan wilayah basah. Selain itu, terjadi pula ketidak-akuratan penyelesaian numeris di sekitar
sudut-sudut seperti nampak pada gambar. Hal-hal tersebut merupakan kekurangan metode numeris
dalam menyelesaikan masalah.

tanggul tangoul

permukaan ar

HigH permukaun wir

b ] x e 38} &= 1500

Gambar 4 Keadaan awal bendungan topografi rata datar dengan tiga bagian yang berbeda.
Tanggul dan topografi digambar dengan garis tebal, permukaan air dengan garis putus-putus.
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Gambar 5 Hasil simulasi setelah 20 detik bendungan bobol topografi rata datar.
Metode menggunakan Ax = 5.
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Gambar 6 Hasil simulasi setelah 20 detik bendungan bobol topografi rata datar.
Metode menggunakan Ax =1.

Namun demikian, kekurangan-kekurangan tersebut dapat diatasi dengan menetapkan panjang
sel Ax yang lebih kecil dengan catatan perhitungan matematis menjadi lebih banyak sehingga
simulasi menjadi lebih lama. Sebagai contoh adalah Gambar 6, yang menunjukkan hasil simulasi
dengan panjang sel seragam Ax = 1. Error untuk stage, momentum dan kecepatan dalam simulasi ini
secara berturut-turut adalah sebesar 0,006; 0,057; dan 0,497. Jelas bahwa error yang dihasilkan dalam
simulasi ini jauh lebih kecil dibandingkan hasil simulasi sebelumnya. Tampak pula dalam gambar

 Metode l/q/ume Hingga...... (Suai Mungkasi) 59



bahwa gelombang yang bergerak ke kanan dapat dikontruksi oleh penyelesaian numeris yang
dihasilkan oleh MVH dengan tepat. Hal ini adalah kelebihan MVH yang dapat menghasilkan
penyelesaian akurat untuk gelombang shock. Keakuratan ini disebabkan oleh penurunan MVH yang
didasarkan pada bentuk integral hukum-hukum kekekalan sebagaimana dijelaskan dalam persamaan
(8)-(15). Pada gambar ini juga tampak bahwa penyebaran penyelesaian numeris masih terjadi di
sekitar perbatasan kering dan basah. Hal ini bisa terjadi karena flux yang diperhitungkan dalam

simulasi adalah hanya flux dari sel-sel yang mempunyai ketinggian air minimum 10 m.
Simulasi Bendungan-Bobol dengan Topografi Tidak Rata

Sebagaimana telah dikemukakan dalam Bab PENDAHULUAN, masalah bendungan-bobol
dengan topografi rata, sudah ditemukan penyelesaian analitisnya. Akan tetapi, jika topografinya tidak
rata, berlekuk-lekuk, atau bahkan diskontinu, masalah bendungan-bobol hanya mungkin dicari

penyelesaiannya menggunakan metode numeris.

Sebagai contoh masalah bendungan-bobol dengan topografi tidak rata adalah sebagai berikut.
Dipandang suatu keadaan awal (19) dengan topografi diberikan oleh

L6-107x* , jika 0 < x <500
z2(x)=44,5-10"x , jika 500 < x <1500 (20)
-1,2-107x* +3,6-10x— 24, jika 1500 < x < 2000.

Masalah ini diilustrasikan seperti tampak pada Gambar 7.

tanggul tanggul

permukaan air

10 m permukaan air

topograh i

4m R
Im

v ) x5O0 v {500

Gambar 7 Keadaan awal bendungan topografi tidak rata dengan tiga bagian yang berbeda.
Tanggul dan topografi digambar dengan garis tebal, permukaan air dengan garis putus-putus.

Setelah 20 detik bendungan bobol, hasil simulasi gerakan air menggunakan MVH dapat dilihat pada
Gambar 8. Hasil ini tentu saja berbeda dengan hasil pada Gambar 5 dan Gambar 6. Perbedaan
mencolok adalah profil air di sekitar titik x = 500. Setelah air melalui titik x = 500, air bergerak
lebih cepat dari pada gerakan pada topografi rata datar.
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Gambar 8 Hasil simulasi setelah 20 detik bendungan bobol topografi tidak rata.
Metode menggunakan Ax =1. Topografi digambarkan dengan titik-titik.

PENUTUP

Makalah ini telah memaparkan Metode Volume Hingga (MVH) dan terapannya pada masalah
bendungan-bobol. MVH didasarkan pada bentuk integral hukum-hukum kekekalan sehingga cukup
akurat dalam menyelesaikan Persamaan gelombang Air Dangkal (PAD) yang sering kali melibatkan
gelombang shock. Keakuratan ini merupakan alasan utama mengapa MVH adalah metode yang cocok
untuk menyelesaikan masalah bendungan-bobol. Dengan ditemukannya penyelesaian masalah
tersebut, gerakan air dapat diprediksi sehingga dapat membantu perencanaan pembangunan
bendungan dengan baik. Dengan demikian, apabila benar-benar terjadi bendungan-bobol, kerugian
yang diakibatkan dapat diminimalkan.
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