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EDITORIAL

Tahun 2009 Indonesia telah berhasil melaksanakan dua pesta demokrasi yakni
emilihan Umum Anggota Legislatif (mulai dari tingkat Pusat hingga tingkat Daerah) dan
emilihan Umum Presiden dan Wakil Presiden Republik Indonesia untuk periode 2009-2014.
ebagai hasil dari kedua pesta demokrasi itu, anggota legislatif terpilih telah dilantik dan sudah
ulai bekerja sesuai dengan fungsi, tugas, dan tanggungjawabnya menurut undang-undang.
emikian juga Presiden dan Wakil Presiden terpilih telah dilantik dan diambil sumpahnya di
adapan Anggota Majelis Permusyawaratan Rakyat Republik Indonesia (MPR RI). Sebagai
nsekuensi pelantikan dan pengucapan sumpah tersebut, langkah pertama yang dilakukan
residen dan Wakil Presiden terpilih ialah menyusun anggota kabinet yang akan membantu
residen dan Wakil Presiden merealisasikan program-program kerja yang mensesejahterakan
rakyat Indonesia. Kabinet yang dibentuk oleh Presiden dan Wakil Presiden periode 2009-2014
iberi nama Kabinet Indonesia Bersatu (KIB).
Presiden dan Wakil Presiden beserta pembantu-pembantunya (anggota KiIB)
enghadapi berbagai masalah besar bangsa seperti penyediaan lapangan kerja, pemerataan
embangunan yang dikaitkan dengan pemekaran wilayah Daerah Tingkat | dan I, masalah
esehatan, benang kusut dunia pendidikan, ketersediaan pangan dan energi, masalah
lingkungan hidup dan bencana alam, kolusi, korupsi, dan nepotisme, ancaman terorisme,
asalah kedaulatan negara serta berbagai masalah sosial dan kemasyarakatan. Begitu rumit
an kompleksnya persoalan bangsa seolah tidak ada lagi cara pemecahan masalah yang
ertumpuk di depan mata. Satu masalah belum selesai dipecahkan sudah muncul masalah lain.

Kita seringkali mendengar ungkapan yang mengatakan bahwa pembangunan sebuah
angsa memerlukan waktu yang lama dan sumber daya manusia yang memiliki karakter baik
an visi yang jauh ke depan. Waktu yang lama (relatif) untuk membangun sebuah budaya
ebenarnya dapat juga dipertanyakan. Dengan memanfaatkan kemajuan ilmu pengetahuan
an teknologi yang ada sekarang ini, sebuah budaya dapat dibangun dalam waktu yang relatif
ingkat. Ironisnya, budaya yang terbangun akibat kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi
ang ada sekarang ini lebih cenderung ke arah budaya negatif karena kemajuan ilmu

engetahuan dan teknologi itu tidak diimbangi oleh pembangunan karakter bangsa.

Pembangunan karakter bangsa dapat dilakukan secara sistematis dan terstruktur lewat
endidikan formal dan non-formal. Pemerintah harus menyadari bahwa pendidikan formal
ebaiknya memperhatikan unsur pembentukan karakter sehingga manusia-manusia terdidik
an terpelajar memiliki karakter yang baik dan visi yang jauh ke depan. Karakter yang baik dan
isi yang jauh ke depan setidaknya dapat diharapkan mengurangi persoalan yang seharusnya
tidak terjadi seperti korupsi, kolusi, nepotisme, dan praktek-praktek sejenisnya yang justru
ilakukan oleh manusia terdidik dan terpelajar di negara ini. Anggaran pendidikan yang sudah
latif besar sebaiknya dapat digunakan untuk meningkatkan perhatian dunia pendidikan
terhadap pentingnya pembangunan karakter bangsa dalam dunia pendidikan. Pemerintah
alam hal ini Kementerian Pendidikan Nasional harus merespon porsi anggaran pendidikan
ang relatif besar sekarang ini dengan menyusun rencana strategis pembangunan karakter
angsa lewat dunia pendidikan formal. Perlu diingat bahwa pembangunan karakter bangsa
angat terkait erat dengan cita-cita luhur Proklamasi Kemerdekaan Indonesia, etika, moral,
sikologi, dan ilmu-ilmu dasar. Pengetahuan dan pemahaman tentang cita-cita proklamasi
emerdekaan, etika, moral, dan psikologi bukanlah barang baru dalam pendidikan yang
embangun karakter bangsa (mengandung aspek afektif dan psikomotorik), tetapi ilmu-ilmu
asar barangkali mengundang pertanyaan banyak pihak. llmu-ilmu dasar seperti biologi, kimia,
sika dan matematika sarat dengan aspek kognitif dan ilmu-ilmu dasar adalah fondasi dari
egala kemajuan teknologi sekarang ini dan masa depan. Oleh karena itu, dana publik seperti
PBN pantas untuk digunakan dalam pendidikan yang membangun karakter bangsa sebab
asilnya juga untuk kebaikan dan kesejahteraan bangsa dan negara di masa depan.

Selamat Tahun Baru 1 Januari 2010.

Yogyakarta, 4 Januari 2010
Asan Damanik
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|
|
A*bstract

; We impose the symmetry principles to elaborate and evaluate the invariance
} of the Abelian and non-Abelian gauges and evaluate its implications to the laws of
| physics. The application of the symmetry principle into the field which undergoes a
| rotation in a phase space implies the exixtence of an Abelian gauge field
Meanwhile, the application of symmetry principle to the Dirac field as a doublet of
SU(2) group implies the existence of a non-Abelian gauge field with structure
constant satisfies the Lie group algebra.

=

[eywords: Prinsip simetri, gauge Abelian, gauge non-Abelian, turunan kovarian

-

Pendahuluan

Dalam fisika teoretis aplikasi prinsip simetri (gauge, warna (color), transiasi, rotasi,
uatan, paritas, waktu, dan sebagainya) pada berbagai transformasi menghasilkan berbagai
onsekuensi. Konsekuensi-konsekuensi tersebut memperluas pemahaman terhadap konsep-
pnsep fisika yang sudah ada sebelumnya dan bahkan sering mengharuskan adanya besaran
5is dan hukum-hukum fisika baru jika prinsip simetri itu diberlakunan secara konsisten.
engan pemahaman yang lebih dalam dan fundamental dengan bantuan matematika dan
gika dapat memperluas dan bahkan merombak hukum-hukum fisika yang sudah ada
ehingga membuka cakrawala baru dalam penelitian dan penerapan fisika.
plikasi prinsip simetri terhadap invariansi gauge non-Abelian banyak dijumpai dalam buku-
Uku teks dan monograf tentang teori medan kuantum dan fisika partikel misalnya buku yang
tulis oleh Bailin and Love (....), Huang (1988), Mand! and Shaw (1984), Peskin and Schroeder
995), Ryder (1988), dan Yang and Mills (1954). Dalam buku-buku teks dan monograf
rsebut tidak memberikan elaborasi terhadap rumus-rumus matematisnya yang sangat rumit
an panjang sehingga sering menjadi hambatan dalam mempelajari dan memahami fisika
artikel yang banyak mengaplikasikan prinsip simetri tersebut.
Dalam makalah ini akan ditinjau aplikasi prinsip simetri terhadap invariansi medan gauge
pn-Abelian (gauge Jlokal) dengan menggunakan konsep geometri berikut bukti-bukti
atematisnya. Pembahasan kemudian dilanjutkan dengan meninjau kasus invariansi medan
huge non-Abelian untuk simetri yang lebih tinggi (simetri internal) yaitu simetri isospin yang
wakili oleh dublet dari grup SU(2). Pada bagian terakhir dirumuskan suatu ringkasan dari
aborasi terhadap kasus-kasus yang ditinjau.
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Geometri Invariansi Gauge
Ditinjau medan Dirac bernilai kompleks (x) yang invarian tehadap transformasi:

. (x) = e““y(x) (1)
dengan a(x) suatu sudut fase rotasi bergantung x. Salah satu cara untuk mengetahui apakah

transformasi persamaan (1) invarian atau tidak adalah dengan melihat efek transformasi
tgrsebut pada Lagrangian:

L=glir*a, -m)y =7 iy"o,u ~ mizy ()
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Sulpshtusn persamaan (1) ke persamaan (2) menghasilkan:
! L e /a(x)W(i}/ a kla(x)'//
— e—/a(x) (/;/“6 klu(x)l/l_me /a(x)‘//em(x)w
- efia(x)w(_ h (a”a(x))e""”y/ 4 I}/"e'“(x)ﬁyl//)—myﬂ//
—:;7[/7" 6 +i0 (Z(X))]!// my w
Temhat bahwa persamaan (3) tidak sama dengan persamaan (2) dengan adanya faktor:
IGMa(X) pada persamaan (3). Oleh sebab itu diperlukan suatu faktor yang dapat

3)

menhgkompensasi suku 10 ,a(x) sehingga L invarian.
Dengan mendefinisikan suatu turunan kovarian: )
D,=0,+ieA, 4)
dengan e konstanta, dan A, medan gauge (medan vektor), persamaan (2) menjadi:
L=iliy"D, —mly =wliy*(o, +ieA,)-my
=y iy"o,y —eyy Ay -myy
Jika persamaan (1) disubstitusikan ke persamaan (5) maka dlperoleh
L =e "5 (iy*D, —me =y = e “Oir{iy (5, + ieA, )~ mle =y

®)

=y iy“o,y +yiy"o axy —eyy“Aw —mipy (6)
| =wlir“fo, +ifo,a(x)+ A,y - mizy
Terkhat dari persamaan (6) bahwa:
| 1
1 A, A, —Eéﬂa(x) (7)
Jadi pada transformasi gauge lokal w(x)—e w(x), invariansi Lagrangian dapat
dip#r’(ahankan dengan menggunakan turunan kovarian: D,=0,+ieA, dengan

icr(x)

| 1
Ay = Ay ~—0,a(x).

Secara geometri, turunan y(x) ke arah vektor satuan n*(u =0,1,2,3) dinyatakan oleh
relasi

10,p(x) = lim = fp(x+ € M)~y ()}, (8)

Terlihat bahwa y(x+en)— w(x) mempunyai transformasi simetri yang berbeda dengan

pergamaan (1) sehingga harus diperkenalkan suatu faktor yang dapat mengkompensasi
perbedaan sudut fase dari suatu titik ke titik di dekatnya. Oleh karena itu diperkenalkan suatu
besaran skalar U(y,x) yang memenuhi transformasi

| Uly, x) = e“YU(y, x)e ™ 9)
Jikaii jarak pisah antara dua titk sama dengan nol, maka Uly, x)=U(y,y)=U(x,x)=1.

Tradsformasi gauge lokal pada pers. (1) hanya merupakan transformasi gauge lokal akibat
suatu sudut fase yang bergantung pada koordinat, sehingga U(y, x) dapat dituliskan menjadi

Uy, x) = e, (10)
Dengan demikian w(y) dan U(y,x)w(x)mengikuti hukum transformasi yang sama sehingga
perslamaan (8) dapat dituliskan menjadi

1
n*D y(x)= ""32{ v(x+en)-U(x+ e n,x)gu(x)}. (11)
Ekspansi U(y,x) = e"?'¥) di antara titk y dan x menghasilkan

10%U
( —X)+——8y2 (y~x)2+

Uy, x)=Uly,x), >

ayx

18 SIGMA Vol. 13, No. 1, Januari 2010
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dengan
ﬂ ’¢(,VX)( a¢]‘ _U(X X)I 8¢
6y .
sehingga
U 1 0°U 2
Uly,x)= X - X)+— -x) +...
(v.x) = Uy, x)|, + ayx(y ) Z!ayz X(y )

—U(xx)+/U(x x) ¢(y x)+ IU(X x)[ 2¢ azf:l(y—x)2+
— — ox? ox

- o¢ 1.10%9 gl .\
1+l (y x)+2'IL92 aﬁ}(y X) +

Jika digunakan y = x+ € n, maka:
_q,. ;99 6 o%¢ 9% 2
U(x+ e n,x)= 1+/a (e N)+ 2 Fv) lax2 enf +...
—1-ieen*A,(x)+0[)
o¢

dengan e suatu konstanta, dan ng— diganti oleh : —en”Aﬂ(x). Koefisien pergeseran € n*
X

(12)

merupakan suatu medan vektor baru A,(x). Medan vektor yang muncul sebagai limit

infinitesimal dari suatu komparator transformasi simetri lokal tersebut dikenal sebagai koneksi
(¢onnection).
Substitusi persamaan (12) ke dalam persamaan (11) menghasilkan:

n*D,y(x) = im~y(x+ € 1)~ U(x+ € n XYy ()

- i‘ﬂ%{w(” en)—(1-ie e n*A, (x)W(x)

1 , 13
- "ngg{‘,,(m € n)-y(x)+ie e n*A, (X)y(x)} (13)
1 .
= lim—{y(x+ € M=y ()} +ien” A, (x)y(x)
n*8,p(x)
Mengingat persamaan (8), dari persamaan (13) akhirmnya diperoleh relasi
Dy(x) =, +ieA,(x)y(x) (14)

Dari persamaan (14) terlihat jelas bahwa turunan kovarian: D,=0,+ieA, yang identik
dengan persamaan (4). Substitusi persamaan (1) ke persamaan (13) menghasilkan:

Dy (x) = {0, +ieA, () (x) = X , +i(0 a(x)+ eA (X)) (x) (15)
Jika invarian gauge, maka suku yang mengandung: o a(x)+eA,(x) pada persamaan (15)

haruslah sama dengan eA ,(x) sehingga transformasi medan gauge A ,(x) haruslah:

A(x) > A#(x)*éa#a(x) (16)

yang identik dengan persamaan (7).
Definisi turunan kovarian dan hukum transformasi untuk koneksi A, (x) didasarkan pada

postulat simetri rotasi fase lokal. Eksistensi medan vektor A, (x)adalah sebagai konsekuensi
dari simetri fase lokal. Tanpa postulat simetri fase lokal dan hukum transformasi A, (x), maka

Lagrangian yang memuat turunan terhadap y(x) tidak invarian gauge.

SIGMA Vol. 13, No. 1, Januari 2010 19
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Selanjutnya ditinjau Lagrangian dengan tenaga kinetik memuat medan vektor Au(x).
Untuk merealisasikannya, persamaan (12) diekspansikan ke dalam <. Dengan menggunakan
asumsi bahwa U(y,x) suatu fase murni dan kondisi: (U(x,y))" = U(y,x), maka:

Ux+ e nx)=1-ieenA,(x)+0[c?)
=1-ieen“A,(x+5n)+0[) (17)
= exp(— ieen”A (x+5n)+ O(e3 ))
Agar lebih jelas, ekspansi U(y,x) dikaitkan dengan arah fase sepanjang suatu daerah persegi
yang kecil dalam ruang-waktu, misalnya dengan meninjau suatu bidang/daerah di bidang (1,2)
sebagaimana dinyatakan oleh vektor satuan 1 dan 2 (Gambar 1).
X+e2

X x¥el

Gambar 1. Konstruksi kuat medan di bidang (1,2)

Didefinisikan U(x) sebagai hasilkali empat buah komparator (pembanding) di setiap titik empat
persegi (loop) pada Gambar 1 sebagai berikut:

U(x)=U(x, x+ e 20U(x+ € 2, x+ e I+ e 2)U(x+ € I+ € 2, x+ € W(x+ €3, x) (18)
Dengan menggunakan persamaan (17):
U(x,x+ € 2) = expl-ie e F Ay(x + %é)}"‘ O(es))
Ux+e2,x+et+e2)= exp(— ie e {7A1(X +stre é)}+ O(es))
Ux+elre2,x+e) = exp(— ie e {Az(x+ € i+—§—§)}+ O(es))
U(x+ el x)= exp(— ie e {A1(x + g%)}+ O(e3))
sehingga persamaan (18) menjadi:
U(x)=expy-ie e (— A, (x +§ﬁ)— A (x +§i+ € ﬁ)
+ Ay (x+e1+52)+ A(x + %3))+ O(e3)}
Jika persamaan (18) diekspansikan ke dalam e, maka diperoleh:
U(x)=1-ie € |- Ay (x +£3)— A (x+ 5T+ e 3)
Ap(x+ e i+52)+ A(x+ 51+ 0 )+ ..

(19)

~1-ie e |[A,(x+ e i+§é)—A2(x+§é)]- [A1(x+§1+ = é)—A1(x+§i)] +0le?)
€0,A(X) €8,A(x)

=1-ie € {8,A,(x)-0,A,(x)}+O[c*)

Jadi:
U(x)=1-le € {0,A,(x)-8,A,(x)}+ Olc?) (20)
Dari persamaan (19) dapat didefinisan suatu besaran fisis baru dengan struktur:
F.,=0,A -8,A,; mv=01234 (21)

yang bersifat invarian terhadap transformasi fase lokal. Besaran F ., dikenal sebagai tensor

medan elektromagnetik. Jadi dengan meninjau geometri ruang-waktu dapat diperoleh .tensor
medan elektromagnetik F,, . Besaran F.ytentu saja invarian terhadap transformasi

20 SIGMA Vol. 13, No. 1, Januari 2010
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AL Ay, —ééﬂa (persamaan (15)). Sebagai bukti invariansi F,, walaupun medan gauge
A, (x) mengalami perubahan menjadi Ay(x)——é—aﬂa(x) adalah sebagai berikut:
F,=0,(A -10,a)-0,(A, -10,a)

av(aya)}

u

=0,A, -08,A, —g{aﬂ(ava)—
0
=0,A, -0,A,

Sembarang fungsi yang bergantung pada A, (dalam fisika dinyatakan oleh fungsi
Lagrangian yang merupakan representasi suatu sistem fisis yang ditinjau), hanyalah melalui
tensor medan tensor elektromagnetik F,y dan turunannya yang memenuhi invariansi gauge
lokal. Fungsi-fungsi yang lebih umum seperti AﬂA” (yang dikenal sebagai suku massa) jika
medan gauge bertransformasi seperti pada persamaan (16), maka dihasilkan sebuah suku
yang tidak dapat dikompensasi. Dengan demikian bentuk A, A# tidak dibolehkan ada dalam

Lagrangtan karena melanggar prinsip invariansi gauge lokal.

Bukti:
Jika A, diganti menjadi A, —> A, - 10 ,a , maka:
A A = (Au _‘é‘a#aXA# “éaﬂ“)
= A, A" _(_:}.a#a),q# _A#(éaﬂ“) L a axa a)
A A Lo ) 1 A fo4a) s Lz(a alora)

Jadi terbukti A#A” tidak invarian terhadap transformasi gauge lokal pada persamaan (16).
Argumentasi lain yang terkait dengan invariansi F ., dapat dibuat dengan menggunakan

turunan kovarian. Telah diketahui, jika suatu medan mempunyai hukum transformasi lokal
seperti pada persamaan (1), maka turunan kovariannya juga mempunyai hukum transformasi
yang sama. Jadi turunan kovarian kedua y juga bertransformasi seperti persamaan (1).

Berdasarkan argumen tersebut dapat dibentuk komutator untuk turunan kovarian:
ID,.D, Jwx)—> XD, Jwe . (22)
Komutator: |D,,D, | dapat ditentukan sebagai berikut:
Ip..D, b (x)=(D,D, ~D,D, )y (x)
={o, +ieA, o, +ieA,)- (o, +ieA, Yo, +ieA , Jw(x)
=(0,0,-0,0,W(x)+ie(@,A, +A8,-0,A, -A,0, w(x)
~e2(A,A, —AA, ) (x)
o,.0,b+ieo,.a]-10,.4, wix)-e2[A,.A, Jy(x)
ie(d,A, —0,A, )w(x)
sehingga komutator [Dﬂ,DVJ dapat dituliskan menjadi:
D,.D, |=ieF,, (23)

Sebagai kesimpulan dapat dinyatakan bahwa dengan mempostulatkan medan elektron
mengikuti hukum transformasi simetri lokal persamaan (1), eksistensi potensial vektor

elektromagnetik A menjadi suatu keharusan. Potensial vektor elektromagnetik yang

v

It
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merupakan komponen ruang dari medan A, = (Ag,~A) = (¢~ Ax.—A,—A;), dan konstanta e
pada persamaan (4) dikenal sebagai muatan elementer (muatan elektron).

3. Lagrangian Yang-Mills
Ditinjau medan fermion, yang sering disebut juga medan Dirac yang merupakan dublet

dari grup SU(2), yaitu:
- (W1(X)] (24)

W, (X)
yang bertransformasi melalui rotasi dalam ruang tiga dimensi abstrak sebagai spinor
berkomponen dua:

v > explia® o /2)y (25)
dengan o? (a=123) adalah matriks sigma Pauli dan «? (a=123) suatu parameter.
Persamaan (24) dibuat menjadi simetri lokal yang Lagrangiannya invarian terhadap
transformasi persamaan (1), tetapi dengan membuat a? = 2?(x) . Kita tuliskan transformasi
tersebut sebagai:

v > V(x)y, denganV(x)=explia®(x)o°/2) (26)

Dari persamaar (25) terlihat ada 3 gerak simetri ortogonal yang satu dengan yang lain tidak

saling berkomutasi, yakni cukup ditinjau sifat matriks sigma Pauli: [o-a,GbJ: 2ie?¢ ¢ yang

tidak komutatif. Teori medan yang terkait dengan simetri lokal yang tidak komutatif disebut teori
gauge non-Abelian.

Untuk membentuk Lagrangian yang invarian terhadap transformasi grup gauge non-Abelian,

kita harus mendefinisikan kembali turunan kovarian. Digunakan definisi pada persamaan (8),
tetapi karena w mempunyai dua komponen (seperti pada persamaan (24)), maka komparator

U(y, x) haruslah matriks 2 x 2. Hukum transformasi untuk U(y, x) menjadi:
Uy, x) > V(y)U(y. x)V " (x) (27)
dengan V(x) seperti pada persamaan (26). Pada tittk x =y kita dapat membuat U(y,x)

menjadi matriks uniter. Di sekitar U =1, matriks tersebut dapat diekspansikan dalam bentuk
generator Hermitian SU(2). Jadi, jarak pisah infinitesimal (seperti yang dilakukan pada
perumusan sebelumnya, persamaan (12)) dapat dituliskan'

U(x+enx)~1+/gen“Aa 5 +O(e ) (28)

dengan g adalah suatu konstanta. Dengan memasukkan persamaan (28) ke dalam persamaan
(11) diperoleh:

-—

n*Dy(x) = lim— {w(x+ € n) - U(x+ e n,x)p(x)}

-0 €

—

:|im——{|//(x+ en)- [1+/g € n"Aa 2 +O(e )Jy/(x)}

e-0 €

=I€iggg{vf(x+€n)—w(x)} ign* A2 Z_ 5 AN

u
na,y
a

=n*9 ,y(x0 - lgn”A"’ y/(x)

=n*o ( —igA;, j (x).
Dengan demikian dihasilkan turunan kovarian:
. o’
D,=0,-igA 5 (29)
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Untuk memperoleh hukum transformasi koneksi AZ, persamaan (29) dimasukkan ke

persamaan (28), yakni:
U(x+ e nx) = V(x+ e nU(x+ e n,x)V*(x)
, aa OO (30)
=V(x+enx)1+ig e n‘AﬂT V" (x)

Untuk menyederhanakan persamaan (30), ekspansi V(x+en) dilakukan dengan

menggunakan identitas berikut:
V(x+enV'(x) = [ e na, + OV (x)V* (x)

=1+ e n*(0, V(X)W " (x) + O(?)
dengan menggunakan:

o ﬂ[V(x)v”f(x)} = (0, VOOV (x)+ V()9 vV H(x)

1
0= (0, VWV (x)+V(x)0,V*(x)
= (B, VOV * (x) = -V(x)8 ,V* (x)
maka:
Vix+ enlV*(x) = [ e n#a, + O()V(x)V* (x)
=t e n"V(x)- 0,V (x))+ Oe?)
Jadi dengan substitusi persamaan (31) ke persamaan (30) diperoleh:

(31)

U(x+ e nx) - V(x+enmU(x+enxV*(x)

a a
1+ig e n*A% 2 L V(x+e n,x)V*(x)V(x)[l +igen”Ad g~—jV+(x)
2 ﬁf—“ 2

=V(x+e n,x)V*(x)[V(x)+ ige V(x)n"Az az—aJV+(x)
= (l+ € n/‘V(x)(— 6”V+(x)){l +ig e V(x)n"Az i;—V“L(x)]

a .
=l+ige n“V(x){A# - +§aﬂ}v (x)
Jadi diperoleh hukum transformasi:

a ? a ? i +
A#C; - V(X)(A#—O—z—+58#)v (x) (32)

Untuk transformasi infinitesimal, bentuk V(x):exp(iaa(x)ora/z) dapat diekspansikan, yaitu:

a
V(x):exp(iaa(x)oa/z):1+iaa%+..., dan jika diambil sampai orde pertama saja, maka

persamaan (32) dapat dituliskan menjadi:
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1 a0 | a0o° o’ i . O a0° 2 0°
+g(8ﬂa ) > +ila > ,A27}+56y+[a 5 J(A# 5 )(a ZJ

O_a
_—.A;‘ >

a
sehingga hukum transformasi untuk Az GT dapat dituliskan:

o’ c? 1 o | c® ,o"
A? Al —p — (0,0 V—+ila® LAY — [ 33
- +g( £a”) 3 [a 7 A 2} (33)

H 2 H 2
Suku ke tiga ruas kanan persamaan (33) merupakan suku yang baru berkaitan dengan sifat
transformasi lokal yang tidak komutatif. ~Kombinasi relasi pada persamaan (33) dengan
transformasi medan fermion: v — (1 +ia? aa/z).// menghasilkan:

L a . a O 2 0% o? . c0°
D,y — [Bﬂ —/gA#U2 -i(0,a”) 5 +g{a —(;—,AZ—Z—D(1+M —2—}//
(34)

. oo
= (1 +ia 5 JD#x//
Jadi, dengan menggunakan turunan kovarian, kita dapat membentuk Lagrangian invarian
gauge yang lebih umum untuk medan fermion y . Untuk menuliskan Lagrangian yang lengkap

harus juga ditemukan suku invarian gauge yang bergantung pada Af,. Untuk maksud itu, kita

bentuk tensor yang analog dengan tensor medan elektromagnetik.
Analog dengan persamaan (21), kita dapat menuliskan hukum transformasi turunan kovarian
sebagai berikut:

0,0, Ju(x) >V(x)\D,,. D, |w(x). (35)
Bentuk [Dﬂ,D,,J pada persamaan (35) bukanlah operator diferensial tetapi merupakan suatu
faktor perkalian (bentuk matriks) yang bekerja pada w . Bentuk dari [D#,DVJ secara eksplisit
dapat diturunkan sebagai berikut:
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|p,..D, p(x)=(D,D, ~D,D,, Jy(x)

a b b a
= {[a uI9AL [av ~igA? -"—J - [av —igAb 5‘-}[5 o —IgAZ "—]}w(x)
2 2 2
ob
(e}
- {6 u— g 2—2-]6V —[ lgAa J/gAb >

b b o2
av—/gAb 0.+ 0, —lgA /gAﬂ 5 w(x)

a b b
= {aﬂav —igAz ~igd,, Ab gZAa 02 AP

b a b a
. ag . [e2 (e2 (o2
0, +/gA576y +lga,,Af’, 7+92A57A2 - }V/(X)

) a ) 0' b b O_a
:_,g{[a#Af%—avAz 2} lg[Aa Ab“2 ~AbZ_ : 2 a2 w(x)

a b
:_,-g{ Ao Aaw—fg{Azf‘z—,Af “_}}wm

2
3,
a
. (o}
= —’QF:v TW(X)
yang mengimplikasikan:
[b,.D,]=-igFz, =5 (36)
dengan:
a o o e A Y. & o’
Pl =0l oA _2__'9{'4" AT )
Jika dituliskan:
a b c
o ,_9'_ = jg®° g , (38)
2 2 2
maka diperoleh:
F;, =0,A] —0,A. +ge™ A A’ (39)

Hukum transformasi untuk kuat medan sesuai dengan persamaan (26) dan (35) adalah:
[D,..D, |w(x) > V(x)|D,,.D, Ju(x)

.00 , o° (40)
—igF, = v(x) > Vix ~igFs, — > V)

a
dengan menyisipkan V*(x)V(x) (sebab V*(x)V(x)=1) diantara suku [— igFg, %—] dan y(x)

pada persamaan (40) diperoleh:

-igFg, %V/(x) N V(x{— igF2, %]W(x)wx)w(x) .

p(x)
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Jadi:
O_a

a 0° a O b+
F#V?%V(X{FM 5 JV (x). (41)

Bentuk infinitesimal persamaan (41) dapat diperoleh dengan mengekspansikan V(x) dan V'(x)
dalam o°, dengan mengambil sampai orde pertama saja diperoleh:

a a a a
- o . ag (o2 . o
:";’l,v ‘2— —> [l + Iaa TJ[F;V TJ(I — Iaa TJ

a a a a
_ a o ;a0 a o .. 0
= [F/IV 7 +la 'TF‘UV 7}[1 —la —Z—\J

a a a a a a a a
ol . o ez , o o o o o
:Fj‘, - +ia® - F;’V > “’Fﬁv - a? — +a? — FEV a? -
a a b
_ a g -] (¢} b (02
‘ AF/”, = +{1a 5 ,Fﬂ‘, = J
Jadi diperoleh transformasi:
a a a b
g a O . 4 O p O
F?— 5 F2 - 4lig — F — 42
HV 2 v 2 [ 2 HY 2 J ( )

Dari persamaan (42) terlihat bahwa kuat medan tidak lagi merupakan suatu besaran yang
invarian gauge, karena setiap medan mempunyai tiga jenis kuat medan yang berkaitan dengan
suatu arah rotasi dalam ruang abstrak, yaitu kombinasi yang dihasilkan suku terakhir ruas
kanan persamaan (42). Tetapi, kombinasi kuat medan yang invarian gauge dapat dibentuk,
misalnya dengan menuliskan:

a\2
(5|4

sebagai suku tenaga kinetik yang invarian gauge untuk A?. Sebagai bukti dijabarkan berikut
y7s

ini:
a O-a 1 2
F S :E(F,jya1 +F20% +F3 oY)
1 (0 1) _,(0 -\ _,(1 0
=—|F +F +F 43a
2{”(1 o) “U o 0) ™o -1 (43a)
B 1( F3 F!, —/FjVJ
. .
2 F;V + IF,uv - F,I?V
a 2 a * a
(o3 a O a O
[FHV 2 ] ) (F'UV 2 ] [Fﬂv 2 J
3 1 -2 3 1 =2
- l F,uv F/w - IF,uv Fyv Fyv wIF/JV (43b)
4\ F,, +iF?, -F)  \Fl +iF2 -F}
2 2 2
RIS 0
2 2 2
oo ELY +ELY + ()
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2
a
sehingga suku tenaga kinetik adalah: trace [Fj,, %—J =—;—(F5V)Z_ Jadi persamaan (43)

terbukti. Kuadrat dari kuat medan non-Abelian tersebut (misalnya digunakan persamaan (39))
akan dihasilkan:

FropEa —(gH A — 0" A" 1 e AP A" J0,A7 ~8,A% + ge™ ALAC )
— (oA )o,A%)- (" A" o, A )+ ge.mA® A°(0,A7)
(ora)o,A)+ (0" A% Yo, A2)~ (g0 A A" Jo, A2)
+ (02 A Yge™ A A )— (0" A Jge™e ALAS )+ (g5 e AP A Ngs @ ALAC )

u’

(43c)

Jadi Lagrangian pada persamaan (42) mengandung suku-suku Af’, berpangkat tiga dan empat.

Lagrangian tersebut sebagai suatu teori medan interaksi dikenal sebagai teori Yang-Mills. Teori
Yang-Mills tersebut merupakan contoh sederhana teori gauge non-Abelian.

Untuk membentuk teori medan vektor Yang-Mills yang berinteraksi dengan medan
fermion, kita hanya menambahkan suku Lagrangian Dirac, sehingga menjadi:

1(a (. .
L :_Z( /IV)Z +V/(17}Du)//~m‘/”//
1/ ., . . o —
= —Z(Fw)z + V/[/y”{aﬂ —IigA; 7}}// -myy.
yang dikenal sebagai Lagrangian Yang-Mills, dengan m adalah massa fermion. Persamaan

gerak teori gauge tersebut dapat diperoleh dengan memvariasi Lagrangian tersebut
‘(persamaan (44)) sebagai berikut:

(44)

oL oL (45)
“olo,Al) OA]
S oL oL S
Nitai dari 0, - dan — adalah sebagai berikut:
oo A2 GLY
oL 7] 1 . , c? _
- -—F2 Fﬂm+l/l[l}’”{a - igA2 —H}V/—my/y/
uv M u
%,3) %wz){ : z
1 OFl e 1. F
=7 a F# _ZF"V p
6‘6#A#i 6‘6,,Aﬂi
oL
— FHR - oH _ _pHF#a
a
olo ,A2)
L _ ,0°
— =gyt v ~ge™CALAL,
oA 2
sehingga:
ot oL _ oL ’
alo WA ) oA,
yang akhirnya menghasilkan:
0 Fj, +ge™ AMFS, = ~giy" v, (46)
dengan g suatu konstanta (konstanta kopling yang menunjukkan kuat interaksi) serta
a .
— [e2 — .
W”—z—w=w”tau/:/“a, (47)
dengan t? = o?/2 dan j#? didefisikan sebagai arus simetri global medan fermion.
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4. Penutup
Telah dilakukan elaborasi terhadap medan fermion (medan Dirac) bernilai kompleks yang
harus memenuhi invariansi gauge pada transformasi gauge lokal. Sebagai konsekuensinya

turunan 9, harus diganti dengan turunan kovarian D, — @&, +ieA,. Keharusan adanya medan
gauge A, sebagai konsekuensi logis dari postulat berlakunya simetri rotasi fase. Juga telah

dijabarkan tensor kuat medan elektromagnetik F., dengan menggunakan konsep geometri

dan invariansi Lagrangian. v
Dengan memberlakukan invariansi Lagrangian untuk medan Dirac yang merupakan dublet
dari grup SU(2) dihasilkan suatu tensor medan yang mirip dengan tensor medan

elektromagnetik, yaitu F;’V bersifat tidak komutatif (non-Abelian) yang ditandai oleh keberadaan

faktor f30¢ yang merupakan tetapan struktur aljabar Lie untuk komutasi generator (basis) grup

Lie. Bentuk interaksi dalam teori non-Abelian ditentukan oleh adanya keharusan bahwa sebuah
teori harus didasarkan pada prinsip simetri dan gauge lokal harus invarian terhadap
transformasi-transformasi yang dilakukan.
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