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ARSTRAK

Transformasi afin dalam bidang Euclides digefinisi-

kan sebagai transformasi yang mempunyai persamaan sebagal

*

®'= awx + by + m a b
perikut 3 { dengan g

l ® 0. Seperti
y'= g + dy + n

halnya isometri dapat dinyatakan sebagai hasil kali
beberapa refleksi, transformasi afin juga dapat dinyata-
kan sebagai hasil kali beberapa afinitas perspektif.

Transformasi afin adalah transformasi vyang tidak
mengubah garis, hkesejajaran dan paerbandingan dalam
pembagian. Transformasi-transformasi afin membentuk grup
(#,.)} yang disebut grup atin penuh. Subarup—subgrupnya

antara lain sﬁ {himpunan afinitas perspektif dengan sumbu

vang samal . #Qa) (himpunan afinitas perspektif dengan
sumbu dan sudut afinitas vyang Samal . ﬂ; (himpunan
afinitas perspektif dengan sumbu yang SARMa dan

mengawetkan luas daerah) dan ﬂ;' {himpunan pelingsiran).
Transformasi similaritas mengawetkan garis, kese-
jajaran dan besar sudut. Besar sudut tidak diawetkan olebh
transformasi afin. Transformasi~transformasi similaritas
membentuk grup yang disebut grup similaritas dan merupa-—

kan subgrup dari grup afin penuin.

1K
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Tha affine transformation in Euclidean plane is de-

fined as & transformation that has an equation of the

=]

whatre g

w'= ax + by + m
form i {

I A O, Like isometry
y'= cx + dy + n

which can be stated as & product of reflecticns, the
affine transformation can also be formulated as a product
of perspective affinities.

The affine transformation is a transformation that
preserves lines, parallelism and ratios of division. The
affine transformations form a group {&:.) which is called
the full affine group. [t's subgroups are ﬂ;(the set of
perspective affinities having the samg axis)., #Qaﬁthe
set of perspective affinities having the same axis and
direction of affinity)., ﬂ;{ the set of paerspective
affinities having the same axis and preserving areas) and
ﬁ;'(the set of shears).

The similarity transformation preserves lines, para-
1ellism and measure of angles. The measure of angles are
not preseéved by affine transformations. The similarity
transformations form a group which is called similarity

group and is a subgroup of the full affine group.
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BAE I

FENDAHULLIAN

SN
9& .

A. Latar RBelakang Masalab By i I
%yaget

ARBY

s

Fengertian Tunagsi adalah salab satu pengertian vang
sangat penting dalam semua cabang matematika. i sekolahb
manengah, pengertian fungsi  baru  diperkenalkan dalam
pelajaran aljabar dan kalkulus. Konsep fTungsi Juga
penting dalam bidang kajian geometri umtuk memperkenalkan
pangertian transformasi.

Fungsi ataw pemetaan vang da2rah  asal dan  daerah
bawannya sama disebut transformasi. Dalam geomatri,
transformasi pada swuatu bidang adalah swvuatu pemetaan
bijebktif yvang dagrah asal dan dagrah Lkawannya berupa
Rimpunan semua titik  pada bidang ity sendiri. Trans-
formas: demikian dinamakan transformasi geomebri. Trang-
formasi juga dapat digunakan untuk menjelaskan berbagai
konseps dalam geometrli murnl, seperli Pongruensit  banoun--
bBargun,' kesebangunan bangun-bangun dan simetri.

Definisl geometri yvang digunakan di sini adalah de-
Tinisi gegmetri menuwroat Felix  Hlein (184919235 dari
Jerman. Felixx Klein mendefinisikan geometri sabagal
berikut

& geometry is defined by & group G of  transforma-

tigns when its definitions and  theorens deal with

properties of figures invariant ounder transforma-
tignes of G but mot invariant under transformations
of any other group containing G. (Clairs Fiashey

1
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b3

Adler, Fh. D, 19&487:287).
Menurut definisi Felix Klein, suatu geomsitri  terdsfinisi
nleh suatu grup transformasi G apabila definisi dan
teorema—-teoremna dalam geometri  itu menyanghut siftat
bangun—hangun yang invarian oleh Gtransformasi dalam G,
tetapi tidak invarian oleh transformasi dalam grup  lain
manapun vang memdat G. Berdasarkan grup transformasinyea,
grup transformasi geometrl [uclides nerupakan  subgrup
dari arup transformasi geomebtri afin dan bal inilah  yang
akan dibuktikan dalam pembabasan—pembahasan berikutnya.

Grup transformasi geometri Euclides disusun oleh
transfornasi kongruensi {isomeitri) dan transtormasi kese-
bangunan (similaritas). Transformasi o mnerupakan  suatu
isometri bila unituk setiap pasangan  titik P dan @
dipenuhi P'Q'= PQ dengan F'= ofF) dan @'= a(Q). Eeberapa
contoh isomstri vang akan dibahas antara lain translasi,
rotasi, refleksi dan refleksi qeser.
Transformasi p merupakan swaitu similaritas bila dan hanya
bila terdapat bilangan positif K (k>X0} sehinggs untuk
setiap pasangan titik £ dan 0 dipenuhi F'A = k.FQ  dengan
Fro= y(ﬁ} dan 07 = {1}, Dari definisi similaritas tampak
bahwa jsometrli merupakan keldadian khusus  dari similari-
tas, karena isomebri merupakan similaritas dengaen ko= 1.

Transformasi afin yang akan dibahas adalah trane-
formasi afin dalam bidang Buclides. Transformasi afin
dalam bildang EBuclides merupaloan transformasi yang

= oax o+ by +om

mempunyail persamaan { a,b,o0 & R dengen
y = e o dy +on
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{af

Dengan melihat persamaan—persamaan umum lsomelri dan
gimilaritas dapat disimpullkan babhwa grup isometri  dan
arup similaritas merupakan subgrup darl grup Iransformasi
afin. Konsep penting vang Juga akan dibahas  sebelum
mempelajari transformasi afin adalah afinitas perspektif.
Kedudukan afinitas perspelktif dalam transftormasi  afin
sesual dengan hedudubkan refleksi dalam  isometri. Jika
setiap isomelri dapat dinyatakan ssbagai hasil hkall
beberapa refleksi, maka demikian juga transformasi afin
dapat dinyatakan sebagal hasil kali beberapa afinitas
peraepaktif.

Bardasarkan hal-hal tersebut di atas . peEnulilis

menjadi tertarik untulk mempelajari transformasi  afin di

bidang Euclides. Selain it dengan mempelajari
transformasi atin penulis  dapat meEmper i uas WakWasan

mengenai hubungan arup transformasi geomsltri aftin  dengan
grup transformasi: geometri Euclides yang sudah cikenal di
sekolah menengah dan diharapkan kelak dapat berguna dalam

mengajarkan transformasi di sskolah menengah.

E. Perumusan Masalah

Fokok permasalahan vang akan dibahas dalam  tulisan

ini dirumuskan ssbagal berikut

~ Apakah yang dimaksud  dengan  transformasi  afin  dalam
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T

bidang Euclides
— Bagaimanakah sifat-sifat transformasi afin 7

- Eagalimanakah hubungan grup transformasi geometri aftin

dengan grup transtormasi geometri Euwclides

C. Tujuan Fenulisan

Tujuan yang ingin dicapai dari penulisan ini adalah

untuk maemahami pengeritian transformasi afin, sifat-sifat

transformasi afTin dan hubungan grup transiormasi geometri

afin dengan grup transformasl geometri Euclides,

D. Fembatasan Masalah

Dalam pembahasan fentang ftransformasi afin, ada

bebherapa hal vang tidak akan dibabhas. HMasalah-masalah
tersebut antara lain  adalah aksioma—aksioma dan
teoremna—teorema  dalam geometri afin yvarg  tidak  ber-

hubungan dengan transformasi afin, geometri terurut  vang
marupalkan dasar geometri atin, bidang afin, Loordinat
afin, grup transformasi geomnastri hiperbolilk, Qe
Lransformasi geometri ellptik vang masing-masing  adalabh
suatu subgrup dari grup transformasi geometri proyektif
dan grup transformasi proyektid vang merupakan  subgrup

dari grup transformasi topologi
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£

£. Metode Fenelitian

Metode yang pernulis gunakan dalam membahas topik
tarsebut adalah metode studi pustaka dari buku-buku acuan
vang digunakan, sehingga dalam tuwlisan  ini  tidak di-
temukan hal-hal vang baru. Daftar Buku-—buku acuan

tersebult dapat dilihat dalam dafttar pustaka.
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BAE II

LANDASAN TEORI

A. Geometri ATinN

Sisztem geometri BEuclides didasarkan pada lima buah
pastulat vang terkenal dengan sebutan postulat-postulat
Eualidaﬁ. fpabila  postulat TII dan IV dari kelima
postulat itu ditanggalkan, maka akan terbangun sistem
geomatrl yvang lain, vang dinamakan geometri afin. Karena
hanya didasarkan pada b/ postulat Euclides, maka
parsyaratan dalam geometri afin lebib longgar dibanding
geometri Euclides. Dalam geometri aftin sudut tidak pearrah
givkur dan lingkaran tidak pernah disebut. Kedua hal itu
terjadi karena postulat III dan IV dari Euclides tidak
cdigunakan .

Geometri afin merupakan cabang dari geometri terurut
dan geometri proyektif. Pengertian-pengertian  pangkal
geometrl afin sebagaid cabang geomgiri  feruarut terdiri
dari titik dan relasi keantaraan ("intermediacy). Baris
dalam geometri terurut didefinisikan. Relasl kKeantaraan
di antara titik-titdk AR dan C ditulis dengan [(ABRC],
vang berarti B terletak antara A dan C. Paengertian
panghkal geometri afin sebagal cabang ogeomatrli proyektif
terdiri dari titik, garis dan relagi insidensi
{"inciderncet). Suatu  titik  dan guatu  garis dikatakan

insiden, Jjika titik itu terletak pada garis dan garis
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~

tersebut melalui titik itu. Ada 10 buash aksioma vang

barlakuy dalam geometri afin bidang, yaitu =

I

II

v

Vi

VI

VITI

X

=Y

Untuk sebarang dua Litik terdapat tepat satu garis
yvang melaluinya

Fada sebarang garis terdapat paling sedikit dua
titik.

fda paling sedikit tiga titik tidak pada garis
YADRG Sams.

Dari sebarang tigeae titik pada satu garis,. tidak
lebibh dari satu titik yvang hesTetak di antara dua
titik\yang lain.

Jika titik B terletak antara titik A dan L, maka
AR,C adalah titik-titik yvang berbeda pada suatu
garis dan B juga terletak antara C dan A.

Jika A dan B titik-titik vang berbeda pada suatu
garig, maka ada paling sedikit sate titik £ pada
garis tersebut sedemikian hingga B terletak antara
& dan C.

Andaikan 4,2,0 tigsa titik tidak pada garis  vyvang
sama dan andaikan g ogarids yang tidalk memuat AR
atav C. Jika g memuat sebuah titik antara A dan B,
g Jjuga akan memuwat sebuah titik antare A dan C
ataw sebuabh titik antara B dan C.

Melalui sebarang titik A di luwer garis g ada tepat
satu garis g yang melalui A dan sejajar Q.

Jika AALBEL,C,CT,0 adalah tujuh buabh titik

herlainan sedemikian hingga OA° ,BE'.CC adalah tiga
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bual garis berlainan melalwi Q dan Jjika ogaris AR
sejajar dengan A'E’ dan BC sejajar dengan B O,
maka CA Jjuga sejajiar dengan C7AL

X ¢ o Jikas titik~titik dari sebuab garis dibagi dalam
dua himpunan sedemikian hingga tidak ada titilk
dari kedua himpunan yvang terletak antara dua titik
dari himpunan lainmnya, maka ada satu  titik dari
himpunan yang pertama yvang terletak antara setiap
titik dari himpuman  itu  dan setiap ftitik dari

himpunan kedua.

Dalam pembahasan ini definisa geometri Yanag
digunakan bukanlah definisi vang didasarkan pada sistem
aksioma, seperti vang tertera di  atas, tetapi definisi
geometri menurut Felix Klein (1849-1925) dari Jerman.
Dalam Frogram Erlanger—-nya yang disampaibkan di  Erlangen
pada tahun 1872, Felix Klein mendefimisikan geometri

berdasarkan grup transformaginva .

Definisi 2.1 :
1
Suatu geometri terdefinisi oleh swatn grup tramsformasi G

apabila definisi dan teorema-teorema dalam geomebri  itu
menyangkut sifat bangun—bhangan vang invarian oleh transg-
fornasi dalam G, tetapi tidal invarian olaeh transfoe-

masi dalam grup lain manapun yang memualt G.

Dari pandangannya itu dapat digambarkan ikhtisar geometri
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g
mebagal berikul TOFCLOGI
GEOMETRI PROYEKTIF
GEOMETRI AFIN GEOMETRI HIFERBOLIE GEOMETRI ELIFTIK

GEOMETRI EUCLIDES

Dari diagram tersebut tampalk bahwa grup transformasi
geometri Euclides merupakan subgrup dari agrup trans-—
formasi gegmatri atin. Demikian juga grup transformasi
geometri afin, grup transformasi geometri hiperbolil dan
grup transformasi geometri eliptik masing-masing adalah
suatit subgrup dari grup transtormasi geaomeitri proyektif.
Grup transformasi geometrli proyektif merupakan subgrup

dari grup transformasi topologi.

B. Fungsi atauw Femetaan

Detinisi 2.2

Furngsi f dari A& ke B (ditulis f:1A—E) ialah suatu relasi
i

dari A ke B vang memenubhi aifat @ (Ve (F'vaB) (y=Ff () ).

Comntoh 2.1 =

. - T
&) Andaikan A = {N,v.z} dan B={1,2.3%. e g &

f didefinisilkan sebagai T{w) = 2, Hoow Ly L

f{y) = 1 dan f(z) = =% adalah suatu Vo]

1]

fungsi dari A ke B. e .
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10

b) Fungsi yang lain yaitu g 3 SeoT 8

dengan g{x)=1, gl{y)=3 dan gl{zi=1.

ot

¢} Diagram berikut ini tidak mewakili sebusah fungsi dari

S ke T, karena

D ey T w kawan dari elemen x di T

tidak tunggal.

- ada elemen veh vyang tidak

mempunyali kawan di T.

Definisi 2.3 :

Fungsi f:Aa-—E disebut fungsi injektif (fungsi 1-1) bils

i i Hoa X ¥ o= ® O g
dipenuhi (an_\zeﬁ)(f( . f(_z) sy w1 zz)

Contoh 2.2 1

Fungsi f pada Contoh =.1 merupakan fungsi dnjektif,
sedangkan fungsi g pada Contoh 2.1 bukart fungsi injektif

karena gix) = g{=z) tetapi » # =.

Definisi 2.4

Fungsi fi:A-—»E disebut funagsi surjektif (eonto} bila

dipenuhi ¢ (VyeB) (xeh)(y = Fix)).

Contoh 2.7 @

Fungsi f pada Contoh 2,1 merupakan  fungsi surjektif,
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i1

sedangkan fungsi g pada Contoh 2.1 bukan fungsi surjsktif

-

karena ada 2 € B vang tidak mampunvaili kawan di 4.

-

Definisgi 2.5 :

Fungsi Ti:A—B disebut fungsi bijektif bila fungsi ituw

fungsi injektif dan surjektif.

Contoh 2.4 =

Fungsi T pada Contohbh 2. (a) merupakan Tungsi bijektif.

Definisi 2.6 @

Andaikan f:8--7T dan g:T—oU, maka homposisi dari f dan g
adalah suatu fungsi gef:iS—l vang didefinisikan sebagai

{(gef)(x) = g(f{x)) untuk setiap xeb.
Fenulisan gef selanjutnya disingkat menjadi gf vang dapat
dibaca sebagai hasil kali f dan g. Jdika g=f. maka haszil

kalinya ditulis 72

Teorema 2.1

Andaikan f:5—T dan g:T-—U.

(a) Jika T danm g injektif, maka gef injektif.
(b Jika g@ef injektif, makas f injektif

{c) Jika f dan g surjektif, maka gef surjektif.
(d) Jika geof surjektif, maka g surjehktif.

Bukti

(a} Andaibtan f dan g Lkeduanva fungsi-fungsi injektif,
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Untuk membuktikan bahwa geof adalah fungsi injektif
harus ditunjukbkan bahwa
Jika Hi,xzeS dan (gof)(xi) = (gef){x ), maka % = x

(gof)ixi) = (gofz(nz)

g(f(xi)) g(f(xzii

f{fi) = f(az) (karena g injektif)
Hi = LI (karena T injektif)
. (Vni,xzeﬁ}E(gof)(mi) == Egof)(xz} sy xiw xzj

Jadi gef indektif.

(h) Andaikan geof injektif. Jika Mi,HZGS dan f(ni)=f(H2),
maka g(f(ﬁ;))=g(f(x2)) sehingga (gof)(xi):(gof)(mz).
Akibathnya RN kLarena gof imjektif. Jadi f injektif

i) Andaikan f dan g Ekeduanyva Tungsi-fungsi surjektif.
Untuk membuktiktan geof fungsi  surjektif harus di-
tunjukkan bahwa jika ze), maka ada sebuah elemen nez
sedemikian hingga {(gef}{x) = z. HFisalkan z<&l. Karena
g surjektif, maka ada vel sedemikian hingaga giv: = =.
Farena f juga surijektif, maka ada xe8 sedemikian
hingga fix) = vy, sehingga {(Qefl{xr) = g(f(x)i=giyl= z.
Jadi gef adalah fungsi surjektit.

i

(d) Andaibkan gef surijektif dan z&), maka ada web sede-
mikian hingga (gef)(x)=a. Tetapi {grof){n)=g(Ffix) =z
dengan fixjel. Karena itu g surjektif. Terbukiti =

b}

Definisi 2.7 =

Diberikan sebarang himpunan 8§ = @. Operasili biner pada &

adalah fungsi darl S5X% ke .
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Dari Definisi 2.7 dapat dikatakan bahwa operasi bhiner
bersifat tertutup pada 5.
Operasi "perkalian” (product) ¥ pada 8 dapat dinvatakan

sabagal kX : 8XE -~ & dengan a ¥ b = ¢ bila dan hanva bila

i

X({a.hl <.

Contoh 2.5 =

Andaikan £ adalah himpunan semua bilangan bulat. Operasi
jumlahan pada Z dapat didefinisikan sebagail f 1 ZXZ — £

dengan T(m,n) = m+n.

Lemma 2.1 =

Jika Ti15-T, g:T—U dan hilU—V, maka (hoeglief = he{goef).

Bulkti :

it

{(heg)ef) {x) (heg)fix) (Def. 2.&)
= h{g(f(x)))
= h{({gef) (1))
= {(he{gef)}{x) untuk ebarang elemen xeS,
Jadi {(hoeg)ef = ho{tgef) ®
i

L

Teorema 2.2 ¢

Fungei f:8—T adalab fungsi t:yekti ita dan hanya bila
ada suatu fungsi g:T-—-8 sedebian 3ga gef dan foegy
berturut—turut adalah fungs: Adentit .. pada 8 dan T.
Bukti

(=) Andaikan fungsi f:15-—sT fungsi CoJektif, Akan  di-

buktikan ada suwatu fungsr grT— ' sedemikian hingga
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gef dan feg berturut-turut adalab funasi identitas
pada 9 dan T.

Diambil sebarang elemen fteT. Karena 1 surjektif pasti
ada elemen seb sedemikian hingge f{s) = . FKarena

f injektif, maka = tersebut pasti tunggal. Didefimni-

sikan fungsi g:7T-—8 dengan g{(t) = s bhila dan hanya
hila fi{s) = t. Fungsli g disebut fungsi invers dari .
Diambil sebarang slemen seS. Andaikan fi{s) = t. Dari

definisi diperoeleh (gef)l{s)=g{fi{s))=g{t)=as. Tampak
Dahwa gef adalah fungsi identitas dari 8 ke . Demi-
Lian jugé'untuh setiap teT., (Teg)(t)=Ff(g(t)i=Ff(s)=t,
vaitu fe.g adalah fungsi identitas dari T ke T.

Jdika f:5-T adalah suatu fungsi sedemikian hingga ada
suatu fungsi g:T--5 dengan sifat geof dan fToeg her-

turut—turut adalah fungsi-fungsi identitas pada 5 dan

T. Akan ditunjukkan bahwa F:8-—27T adalah fungsi
bijektif.
— Diambil seharang telT, maka © = {fog)li) =  f{g{t}}

karena feg fungsi identitas dalam T. karena g:T-—S
ﬁdalah fungsi, maka ada sS85 sedemikian  hingaga
gi{tl=g. Jadi ada seb sedemikian hingga + = f{=).
Jadi f fungsi surjebtif,
- Andalikan f(ﬁi)xf(sz). Dengan menggunakan sifat bhah-
wa gef fungsi identitas, diperoleh @
s 0= (gef)(s ) = glfls )) = g(fls )) = (gefi{s )=s
Jadi f fungsi injektif.

Terbukti f:15-—T adalah fungsi bijektif @
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C. Grup

Definisi 2.8 ¢

Suatu himpunan G vang tidak Fkosong disebut grup bila
dalam G didefinigikan suatu operasi biner "X gsedemikian
hingga memanuhil aksioma—~aksioma beribkut
1) Operasi X bersifat asosiatif, yaltu:x

ak{b¥c) = {a%bl¥c, Va.b,.ceb.

)

Ada slemen identitas 160 sedemikian hingga berlaku
ika = a¥i = a, Vael.

Ey Betiap elemen ael mempunyal invers yvang juga dalam 3,
vaitu terdapat nel sedemibkian hingaga aXx = wx¥Xa = 1.

. ) -1 . -3,
Invers dari a dilambangkan dengan a , sehingga s=a .

Definisi 2.9

Bila dipenuhi juga a¥b = b¥a wuntuk sebarang & dan b e O,

maka § disebut Grup komutatif {(Brup Abelian).

=

Teorsma 2.5

Hila & grup, maka elemen identitas dalam G adalah
;

tunggal.

Bukti

Andaikan elemen identitas dalam grup G tidak tunggal,

vaitu ada paling sedikit dua slemen identitas dalam G.

Misalkan 1 dan e adalah elemen-slemsn identitas dalam 5,

dengan 1#e.

Malka berlaku i%a = &, Vaed (karena 1 elemen identitas).
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Gehingaga i¥e = & Luaan (i)}

Demibkian pula ake = a Vasel (karena g slemsn identitas).
Sehinggsa i¥e = 1 Lu... (ii)

Dari (i) dan (ii) diperoleh bahwa i = 2. Kontradilksi &

Teorema 2.4

Bila 6 grup, maka masing—masing eleman dalam & mempunyal
invers vang tunggal dalam G.
Bukti =

Andaikan invers dari ael tidak tunggz’. Misalkan dnvers

dari a adalah x dan y dengan mey . Maka a¥x = w¥a = 3 dan
aky=y¥a=i, Fadahal x = #¥i = #¥{a¥Xy) = (x¥aldy = i¥y = y.
Jadi » = yv. Kontradiksi m

Definisi 2.10

Suatu himpunan bagian H & @ dari suatu grup 6 disebut

subgrup dari G, bila H membentuk grup terhadap operasi

pada .

o

Lemma 2.3
1

Misalkan (GB.¥} grup dan H subgrup dari &.

a) Jika f elemen identitas dari H dam 1 elemen identitas
dari G, maka f = 1.

b} Jika aeH, maka invers dari a di H sama dengan invers
dari & di G

Bukti =

a) Jika f elemen identitas dari H, maka f%f = . Jika f_i
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adalah invers dari f dalam &, maka :

FRRCFRE) = FTRF
"'1| .
CFFYRF = 4
ix f = 1
f = i

Diambil sebarang elemen add. Misal a & adalah invers

dari a di 8 dan c adalah invers dari a di H., Maka aX¥c
. J L -1
= gcka = T = 1. Dari leorema 2.4, a adalah suatu
- . -4 -1 .
eleman tunggal dalam 8 yang memenuhi aXa = a “%a =1i.

Terbukti ¢ = a * ®

1

Teorema 2.5

Arndaikan G grup dengan operasi

H subgrup dari grup 6 bila dan hanya bila

£ dan H himpunan bagian B.

{(a) H = O

(h) Jika a,b € H, maka a*tbh  H

(c) Jika aed, maka a ‘e H.

Bukti @

{=) Andaikan M subgrup, akan dibuktikan bahwa M memenuhbi

syarat (a},(h) dan (o).
i

(&) Farena H subgrup dari grup (G, maka (H,R) Jugs

grup. Setiap arup pasti memuat elemen  ildentitas.

Jadi M memuat paling sedikit  satu  elasnsn valtu

wlemen identitas. Fesimpulan H = @,

{h) Karena H subgrup dari grup (G,%), maka (H,%) grup

sahingga H harus tertutup terhadap X.

Jadi jika a.b e H, maks akb < H.
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(c) Jika aeH, maka a harus mempunval invers dalam H,
Farena (H.X) arup. Maka menurut  Lemma 2.2 (b))
invers dari a adalah & © vyaitu invers dari a
dalam G. Jadi a ‘e H.

(«) Andaikan H himpunan bagian 6 vang memenuhi {a).(h)
dan (¢}, akan dibuktikan bahwa H grup.

{1} Syarat (b)) manyatakan bahwa H tertutup terhadap ¥

{2 Karena elemen—slemen dalam B memenuhi sifat aso~-
siatif, maka elemen-elemsn dalam H juga memenuhi
sifat asosiatif, karema H adalah himpunan bagian
G. Jadi hukum asosiatif dipenuhi dalam H.

{3) Karena H=@, maka dapat diambil suvatu elemen ye H.
Mernurut {(c), yﬂéﬁu Dengan syarat (b)), i=y*yﬂeH.
Jadi H memuat elemen identitas.

(4) Syarat {(c) menentukan bahwa setiap eslemen  aeH
pastl mampunyal invers yvailtu a ' dan a teH.

Jadi H adalah himpunan  baglan  dari 5 Y arc
membantulk suatu grup terhadap opsrazi  pada &

(yvaitu *). Tarbukti =

D. Transformasi dalam Beomebri

Definisi .11

Transformasi geometri adalab suatu fungsi  bijektift dari
Mimpunan semua Litik pada suatu bidang ke himpunan semua

titik pada bidang itu sendiri.
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Dengan kata lain, Jjika diberikan sualtu  transformaszi o,
herlaku bahwa untuk setiap titik F  terdapat dengan
tunggal titik Q sedemikain hingga ofF) = 8 dan zsebaliknya
untuk setiap titik R terdapat dengan  tunggal  titik §
sedemikian hingga af8) = R. Bidang vang dimaksud adalah
bidang Euclides. Dengan mengambil semssta bidang Euclides
berarti seluwruh teori geometri Buclides dianqggap berlaku

di dalamnya.

Tenrema 2.4 ¢

Himpunan semga transformasi geoamstri tT, 0} mamnben tuk

grup.

Bukti

(1) Operasi o bersifat tertutup pada T.
Farena transformasi merupakan  fungsi bijektif dari
Rimpunan semua titik pada suatu bidang ke himpunan
gemua titik pada bidang itu sendiri, maka dari
Teorema 2. (a) dan (¢} diperoleh bahwa operasi °
bersifat tertutup pada T.

{2) Dgerasi o memenuhl =ifat asogiatif{ menpurut Lemma 2.1.

(3} Ada =lemen identitas terhadap operasi e pada T, vaitu
transformasi identitasg o yaﬁg memenuhi sifat o(F)y = F
untuk sebarang titik F pada bidang.

{(4) Inmvers dari setiap elemen dalam T berada dalam T,
jelas dari teorems 2.2.

Dari (1) sampai (4) terbuklti bahwa himpunan ssmua ftrans—

formasi geomelri memberntuk grup =
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8}

Dalam pembahasan-pembahasan beributnya akan dibukti-
kan bahwa grup transformasi geometri Euclides merupakan

subgrup dari grup transformasi geomstri afin.
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BAER III
TRANSFORMAST dalam GEOMETRI EUCLIDES

A, Transformasi Hongrouensi (Isomebri)

Geometrl Euclides sampail abad XVII hanya dipelajari
dan digémbangkan dalam bidang-bidang non-aljabar dan vang
diperhatikan hanyalah sifat-sifat meterik dari  bangun-
bBangunnya saja. Siftat-sitat metrik adalah sifat-sifat
yang berkaitan dengan pengubkuran, separti  jarak dua
titik, panjang sebusah ruas garis, ukhuran sudut dan ukuran
Tuas. Fada perkembangan selanjutnya digunakan metode
aljabar yang berhubungan dengan  sistem hkoordinst, juga
sifat—-sitat non—metrik dari bangun—bangun geometri,
Fembicaraan mengenal sifat-sifat non-metrik dilabukan
agntara lain melalul pembahasan ftentang grup transformasi.

Grup transformasi geomebtri EFuclides disusun oleh
transformasi kongruensi (igometri) dan transformasi
Lesebangunan  (similaritas). Sebeluwn membahas tentang
transformasi kongruensi {(isometri)  terlebib dahulu akan
dibahas hal—hal mendasar yvang mendukung pembahasan
tentang isomeatri.

Dalam membahas transformasi perlu dipelajari unsure—

unsur yang invarian (bertahan/tetap) terhadap transfor-—
masi  tersebut. buatu  titil  vang invarian terhadap
transTormasi o disebut titik invarian dam  suatu  garis

vang invarian  terhadap transformasi o disebut garis

o
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invarian, sebaliktnya o dikatakan mempertahankan atau

mangawethkan titik P bila hanva bila o{F)} = F. Transforma-
sl o mengawetkan garis g bila hanya kila a(g) = g dan

transformasi a mengawetkan himpunan titik S bila dan
hanva bila of(8) = 8.

Transformasi identitas ¢ adalah transformasi vang
memenuhi o (F)=F untuk setiap titik F pada bidang. Tampal
bhahwa transformasi ¢ mengawstkan semua titik pada bidang.

Jadi semua titik adalah titik invarian terhadap ¢.

Definisi 2.1

Suatu transformasi p merupakan involusi bila » = ¢ dan

2

¥ =i, Ini berarti bahwa p = y—ﬂ

an

Defimisi Z.2

Buatu transformasi disebut kolineasi bila bavangan sebuah

garis (lurus) oleh transformasi itu akan berupa garis

lagi. Jadi jika g garis lurus, maka o« adalah suaty
kolineasi bila dan banya bila a(g) = g’ dengan o garia
lurus.

Teorema S.1 &

Himpunan semua kolingasi (K,.) membentuk grup.

Bubkti

Farena kolineasi adalah transformasi, maka cubup  di-
buktikan bahwa K # @, operasi . tertutup pada %K dan

setiap slemen dalam X mempunyai invers dalam K.
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(1) K pasti memuat paling sadikit satu kolineasi, vailtu
transformasi identitas 1. Jadi X = @,

{2y Andaitan o, sebarang kolineasi dan g sebarang garis.
fBalg) = BFlafgl) = Bla’)y =g, Karema o hkolineasi.
maka g adalah garis. Karena # kolineasi.maka g’ pun
garis. Jadi fBa merupakan kolireasi.

(%) Andaikarn o kolineasi dan g'= afg) garis. Karena o
transformasi pasti ada o ', sedemikiam hingga o “{g’)
= a*(alg)) = (o fa)(g) = t(g) = g. Ini berarti o

pun kolineasi karena membawa garis g’ ke garis g.

Terbukti himpunan kolinsasi mambentuk Qrup =

-

Definisl 2.3 3

Dilatasi adalah kolineasi & sedemikiam hingga a//8(g).

untuk setiap garis gq.

Definisi 3.4 :

Transformasi o merupakan suatu isometri bila untuk setiap

pasangan titik F dan @ dipenuhi F'G'= FO dengan F'= afF}
dan O° = ().
Teorema 2.2 1

Igometri adalah suatu kolineasi
Bukti 3
Andaikan o suatu iscometri, & dan B sebarang titik pada g

dengan A = o(A) dan B’ = a(B). Ditarik garis t = A7

N
-

Akan dibuktikan bahwa €
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3

.
<

la) Diambil sebarang titik P pads g dengan [AFB}. Misal-—
barm ' = ofF). AGndaikan F° i luar T maka dalam
ASEB'FT dipenuhi AR -+ F'B° » A'B’, tetapi karena

o isometri, maka bhsrlaku

g
A P B R - - . .
= AR+ PR =APTRE=AR=A K.
.-
R Timbul kontradiksi, maka
-~ i
- ™
:, > b, pangandaian bahwa P di
gambar 3,4 luar € salah.

Berarti ' pada t dan memenubi [AF B3,
Ib) Untuwk [FAR] atau [ABFI.
Andaikan F'= o(F) di Juar t, maka dalam AA R F

berlakua F'4° + A'E = P'B .

P A B
Karena o isometri, maka
F'a'+ A B = PA+ABR=FR=F T,
e -
R Timbul kontradiksi sehing-
x\‘_‘_‘ “-»-.__v_‘-h‘-
Al B 5 ga F° tidak munghkin di luar

gambar 18, 2
t. Jdadi F’ pada t. Dari (lad dan (1b) +erbukti bahwa

g’ < t.

(2} Andaikan Q° sebarang titik pada . Karena o Bijektif,

(03 maka terdapat O dengan

A

D
e AN a(F)=0". Misalkan @ i

// \\
ol . g )
A B lvar o, maka dalam AAQR
. diperuvinn A + QB AR,
A ol B

b 5. g Karens o isomstri. maka
gambar .

berlakuw Al + OF = Ak, Tisbul tkontradiksi, maka

&
o
:1-

pengandaian bahwa @ di luar g salahb, berarti €

i
2
0

g. Karena Q@ pada g, maka Q' =af{@) harus pada B
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Jadi t < g’ -

Dari la), 1b) dan {2} terbukti bahwa £ = g =

o

Teorema 3.3

Himpunan semua isometri (3J,.) membentuk grup.

BHukti

Farena isometri adalah transformasi, maka cukup  dibuk-

tikan bahwa 3 # @, operasi . tertutup pada X dan setiap

glemen dalam I3 mempunval invers dalam 3.

{1) 3 pasti memuat paling sedikit satu isometri, yaltu
transfarﬁasi identitas (. Jadi T3 = G,

{(2) Andaikan o, adalah sebarang isometri dalam 3, dan
AE sebarang titik pada bidang. Jika o{AY=A", a(B)=R’

BEA) = A dan BB = BT, maka

(Ba){A) = Blalfd)) = BA°) = A" dan

(Ba} (B)Y = pBla(B)) = ((R°) = B~

Karena a isaometri, maka AF = AR dan hkargna 3
isometri, maka AR = A7 "B, Sehingga AR = 4 "B,

SO fBe adalan lsometri. Jadl operasi .o o tertutup pada 3.

(2} Andaikan o sebarang isometri dalam 3, dan B LB
sebarang titik pada bidang . Karsna o adalah

transformasi tentu terdapat titik A dan B sedemikilan

hingga «o(fA) = A" dan a(B) = B, Farsna o Lisometeri,
malka AR = &R,
gHay = o tas)) = (ol teta) = LAy = A,
S -1 ~ 1 . - .
a (B = o {alB)) = (a8 ") (B = (B} = K dan M TR

MUkl AB = AR, Jadi aq'adalah stlabtu isometiri.
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Terbukti bahwa himpunan semua lsometri membentul grup ®

Teorema 3.4 @

Isometri mengawetkan besar swudut.

Bukti
Andaikan o suatu  isometri dan A.B.C tiga titik
non—kolinier dengan A= aid}, B'= «afB) dan C'= of(Cy.

Diperhatikan kedua gambar di bawah ini.

< Q-

gambar 3.4

Karena a isometri, maka berlaka AR = AR, A'C’ = 4C dan
B'C'= BC, sehingga AA'B'C = AMBC. Jadi mZBAC = m Q.

Terbukti B

Teorema 3.5

Isometri mengawetkan kesejajaran,
BEukti
Andaitan o suatu isometri, g//h dan g'= alg) . h'=  a{h).

Akan dibuktikan bahwa g //h° .

Andaikan g7 tidak sejajar h’, maka ada titik P (g”,h" ).
Farena o adalah transformasi. maka terdapat F  sedemibkian
hingga «fF) = F' ., ' pada g'= ai{g), maka F pasti pada ¢
karena « kolinegasi. P° pada h'= alh), maka P pasti pada b
karena o kolineasi. Akibatnya F = (a.h) vang bartentanaan

dangan ketentuan babwa g//h, sehingga anggapan Ltersebut

galah. Jadi g'//h'., Terbukti =
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Kesimpulan

Isometri adalabh suwatu kolinsasl vyvang mengawstkan kean-
taraan, ruas garis, Sin&ar  gQaris, sudut, besar  sudut,

ketegaklurusan dan kesejaiaran.

1. Beberapa Contoh Isomelrl
&. Translasl {(Gegeran)

Defimigi 3.5

Suatu transformasi v merupakan translasi bila terdapat
ruas garis berarah (vekitor) AR sedemikian  hingga  wuntuk
setiap titik P pada bidang dengan T(F) = P° dipanuhi
FP= AB. Translasi ini ditulis T .

AB

Definisi Z.46 ¢

Himpunan semua ruas garis berarah vang besar dan  arahnya
sama menggambarkan  suatu  translasi.  Himpunan tersebut

dissbut vektor.

Berdasarkan Definisi 3.6 diperolsh bhahwa T = T hila
AR cb

dan hanva bila AR = £D.

Teorema Z.& @

[

Jika diberikan titik & dan O, s dengan tungaal

translasl vang membawa F ke {1, vaitu LN

Bukti
Andaikan tramslasi yvang membawa F o ke 4O tidak  tungoal,

valtu kecuali T e ada translasi lain T,.p VAN Juga
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membawa P ke @, sedemikian hingga TAa(P)mG dengan ABR=FQ.

Jadi v+ =1 . Terbukti =
AR PQ

Teorema 3.7 1

Jika A.B,.C tiga titik non—kolinear, maka 7 =T bila
AB ap

dam hanya bila CARD merupakan jajaran genjand.

Bukti 3

Andaikan AR,C tigas titik non-kolinear.

{=p) T = ¢ . Akan dibuktikan bahwa CABD maerupakar
AB co
jaj ] 5 = T ., mak = .
jajaran genjang. T gy a AR cD
a D
/s 7
/ s
s 7’
- ’
o’ 7
A ]

gambar 9.5
aB = CD berarti AR = CD dan AB // CD, sehingga CABD
merupakan jajaran genjang {suatu segi esmpat merupakan
jajaran genjang bila dan hanya bila sepasang gsisinva
vang berhadapan sama dan sejajari.
(@) Andaikan CAED merupakan jajaran genjang, akan dibuk-
tikan bhahwa t e Jika CARD merupakan Jaiaran

AB

genjana berarti AE = CD dan AR/ /CD. sehingaa AR = CD.

Karena AR = CD, maka T =+ , Terbukti =
AD ap

Taorema 5.8 @

Tranzlasi mengawetkan arah garis (Rayangan suatu garis
akan sejajar dengan garis semulal.

Bukti @

Ta

Andaikan TPQ sebarang translasi vang memetakan A k=2
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dan B ke B, berarti AA'= BB = PQ. Eila AR B non-hkoli-
nier, maka (Teo. 3.7} BAA'R’ merupakan jajaran genjang,
sehingga AB = A'B’. Jadi AR // A'B’. Dari langkah ini
tarbukti Jjugs bahwa 22 /7 &R . Terbukti =

Karena translasi mengawethkan arah garis berarti translasi
membawa suatu garis ke garis vang sejajar dengan garis

semiila, sehingga translasi adalah juga suatu dilatasi.

Tearema 2.9

Jika LI = t, maka tidak terdapat titik inpvarian. Semua
garis yang sejajar AR akan menjadi garis invarian.

Bukti :

Untuk titik invarian sudah cukup jelas.

Wntuk garis invarian, misalkan g garis yang sejajar AR.

Diambil sebarang titik P pada

g
g, maka 7, _(F) = P' dan me-
AD
menuhi PP’ = AR. Rerarti FFP’
n
se2jajar AE. Karena g sejajar

A gambar 3.6 AR, F pada g dan FF'// AR,
maka F° pasti di g. Ini berlaku untuk setiap titik pada

g. Jadi TAE(Q) = ¢. Terbukti bahwa g garis invarian =

Teorema 3.10 :

Translasi adalah suatu isometirl.
Bukti
Misalbkan TAB(P)WP’ dan TAB(G)=Q' dan memenubi FF=Q07=AR.

Akan dibuktikan bahwa F'G° = PG,
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&) Jika F,F G titik-—titik non-kolinear, maka POQ'F’ akar

r P .
e }’ mambantuk suatu jajaran
Ve A
s s . - wr s -
s s genjang {Teo. Z.7). Se-
o G-
= s gambar a3, 7 hingga berlahu B'Q =FQ.

k) Apabila F,F’ .0 segaris, maka ' akan fterletak pada

garis yang sama.

_ gambar 9,8
P B < G

Dengan alfabar velktor diperclsh

T o= FF O+ PR
= Q'R + FQ’ {karena QO = PP’
= PR+ Q0
= PQ

Karena F'R° = PO berarti F'Q° = PO. Terbukti @

Teorema =.11

Hasil kali dua translasi oL dan T p akan berupa

translasi lagi,. vaitu &, denaan FO = AR + CD.
L

Bukti
Andaiban TAB dan T e sebarang translagi  dalam 7. Untuk
sebarang titik L pada bidang

A B o
////ﬂ berlaku TAB(L) = L dengan

LL = AR dan jugs TCDfL 3=

@ L~
_////ﬁ dengan L'L° = CD. Maka ber—
el ; L -

laku + =T (L= T {r (lL)y)=
gambor 3.9 <D AB chr  AB
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TCD(L'} = L dengan LL "= LL'+ L'L""= AR + CD = FR. Jdadi
T an adalah translasi dengan vektor translasi PEH = AR +

CD. Terbukti wm

Teorema .12

Himpunan semua translasi (7,.) membentuk grup Abelian.

Bukti

Cukup dibuktikan bahwa 7 # @, operasi . tertutup pada 77,

setiap elemen dalam 7 mempunyai invers dalam 7 dan

operasi . memenuhi sifat komutatif.

{1} 7 pasti mEmuat paling sedikit satu translasi, yaitu
transformasi identitas c¢. Jadi T = @.

(2) Bahwa operasi . tertutup pada 7 sudah dibubktikan
dalam Tegrema Z.11.

() Diambil sebarang elemen T € -
Aridaikan  invers dari T .n adalah T p® sedemikian

hingge Tantcn © Teplan C T Taa

T T = T o T =T
AB CD AA AR+CE AA

AB + D = AA

_ AR + BA = AA
1
. CD = BA sehingga L N
Jadi T mempunyai invers yvaitil = T e .
AR AB BA
{4} Andaiksasn T (Fy = B dan 7 _ (F') = F°° untuk sebarang
AB CD =
titak C pada bide - Al o Y = = =
titik F pada bidang. Maka (TCDTAB,tFB TCD(TAB(F))

(F°) = ' dengan PP = AF <+ CD. Karena Jjumiahans 2

T
cD

vektor hersifat komutatit, maka berlaku AR+LD = CD+AR

sahingaa TapTan = Tanfen” Terbukti m
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b. Refleksl {(Fencerminans/Simetri Garis)

Definisi 3.7

Refleksl o pada garis ¢ adalah suatu  transformaszi  vang
- =
memenuhi

{ Fy jJika F pada s

o (F) =
€ Q, jika P di luar s dengan s adalah sumbu Fh
P
- =
P=p-
i gambar 8§, 10

Definisi 3.8

Refleksi oc terhadap suatu titik C adalabh suatu trans-

formasi yang memenubi

C, jika F berimpit dengan C
oe(P) = {

@, jika P di luar € dengan © titik tengah FQ

Teorema .13

Refleksi ¢ adalah sustu inveolusl vang mempertukarkan
=]
i
zeparuh bidang yang dipisahbkan oleh garis s.

Hukti
.2 = .
o # ¢ tetapi o = t dengan s adalabh sumbu PO vang JLga
= . 5

adalah sumbu OF (tampak pada gambar Z.10). Terbukti a

Teorema .14

Titik invarian tarhadap o adalah  titik-titik pada s,
1=

sedang garis invarian adalah s sendiri dan  semua  garis
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varg tegak lurus pada s.

bBukti

Bukti uptobk titik invarian diperoleh langsung dari defi-
nisi o;, sebagal akibatnya s akan menjadi garis invarian.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa semua garis yang
tegak lurus pada s adalah garis invarian. Andaikan g 4 &.
Diambil sebarang titik F pada g di luar . Dari defipi-
si refleksi diperoleh F' = o (F) dengan s sumbu FF-,

Karena s sumbu FF', maka FF'L &. Titik F pada g, gds dan

FFe L s, maka F’° pasti pada g. Hal ini berlaku
g n untuk setiap titik pada g,
sehingga os(gj = g. Jdadi g
- garis invarian. Terbukti =
P-

gambar 3. 11
Garis s adalah garis invarian titik per titik sadangkan
garis g adalah garis invarian tetapi tidak titik per

titik,

Teoremna 3.15

Refleksi o, adalah suatu isometri
|
Bukti :
Andaikan A = og(ﬁ) dan B™ = 05(8). Untuhk kajadlian—keja-
dian khusus
a}l Bila A dan B pada s, maka A'B = AR sudah cukup jelas.

b} Untuk kejadian ABRls, dari definisi refleksi diperaoleh

bahwa s adalah sumbu A& dan BE’ | sehingga & B = AR,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

a4
A
B
8
BI
gambar 3, 412
A
c) tntuk kejadian AR/ /s, ABRB'A’ membentul persegi Pan-
A B jang, maka A'E" = AB.
=3
AT B’ gambar 3. 48
d) Untuk kejadian A pada £, maka A = A, Dari definisi
B reflelksil diperoleb babwa s
adalah sumbu BR’ . Diperha-
A=A P "
tikan AAFE dan AAFB’ . EBF
gambar 8. 14 B R 1 AF 2 AF dan <EFA X
ZB'FA. Jadi AAFE = AAFPE’ sehingga AR = AR,

Untuk kejadian yang tidak bkhusus, dapat dilihat pada

gambar bsrikut ini.

B~ gambar 3, 1%
Andaikan AR memotong s di  C. Terlebify dahulu  akan
dibuktikan bahwa C,&8 B’ segaris.,

Ditarik &0 dan 0. Misalkan D adalah titik tengah AR’
dan E titik tengah BR', maka D dan E pada .

~ Diperhatikan ACDA dan ACDA . CD 2= 8D , £DA = L£DA° dan

AD = & 0. Jadi ACDA = ACDA . .. mDCAH=mLDRA dan AC=A°C.
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10

~ Diperhatikan ACER dan ACER'. OE & CE , ALEB 2 LFEE’ dan

BE = B'E. Jadi ACER = ACER'. . mLCR=mLCE° dan BC=BE"C.
Karena @G,B,C segaris, maka m&LECR = mLCA, sshingga
MmeECE =meDCA° . Jadi A B ,.LC segaris dan karena RO = B'C

AE . Terbukii =

it

damn AC = AL, maka AB

c. Rotasi (Futaran)

Definisi 3.9

Rotasi terhadap titik C dengan sudut & ialah transformasi
pc'e yvang mamenuhi s

{i) PC’G(C) = G
{11} = e(ﬁ) = A7 dengan CA' = CA dan ms ACA = oO.
Titik € disebut pusat rotasi dan & disebut sudut rotasi.

Sudut © positif bila arah putarnya berlawanan dengan arah

perputaran jarum jam.

Tearema 3.146 @

. Rotasi non iddentitas hanya mengaweibkan satu  titik
yvaitu titik pusatnya.

b. Jika £ suatuw titik, @ dan ¢ sudul-sudut putar, maka
i

‘Oc,qz‘) Pee © pc,e+¢>
Hul ki o

a. Dari definisi rotasi bagiasn (i) diperoleh bahwa rotasi
naon—identitas hanvae mengawstkan titik pusatnya saja.

b. Andaikan pc'e(ﬁ) = A" dengan CA° = A dan mRCA° = o.
Pc‘¢(ﬁ') = A7 dengan 08'= CA°° dan mA'CA T = ¢,

(’Oc,qbpc.e)(m = pc,qb(pc,e(m) = pc,qu’) = A dengan
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&
— Ca=CH" " dan mgCH" " =mLAla +
T
//, . med G "= + &, Dengan kata
lain pa¢pqe adalah trans-—
@ ﬁ) formasi yang memenuhi pq¢
) :
c A pae(ﬁ)mﬁ" dergan Ca=Ca7 7
gambar 8. 16 dan mLACA" "=o+gd. Terbukti o
Teorema 2.17
Rotasi adalah suatu isometri.
Bukti
Migsalkan pc,e(k) = F dan pc’e(ﬁ) = @, Jika C,F,Q
kolinear, maka dari definisi rotasi FO = P07,
¢ P=P- Q=G gambar 3. 17

Jika C,F,0 non—kolinear, diperbatikan AFCE dam AR C'Q°.

J— .. . Sk

Q CF = CF' , CH = O’ dan &CF°
f~ ) = ACRT . Jadi  APCR = AR LT
sehingga dipercleh FOQ = F 7.,
Jadi pc o mangawsztkan jarak,

*

dengan kata lain pc . suatu

’

e S isom=tri. Terbukti =
L

gambar 8. 418

Temorema 518

Himpunan semua rotasi (Re.) dengan pusat rotasi  tertentu
membentubk grup Abelian.
Bukti

Cubup dibuktikan babwa R & @, operasi . tertutup pads R,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

setiap elemen dalam R mempunyal invers dalam R dan

operagl . memenuhi sifat komutatif.

(1) R pasti memuatl paling sedikit satu rotasi, yaitu
transformasi identitas ¢. Jadi R = 9.

(2) Bahwa operasi . tertutup pada R sudah dibuktibkan
dalam Teorema .16 hagian b.

=X Pe. 3 ‘Op,a T Pty T Pepra T Pp. 'DP,(?'

Jadi cperasi dalam (R,.) memenuhi sifat komutatif.

(4) Diambil sebarang elemen pP’ «a RO Andaikan invers

<

dari s adalah pp@ sedemikian  hingga memenuhi

r

pP,e‘OP,qb = ¢
‘DP,G pp,q?b R Pe.6 pp,qb I 'Op,o
p?,e+¢ N ‘op,o
8+ ¢ = O
@ = —-9
Jadi pme meEmpunyal invers valtw pife = pPﬁe e R

Terbukti himpunan semua rotasi membentuk grup Abselian wm

Teorema .19

= tuk setiap titik C.
‘Oc,ieo t<:>f‘:: untulk setiap titi

Eukti

Dari definisi rotasi, diperoleh babwa setiap tramsformasi
vang mengawsthkarn titik € memetakan setiap +titik ¢ ke_
titik P’ dengan OF = OF° dan mdCF° = 18G°. Ini  berarti
batwa L merupakan titik tengah F dan 7. Jadi pcgeo

adalah refleksi terhadap titik O, Terbukti Peioo = Yo B



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Fotazsi dalam Tecorema 3.19 maerupakan rotasi  vyvang  khusus,
- P . - . . .
yailtu rotasi dengan sudut rotasi 180 . Rotasi khusus ind

digebut setengah-ratasi ("halfturn®").

Satu—satunya fLitik invarian dalam aP adalan titik F
sendiri sedang garis invarian adalah garis-garis yang
melalui F

Bukti

Untuk  bukti titik idinvarian dipesro.eh  langsung dari
definisi ratési bagian {i).

Hntuk garis invarian, misalkan garis g melaluil F dan Ceg

. g dengan CxF, maka o (C) = &
et P cr P

gambar B. 10 akan seqaris dengan C dan
B (karena F titik tengah EC'y. Karena itu C° & g. Hal ini

berlaku untuk setiap titik pada g. sehingga ap(g) =g,

Terbuktili g garis invarian &

Teorsms 2.21 ¢

Jika B adalah titik tengah AC, maka ¢ o = 7 = o o

{ B A AC c B
Bukti =
P il P
gambar 3. 20
A B <

Aridallhan P aA(P), oot oBEP'), Dari definisi rotasi
diperoleh babwa FA = AF dan F'B = BEF" ". Untuk |kejadian
F.a.B bitik-titik kolinear diperoleh P"WOBOA(P).

sehingga SN merupakar translasi LI dengan  AC = ZAE.

Juga berlakua v = ¢ o  dengan AC = I RBC.
AC ol ;]
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i tuk kejadian F.a,H titik-titik non—kol inesr
P":QBUA(P}. Dari definisi rotasi diperoleh FA = AR dan
FrR = BFC. Jadi AE adalah garis penghubung titik tengah
dari FF° dan B F° vang sejajar dengan FFO7. QOleh  hkarena

itu PP = Z2AB.

P P
___________________ =
5 -
Y e
\ Ve
s
B!
A //
AL P G
3 //
\\ v
A 7
\//
P gambar .1

Karena AR konstan, maka PP’ konstan (sama uniuk semua F
di luar ﬁg), sehingga T marupakan suaty tramslasi T ac
dengan AC = 2AR. Dari penjabaran di atas juga jelas bahwa

suatu translasi selalu dapat dianggap sebagai hasil kalil

dua buah setengah—rotasi. Jadi -y Y dengan AC = 2EBC.
Terbukii ¢ o = 7 = o o B’
B A AcC o B
2. Hasil Eali Dua Reflehksi
Teorema S.2%
Jita garis 1 dan m berpotongan di titilk © dan mz(l,m)mg,
L]
Ak = :
MEk a O‘mO'L .OC'e
Bubkti
Andalkan me{l,m} = % « A sebarang titik pada 1 dan & = C,

maka o (AY=A" dengan m sumbu A4 . Dipandang ACRAS dan
m

ACRA, TRECR , A REZAR dan 28 RCRAMRC, maka  ACKRA’ DACKA

£A° dan mgh OR = meACR = g . A CA =

il

sehingga CA

&

2emhCR o= Z.me(lym) = 2“; = o,
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Aandadkan E sebarang

titik di luar 1 darn  m.

o {E} = B’ dengan 1 sum-
bu -E?E?' dam dm(B) . o

dengan m sumbu B B 7.

gambar 8, 22

~ Dipandang ACSER’ dan ACSE. 06 o085 , B'S x BE dan A°60 =

LGS0, maka AUSE ZACEER sehingga CE=CE’ dan meE CS=m R0,

- Dipandang ACTE'' dan ACTER . CTT =T , BT

Hle

B'T dan
LB TC & £&B'TC, maka ACTE' © & ACTR’  sehingga CE'=CB -

dan mB''CT = m&B CT. mdB CH = 2.mz(l.m) = 2.? = o,

Ch'= CA , mhH LA = o, maka omoiiﬁ) = g%ze(ﬁ). CE = Cg

m<E” "CR' = &, maka o o (B) = p  {B). Karena A'C = AL
m L a,e ’

B°'C = BC dan mgA'CE7 = mLACB, maka AA'CE° X AACE  dan

arah perputaran sudut-sudutnya pun searah. Terbukti =

Jika 1 L m, maka mgi(l,m) = 90° sshingaa o o= p
1111

=,
t P80 F

Sy

Teorema 3.323

Jika a//b, maka o.° adalah suatu franslasi dendgan vektor
a

translasi vang besarnya dua kali jarak a ke b.

Bukti =

Ditarik sebarang garis s 1 a. Misalkan A = titik (a,s) .
B o= titik (b,s). Dari Teo. Z.22 (kejadian khusus) diper-

olaeh bahwa ¢ o = ¢ dan oo = ¢ .
8 o A b g B
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AK.

ukuran

sedemikian

P P P
F ————————————— i e —— 7
N /!
N !
~ /
t ~ /1
[ > ] e
c AN /4B D
~
~
~ /
S
S gambard, 23
a Po o
Sehi =
ingga o o o o 2% A
o, t o, = oo
o SRR o
o, o = T (Teo., 3.21) demngan D =
b a cD
Jadli o o = T dengan CD = 2 % AB. Terbukti
b a cp
G. Hagil Kali Dua Isometri
Tearema J.24 1
tUntuk sebarang titik ALR,F dan bilangan real
sudut, selalu dapat ditemubkan titik C dan D
himgoga
2) T e o
[} =
! pae T an pme
Bukti :

C—\}

] [N
gsudut, Ditarik garis p melalui P, p 4+ &E.

Diketahui titik-—titik A,B,F dan bilangan real & ukuran

0 e Ditarik garis g // p dengan
g )
% 2 —
P jarak iBE. Ditarik garis ¢
" P :
= 1 melalui F dengan mL{r,p) = e
A B ’ 2
P G gambar 3. 24
= (¢ o )lo o Tea. 2,23 & Z.22
LI pP‘e ( “p ( o r) { )
= {asifat asosiatif)

ol oo
q P P r
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= o L
Lo r

= o o
q r

== Teo, .27
pc,e ( )

b) Diketahul titik-titik A,B.F dan bilangan real e ukuran

sudut. Ditarik garis p melalui F, p 4 AR.

2 ot Ditarik garis g // p dengan
D IE =4 C!
* P jarak éﬁﬁ. Ditarik garis r
- ) melalui F dengan ms{r,p) = e
A B ! 4
- +
q . 23 gambar 89.,2%
T = (oo o o {Teo., 3,23 & X,22
P ¥am { . p)( o q) { }
= o (oo o (sifat asosiatif)
roop P q
= o i =
r q
= & o
roq
= & Ten, F.232)
Pp.0 {Taa

Definisi Z.10

Transformasi p disebut refleksi gmser bila terdapat garis
& dan AD dengan s//48B sehingga » = T,
Jadl refleksi geser adalah translasi non—identitas -

lanjutkan oleh refleksi terhadap sumbu vang sejajar  arah

translasi. Baris s disebut sumby reflaksi geser.,

Teorems .25

Jika s // ﬁﬁ, maka o T
& AD

it
~
¢

AB s
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Bulti ;
Ditarik garis r dan t,
A< 45 - i
T T )
U it St keduanya tegak lurus s
N 2 ‘
I . K I dengan jaralk (rgt):EﬁB.
f v f =3
Q| R
} F \\\ Fiha Fetitik (r,s) , O=titik
| A4 i
1mwmmw _____ §§Mﬁ_4 (tys), maka diperoleh
o
r t
gambar 3.26
o T = oo o (Teo. 3I.21)
3 AB s Q F
= @ {o o jlo o (Teo. Z.22, kej. khusus)
e g t r s
= {o o} (o) o {sifTat asosiatif)
s 8 t r =
= ¢ T lod
AB s
Jadli o T = o = ¥. Terbukti =
s AB AR g

Teorema 5.26 ¢

Untuk sebarang CD dan garis t dengan CD tidak tegak lurus

t, terdapat » sehingga Tap &y = 7+

D
Bukti
E D . i o
[:::::;? Ditentukan titik E sedemikian
B hingga CE L t dan ED // t,
=]
1 maka LD = CE + EDI.
i
gambar 3. 27
T o = T T Yo d (Teo. Z.8)
[a? + JEE ED CE L
= (o o) o (Teo. .22
ED P t
= 7 o (o o) {asifal asosiatif)
ED P t t
= T o L
ED B
= T o
ED P

= g (karena p//ED) m
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Teorema 3.27 =

Untuk sebarang garis s, titik & di luar s dan sudut o
yang diketahui terdapat v, dan v, sedemiikian hingga
oapﬁle w= ;wi dan po o=,

Bukti

Diketahul garis s dan A di luar s. Ditarik garis r mela—

i
“ \\\A - i A dan r//s. Ditarik garis t
a
\{Q\\\\ o melalul A sedemikian hingga
o] gambar 9. 20 barlaku me{t,r) = e
= T e o MR
oapA,e as (orot ) e
= (¢ &') o {sifat asosiatif)
®sor i
i i dengan OCD=2 » jarak (s.r) dan CD L s
= 7, (Teo. Z.26)
Sebaliknya, Pacf JF {ator)oa = ot(aroa) = O T e TV,
Rari tecrema-teorema di atas diketamhui bahwa

translasi v dan rotasi p dapat dinvatakan sehagai hasil
kali dua refleksi, termasuk juga setengah—rotasi sebagai
kejadian khusus rotasi. Juga sudah dibuktikan DahwWea
refleksi geser p merupakan  hasil  kali  translasi  dan
;

refleksi, yang berarti juga merupakan hasil kali tiga
refleksi,

Jadi semua isometri  yang telah dibahasg dapat
dinyatakan sebagai hasil kali bebgrapa refleksi. Secara
umum,  setiap hasil kali antara r,0,y dan o selalu dapat

dinyatakan sebagal rangkaian reflehksi. Sebagal contoh

diambil 7oy = {¢ o (o o Jlo o o ) = ¢ o 0 o0 & & o .
7 G 5 4 3 2 4 7T G 5 4 9 2 4
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4. Isometri Searah dan Isometri Berlawanan Arat
Bebelum membahas tentang isometri searah dan  i1so-
metri berlawanan arah, terlebih dahulu kita perhatikan

gamhar berikut ini.

gambar 3. 29

0leh suatu refleksi og, LARC dibawa v LA'B'CT  dan arah
perputaran sudut tersebut dibalik dari arah semula. Jadi
Jika semula m£BBRC 0 (positif), maka hasilnya mg8 B C° <0
(negatif) dan sebaliknva.

Isometri yang tidak mengubah  arah  sudut disebut
isometri searah, sedangkan isometri yang menqubah  arah
sudut seperti di atas disebut isometri berlawanan arah.
Contoh isometri searah antara lain translasi, rotasi ataw
hasil kall keduanya. Hal ini dimungkinkan karena suatu
translasl dapat dinvatakan sebagal hasil bali e
refleksi. Hasil kali dua refleksi  akan membawa bangun

]
bayangannya menjadi searah dengan bangun semula, sehingga
arah sudutnya pun akan searah dengan arah  sudut  semula.
Demikian Jjuga dengan rotasi serta hasil kali translasi
dan rotasi. Contoh isometri berlawanan arah éntara iain
refleksl geser, karena suatu refleksi geEser dapat
dinyatakan sebagai hasil kali tiga refloksi.

Akhirnya dapat disimpulkan bahwae suaty ranglkaian
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&

refleksl o o can akan berupa isometri searah bila n
AT &%
genap dan akan berupa isometri berlawanan arah bila n ga-

sal. Isometrl searah dapat disebut isometri aenap. igo-
i 24

metri berlawanan arah dapat disebut isometri gasal.

B, Transformasi kKesebangunan {(Similaritas)

Definisi 2.11 =

Transformasi o merupakan suatu similaritas bila dan hanva
bilas terdapat bilangan positif k (k>0 sehingga  wrtuk
satiap pa%améan titik F dan 0 dipenpuhi P @ =k.FO dengan

F*° o= aflF) dan @° = (D},

Similaritazs di atass disebut similaritas dengan
faktor ¥ dan dilambanghkan dengan o - Bilangan Lk dizebut
tfaktor similaritas.

Dengan perkataan  lain similaritas  adalah suatu
transformasi yvang membawa statu bangun geometri ke bangun
geometri lain vang sebangun (similaci, Untuk & = 1
ﬁimilatitaﬁ tergebut akan berupa lsomebtri. Jadi  isometri

|
merupakan kejadian khusus dari similaritas,

Teoreama .28 3

Himpunan semua similaritas (FP..) membentubk grap.
Bukti =
Cukup dibuktikan bahwa F # &, operasi . tertutup pada o

dan setiap elemen dalam & mempunyal invers dalam 2.
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(1) ¥ pasti memuat paling sedikit satu similaritas, yaitu
transformasi identitas ¢. Jadi 2 = ©
{2} PAndaikan am car ak selrarang similaritas dalam #£. Jika

o (F)y =F ', oo () = ", aa {P") =F" " a{@ ) =",
m m k k ;

maka o o {(F) = o (o {(F}) = o {(F') = F"" dan
k m k m ke
akam(a) = ak(am(m;) = ak(G o= Q0.
Karana & similaritas, maka PO = m.FQ,
Karena o gimilaritas, maka F ' = R.PA° = km.FG
RV W S JdJadi operasi . tertutup pada £.
3) Andaikan a sebarang similaritas dalam & dan ak
m
invers dari o sehingga berlaku o o = o a = 1 = o .
m m k k m i
Maka a o = o
wm k i
amk = or.i
ok =Rty
n
Jadi o mempunyail invers vaitu a;1=: a1 € .
= o
™

Terbukti himpunan semua similaritas membentuk grup =

Teorema 3.29

Similaritas adalah suatu kolineasi
Bukti |

Ardaiivan o suatu similaritas.

Diambil sebarang garis t dengan dua  titik A dan B
padanva. Jika A’'= amiﬁ) dan RB'= am(B), malka harus
dibuktiban bahwa am(t) = AR, FKarena x similaritas,
maka berlaku A'BE’ = m.AH.

a} Andaikan C sebarang titik pada t dengan am(C) = G
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< >t
A c B
ar
P
-~ \\.\
- ~
-~ ~
-~ ~
< = > gambar 3. 30
A7 B’

Andaibkan c’ tidak pada ﬁ‘ﬁ‘, maka berlaku

AC'+ C°B° » A'EB’ . Karena o similaritas, maka A'CS
™

m.AC dan C'B’'= m.LB, sehingga A'C'+ C'H'= m.AC+ m.CR =

m{AC+CE) = m.AB = AR, HMuncul hkontradiksi dengan

pengandaian bhahwa T tidak pada AR Haladi ek pada

AR’ sehingga a (t) < ATE".

b) Andaikan T sebarang titik pada A7g

gambar 3, 81

A
&
-

A’ D’ B

Karsna o suatuy transformasi, pasti ada D dengan
™

N = o {(B). Andaikan D tidak pada t, maka berlakulah
m
AD 4+ DE > AR. Karena a similaritas, maka A'D" = m.AD
dan D'B° = m.DR, ataw AD = =,A'D° dan DE = I.D'B,
" ™m
- 1 e X e i oy e » oy E
AD+DE = —. A'D'+ ZD'B° = —- (A'D'+ D'R") = —A'E = AB.
R m m m wr

Muncul kontradiksei dengan pengandaian bahwa D tidak

pada t. Jadi D pada t sehingga 5B < am(t} sehingga

terbukti bahwa o (£) = B w

Teorema 5. 30

Similaritas mengawstlkan besar suduat.
Bulkti :

Ditentukan ZBC. Misalkan A= ak(ﬁ), B ak(B}, 2=
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3

B A B A

gambar 2. 82
Maka A'B'= kK.OB , B'C'= L.BC , C'A'= k.CA.
Dari sifat kesebangunan dua segitiga diperoleh bahwa
AG E'CT = AMEC sehingga msB ' B'C° = mgABC. Terbukti m
Akibat Teorema 2.30 @ similaritas mengawetkan ketegaklu-

FLusan .

Teorema Z.31 :

Similaritas mengawetkan kesejajaran.
Bukti :

Diambil dua garis t damn r dengan t//r.

P -

gambar 3,58

t
i \
r r*

C D c” | 204

Titik P di luar t dan dam r. Ditarik dua garis melalui F
vang mamotong t di A darn di B, Jjuga memotong ¢ di T dan
D. Andaibkan X membawa bangun imni menjadi bangun Tain
dengan Q'=ak(ﬁ), B’=ak(B) C’:qk(C) 4 Di=a (I dan
P’nak(P). Karena o kolineasi, F°,A,C° akan segaris,

FL.B,D7 akan segaris, AR = ¢ s B = o



. _ P& _ PB oA

Karena r // t, maka Il =

_ e . FTAT PR , . ) _ o,

= BE- Jadi ETET T ETRT sehingga t°//r . Terbukti =

Definisi X.12

Untuk suatu titik F dan bilangan positif k, tramsformasi
cS»P_'k disebut dilatasi sentral terhadap P dengan faktor k
bila

(i) 5F*(P) = F

(11} untuk O = F, 5P$<m> = 17 dengan PG = k.FQ.

Bilangan k disebut faktor dilatasi sentral dan P disebut
pusat dilatasi-gentral.

e

Teorema 5.328

Hasil kali isometri dan dilatasi sentral adalah suatu
similaritas.
Bukti
Suatu isometri B akan mengawetkan jarak, sedanghkan suatu
dilatasi sentral 6P,k akan mengalikan jarak tersebut man-—
Jadi k kali, sehingga hasil kalinya merupakan similaritas
X - Terbukti =

Hasil kali dilatasi sentral terhadap titik M diikuti
oleh isometri genap disebut similaritas searah, sedanghkan
hasil kali dilatasi sentral terhadap titik P diikuti oleh
igsometri gasal disebut similaritas herlawanan arah.
Contaohnya, hasil hkali dilatasi sentral diikuti oleh

rotasi dengan titik pusat rotasi sama dengan titik pusat
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a1

dilatasi disebut similaritas spiral (rotasi dilatif) dan
hasil kali dilatasi sentral diikuti oleh refleksi dengan
titik pusat dilatasi pada cermin disebut refleksi

dilatidf.
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TRANSFORMASI AFIN dalam BIDANG EUCLIDES

BAE IV

A. Fersamaan Transformasi Afin dalam Bidang Euclides

Definisi 4.

1 :

Transformasi afin adalah suatu transtormasi

nyal persamaan {

A
[}
"

v

ax + by + m

cx + dy + n

&
dengean l
I

y&ang

mempu-~

b
di = 0,

Fersamaan transformasi ini adalah juga persamaan trans-—

formasi linear {Bans,

Tegrema 4.1

Transformasi

suatu bidan

linear

g secara

bidang itu sendiri.

Bukti @

Diperhatikan persamaan {
b4

Nilai-nilai

setiap pasangan fitik x

.
X

dan

¥

David, 1969

memnetakan

bijektif ke

.

w
H

it

tertentu

dan v vang dib=srikan.

‘= ey o+ dy 4+ n

: 8283).
himpunan titik
himpurnan titik
ax + by + m
dengan
dengan  tunggal

pada

pada

b .
dl = O,

untuk

Farena Ltu

setiap titik pada bidang mempunyail bayangan yang tunggal.

Demikian juga sebaliknya, persamaan {

.t
M

v’

mempunyai penyelesalan untuk tiap nilai

diberikan

yailtu

(=R

-+

by
dy

v

+ m
+ n
yang
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]

Andaikan bayangan (Hi,yij sama  dengan hayvangan (xz,yzj.

Akan diturniukkan bahwa (mi,yij = (Hz,yz). Bayvangan dari

¢

0, = ami + byi + m
(xi,yi) adalah { . dan bhayangan (mz,yz)
‘= oox o+ d +
Yy i yi
xz’z axz “+ by2 + m
adalah { . Jika bavangan (H1’Yﬁ TEAM&
= oo b od + n
. Y, = oy,
dengan bayangan M maka " d = (", . i-
& yang (% 2y, ) TN ) (x, 2y "} Di
erocleh x "= x_’ yang berarti ax + by + m = ax _+ by + m
P 1 2 YRNE © “y yi “"a Y2 «
G —x - b = = 0, 1
& . 2:' (Yi Yz) ; (L3
dan Co= d ang berarti o + dy + n o= ey o+ dy o+
Yy Yo Y&Ng 1 Yy 2 Y2 W «
clix —x — by —y ) = 0 2
(\i 2) (yi YzJ {

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh

— X & - = 0 "o & ~y. .} =0
& 1 2) biyi yzj di add 1 z) bd(yi 7y
33, =8 = e = 0 I B o - bd =y 3 o= 0
¢ z) d(}i yz) R b 1 2) (yx Yol l
(ad-bc)y{w - 2 ) = O
1 2
b, e B =
1 2
Moo=
1 z
Substitusi M= Hz ke persamaan (1) diperoleh
- - = = . Jdadi L pre ] w2y X . .
d(yi yz) ey E Y, adil diperoleh ( Yy (<2_y2)
Terbukti =
Teorema 4.2
Himpunan semua transformasi afin (&, .7 membentuk grup.

Bukti =
Cubup dibuktikan bahwa & # 0, operas: . tertubtup pada ]

dan setiap elemen dalam & meapunyai invers dalam .
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(1} & pasti nmemuat paling sedibkit satu transformasi afin.
yvaltu transformasi identitas . Jadi & = 0.

= oax b by 4+ om = opx ok oQy 4+ U
{2) Andaikan A { A ~{
1 , 2
vy = oox o+ ody +on Y

®Uo= opx' o+ gy’ 4+ ouw
{ » Mmaka
y +

= R A sy’ kv

(%3
Fes

= plaw + by +m) + gf{cx + dy + 1) + u

(ap + caix + (hp + dgly + (mp + ng + u)

i¥
1

Azﬁi R {
y'' o= r{axn + by 4m) 4 s{ocx + dy + p) o4+ v
AR {
2 4 o o

y' o= (ar + cskx o+ (b 4+ dsly + (mr o+ g + ov)
ARFTg bp+dog & m]
tdengan MO, sebab 2 O dan
ar+os br+ds o d
a) £ Aap-teg KRulfaln! a Djlp &
* O sedangkan =
E = ar+tcs br+ds [ dij|r =

Jadi operasli . hersifat tertutup pada «.

= ax + by 4+ m
{3) Piambil Q:{ sebarang ftransformasi
yi= o ox ot ody bon
X'= opx o ogy 4+ ou
afin. Andaihkan Bz{ adalah invers dari
DA R - A

A dengan AR = RBA = L. fHedua persamaan tersebut

dinyatakan dalam bentuk matriks., Fersamaan 6  adalals

I & b ® - m A v -

v’ - y “ EINOPDEFSAMARAn adalah
SEESONE!

Y Y %

Fersamaan AB yvaitu

)= ea e )= o)y ()

R

=

it
e,
=
o0
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A6 ()
D) ()

. _— ol & Poq n 10 )
Jika AR Ly maka [C o } [r’ < J = [(_‘3 1 ] dan
[ au + bv + m - G
L cu + odv o+ o0 (1) o .

[ a

i o N P g - 1 d ~b
[iill_,%[r"s]wadec: [—-(: a]

2a)(72])

d -~ b A
- )
PpoQ . Jjad-be ad-be md—-nh MC 1 &
= da e EE e
| " s ] - 23 not ad—bc * Y ad-bg

ad~be ad~be j

Fersamaan BA vaitu

) pog f a b
v o L« d

it

o og C a b X + pm +ogn o

ros g o d ) FI o= R A

L ol k_ . oog a b » 10 .
Jdika BA [ maka ( - ] { o ] [ o 1 ] tlan

pm o+ ogn o+ - 0

Fmo+ sn 4+ v 0 -

(Pedlea)-(et)=(22)(P2)- (oY)

d ~-b
diperoleh [ Pog ] S S [ d —b ] - ad-be ad-be
U5 & - a —c o
ad~be ad-be
o= = (pm + C]I"‘r) dan v o=~ (FmoA oan )
- .. md-nb .. MCTNA&
ad-hec ad=-te

wisopw o +ogy +ou
Jadi Ei:{ adalah invers dari A dengan
yi= o orx sy + v
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2k
d ~b ) .
- d-b _
(p = J . ad-bc ad-be Jang berarti ‘o
s - o ] _ ‘
ad-be ad-be
= = = R ros s g o= > dan
g odbe * ad-ba * ad-bc ° ad-be ©
md — nb me -~ na _ ‘
R st v ¥ TE i T bkt
- ad ~ bc s v ad — beo erbukti =

B. Fersamaan Umum lsometri dan Similaritas

Sebeluwn menbahas persamaan umum transformasi  iLsome—

tri dan similaritas terlsbih dehulu diperhatikan persama-
H'= ax + by + m

an transformasi afin berikut { dengan

y'= ocx o+ ody +on

Gabscy, dimin € R dan ad—bo & 0.

1. Fersamnaan Translasi

Andailkan diketabul vektor posisi AR

i
()
3
L—
I
e
E'
fere
f

kan F{u,y) sebarang titik pada bidang. TAB(P) S R S C RV
dengan PP’ = AR. Dari gambar 4.1 tampak bahwa 2= % 4+ m
dam y'= y + n.

Y o

gambar 4.1

4
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a7
Z. Fersamaan Rotasi
Andaikan o adalah sudut  rotasi  dan O0{0.0) adalah
pusat rotasi. Diambil sebarang titik P pada bidany, maka
dari Definisi 2.9 berlaku po,a(P) = 7 odengan OF = OF dan
MmO = ol Andaikan OF = r dan mA0X = €. Maka r'= - dan
'= 6 % a. Jika Flu,y) dan F’ (x' ,v'), maka diperoleh
Y
FOx’ ,y ') POx,v)
T e r
a .”u
. o
p : >y X gambar 4., 2
#o= r'Cos & = er% (eta) = rlos © Cos o — rBin @ 8in a
= ulos a - v8in o
y' = r’'8in &' = ¢r8in (&+a) = rSin & Cos o + rCos o Bin o
= ylos o + x28im o
Jadi persamaan rotasi dengan titik pusat 0(0,0) dan

sudut rotasi o mempunyai persamaan {

Ardaikan O (hek

sudut rotasi dan B (

¢ dan 7n adalah sumbu-sumbu koordinat yang sejajar

sumbu » dan sumbu v,
£
maka dipesroleh {
0
= £ 4+ I

i

sehingga {
y =& + k

‘= ulos a - vBin «

y = #8in o + vlos o

} sebarang  titik  pusat rotasi, o
*yy ) adalah bayangan titik  F{ux,vy).
dengan

Jika titik P (¥.ym) dan F (& .0 ).
= ¢ Los o« - 7 8Bin o
(1)
= ¥ 8in a + 9 Cos «
w7 & + h
clar { ()
y' =0 o+ ok




PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

iR
ity

1Y o
I P
o .
! H
. il N s
o "
e
k b4
h l e
> gambar 4, 2
o Fl L

Fersamaan (2) disubstitusikan ke persamaan (L}, diperoleh
{ '~ h = {(u—h) Los a - (y—k} Sin «
()

y'— k = (x4h) Bin o + (y—-k} Cos o

Tesrema 4.5 1

Sebarang rotasi non~identitas dengan sudut rotasi a,
dan titik pusat bukan 0 adalah hasil kali rotasi  dengan
sudut rotasi o dan titik pusat O dan translasi.

Bulkti

Fersamaan (%) di atas ditulis sobagai =

#'= % Cos o~y Bin o+ (h - h Cos & + k Sin o)
{ (a)
y'= % 8in a4 + v fos & + (k - k Cos o - h Sin o)
1
= ox fos o - v Sin o + m
atau { (2)
y'= nu 8in o+ v Cos o + n
dengan m = h -~ hCos & + kSina dan n = Kk - ECosat ~  h8ina.

Fersamzan (5) dipandang sebagal hasil kali translasi dan
rotasi dengan titik pusat O sebagal berikut

= ox Cos o -~ y Sin o 2w o 4+
{ tan { =
Y’ Y’

= M 8in a + v Cos o
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Teorema 4.4

Translasi dan rotasi membentuk grup dan memnpunyal
= o Cos o~ v Sin o + m

persamaan berbentuk { (i)
y'= 1 8in a + v Cos & + n

Bukti =

Translgsi dan rotasi membentuk grup sudah  dibuktilkan

dalam pembahasan di Bab IIl. Fersamaan (i) akan menjadi

persamaan translasi Jika o = 0O dan  m,n sebarang.

Fersamaan (i) akan menjadi persamaan rotasi dengan titik

pusat O Jika m = n = O dan « sebarar:s  Selanjutnva rotasi

dengan titik pusat bukan O marupakan hasil kali rotasi

dengan titik pusat 0 dan translasi {Teorema 4.3) wm

Untuk lebih sederhana persamaan (i) dapat diubah

dalam notasi yang berbeda. Andaikan a = Cos oy b o= ~8Bin o
2 2 . .
sedangkan a™ bY = 1. Persamaan translasi dan rotasi
$=mooax + by + om e 3
berbentuk = { dengan a™ b® = 1 {(ii;
y = by 4+ oay +on

Translasi dan rotasi merupakan isometri sgarat, oleh
barena ity pesrsamaan (11) meErupakan persamaan lsomestei
searah. Tampak babwa persamaan (ii) merupakan pErsamaan

linear dengan ¢ = ~h , d = a dan a>+ b2 = 1.

o Persamaan Refleksi
Misalkan persamaan sumbu s adalah sipX + Y + o= 0,
Fivay)y P di luar s dan o (F) = (% .y ). Baris yang mg—
m

Talui (x,y) dan (2 vy ) pasti tegak lurus s (dari Defi-
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&Q

nisi Z.7), sehingga g(x -x) = ply —vy) (1)

B,y + - H Qix’,y"?

s gombar 4. 4

Titik M({x+u")/2,(y+y’ 3/2) adalabh titik temgah FQ dan

terletak pada garis s, sehingga titik M memenuhi parsama-

a

O 4+ oy N
an garis s vaitu p[——ﬁuimJ + qfﬂﬁfmi_] S (2}

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh sistem persamaan

gu'~ py'= qgx - py
barikut { . Dari sisten persamaan
priE oqy’= ~2r - px - qy
tersebut diperoleh nilai-nilai %’ dan v', yaitu :
a{gr ~ py) + p(~-2r = px -~ gy)
2 2
q +p
2 2 -2 . -
W OR PR - Eptx — 2pgy - Zpr (=)
2 2 -
=
v Gler - px - qy) - plgx - py)
o 2 2
g +p
2 2 —- 2 " il
pY * gy - Ly - apgx = Zgr (4)
2 2
(S

Derngan sedikit mengubah persamaan (3) dan  (4) diperaoleh

persamaan I untuk refleksi «

Zpip + gy + r)
z 2
p o+ q

A - _—
u =

2glps * qy + )
2 pd
P+ q

Hi=owo— Zp{pr o+ gy + r)/(pz + qzj
atau {
y ‘

=y - 2qlpx + qy + r)/(p® + g
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&1

Jdika s dinyatakan dengan persamaan bentuk normal, yvaitu
5 1 % Cos @+ v Bin @ - n = O dengan p = Cos &, g = Sin ©
dan r = -n, maka akan diperoleh persamaan II untuk ref-
tekal vaitu
i = . . =Cos o (nCos & + yS5in © )
Cos®e + Sin’e
atau
v oy - 28in e (xCos & + v&in o )
Cos®e + Sin‘e
{ t'= —x Cos 2o - y 8in ZJe + Zp Cosz
y' = -~ Bin Ze + vy Cos 26 + 2Zp Hin
Yo
gambar 4. %
Ne g
= - 4
g -
H= K 2plipuray+r)/(pTrg™y
Fersamaan refleksi ot { 2 2
y'= vy Lglpx+gy+r)/(pT+g”)
dapat ditulis secara lain, vaitu
2 z
4+ = 2
e * = - q oo ___.—....Dq y pr C‘}aﬂ
2 2 p 2 2 2
Pt Q po*t g Pt g
‘_Zpg p? - g% 2qr
vooom e — ¥+ A -
2 2 2 z z 2
poo*q pootoQ P+ g
2 2
. + 2 2pr
Andaikan a = - 213 : b= R mo= o~ P! dan
2 2 2 z z z
+ po* g pt g
2qgr
N = sy maka diperoleh sistem persamaan  barug
p*q
#'mooax - by 4+ m 2 ”
{ dengan a” + bo = Karena refleksi
y'= ~hx — ay + n
meErupakan lsometri berlawanan arah, maka persamaan  di
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atas adalah Juga persamaan  isomebtri  berlawanamn  arah.

Tampak bahwa parsamaan di atas merupakan persamaan linear
2 2 :

dengan ¢ = =-b , d = -a dan a+ b" = 1.Sebagail contoh akan

diberikan hasil kali translasi dan refleksi terhadap

sumbu x.

i
N
et

i

£

T 4 { dan o :{ hasil kalinya vaitu
Yy =Yy Y B
M )

Tox:{ dengan a = i, b = O, m = 1, n = ¢ dan
T

a2l 2 =

Fegimpulan i

= aw + by 4+

Semua isometri mempunyal persamaan {
y= d(-bx + ay) + n
2 2 o : :
dengan a” + bB” = 1, tanda + untuk memvatakan ispmetri
searah, tanda - wntuk menyvatakan isometri berlawanan
arah. Sebaliknya setiap ftransformasi vyang MEMPUNYAaL

g . . 2 z .

pergamaan seperti di atas, dengan a” + h" = 1 adalah iso-—

metri. Dari persamaan isometri di atas tampak bahwa iso-
. . . 2 2
metri marupakan transformasi linear dengan a“+ b = 1,

i

Definisi 4.2

Untuk suatu titik A dan bilangan positif k, transformasi
éﬂ* disebut dilatasi sentral bila dipsnuhi éa,k(ﬂ) = B,
BxA dan AR = k.AR.

A disebut pusat dilatasi dan k faktor dilatasi. k<0 dapat

dianggap sebagai hasil kali dilatasi sentral dilamjuthkan

dengan setengah rotasi. Jika k»0 titik B dan B terletak
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pada sisi vang sama dari A. Sebaliknya Jjika k<0, A

tarletak di antara B dan RB’.

Hasil kali isometri sszarah dengan dilatasi sentral,
derngan uruiftan tertentu adaiah suatu simiiaritas searah,

Fersamaan isometri searah yaitu :

#'E oax + by + m LIk =
{ derngan a +b = 1 (L3

y'=—hx + ay + n

persamaan dilatasi sentral dengan pusat titik O yaitu

K' o kf’\
{ dengan k> (2)
Y’ ky

Hagil kalinva adalabh suatu persamaan berbentuk
N'= k{ ax +by + m) a“+b = 1

{ y'= ki{-bx +ay + nj, ke 5 @

yang merupakan persamaan similaritas searah.

Andaikan a = A, kb = B, km = M dan kn = N {4)

maka persamaan (3) dapat ditulis sebagail
N'= AN + By + M

{ y'= —-Bx + Ay + N

Fersamaan ini mempunyali bentuk vyamg sama dengan  iso-—

metri searah, tetapi A%Fe® dapat memiliki beberapa nilai

positif sebab A%+BZ = (ka)® + (k5)? = B¥%b® = K% De-

ngan cara yang sama, persanaan untuk similaritas berla-

wanan arah diperoleh dari hasil kali isometri berlawanan

arah dan dilatasi sentral.

kesimpulan =

Setiap similaritas dengan rasio Kk mempunyal persamaan i
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2 k4

o= Ar + By -+ M
{ dengan A% o+ BY = k7 = 0.

y =f{(—Ex + Ay} + N
Sebaliknya sebarang persamaan dengan bentuk seperti di
atas dengan A dan B tidak sama dengan nal  merupakan
similaritas. Tanda + untuk similaritas searah dan tanda —
untuk similaritas | berlawanan arah., Tampalk bBahwa
similaritas merupakan transformasi linear dengan AS+ET,
Dari persamaan isometri dan  similaritas di  atas dapat
disimpulkan bahwa grup isometri merupakan subrup  dari
grup similaritas, sedangkan qrup similaritas merupakan

aubgrup dari grup transformasi afin.

C. Afinitas Ferspektif

Dipilih sebarang garis s dalam bidang (Euclides) dan
sebuah arah yang ditunjukkan oleh sudut o, yang diapitnya
dengan s. Dipilibh pula suwatu bilangan nyata u, positif
atau negatif tetapi tidak sama dengan nol. Didefirmisikan
suatu pemetaan dengan hukum korespondensi sebagal

i
berikut
&, Baris—-garis yang menghubungkan pasangan dua +titik P
dan P’ yang berkorespondensi, sejajar dengan arah yang
diketahui.
b, Untuk setiap pasangan titik F dan F° diperoleh
Fopt

2

= L, dengan P titilk potong FF dengan s.

Transformasi ini disebut afinitas perspektif , s  sumbu
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afinitas , ¢ Taktor skala afinitas dan a sudut afimitas,
Transformasl ini secara lengkap dilambanghkan/dinvatakan

dengan 1 gls, oM.

Conteoh 4.1 @ gis.o,2)

gambar 4.

4
‘4T Refleksi terhadap garis 4
valtu o, = ¢(55900,m1).
= s Jika o = 90° maka afini-
. tas perespektif ite disehut
gambar 4.7 T afinitas normal.

Beberapa sifat afinitas perspektif vaitu

1) Suatu afinitas perspektif adalab suatu  transformasi
vang tidak mengubah garis. Garis—garis vang berkores-—
pendensi berpotongan pada sumbu afinitas.
Seti%p titik pada sumbu afinitas adalah titik invari-
an. Garis-garis vyang sejsajar dengan arah afinitas

adalah garis tetap. Fada gambar 4.8, pu = % .

gambar 4.8



2)

4)
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Suatu afinitas perspehktif memetakan garis-garis seja-—
Jar kepada {onpte) garis—-garis sejajar.

Transformasi afin tidak mengubah perbandingan dalam
pembagian, perbandingan jarak tiga titik pada s=sbuah

garis g sama dengan perbandingan Jarak  titik-titik

bavangan pada garis g’ . Fada gambar 4.9, u

a AR ¢ BC = 4B ¢ BCY

Q

gambar 4.9
Ferbandingan luas daerah poligon dengan  luas  daerah

bayvangannya oleh afinitas perspektif adalah 1 @ p.

a R// e
gambar 4. 10
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Bukti :
Luas daerah poligon dapat dipandang sebagalil Jumlabh lu-
as dasralh segl btiga-segl tiga. @is.o. )t AARC— ARB T

luas dasrah AFPQL ~ luas daerah FERA

i}

Luas dasrab AGERC

luas dasrah AFQC- {luas daesrah AFRA

-~ luas daerah AQRREA).

=fpp et - ((Fr ot - Lor oty
2 L] 2 @ 2 b
Tt o= ec® ;o™ o= lop, & b = a8 ¢ At = Iy dan
< o a &
tost, o= BET : BET = lip.

b b
Luas daerah A EB'C = luas daerah MO - (luas dasrah
AFRA —luas daerabh AQRE’ ).

1

=Lppt - (2FrRt -Lor e
2 (=% 2 ac b*
1 i AN
= = P out - (= FR ~ 2 OB ut
3 i y,c (2 FR pta 2 R ptb)
= f’; ' — 5— = = ’; sty M
M 3 = tc (2 B ta 2 Qr Lb);

= ueltas daerah AARC
Jadi luas daerah ARBC : luas daerah AR'E'CY = 1 : g
Afinitas perspektif adalab  swatuy  pemetaan bijektif.
Invers afinitas perspektif mempunyval sumbu  yang sama

dan arah vang sama, tetapili mempunyai faktor skala u'=

e

¢i(5,a,u) A — A

¢2(5,a, ﬁ) : AT— A

Jadi anzc;bi = cpiq?bz = ¢ vang berarti qbz = ¢1
Setiap afinitas perspektif vang buban refleksi hanya
mempunyal satu pasang garis tegalk lurus sesamanya yang
invariana.

Dergan sifat inil refleksi dipandang ssbagal hal  vang

istimewa, yvaltw oleh refleksl seltiap pasang garis
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tegak  lurus  sesamanya  adalah  invarian. Sifat  ind
dinvatakan sebagai berikut : diketahui sumbu afinitas
perspektif dan sepasang titik A dam A vang berkores—
pondensi. Dilukis dua garis tegak lurus u dan v vang
berpotongan di A dan bayangannya Juga tegak  lurus.

Dilukis untuk bermacam—macam letak A dan 6°.

goambar 4. 14a gambar 4. itb
u=
U=l
LA
hd
A
B v
”
A
A i s
* LAY
1A a b
gombar 4. 41c gambar 4. 41d

Fada refleksi atau ¢(5,?O°,~1) zsetiap pasang garis tegak

ITurus sesamanya invarian. v A

5 v, iy,

gambar 4,12
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Fada gambar 4.12, udv , udv . udv dan wdvr, L v
. i 147 Tz 2" Ta '8 147 z 2°

wed v
3 3

Jika suatu afinlitas perspektif tidak mengubah luas,
maka o= 1 atauw w=-1., Jika p=—1 terdapalt refleksi miring,

seperti tampak pada gambar 4.173.
2 -+

fa

gambar 4. 19

gils,.a,l) adalah identitas (o). Identitas termasuk
dalam afinitas perspektif dengan g = 1. Jika o = 1 tetapi
¢ # t, maka terdapat suatu pelingsirian ("shear") dengan
sumbu 5. Felingsiran adalah suatu afinitas perspektif

vang tidak sebenarnya sebab transformasi tersebut Tidak

tertentw oleb s,0 dan p karena o = 0° dan o= L.
i
D. Transformasi Afin Sebagai Hasil Kali Afinitas Fer-
spektif

Dalam BAR II telah dibahas bahwa setiap isometri

dapat dinvatakan sebagai hasil kali refleksi, misalhiya

. . pd
transformasi identitas @ ¢t = o
m
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rotasi : pc£> = oo dengan 1 dan m
berpotongan di € dan mengapit
sudut 2
2
translasi T = ¢ ¢ dengan 1//m dan beyr-—
AR m |

Jarak ! BE.
2

refleksi geser Py = oo o dengan 1//m dan nim

!
Transformasi afin dapat Jjuga dinyatakan sebagal
hagil kalili afinitas perspektif. Untuk dapat mencari hasil
bali afinitas perspektif, digunakan cara berikut
diketahui afinitas perspektif @ls.ou), dibuat susunan
sumbu siku~siku sedemikian hingga sumbu x berimpit dengan

sumbu afinitas s.

Y

N
L4

X

gambar 4. 14
ACA

@ Q(:-:i.:‘y) —3 AT (1 Ly} dan M= -
AR

0Aa - AA Cotg o
2 i

= DAz - (ﬁﬁz - Qiﬁz)Cotg fd

== Oﬁz - (ﬁﬁz - A és)Cmtg o
sehingga ¢ x' = x — (y —- v} Cotg o
= 3 = {y = uy) Cotg «

o+ {up o~ Ly Cotg a
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Jadi g@{s,.a,u) dapat dinvatakan dengan rumus transformasi:

®' o= ¢ + (@~ 1)y Cotga
XN
y'o= uy
Felingsiran masih belum dapat dinyatakan dengan
rumus transformasi ini, sebab untuk u o= 1 dan o = O

letak A (x vy} belum dapat ditentukan. Agar setiap
afinitas perspektif dapat dinvataban dengan suatu  rumus
transformasi, dicari parameter lain. Karena afinitas
perspektif tidak mengubah kesejajaran, maka sudut antara
Aﬁz dan QZQ‘ tidak tergantung dari letak titik A. Jagi
un bk Eetiaﬁ catinitas perspektit didefinisiktan suatu
suadut . Diperhatikan kembali gambar 4.14 . maka
A = 0A ~ AA
3 2 1
= 0A - A A Tg o
2 2
=0A - A'A Tg o
2 3

.
b

H;

2 o~y Tg o

sehingga rumus transformasi tersebut senjadi

®o=oH - uy Tg o
¢ |
Yo = my

Rumus transformasi ini berlaba  Juga wntuk  pelingsiran.
Ta ¢ selalu mempunyai harga berhingga. Sudut o  dihitung
dayri ﬁﬁz, pasitif jika arabnsa berlz~anan  dengan  arahb
perputaran jarum  Jjam dan  negatif  Jika searah  dengan

perputaran jarum jam.

Teorema 4.5

Afinitas Ferspektif (& ,.) dedgan sunipu yvang sama memnben-—
=

tuk grup.
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Bubkti

Cubkup dibuktikan babhwa operasi dalam (ﬂ;,.) bersifat
tertutup dan setiap slemen dalam ﬂ; mempunyal invers.

1} Andaikan ¢; dan ¢z sabarang afinitas perspektif Vang

dengan sumbuy afinitas vang sama.

¢ @

1 r ’ ’ 2 + ‘. L
Alxy) — AT (xT .y ) s AT ({u PV I Fersamaan

transformasinva menjadi @

A T 4 Ty o, W= o- ER% Tg @,
¢; ¢é=
Y e L Yo = HR
/4 5 = 0oy Tg v,
2 CA = 4
Y sz
=xoeuy Tg o = ulpy) Tg o,
¢ 9,
‘ F (# y)
Y HE
\ ., b = = (y;Tg 01 + *ﬂ“zTg oz)y
21 P
Hiﬂzy

Fersamaan ini juga membentuk persamaan  transformasi
untuk afinitas perspektif dengan sumbu (sumbu ).
JdJika persamaan transformasi di ates kita tulis sebagai

welo= o - opy Tg o
¢2¢1={ o :
_ Y = MY
)

maka p = MR, dan u Tg o = yiTg ot b, T o, Se

. 1 .
hingaa Tg o = o Tqg o, Tg o, Parsamaan trans—
z

formasi di atas dapat ditulis secars lain, yaitu

Co L. -
b =y - = Ty + g o
-{ yipzy( ] 9 @ i cz)
1

&
i

MoKy
Jadi  hasil kali dua afinitas perspektif denogan  sumbu

yang sama adalah juga afin: ftas perspekitlf dengan sumbu



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

yvang sama. Dengan kata lain operasi dalam (& 4.1

bersifat tertutup.

2} andaikan ¢1 sebarang afinitas perspektif dan ¢£: ¢1
adalah invers ¢1, maka berlaku ¢2¢1 = ¢1¢E =,
1
e o - puy (= Tgoe + Ta o)
2
¢2¢1 ; { * Nz * 2 sedangkan
y E o py

¥
s

transformasi identitasnya adalah ¢ @ {

Yy =¥
: 2 1

== = 0| =2 oo = R{E at

Jadi MoK, 1 atau K, a, dan pzTg o + Tag o, 3 ataun
m o L = -

Tu o, " “2Tg o, H, Tg o, .

£ = g - i
o W = ,ui‘uzy (Mifc_; Oz + Tg 01)
1T 2 -

Y oY

Y sbails B 3
p—iTg o, + Tg o= O atau Tg o, M Ta o, sehingga

C = ox ok y Tg o

diperoleh cp:"":{ Terbukti =
v

Conteobh 4.2

Tunjukkarn bahwa dua transformasi ¢1 dan ¢é e.ds bomutatif

. i ) .
bila dan hanya bila sudut-sudut afinitasnya sama, dengan

kLata lain ¢:1¢2 = ¢2¢1 S o= oo
Bulti
{=) Andailkan ¢u¢2 az ¢E¢1’ akan ditunjukkan bahwa X T O
W= KoY Tg o EORTHY Tg o,
Misalbkan ¢1:{ damn ¢ {
Y OE RY YOS Y
b0 { #O'= ot - uy Tg oo - Mopy g o,
271 7 .
Yo M MY
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4
W fm oy = wn T +
b - < P H MY (#2 g o, Ty o'z)
271 ° ce
Y “spzy
)= owo= oy Tg oo, < MHLY ig o,
¢1¢2 :
Yy = #1!-‘23’
LR B, N —_ _‘_‘
wiTm ¥ BHY (pTg o, + Tg a‘)
¢, * ' 1
Y = M HY
1 1
- . ol + = -
¢‘¢2 ¢z¢1" maka pz‘fg o, Tg o, leg o, * Tg o
i1 ¢ —-Tge = 2Tg o, ~ Tg o
7 9% 89 u 9 % 9 %
2 1
L - M 1 =~ M
2 Tg o, = : Tq o,
Hg Hy :
2 H
" .,.‘ Tg oo = I _z Tg o,
M 1 M,
M

Mengingat Cotg o = Tg o, maka Cotg o = Cotg o .

1~

dJadi a = a_.
i 2z

Diketahui a = o Akan dibuktikan ¢1¢2 = ¢z¢z'
Cotg a = Cotg a,
M M
1 2
- Tg ¢, = —— g ¢
1 H, 1 1 H, 2
R et 3:.
H'T= o H MY (;u Tg o, + Tg o-z}
¢z¢1 : 5 g
Yy = HtHzY
1 - o M
3'--Ta_:_].:Jr"-lr-'}’g‘::rz=-!‘---Ta‘;c:""+ 21“1 Tu;]o'1
H, Ha Hy Hy
— N -
_ 1 #, ,utu uz) g o
,uzta *-yl) i
" LT HH,
AT Tg o,
M, F1
r o’ — " - 1‘._
® = X HoHY (HTg o, + Tg 01)
A 1
Yy o wm ou oMY
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1 i 2 i
~Tg o_ + Tg ¢ = - — Tg o + Tg ¢
> 2 1 H yz 1 s 1

1 - yz

= = To o
p, (1 R 1
= - uiyz Tg o
uzil = “1) 1

Tampalk bahwa ¢E¢1 = ¢ .

Berikut -ini akan ditentukan subgrup-subgrup dari xg.
Bumbu s adalah garis invarian untuk setiap ¢ e ﬁ;, Jika
disyaratkan lagi
a) sudut arahnya sama, diperoleh subgrup ag“” Yang
merupakan  transformasi  dengan  sudut  afinitas  vang
S AME W

bh) menhgawstkan luas daerah, diperoliehb subgrup ﬂ; < m;. ﬂ;
memuat afinitas perspektif dengan w = *l, vaiktu pe-
lingsiran (shear) dan refleksi miring. Felingsiran
sendiri membentuk grup ﬂ;’ < ﬂ;.

Jadi eubgrupugubgrup dari ﬂ'sadalah.ﬁ . ﬂ; dan.ﬂ;‘.

s{)

Contoh 4.3 @

Tunjukkan bahwa hasil kali dua pelingsiran dapat diten—

tubkan olebh bubungan Tg o = Tg o, + Tg o,
Bulkti @
Diketahul dua pelingsiran, Jjadi H, = B, = 1.
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7é
K= M - To LA .
s { Yo oid oo ¢ { y Tg °,
P . 2 )
Y =¥ Y =y
#O o= ow - T -
o & - { v id e~y Tg o
z "1 .
Y =Y
X'T= o~ y(Tg o;+Tg <) = ow - yTg o
qz&chi:{ N atau ¢>2¢1={ N
Yy =Y Y =y

dengan Tg o = Tg o, + Tg Oé

Contoh 4.4

Turjukkan bahwa pelingsiran dengan sumbu  « Yarng sama,
sedemikian hingga Tg ¢ = na dengan n suatu bilamgan bulat
dar a suaty konstanta, membentuk grup (& .00,

=3

Bukti :

Biketahui pelingsiran dengan Tg o = na, n bilangan bulat,
a konstanta dan sumbu s.

(1) Andaikan ¢1,¢2 < m; dengan

¢ ‘{ AIRES i o Y nj_ a ¢ { I -y nz a
1 . YT .
PN = Y B
s 7 m uwynia"yﬂ E= = xmay(n1+n2)
¢2¢E { ( atau ¢2¢2:{ .
Y O Y

=V
o ¢2¢1 suatu pelingsiran,

Jadi operasi dalam Lﬁ'é.) bersifat tertutup,

W=y
(2} Andaikan ¢3:{ v maka
v’

Moo mn o+ n+n )a
y ¢ . 2 3):1

¢s(¢z¢1) ; { ‘e
Y =Y
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vy
Mmoo o= oy(n + o0 Ja
2 g
¢s¢z ' { R
Y =¥
R TE "~ v+t ta
1 2 3
(¢3¢2)¢1 : { ce
5{ _— }J
dadi operasi dalam (ﬂgy.) bersifat asosiatif, yaitu
ple, o) = (¢2,1¢,.
®o= N
{53 Transformasi identitasnya adalah @ :{
Y RN
1 Loz = —4 = = BB
(4) Andaikan ¢2 ¢15 maka ¢2¢1 ¢H¢z L
S o p = 0, terdapat n, = -n, saehingga diperclsh
W= o - yvi-n )a #m oo+ Yy noa
¢;1 g { t atau ¢;1 B { .
y'=y Yy =y

. 2 " o . AN 4
Jadi setiap ¢u a & mempunval invers ¢1 e .
=] &

Definisi 4.7

Setiap hasil kall berhingga dari afinites perspektif di-
sebut  transformasi afin atau secara singkat disebut

afinitas.

Menurut definisi ini, afinitaes adalah transformasi
yang tidak mengubah garis, kesejajaran dan  perbandingan
dalam pembagian. Afinitas membentubk grup &, vaitu grup
afin penuh. Grup xg adalah subgrup dary grup #.

Heberapa tramsformasi afin dasar akan diberitan
digini. Jdika untubk gebarang bilangan b 2 0, {ransformasi

lingear o dan B mempunyal persamaan & :{ dan per—
y' = ky
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samaan (3 :{ oo v maka o disebut peregangan ({(strain)
y' o=y

dengan rasio k terhadap sumbu X dan 3 disebut pere-—

gangan dengan rasio k terhadap sumbu Y. Hasil Lkalinva

yaitu fBo adalah suatu dilatasi sentral demngan rasio k dan

pusat titik 0. fBa mempunyal persamaan x’'= kx dan vy =ky.

Transformasi afin dasar lainnva adalah pelingsiran

{shear}. Felingsiran terhadap sumbu X mempunyvai parsamaan

PSR 3 AV
{ . Fada pelingsiran ini sumbu X diawetkan titik
Y Y

demi titik dan setiap titik bergerak secara horisontal.

-
‘ Sl
,/// A

gambar 4.15

Teorema 4.6 1

Transformasi afin adalah hasil kaly dari pelingsiran,

peregangan dan similaritas.

Bukti =
i
HiEmoaw o+ by ¢om
Fersamaan transformasi { dengan ad-—bo#0
y = o + dy ¢ on

merupakan hasil kali dari siesrlaritas

M= ax -~ ¢y + m , »
{ dengan a + ¢ # 0 d:ikuti oleh pere-~
yvi= g o+oay +on

gangan dengan persamsan . ) dilanjutkan
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ab + od

‘ | H P > >
dengan pelingsiran dengan persamaan { a® + ¢ "

y = y

Dari keterangan sebelumnya dapat disimpulkan bahwa pe~

lingsiran merupakan subgrup dari grup afin penuh.

Contoh 4.5

Suatu afinitas perspektif ¢ mempunyai sumbu s, sudut

o=45° dan faktor skala u = =. Jika diketahui suatu titik

wir

T, lukislah titil T°.

Feambahasan -

Diketahui @ s, o = 43 , u = % cdarr titik T. Ak an dilukis

titik T .
ay T 7 T = g R
2 1 4
A T
) Dilukis o = 45
) Melaluli T2 dilukis
i & . I T
garis vang sejajar s.
g} Dipearoleh T dengan
* i T °
T 7 WA T .
w* W

TT
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BAR W

KESITHMFULLAM

Fangertian transformasi dalam bidang kajian geometri
dapat diperkenallkan melalui konsep fungsi, karena trans-
formasi didefinisikan sebagail fungsi bijektidf dari
Rimpunan semua titik pada suatu bidang ke himpunan semua
titik pada bidang itu sendiri. Fembicaraan tentang grup
Juga mampermudah pembahasan  tentang transformasi, baik
trangfarmasi dalam geomebtri Eauclides maupun transtformasi
afin dalam b%dang Euclides.

Grup traﬁsformagi dari geomsiri EBEoaclides disebut
grup transformasi kesebangunan (similaritas). Grup trans-
formasi kongruensi (isometri) merupakan subgrup dari grup

transformasi kesebangunan (similaritas), karena lsometri

It

merupakan similaritas dengan fTaktor similaritas &k 1.
Isometri adalah satu kolineasti YEr g mengawethan
Feantaraan, rdas garis, sinar garis, sudut, besar sudut,
betegaklurusan dan kesejajaran. Similaritas adalah  suatu
kolineasi yang mengawethkan besar suadut, Letegak lurusan
dan kespliajaran. Angota-anggots grup transformasi  kese—
Bangunan {(similaritas) antara lain adalah translasi, ro-
tasi, refleksi, transformasi identitas,. refleksi qgeser,
dilatasi, similaritas spiral dan refleksi dilatif.
Afiniteas ataw transformasi afin adalah transformasi

vang tidak mengubabh garis, keseljajaran dan  perbandingan

dalam pembagian. Afinitas membentuk grup (&, .) yaltu
arup  afin  penub.  Subgrup-subgrupnya  antara  lain )
=)

a0
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{himpunan afinitas perspektif dengan sumbu vang sama),
# o (himpunan afinitas perspektif dengan sumbu dan
sudut afinitas yang sama), ﬂ; (himpunan afinitas
perspektif dengan sumbu vang sama dan mengawetkan luas
daerah) dan «_° (himpunan pelingsiran).

Transformasi similaritas mengawetkan besar sudut dan
ketegaklurusan yvang tidak diswetkan oleh transformasi
afin. Transformasi-transformasi similaritas membentuk
grup similaritas. Grup similaritas merupakan subgrup dari
grup afin penuh,

Cara lain untuk menunjukkan bahwa grup similaritas
merupakan subgrup dari grup afin penuh dapat dilihat dari

persamaan-persamaan transformasinya. Transformasi afin

dalam bidang Euclides didefinisikan sebagai transformasi

11

X'z ax + by + m
yvang mempunyal persamaan { dengan
vz ¢cx 4+ dy + n

a b
: d|"°-

Transfomasi isometri mempunyail persamzan

X'= ax + by + m . »
{ dengan a + b= 1, tanda + untuk me-
y'=x{-bx + ay) + n
nyvatakan isometri searah dan tanda - untuk menvatakan
i
isometri berlawanan arah. Transformas: similaritss mem-
na Ax + By « H s 2
punyail persama&an { dengan A +B7=0,
vy m ok{-fx + Ay + N
tanda + untuk similaritas sesrah dan *anda - untuk simi-

laritas berlawanan arah.

Dari persamaan-persamaan di a-as tam; sk bahwa persamaan

-

isometri adalah persamaan transformas: afin dengan c=z=fb ;
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o

2 2 o .

d = *xa dan & + b = 1, sedanghkan persamaan similaritas
adalah persamaan transformasi afin dengan o = i ; o = 4
2 .2 - , , .

dan A + BT ® 0. Grup i1sometri merupakan subarup dart

grup transformasi similaritas. Grup transformasi simila-
ritas marupakan subgrup dari grup afin penuh. Karena grup
transformasi similaritas merwupakan grup transformasi
dari geometri tuclides dan grup afin penub merupakan qrup
transformasi darli geometri afin, maka grup ftransformasi
geomatri Euclides merupakan subgrup dari grup transforma—

gi geometri afin.
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