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ABSTRAK

Dalam suatu penclitian, penelitt pada vmunnya tidak mengetahui apalkah
sampe] random vang diambiluya berasal dari populasi yvang berdisiribusi normal
atau fidak, sehingga perin diadakan nj1 kenormalan. Dengan keberadaan Teorema
Limit Pasag hal tersebuf tidak perlu dilakukan karena Teorema Limit Pusat mem-
berikan jaminan bahwa apapon bentuk distribusi populasinya vntuk jumlah sampel
yang cukup besar distribust sapling dan statsiik yang berasal dar1 populas: terse-
but akan berdistribust normal.

Tulisan ini membahas Teorema Limit Pusat Lindeberg secara feoritik be-
sorta dengan beberapa aphkasinya. Pembabasan dilakukan dengan pendekatan
fungst karakteristik vang cskupannya lebil uas karena melibatken fungsi-fungsi
yang bernilal kompleks.

Teorema Limit Pusat dapat diterapkan dalam pendekatan beberapa distei-
bust peluang, seperti: distribusi binomial, distribusi potsson, oleh distribust normal

yang sangaf bergina dajam pendugaan parameter.

-
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ABSTRACT

In aresearch, generally, researcher does not know whether random samples
are {aken {rom a popu!gtion with normal distribution or not. therefore he or she
needs to have @ normal {est before analysing the samples. Due fo existance of the
Central Lamif Theorem, this test deesn’™f need to be done, Cenfral Limit Theorem
goarantee that $or a big number of saple, whatever the population distribution, the
samphng distribution ()i' statiglics which are computed from the population is nor-

mally distributed.

‘This paper discuss about the Lindeberg’s Central Limit Theorem from theo-
retical point of view and also some of its application. The discussion was done by
a characteristics finction approach which has a wider scope due to the existance of

complex lunctions.
The Central Limit Theorem can be tmplemented in approaching some prob-

abilily distributions by normal distribution, such as: binomial distribution, poisson

distribution, which are very usefis] i the parameter estimafion.

'\’5‘]‘
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BAB 1

PENDAHULUAN

Statistika adalah sekumpulan konsep dan metoda yang digunakan untuk  me-
ngampulkan dan menginterpretasikan data tentang bidang kegiatan terfentu dan  me-
ngambi! kesimpulan dalam situasi di mana ada ketidakpastian dan  variasi
Kata © statistika ¢ diambil dari babasa Latin “ stafus © vang arlinya. “ negara ©
Untuk beberapa dekade, statistika hanya dikaitan dengan falta-fakta dalam bentuk
bilangan-bilangan tentang situasi perckonomian, kependudukan , dan pelitik yang
terjadi di suatu tempat. Saat ini, metodologi dan teor) statistika modern telah mem-
buat suaty Jompatan yang lebilt maju daripada hanya sekedar kompilasi grafik-grafik
dan tabel-tabel biizmgem.'Sehagai disiplin ilow, statistika meliputi berbagai mefoda
dan konsep vang sangaf penting di dalam setiap penelitian yang melibatkan pengun-
pulan data dengan cara eksperimen dan observasi, dan pengambilan kesimpulan de-
ngan menganalisis dala. Statistika dupat berkembang sedemikian pesat karena

adanya perkembangan teori himpunan dan teori peluang,

Tujuan dikembangkannya mode] matematika dalam teori peluang adalah un-
tulk mendeskripsikan peluang muncuinya suatu kejadian dalam ruang ganpel. Karena
model matematika diekspresikan dalam bentuk nilai-nitai numeris, maka timballah

suatu gagasan untik mendefinisikan sebuah fingsi yaog memetakan semua basil da-
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lam observasi atau eksperimen dengan suatu bilangan. Fungsi sermacam mi yang

dikenal sebagai variabel random.

Dalam melakukan eksperimen atau observasi terhadap sualu populasi,
peneliti biaganya. tidak mungkin melakukan eksperimennya atau observasinya ter-
hadap semua anggota populasi. Oleh karepa itu, peneliti hanya mengambil beberapa

sampel dari populasi untuk diobservasi atan dieksperimentasi.

Parameter populasi adalah suafu “biitmgan yang mencirikan suata populasi.
Analisis stafistika dilakukan untuk dapat mengambil kezimpulan tenfang parameter
populasinya berdasarkan hasil observagt afau eks;perimcn'lcrlm:iap sanpel yang
diambil, Jadi, harus diupayakan agar dapat diambil sampel yang representatif untuk
populasinya. Karena. dalam berbagai penclitian kerap kali dijunpai populasi yang
berbeda-beda keadaannya, niaka untuk memperoleh sampel yang representatif se-
ringkali barus digunakan sampel yang berbeda-beda pula macamnnya. Salah satu
macam sampel yang dianggap representatif adalah sampel random. Sampel random
adalah sampe] yang pengambilannya sedemikian hingga setiap anggota populasinya
mempunyal peluang yang sama unfuk terambil s?__bagai sampel dan obgervasi-

observasi yang dilakukan harus saling bebas.

Suatu liarga yang dibitung dari suatn sampel digebut statistik, contolmya:

nilai rata-rata, variansi, dan deviasi standar. Fungsi distribusi suatu statistik disebut
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distibusi sampling harge statistik atau disingkat distibusi sampling. Distribust

sampling mempunyat tiga sifat, yaitu:

1. Apabila sampel-sampe] random dengan n anggota diambil dari suatu populasi
yang mempunyai nilai rata-rata u dan variansi o -, maka distribusi sampling
nilai rata-rata akan mempunyai nilai rata-rata sama dengany dan varjansinya

2

o : :
sama dengan —-, dengan n adalah jumizh sampel atay ulangasn;
n

2. Apabila populasi berdistribust normal maka distribusi sampling nila rala-rata
akan berdistribusi normal;

3, Jika populasi tidak berdistibusi normal maka untuk jumlsh sampel yang cukup
besar distribusi sampling nilai rata-rata akan berdistribusi normal;
Sifat ketiga dari distribusi sampling adalah suatu contoh penerapan Teorema

Limit Pusat dalam pendugaan parameter s

Disribusi normal standar dapat memainkan peranan dalam analisis statistika
karena adanya Teorema Limit Pusat. Dengan adanya Teorema Limit Pusal menye-
babkan sampel yang diambil dari populasi yang tidak berdistibusi notinal dapat

didekati dengan distribusi normal standar, asalkan juslal) sampelnya cukup besar,

Teorema Limit Pusal merupakan salah safu hasil dalan statistika yang  pen-
ting. Jangkanannye paling jauk, baik dari segi teori maupun ferapannya Teorema

Lintit Pusat merupakan sumbangan vang paling modesn, tidak hanya untuk statistika
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fetapi juga untuk matematika. Karena keindahan dan penerapannya, kelihatannya
memudarkan fakta bahwa Teorema Limit Pusat merupakan hasil gabungan dari al-

Jjabar, topologi, dan matematika ferapan vang klasik.

Ada beberapa Teorema Limit Pusat dan yang akan dibahas dalam skripsi ini
hanya satu, yaitu Teoremq Limit Pusat Lindeberg. Teorema Limit Pusat Lindeberg
mempunyal asumsi-asumsi yang lebih umum bila dibandingkan dengan Teorema

Lumt Pusat yang lainnya.

‘Teorema Limit Pusat dapat dibangun melalui dua cara, yaitu dengan meng-
gunakan fungsi pembangkil momen dan fimgsi karakteristik. Di dalam skripsi ini,
Teorema Limit Pusat akan dibapgun melalui pendekatan fungsi karakteristik. Karena
Jika dibangun melaini fungsi pembangkit momen ferdapat distribusi yang tidak
mempunyai fungsi pembangkit momen yang berkaitan dengan distribusi tersebut,
gusalpya: Distribusi Cauchy. Hal ini disebabkan karena fungsi pembangkit momen
adalah fungst yang bernilai real, sehingga hanya terbatas pada bidang real. Fungsi
karakteristik adalah flingsi bernilai kompleke, sehingga lebih huas cakupannya bila

dibandingkan dengan fungsi pembangkit momen.

Hukum btlangan besar dan teorema limit pusat saling berkaitan. Hukum bi-
langan besar lebih mempunyai arti teoritis daripada arti praktisnya, karena hukum

iti tidalc memberikan perkirann nilai pelnang untuk beberapa kondis yang dibert-
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kan. Hukum bilangan besar ada dua macam, yaitu hukwm bilangan besar keat dan
lemah, Dalam sknipsi i, masing-masing hukum bilangan besar akan dibicarakan
unfuk variabel random yang berdistribusi bebas stokastik dan identik dan umiuk

variabel random yang saliug bebas stokastik,

D1 dalam pembabasan skripsi w1 terdapat beberapa definisi dan feorema
dasar yang tidak dibabay, misalnya: definisi kontinu seragam, dan {eorema deret

s1sa Taylor,
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Bab i1

Teort Himpunan

Pembahasan pada bab H ini dikhususkan unfuk mendalami materi prasyarat
yang berkaitan dengan teori himpunan, yaitu fentang himpunan berhingga dan tak
berhingga, himpunan terbilang dan tak terbilang, limit inferior dan superior, serta
medan Borel dan medan-o. Konsep-konsep tersebut diperfukan dalam pembahasan
bab III, yaitu tentang variabel random dan ruang probabilitas, serta definisi atau te-

orema yang didasarkan pada teort himpunan.

A. Himpunan Berhingga, Tak hevhingyga, Terbilang, dan Tak Terbilang
sebelum masuk pada pengertian impunan berhingga dan tak berhingga
alan didefinistkan ferlebib dahulu bitangan kardinal.
Definist 1. Bilangan Kardinal:
Dua himpunadi 4 dan & dikatakan mempunyai bilangan kardinal yang

sama jika terdapat {ungsi korespondensi satu-satu dari A kepada B. Bilan-
gan kardinal dart himpunan /4 dinyatakan dengan n(4). Bilangan kardinal

dari & = hunpunan semna bilangan asli dinyatakan dengan N

Contoh 1:

aldikeak ¢ Nmaka Yo ={17,2, ., &} mempunyal ¥ elemen.  Jika 4 berko-
respondensi satu-satu kepada ¥, maka cacah elemen dari 4 adalah ¥ dan se-
babikaya. Didefinisikan nf4) = k.

b. Didefinisikan »/¢} = 0
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¢. Jika & adalah himpunan semua bilangan bulat maka nf &) = N, sebab ter-

dapat fangsi korespondensi satu-satu dari IV kepada 2, yaitu:

Jika n penap

7=

- --gm, Jika n ganjil

Definisi 2. Himpunan Berhingga dan Tak Berhingga:

Himpunan 4 disebut sebagal himpunan berhingpa jika A = &7 atau
(heN) 3 nf4) = p, sedangkan himpunan yang bukan berhingga digebut
himpunan tak berhingga.

Untuk mendefimsikan himpunan terbilang dan tak terbilang diperlukan
definisi himpunan denumerabel, yang definisinya adatah sebaga berikut:

Definisi 3. Himpunan Denumerabel;
Himpunan A disebut sebagai himpunan yang denumerabel jika bilangan

kardinalnya adalah Vp.

Definisi 4. Himpunan Tevbilang dan Tak Terbilang:

Himpunan A adalah terdilang jika A merupakan Inmpunan denumerabel
atan himpunan berhingga, sedangkan himpunan tak terbilang adalah him-
punan yang bukan liimpunan ferbilang,

Contoh 2:

a ll={223571113 }makan(E) =6 berartt (F6&N) 3n(l) = ¢, Oleh karena
ite, ¥ meropakan hiopunan  berhingga sehingga £ juga merupakan himpunan
terbilang,

b.B={x /-Jsx 51 xe R Jmaka B bukan himpunan berhingga karena
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{¥p e N} maka n{B}) =p.

B. Irisan dan Gahungan yang Digeneralisir
Operasi inisan dan gabungan yang digeneralisir merupakan perluasan dari
operasi irtsan dan gabungan dari dua himpunan. Kedua operasi ini perla dibahas
karena dalam pembahasan selanjutuya tidak hanya dibicarakan dua atau tiga him-
punan saja, tetapi n buah himpunan atau lebih,

Definisi 5. Irisan dan Gabungan yang Digeneralisiy:
Jika / adalah himpunan indeks dan 7 » £maka

() Ud = {x /x & Ay, untuk suatu i ¢1 ] disebut gabungan yang di-
fel
generaisir

(i) VA = {x [xeA,, untuk setiap i &1} disebut irisan yang di-
fel
generalisir

Jika J merupakan hispunan berhingga maka akan diperoleh irisan dan ga-
bungan yang digencralisir berhingga puta. Demikian pula, jika 7 adalah himpunan
yang terbilang maka akan diperoleh pula irisan dan gabungan yang digeneralisic

o o
yang terbilang, dinotasikan dengan |J.4; untuk gabungannya dan ()4 untuk

k=1 k=

irisannya.

Teorema 1, de Morgan:
lika 7 # &7 dan merupakan himpunan indeks maka

W [ﬁ;‘g;j}f) - NA7

fel

(ii) ( _M) = UAT

¢f 1l
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Bukti:

{1 xe( UA;]
el

Cox @A wntuk setiapi el

> x € A  untuk setiapi &

> x e {1A4F.
fel
[UA!'] = ﬂAf:
o Nfel iel
¢
(i) x e( M)
il

<xx €A, untuk suaiu i e ]
<> x € A7 untuk suatu i &/

<o xe lJas
el

£ (QA{)G:: U4f o

r€l jel
Teorema di atas hendak menyatakan bahwa komplemen dari gabungan atan
irisan yang digeneralisir dari suatu himpunan sama dengan irisan atau gabungan

yang digeneralisir dari komplemen himpunan tersebut,

Contoh 3:
a. Andaikan: 4y = {1,3,5,7,9};

Ay ={2,4,689%;
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Az ={2,3579};
Ag = {7,8,9,10}.
Di dalam himpunan semesta S = { x /x <10 x ¢ N}, maka

4 4
U4 ={123456789100= 5. (V4 = {9
fuld Iy

AS = 12,468,100, A5 = {135,740},

A5 ={1468,10}, Af = {123,456}, schinggn

4 i
(UAJ = 03
) _
g & 4 .
‘-'-(Li/l,-) = 145 dan
y = 1=
NAS =&
f=]

({{%Ai)t: = §1,2....8.10}

‘:2:

y Al =1342,..,8,10}
ie) '

b. Andaikan: § = R dan.4,; =[0,n2] maka A5 = (~0,0)0 (r,0) . Akibanya:

ol [E]
(14, =101] dan [JA, =[0,c)
ri= | n=1

[mA,,) = (~20,0) s (1, ) [
1=l .

UAS = (~0,0)0 (1,0)

=l J
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14] £

(UAH} =20, e

n=l m[UAn] = (145
r=1 =1

Ag = (—o0,0)

e

-
-z

il
—t
-,

C. Supremun: dan Infimum
Pengertian infimum dan supremum akan berguna di dalam pembahasan ten-
tang teorema ketaksamaan dasar, ketaksamaan Markov, dan ketaksamaan Cheby-
shev. Untuk dapat memahami pengertian infimum dan supremum harusish dipa-
hami terlebih dahnlu pengertian himpunan terurut, himpunan yang terbatas bawah

dan batas bawal, dan himpunan yang terbatas atas dan batas atas.

Definisi 6. Himpaman Terwut:

Bila. dibertkan himpunan semesta & maka yang dimaksud dengan wrutan

dalam himpunan 5 adalah suatu relasi, dinotasikan dengan “ < “ | yang

memetili dua sifat berikut:

1. Jikax e 5dan y &5 maka hanya satu dari pernyataan x <y, y <x, x =y
yang benar. Relasi “x < y “ menyatakan x ebih kecil daripada y;

2 dtkax =y dany <oz makax <z, denpan x, yoze ST

Himpunan yang didalamnya ferdelinisi suatu seutan disebul Zimpunan tery-

il

0

Definisi 7. Himpunan yang Terbatas Atas dan Batas Atas:

Diberikan himpunan terarut 5 dan himpunan ¥, dengan 2 o S maka I dise-
but terbatas atas jika terdapat b ¢ § sedemikian hingga ntuk setiap x & £
berlakux = &, dan b disebut baras atas dari 7.

Definisi 8. Himpunan yang Terbatas Bawah dan Batas Bawah;
Andaikan: 5 adatah himpunai terieut, dan £ ¢ § maka # disebut terbatas
bawah jika terdapat « ¢S sedemikion hingga untuk setiap v € & berlaku
» & a dana disebut batas bawah dari .
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Definisi 9. Infimum dan Sepremum:

Andaikan: S adalal impunan terund, 77 < S, dan EF terbatas bawah maka
a & S disebut infinum dari I jika « mempunyai dua gifat berikat :

1. @ adalah batag bawah dart 27,

2, Jika ¢ > « maka ¢ bukan batag bawah dari 5.

Andaikan: S adalah himpunan ferumut, T S dan £ terbatas atas maka
b e S disebut supremum dari Z jika b yang mempunyai dua sifat berikut:

1. b adalsh batas atas dari 5,

2. Jika @ < b mska @ bukan batas atag dari J.

Contoh 4;

Andaikan: G ={x/x = 1/n, n €N }, maka batas atag dari G adalah 1,

sebab (x €G) berlaka x =7/ dan jika y < / maka v bukan batas atas dari G se-
hingga sup G = 1. Batas bawah dari G adalab 0, sebab (vd «G) berlaku & = 0

dan inf G = 0, gebad jika g > 0 maka g bukan batas bawah dari G,

. Limit Inferior dan Superior Suatu Barisan Himpunan
Pengertian limit inferior dan Iimit superior banyak dipergunakan di dalam
pembukiian teorema-teorema pada bab selanjutnya, ardara lain pada Lema Borel-
Cantelli. Sebelum membahas definisi limit inferior dan superior akan dibahas
terlebih dahulu pengertian barigsan monoton, baik yang naik maupun yang turun,
dan limitnya.

Definisi 1¢. Baisan Monoton Toron dan Limitnya:
Barigan himpunan < Ap> disebut barizan monoton furun jika

Ani1 dp Ve N dinotagikan dengan 4,4,  sedangkan

i
lim A, = Jf }2-'4.1( = 4 digebut sebagal limitnya dan dinotasikan dengan
L =

LB

An \LA .
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Definisi 11. Barisan Monoten Naik dan Limitnya:
Barisan  bimpunan < 4, > disebut barisan monoton naik jika

Ap @ Ay, Voe N dinotasikan dengan 4, T, sedangkan

(i)
tim A, = ) 4y =4 digebut gebagai hmitnya dan dinolastkan dengan
[EN

B>t

A, TA.

Definisi 12. Limit Jnferior, Limit Superior, dan Kekonvergenan Ba-
risan Himpunan:
Andaikan : < 4,,> adalah barisan himpunan dan didef{inisikan:

wr =y
B= il A= {14 dan G, = supdy = JA;

kan fo=n kzn k=n

Maka <« B,>  adalah barisan monoton naik dengan limilnya

o« o
B= | NA = limA, disebut linit inferior dan <, > adalah barisan
n=lk=n

Lol o
monoton turun dengan limitnya C= {} U4, = fi‘;ézfiﬂ disebut fimit
n=lk=n
superior .
Jika limA,, = lim4, = A maka limit dari = 4,> dikataken ada dan him-
punan A disebut limit dari < 4, > serta barisan hunpunan < 4, > disebut
konvergen ke himpunan A, yang dinofastkan dengan A,; — A.

Jika barisan himpunan < 4,,>> Dbarisan yang tidak monoton, yaitu barisan

yang tidak monoton naik dan barigan vang tidak monoton turun | dan fimA,, = 4

§1=o0

maka barisan himpunan < 4,;>> disebut konvergen ke himpunan A, dinotasikan

dengan 4,, ~—» A .

Contoh 5:

a Andatkan; A, = {w/0cw< -8/ nneN]
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By={fw/0<a<l+!/nne N}

maka A, TA={w/0<o<l,B,dB={w/0<ws

b. Andakan: 4,, = {(x, ) /0<x < n, 05 y <1/ n ¢ N}maka <A,,> bukan

barisan yang monoton dan '!}TEEAH = {( X9}/ 05x <0, y= 0} = A, serta

limA, =4{(x.y)/0<Sx<w0,y=0{=4.

E. Medan-oc dan Medan Borel

Pembahasan dimulai dengan pengertian medan, karena dengan memahami
pengertian medan maka akan mempernmudah pemahaman {entang medan-o dan
medan 13.0:‘31. Pengerttan medan-o dan medan Borel mendasari pendefinisian
ukuran probabilitas dan vartabel random.

Definisi 13. Himpunan Kuasa:
Himpunan kuasa dari himpunan 4 adalah kelas himpunan yang elemen-
elemennya adalah semua himpunan bagian dari 4, dinotasikan P( A ).

Definisi 14. Medan:
Suatu kelas himpunan A ¢ (S ), S adalah himpunan semesta, disebut se-

bagai medan, jika:

LA = eF

2. likad & Amaka A & A4,

3.0ika A; ¢ A dan Ay € Amaka A, UA; € A

ARibat dmi definisi 14:
1. S & A
2. T e A

g H
3.Jika 4;e A j=1,2, ., nmaka {J 4, € Adan () Ay e A
J=l =
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Buakti:

1 Karenad ¢ A maka A% ¢ A (dari sifat 2 definigi 14 ).
WA eAdm A% e Amaka AUAT =Se A,
~oS e A

2. 7 & A sebab § & A sehingga §° = & A (dari sifat 3 definisi 14 ).

1 17
3.Jika 4; A, j= 1,2, ., nmaka (J 4; e Adan [} A; € A, sebab:
J':f J:}

Pangkal: jikady ¢ A dan Ay € A maka menurut sifat ketiga definisi 14
diperoleh: 4;UA; & A ... pemyataan benar untuk 1 = 2,

Hipotesis Induksi : diandaikan pernyataan benar untuk » = ¥ maka

k
A, e A =12 .., ksehingga { Ay e A
i o

Langkah: dibuldikan peruyataan benar untuk 2 = £ + 4,

Andaikan : Are M, ;=12 .,k + ] maka menurut sifat ketiga dari

kot !

iy
defintsi 14 diperoleh:{ g A}]UAH_; eA. U4 A
J=i =t

Pangkal: Andaikan : 4; € Adan 4y ¢ A maka A7 e dan 4§ € A,

sehingga 471 )A5 = (4)() Az)c & A ( dari sifat 3 definisi 14 ).
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. e
.:((A;ﬂAz)c) = A){14; ¢ A (dari sifat 2 definisi 14 ).

. pernyataan benar untuk # = 2,
Hipotesis induksi: diandaikan pernyataan benar vatek » = Fmaka 4 €A,

&
J=4, 2, .., keehingga (| A, ¢ A

Langkah: dibuktikan pernyataan benar vntuk # =k -+ /.
Aundatkan . 4, ¢ A, j=/,2, .., F+ ! maka Aj eA,j=12,.,k+!

ki
( dary safaf 2 definisi 14 ). - Aj— & A ( menurut sifat 3 definisi 14 ),
Ji'::,{

maka menurut sifiat kedua dari definisi 14 diperoleh:
R S © k+1!
W AL = [} 4, e A
Jwd St
Contoh 6:

A = (S, @} merupakan medan, Alasannya:
1. A (7 sebab S & A, maka kondist pertama dari definisi 14 terpenub;

2. Karena § = 2" ¢ A dan 2= 5° & A maka kondisi kedua dari definisi 14 ter-
penuhy.

3. Karena § = 5 («£7 ¢ A maka kondisi ketiga dari definisi 14 terpenuhi.
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i. Medan-o

Definisi 15. Medan-o:

Suatu kelas himpunan Ac P(5 ), S adalalt himpunan semesta, disebut
sebagai medan-o; jika:

1. Ax&

5. JikaAd € Amaka A e A,

[xa)
3. Jika A; eA ,j=12 .. maka UEA_}- e A,
J:

Definisi 16. Medan-o Minimalk:

Diberikan sembarang kelas himpunan A < P(S )}, S adalah himpunan
semesta, maka medan-o minimal yang memudt A adalah medan-¢
yang terkecil yang memuat A, dinotasikan dengan of A ).

2. Medan Borel

Definisi 17. Medan Borel:
Andaikan: A adalah kelas himpunan dari semua interval yang berbentuk

(-oq 5}, x & Rodan jika of A ) =B adalah medan-o minimal yang
memuat A maka B disebul medan Borel, sedangkan himpunan yang
dibentuk dari elemen B disebut himpunan Borel.

Contoh 7:

a IF = { medan B / B medan yang memuat A}, maka O7 A)= B.
BeF

b. Karena(-»,x]= {} (-—oo,x -+ —{) dan [x,@) = (—o0,x)°, dengan x & p L4
n

=

maka singelton { x }={-a x ] n[x% ® ) adalah himpunan Borel, Jadi,
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sembarang subset terbilang dari R yang terdiri atas gabungan yang terbi-
fang dari singelton adalah himpunan Borel. Oleh karena itu, £2 = himpunan
semua bilangan rasional adalah himpunan Borel, sebab {2 merupakan sub-
sef terbilang dari ) yang terdiri atas gabuagan yang terbilang dari singel-
ton. Karena €3 adalah himpunan Bore! maka himpunan senwma bilangan ir-

rasional juga himpunan Borel sebab himpunan semua bilangan irrasional

merupakan komplemen dan e,

Definisi 18. Fungst yang Terukur:
Andaikan: f* S - R, B adalah medan Borel dan 2  P( R ), dan A

adalah medan-o dan A ¢ P(S) . Jika untuk setiap himpunan Borel B
€ B bertakn 11 (B ) & A, maka fingsi £ disebut Jungsi yang terukur

dalant A

Definist 19. Fungsi Borel:
Jika S = R atan § < R dan jika f adalah fingsi yang terukur dalam B
maka fungst { disebut fiungsi Borel.
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Teori Ukuran dan Teori Peluang

A, Teori Ukmran
Untuk dapat memahami pengertian ukuran peluang maka perlu dipahani
terlebih dahlu arti ukuran. Pengertian ukuran yang akan dibahas adalah penger-
tian ukuran dalam ring. Selain akan membahas pengertian ukuran dalam ring akan
dibahas pula pengertian ukuran Lebesgue dan ukuran Lebesgue-Stieltjes. Kedua
pengertian ini digunakan untuk mendefinisikan pengertian Integral Lebesgue dan
Integral Lebesgue-Stieltjes yang meiegang peranan penting dalam pembuktian

Teorema Limit Pusat Lindeberg.

1. Medan Boolean dan Medan-o

Definisi 26. Ring Boolean dan Ring-o Boolean:
Rung Boolean  adalal kelas himpunan yang {dak kosong sedemikian
hingga jika & < #dan V' ¢ Stmaka E O F e dan - 7 e 97

Ring - Boolearn  adalah  kelas himpupan 91 yang  tidak kosong
sedernikian hingga ;

wohkall ¢ 9 dan F¥ ¢ Saka f - F oo 7N
b I, e W= 00, o UE; ¢ W,
LR

i

Definisi 21. Medan Boolean dan Medan-o Boolean:
Medan Boolean adalah ring Boolean yang :aempunyal suafu elemen
A s Egedenikion hingga F X, WF e

Medan- floclean adalah ring-c  Boolean 97 yang merupakan medan
Boolean
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2. Ukwran dalam Ring, Ukwran Lebesgue dan Ukuran Lebesgue- Stieltjes
Sebelum didefimsikan ukuran dalam ring Boolean akan didefinisikan terle-
bih dalwlu pengertian fingsi himpunan , aditif, dan aditif'terbilang,

Definisi 22. Fungsi Himpunan:
Fungsi himpunan adalah suaty fangsi bernilai real yang diperluas yang
domainnya adalah suatu kelas himpunan,

Definisi 23. Aditif dan Aditif Terbilang:
Fungsi himpunan 7z, yang didefinisikan dalam kelas himpunan A, disebut

aditifjikafl € A, F e A E UF e A, danE NF = & maka y (8 ' F)
= (B}t u(F).

Fungsi himpunan g , yang terdefinisi dalam kelas himpunan A, disebut
aditif terbilang  jika untuk setiap barisan himpunan < £, > yang saling
asing dalam A maka gabungannya juga berada dalam A sedemikian se-

hingga ;;(BEL-] = § #(E ;)

pe i=

Definisi 24, Ukaran dalam Ring:

Ukurarn dalam ring adalah fungsi himpunan u yang aditif terbilang yang
terdefinisi dalam ring #, bernilai real yang diperfuas dan tak negatif, dan
sedemikian hingga u (&) = 0.

Untuk dapat mengerti apa yang dimaksud dengan ukuran Lebesgue dan

ukuran Lebesgue-Stieltjes, harus dimengerti dahulu pengertian ukuran lengkap

dan pelengkap.

Definisi 25, Ukwran Lengkap:
Ukuran 1 disebut lenghap jika berlakn implikasi “ jika £ & % 7 < £ dan
H{E)=0maka F e #.

Definisi 26. Pelengkap:

Andatkan: g adalah ukuran dalam ring-o %, dan W merupakan ring-o
dengan R={EAN=(E-N} (N-E)|E e 9 dan N adalah subhim-
punan  dari himpunan berukuran nol dalam % }. Jika fungsi himpunan 4
yang didefinisikan 4 (F AN) = g2 ( F ) merupakan ukuran lengkap dalam
R, maka u disebut pelengkap dari p dalam M.
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Definisi 27. Uluran Lebesgue:
Andaikan: P ={ fa,b)/ a <b, dana be R J, 7 adalah ring- o yang di-

bangun oleh P, y¢ adalah fingsi himpunan dalam P yang didefinisikan:

L w(lab))=b-q _
dany dalam R adalah pelengkap dari 4 dalam # maka himpunan R dise-

but himpunan terukur Lebesgue dan u disebut ukuran Lebesgue.

Definisi 28. Ukuran Lebesgue-Sticltjos:
Diberikan fingst g yang merupakan fingsi yang berhingga, naik, dan kon-
tinu pada #. Jika terdapat ukuran lengkap yang tunggal . yang terdefinisi

dalam ring-c 33?(; > yang terdiri afas semua himpunan Borel, sedemikian
hingga o, (fu,d) ) =g(b) - gfa) dan (VEeR, ) (FF eh) suy (EAF)
=@ maka}fg disebut uburan Lebesgue-Stieltjes yang dibangun oleh g,

3. Fungsi Terintegralkan

Definisi 29. Ruang Ternkur:
Ruang terukur adalah himpunan X dan ring-6 B # & X sedemikian lingga

U = X, dinotasikan (X, %) dan himpunan £ disebut himpunan teru-
£cR
kur,

Definisi 30. Ruang Ukuran:
Ruarg wkuran adalah ruang terukur ¢ X 97 ) dan ukaran ¢ dalam # dinota-
sikan dengan (X, 9 u ).

Definisi 31. Fungsi Indikator:
Diberikan himpunan A ¢ S dan didefinisikan fungsi 7 Af@)di dalam S se-

bagai berikut;
I (o) 1, jikawe 4
0y )=
“ 0, jika @ e A€

Fungsi / 4(w} disebut sebagai fungsi indikator dari A,
Dari definisi 31 berlaku sifat: [ 4 =15 = =% ne N -~ (1)

Definisi 32. Fungsi Sederhana:

Fungsi /; terdefinisi dalam ruang terukur (X 97 J, disebut fiingsi sederhana
Jika terdapat kelas himpunan berhingga {E P PRTI ) n} yang tervkur dan
saling asing dan terdapat himpunan berhingga bilangan-bilangan real
{@1,....2p) sedemikian hingga;
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o, fika x oo de 0 120
F{x ) on |
S O, jika x o L (J I,
fm
. I
atay fix)= 3% ol E, {x)
r=] '
Drefinisi 33. Iangsi Sederhana yang Terintegralkan:
1
Pungsi sederhana /= 2o, /5 dalam ruang ukoras ( X0 % 4 ) adalah
i
lerintegradkan jika p (8£) < ¥, o # 00 Integral dart / dinotasikan
dengan
{ffx)dpulx)atan [ J{x)dn
H
Lol du s e ()
[

Definisi 34, Jaralc
lika f'dan g adalah fungsi sederhana dan ferimtegralkan maka jerel antara f
dan g, dinotasikan dengan o 7, g) . didefinisikan sebagar:

p( o) =7 -gldpu

Definisi 35, Barisan Fundamental mean:
Andaikan < f;, > adalah barisan dart fungsi sederhana yang terintegratkan
maka barisan <« fi > disebut barisan  fundamental mean  jika

P ) = 0, untak 2, - > .

Definisi 36, Hampir di mana-mana;

Jika sutu sifat tertentu yang berkailan dengan titik-titik dalam mang ukuran
berlaku untuk settap titik, kecuali untuk himpunan titik-titik yang berukuran
nol, maka sifat 1tu dikatakan benar nntuk hampir di mana-mana.

Definisi 37. Kenvergen di dalam ukuran:
Suaty bartsan fings) - 7, yang bernilat berlungga hampir dt mara-mana
dan merupakan fingst feruker disebat konvergen di dalam vkuran ke Gangst

terukur Fjika (Ve = 0) lim g ({ ‘x“_f;j(_x) il e }):::. 0,

$ o 2

Defindsi 38, INmesi yang Tevintegradlaan:
Andaikan: / adatah fungs) yang bernam berhingga hanpir di mana-mana
dan merupalan fhogsi vang terukur dalam ruang ukuran (X, % 2 ). Fungsi 1



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

23

vang disebut funpsi yang terintegraikan, jika ferdapat barizan fimdamen-
tal mean < f, > yang konvergen dalam warnan ke - Integral dari 1, dinota-
sikan | /'(x) due (), didefinisikan sebagai:

[ 7@ die{x)= tim [ 7,(0) @ (x)

F1o- 30

4. Integral Lebesgue dan Integral Eebespne-Stieltjes

Definisi 39. Integral Lebesgue dan Integral .T_,ebcsgue—Sl.icitjcs:
Jika p adalah fingsi berhingea, naik, dan kontinu dari variabel veal, u,

adalah uluran Lebesgue-Stielijes yang dibangun oleh £. dan jika /" adalaly
fungst yang terintegralkan i dalam  olawan Lebegue-Stieltjes  maka
[ /(x)d ;z‘;(.:: J disebut integal Lebesgue-Stieltjes, dinotasikan dengan

(L)
FAlx ddex b dikng (<) =xpaka akan didapatian integral Lebas-

R

o

gue, dinotasikan dengsy | /7 x o
Pada sub bab berflkutaya, ahan diketahui babwa whuran peluang merupakan

tkw e dalam ving, yang Idwsus, Kekhusosannya  terfetak pada nilai ukurasayz,

yaifu terlefak pada interval tertutap | 0,13,

B. Ukswran Peluang dan Variahel Random
Pada sub bab ini akan dibabas sepuluh hal pokok, yatty ruang peluang,
varisbel random, distribusi vaviabel random, nilai harapan dan variansi varia-
bel random, fungsi densitas peluang, fungsi distribugi kil atif, fungsi distribusi
pelsang bersama, beberapa distribusi diskeit dan kontinu yang penting, fingsi
karskleristik, dan ketaksamaan dasar, Markov, dan Chebyshoev, Kegepulul hal ini

ieiaci b gofok st meandndio idonmvdgemii vigtist fdiong i
keey Lidhangun Diesiey Budle sars Dol s vong Sint, (i feitrartinn Hisde it
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Lindeberg, Sebelun: masuk pada pembahasan miang peluang, kiranya perlu

disesuatkan dahulu istilsh-igtiiah dan no

tast-notas: dalam feori mpunan dengan

istilali-istilah dan notasi-notasi dalam teori peluang. Untuk keperluan tersebut

(libertlcan tabe} bertkut:

Arti datam Teori Himpunan

1. Ruang Peluang

Definisi 40. Uluuran Pefuang:
kuran peluang P dalam

L

i, “‘& ) +

s bimpunan semesta | tuang smnpel, kejadian yang pasti
feryads

w  Janggotadari s | lasil percobaan, kejadion sedorhana

A | himpunan bagiap dari S | kejadian A 7T

;; : komplemen dari A -mm"‘i'{ejadism bukan A

AD |irisan | Mikqiadiamz&dau B

AUl | gabungan | kejadian A atau 13

A3 | himpunan bagian | Jika kejadian A terjadi maka kejadian
B ferjads

(7 himpunan i{()s‘(;ﬁ;j;m" kejadian vang tidak :fiungkin terjadi

dengan S adalah himpunan semesta dan

A adaleh medan-o dan A o PS5 ), adalab suatn fngsi Pr A — (0,17

yaig neemenuht sifat:
1Py =0
2 P(S) =

d

oo

AN Aj' =

@ } o)
220 D SRS H.A,) = 3 PLAND
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Definist <2, Ruang ¥oluang:
Ruany, peluang adalal tripel (5 0 7 1L deagan 7 adalall rusig sampel,

A adalah medan-c dan A 001 dan Poadalah ulursn peluang
dalam ruang terakur (3 A )

Teorema 2;
POA)+ PLAC )= ] {2)
Bulsti:

ALY A9 6
S 41 ..4‘;'_

maka mensrat definisi 40, beclakw: (S ) = prA) ¢ pp 4° )

APAYE POAS ) s [
Teorema di atas hendak mengatakan bahwa jumlah peluang kejadian A

dengan peluang lkejadian bnkan A adalals satn,
M‘Q‘_\‘\:\‘

Teorema 3: j;“a; ‘%-;ue:*‘«\
Jtka 4 dan B adalah cembarang kejadian maka {»-"‘,3,“/" [N
PLAUR)= P(A )+ POR)~ PLANE) i b (3)

Bukti:
AN - (1 nx "‘) i3, dan ['1 N Ii“"){'} R 5, maka  menurnt definisi 40,
berbalow: PCAl] By = POATY RSy 0 pomy (1)
A= {0 b’)lws( A.:"}B"’),dmz (A8 j!“i(/—i]'f;’j“‘) = maka memrat definisi 10,
berialar: U4 j= PLANB )+ PLANBC ) ()

Dari persamann {4) dan (5) diperoiei:

POATIB) = [ PLA ) POACR)] « P(B) = P{A )+ P(B) PLANB) o
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Jadi, jika A dan 77 adalah sembarang kejadian maka peluang  kejadian A
atan 73 adalah peluang kejadian /4 digambal dengay peluang kejadian B dikurangi
dengan peluang kejadian A dan 5,

Teorema 4. Sifat Kemonotopan Peluang :

Jikn A dan B adalah sembarang kejadian dan kejadian A kejadizn bagian
dari kejadion fF mnka PrA) PN )

Bundeti:
B Al J (Bﬂ/l“‘ ), derngen A ¢ B

An{an 4 ‘) =

maka menurut delinisi 40, diperoleh;

P(RY= P(AY+ P(B1AT),
karena P(R{YA)Y = 0 moka P4 PR it
Jadi, jika kejadiau 4 merupakan kejadian bagian dari kejadian 5 maka
peluang kejadian A akan lawang dari atay sama dengan peluang kojadian 2.
Teorema 5:

Bpa A By TR BT PUN, 1y o

Bulti:
. . ; 1
Andaikan: A; = By - By maka Ly, seling asing. Karena B, Tdan B, = | J4 i
Ja

ey
sehingga untuk 0> o berlaku A, T8 1A, .
<_x_§ Ly H
i

T i
PR LP(A;)T A Y B 0

1=1 fai
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Aliibat 1 teorema 5:
dp & A dan Ay A e PO A

Buldi:

Andatkan 4, La- 45 T4, sehingga 7060 T rea”y, wotuk # — w0 ( dari
feorema S ).

Sl PAY T - 2L

SOPA P4 1

Akibal 2 teorema 3
Ay > Az P(A,) - P(A)

Buldi:
N A d, < U AaEn }-’( N fik] £ A (i) & P( U/i;c] (6)
kzn Fen VEen - an

Di kain pihak, diketahui bahwa [} 4, Thm A LA diim 4, , sehingga

fo=n kan

lim Ay = lim Ay =4, sebab A, > 4

Memuut teorema S berlakuy; f{ Ay } T reA) (N
1 kg "
dan menurul akibal 1 teorema S diperoleh: f-’{ ) Ay } L pea) {%)
N ST

Dari {6), (7), (8), dan teorema apit diperoleh: py Ay - Fr4) il
dthao p ndalah barigat Kejadiandksiidind G0 bahE LS 5% itim

merprakmn harisan monolon naik dengan lhmitnen kejadian 2 maka sntul n <3 o
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peluang kejadian B, akan konvergen ke peluang kejadian . Akibamya, jika A4,

adalah barisun kejadian-kejadian dalam kelas kejudian A dan merupakan

barisan monoton i dengan limitnya adalab kejadian A waka untuk n -3
petnang kejadian 4, akan konvergen ke peluang kejadian A . Jadi, jika kejadian
A; konvergen ke kejadian A4 aka pelnang kejudion 4, alon ketrvergen ke

peliang keyadian /4

2. Variabel Random

a. Pengertion Variahel Random

Tinan dikembangkannys model matematika dalam teori peluang adalah
vnful mendeskripsikan peluang muculnya suafu kejadian dalam ruang sampel,
Kagena model matematika dieksprosikan dalam bentuk nilai-nilai numeris, maka
timbollah gagasan untuk mendelinisikan sebuah fngsi yang dikemal dengan
vapiabel random. Variabel random memetalan  setiap hasi] dalam  suatn
percobaan dengan sebuah bilangan real. Sebelu masuk pada defiuist variabel
random diberikan contoh beriknt untuk memberi gambaran fentang pengertisn

vartabel random,

Contoh 8:

Dilakukan percobasn melempar liga buah mata nang yang seimbang

rekaligus. Audakan sejadian 4 menyatakan kejadian munculnya angka, kejadian
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& menyatakan kejadian muncnlnya gambar , maka dapat didefinisikan variabel X
yang menyatakan banyaknya sist angka yang muucul dalam percobaan tersebut,
Tadi, vilai variabel X ditemukan oleh hasit percobaan yang sifatuya random.

Definisi 42. Velor Random dan Variabel Random:

Diberikan: riang sampel S, fngsi beenilat vektor X(wy), dengan X7 SwahR”,
dan X(m ) = ( Xo(ay), Ko(ep), ..., N () ). dany B, adalah medan Boreld
datans K. X ) disebnt veldor randow berdimensi o gika X B, ) adataly

snatu kejadisn untuk setiap hinpuran Borel 1, & £,
Jika = = 1 maka X/ ) disebnt variabel random. Untule selanjutinya notas
Kiw ) ditulis X
('.'f.onl.oil HE
Dari contoh 8 dapat diketabut balwa
5= { GGG, AGG, GAG, GGA, 44C, AGA, GAS, A |

Dibentuk: A = P(S).
Didefinigikan: X0 § — Rﬁ, X(m )= (X)), Xxe), X3 (@)}, dan

0, jikaw= G JO, Jika = G

Xyl = J'O, jikaw=G
Y l

.(1(1(0)) = { A JYB\(Q)} - l

1, jika w= A 1, jika @~ A 1, fika @w= A

Akan dibultikan bahwa: X1 ) adalah suatu kejadian untuk setiap B; & B
X7 B; ) =3, jika B tidak mengandung 8 titik dalam S.

= GGG, itka A mengandang { 6,0, 0}

= AGG, jika 57z mengandung (1, ¢, 0), dan seternsnya.
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Jadi, ¥''( B: ) = (@), GGG AGG GAG, .., S ) e A Jadi, Xt } adalah vektor

raadon berdimensi 3.

b Liniid Vidabel Random

Detinisi 43. 1imit Infevior danr Sopervior Variabel Random:
Andaikan; <o X, (w} > adalah bavisan variabel random dalam sunag

terukur (5, A ), Vo e Sdidefinisikan fimgsi V(@) danZ, (@)
sebagal berikut
Yo Y= inf Xy (o), Z, (0 ) = sup Xy () .

kzn Ao
Jika vatuk » - «wberlaku:

Yo(a) 'i\snplr’;3 (m)=lmmt X (@)=lm X, (») =¥(m)

2@ ydinf 2, (0 ) = tim sup Kyl y=hm X0 )= Z(w)

maka  variabel random Y(@ ) disebut it inferior variabel random
Xeor ) dan vartabel vandom [(w ) disebwt limit superior variabel
random X{e ).

Definisi 44. Kekonvergenan Variabel Random dan Himponan
Kekonvergenan: _

Diberikan ruang sampel 5, himponan A dan 4 ¢ 5 dan barisan variabel
vandom < X, . Jika untuk e & Sberlaku fm X, = lim X=X, maka
barisan variabel random < ¥, = disebut fonvergen ke variabel random
A, dinofastkan dengan v, —» X

Himpunan 4 disebut himpunan kekonvergenan davi barissn variabel
random <X, = jika elemen himpunan 4 adalah semua @ « S
secdemikian hingga fim ¥, = fim A= XA secara simbolik dapat
ditudis:

Untok r==5 +m m =1,

Ao {r.?) ANp() - X m)}
= () U tnun (@)= (e < of ©)
=N {‘U”XJ? @) X(w )[ <k = 1,‘2-»‘--} (10)

knm '
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3. Variahel Random Dislarit

a. Pengertinn Variahel Rondom Diskrit dan Fungsi Densitas Peluang Diskuit

Definisi 45. Variabel random Disluit dan Fangsi Densitas Peluang
Dislait;

Ardaikan: X(a } adalab vekior racdom yang berdimensi & £ 2 ! dan
Xt ) = ( Xi(e)d, Xx(ew) ..., N (@), maka X{ w ) digebut veltor
ramdom Jiskrit ke lterdapal terbilang !ilik:-:J e L5012 .,
sedemidan sebingga:

5 P({ G| X)) z,, X(w)e R, o }) Sy lz,) =1,

Ny ‘ Ny )

Px(z, ) =0, py diseoul fungsi densitas peluang diskril, Variabel

random diskrit adalah vektor random yang berdimensi satu,

Ceontoh 11

Dart contoh 8, diperolel 5 = { A4 AAG, AGA GAA, AGU, CGAG GGA,
GGG ) dengan A menyatakan kejadian munculnya angka, dan G menyatakap
kejadian muncuinya gambar.
Didefinisikan:

: r O, ikt = o
“X s K, dengan X (@) - J “
{_], Jika s A

+ i ot ; , . (“ ’”},‘1 b B I“!
‘X ooy K, dengan Y {m) “
li., _;’»’}.’r{ @

| _ _ 0, jiko w = 4
*X S K dengan Xy(a )y {7 ; !
- 1, jike w= A

*X(w) = (X X y(w), X 3(@ ), maka
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ol | | | . I
A0000 ==, pel{too)) -, 010N =~ po 001 = -,
Pxli000))= 2o pr({t00)) oo pl(0a0))= 2o px{00n) 2.
;;»,{,((1,0,1)%.1, PRI PES pa((oL) - L, pyl((120) = 1
Koy 8 - ; 8 v 8 f4 8
ESURTIS. 0 U 0 T TR S B
SPY T s s s e gy

b, Funpst Distribusi Kuanndati€ Diskoit

Definisi 45, Fanpsi Distribusi Kumulatif Diskrit :
Fungst distribusi Jumulatif diskrit wstuk variabel random diskrit X
adalah fungsi Fy 2 K - (017, dengan Fy (x)=P(X < x )

Contoh 11:

Dilakukan percobaan melempar tiga buah mata uang yang seimbang seka-
ligus. Andaikan: kejadian A menyatakan banyaknya sisi angka yaung numeul da-
tam pelemparan tersebut dan kejadian GG menyatakan kejadian munculnya sisi
gambar dalam pelemparan tersebut,

Didefinisikan: A7 § — K, dengan X(w } menyatakan banyaknya sisi angka
yang anumcul dalam pelemparan tersebul. Fungsi distribusi kunnlatie diskritnya
adatab sebagai berikut:

Fyf{G)=P(X50) = 1I/§

Ty (1) =DiX<1) =1/ 4208 = 172

Fo(2)=PlX<2)=1/8+ 38438 = 7/8
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Fo (30 = PLXS3) = 15 038 048 1 1R = ],

(0, x <
1/8,0% x <1
SRy ()= 1/2, s 02
7/8,2ax <3
1 x = 3

.. L

4. Variahel Random Konfinn

a. Pengertian Varialrel Random Kontinu

Definisi 47. Variabel Randowm Kontinu:
Andaikan: X7 @ ) adalali vekior random berdimenst k, ¥ & {1, dan

Xl )= (X (@), Xy{o )on Xe(o)) maka X( @) digobut vektor
random kontine nha MY X =z} = 0wtk settap z & RE

b. Funpsi densitas peluang foptina dan Fungsi Distribusi Kamudatif Kontinn

Definisi 48, Nangsi densitas peluang Kontinn dan Fungsi Distri-
Butif Komulatif Kontinu:

Fungsi distribusi kupvdatii bonting untuk variabel random kontiny
X adalah fingst Iy 1 R -2 [0 /], dengan

FX () PN =y }‘!f ¥ (“)([;; .

g}
£ adalab fungsi yang ferinfegralkan dan /- R - /01] .
Sy disebuot fiingsi densitas peluang Lontinu

Conloh 12

JZ}:, G. x- 1/2

| T '
; < x ] Pentukanlaly 7y (x ).

1, untuk s yang lain.

Diberikan: [y (x) = 46~ 06X,
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Jawabrw kO« x <122 mmka diperoleh:

i A )
Ty {x)= If(r)czf j Gt + jzm'z "'] =x?
- - Ord [§) 3]

untuk 1/2 < x <1 maka diperolel:

0 1/2
Fy(xy= [ 0dt+ [ 2tdt 1 f(() 1)
-3 §] 1/2

%) le } - A - o
)+t ] + (61 - #% )] = 3% = fx - 2
] 142

untuk x > ! maka

12 X
o (%)= _[ Odt + | 2t j {(6- 60)dt+ [0k
-3 {1 Wi 1
2 % .
:Ouz]o !(6" 3:‘2) li.r -0

= 1/44:{(63)--(3 3/4)) =

{.xz, 0Dcx=1/2
Fy (,\,') = 4-3x% 4 6 - 2, ; <3l

1 X =]

Feorema 6:
Suatu fungsi disleibusi kanmdatil variabel random 3 nempunya; sifat
gebagai berikut:
) Hm Flxy =
Ked =0
Gr) im Fixy oL
X-hen

(27) monotou naik | vaitu jikaa < A noka fCad = {7 h )

.....

6oy Kophin third Kavsm: 5160 i wEE R8T . WEES
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Bukti;

() Andsikan: B, (@) = { o ¢ 51 X @) =-n ) maka barisan ~ p, { @} > adalah

barisan turun, sebab B, B, Ve N donp, (@) &7, maka
E 1t B ] B

PR, () )N PCET) = 0 ¢ akibat T leoremn § Yadio fan F(x)=0

Ny e
(i) Avdatkan A @) ={wed | Xw) s J waka barisan < 4, @) > adalah
barisan naik, sebab 4, ¢ 4, . b0 N dan Ay T3 maka

Pratmi)y T PES Y= {feorersn 8 ) Jasli, i Fos= 4

A .
(1) Andaikan: 4= (5 /¥ <a AV ile<xah fmaka O = /X /X <D J o=
AwBdamA NS = Gaaka PCG = PATA B ) ( menurut definisi 40 ).
Jadi, Fof b ) = Fyefad + PR ) sehingga Ve ) <P b )

(iv) Avdaika: A=/ X1 X <% 44 tdan it = P AN <) selungga jika

fo>0 maka PPA) > PRI Iadi, g Fix k) Fex) n

beoaeyt
S, Nilai arapan dan Variansi

Pengertian nilaz harapan dan variansi dimanfhatkan di dalam feorema ketak-
samaan dagar, hokum bifangan besar. dan dalam Teorema Limit Pusat.

Definisi 49. Nilai Harapan, Viwiansi, dan Deviasi Standar:
MNilai harapan variabel random X, dinofasikan dengan J7 ¥ ) atay My
didefimsikan sebagat berikat:
{1) Untuk variabel mmiom diskrit ¥ dengan fmgsi densitas peluang diskrit
() E(X) = x, 2 (3]
tee ]
(1) Untuk variabel random kontum X ;

y y LUIEE
lm {ﬁ“'ﬂtfiuﬁlﬁ l’fﬁhl‘&n ! é‘ﬁ'&lﬁi kit 1’1’&»4”3? lgv li\)mtl*pigll’lg“gmll}‘:;'lxi)
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X
dengan 7y (x) = Py ((-w.x])= | d¥y(x), xe B, maka nilai hara-
R )

wl
pan dari X adalaly F(X ) = [x d/y (x) . integralnya menggunakan

— 1Y)
mtegral Lebegue-Stieltjes. Jika y-(x) memiliki derivatif £y (x) maka
o

aflai harapan @art X menjadi: F{X Y= [x /L (x)dx, integralnya
menggunalkan 1otegral Riemann.

Variansi dact variabel random X adalah nilai harapan dari kuadrat
= . W P z .
sehisili X dengan uila harapannya atanVarf X ) = [ ({ X =iy} ) . No-

tast Var( X'} sering juga difubis dengan notasi o'y

feviasi standar variabel random Y adalah akar kuadrat dari variansi
variabel randonm X, dinotasikan de- ngan o y

Teerema 7;

Jika X adaiah variabel random dan g¢ X ) adalah fingsi dari variabel
random /¥ maka nilat harapan dari of X ] adalah:

(1) Jika X variabel random diskelt dengan fungsi densitas peluang

diskaif p y(x } saka Z(g( X ) ) = ig, {(X)py(x):
{11) Jika X variabel random i{O:ﬂi:)uE{-}ngan fungsi densitas peluang
kontin 'y (x ) makn Al el X ) 1= :J?g_g(k')f x) dx .
Biakiti: -
Dengan mengambil x = o( X) ( dari definigi 49 ) maka (i) dan (ii) langsung dapat

diperoleh 0.

G. Fungsi Distribusi Peluang Bersama
Hast] suata penelitian seringkali tidak hanya dipengarly ofeh gatu macam-
bl GHERTIRI PRI i PR O T R TR e peing

Jaran mafewndika lerhadap tingkal prestass yang dicapai oleh siswa pada malg
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pelajaran matematika. Baoyak varisbel yang mempengarubi minat siswa terbadap
mala pelajaran matematika, misaluya: cara gurn mengajar, mctode yang dipakai
guu di dalam mengajar, jenis goal yang disajikan oleh gure, dan sebagainya.
Teptunya variabel-varabel i perls  diperlntunglaan atan dipertimbangkan i
dalam penpambiian kesimpuban hast penelitian tersebat,

‘ada penelitian-penelitisn yang dilakukan seringkah peneliti tidak hanya
berbadapan dengan safu vaviabe! yong mempengarmbhi basil penehitinnnya, nisal-
nva pada confoli di atag, Pada peoehitian tergebut penelity frdak hanya berhadapan
dengan safu variabel saga fefapt dapat melhatkan sampar o varibel, Untuk keper-
foan tersehub mmaka didefimakantah fungse distribust peliang bersama.

ada pemsbahasan selmijntnva variabel randon vang dibicarakan tidak hanya
sufu vartbel random melandam u varabel rdom atan deref vartabel random.
Untuk tu perfu dibabas tentang funga dighibuss peluang bersama, baik untuk vari-

abel random diskril maupun unfuk varabel random konting,

a. Fangsi densitas peluang Diskit Borsama

Definisi 50, Fungsi Peluang Densitay Diskrid Bersama:
Fungst densitas pelnang diskreit horsama dat veltor sandom berdbmensi
I, iz 1 didefinisikan sebagai beriknt:

PalXiedy, g b= PLY =0 Xy = X008, =5k

£

nptuk semua kemmmgkinan ailad X )< { X {w ), (e ). X (o).

Definisi 51, Fungsi Petuang Marginal Diskrit;
Fungst peluang marginal diskrit dari veldor random berdimensi k dide-
linigikan sebagai berikul:
Jiy ooy, (,.\:I? E AV ) Nyl g,
.3(” ’ ”"x..’m

dengan py (xy, 3, .-+,x, ) adalah fungsi densitas peluang diskrit bersama,
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Definisi 52. Pungsi Distvibust Kwpolatf Diskeit Bersama:
Fungsi distribusi kunwldadif diskrit bersame: dart veklor random berdi-
menst k didefinisikan sebagar berikat:

A foYee POV & s :
Py (3,8 000y Yo PEX S0, X <0y

b. Fungsi densitas peluang Fontinu Bersama

Definisi 53, Fungst densitas pelrang Kontoe Barsama dan Fangsi Dis-
tribusi Kamulatif Kontinu Bersama;

Fungsi distribusi kumulatif Fontinu bersama dari vektor randon: berdi-
nicnsi & didefinisikan sebagat berikut:

. . Xy X . b
FX{'2’.;“"?".3"""‘!’..‘3 2 [ J‘.;"Eff‘,f’;_s,...,l‘k } ri“fje...lffk_,
ERL - .

unluk semua X¢a@ )= [ Xy {o0 ), (@ ), X @),

d f . - . I3 - ]
dan /o (%, 5 o Xy )disebul fingsi densitas peluang konting bersama
aarl X

Defnisi 84, Juagst densitas poluang Marginal IContin:
Fungsi densitas peluang marginal kontinu dari vektor random berdimensi
k didetinisikan sebaga berikuf; '

[ ]

3 - L f " . 1’ " LR K
_,3(” P (.x” ,x;-'g ,.-,,‘xjm ) -t I ,l"( L,l’ LIRS PR o & } I8 J\.a"} {J(XJ“ o
) .o

D
dengan [/, {x,%; ... %, ) adalah fgsi densitas peluang kontinu bersama
dari X'

Definisi 535, Nilai harapan antuli k Variabel Random:
Andaikan: g( X, X5...., X, ) adalah  fimgsi  dari variabel  random
X Xa, X, yang memiliki fungsi densitag peluang diskeit bersama
Pyl datan finped  densitas peluang kontinu bersama
Py, oty ,.0x ) maka niled harapan dari g (X XN, 8 ) didetinisikan
sebagai berikut:
{1) Unluk variabel vandons diskrit x, &y, 0,

Elgloyxy,nn ) b= o L elnxs e o x ny (0 Xy 00X ) S

X Xy
{11) Untule variabel random kontinu v,y X,
Fia(e,x,onx))

o

) a2
= felr, s, )y (g ag gy iy,
- 7

B —
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Definisi 36. Momen Orde ke-k:
Jike X adaiel variabet random dan k=1, 2, ., maka F¢ x* ) disebut no-
men orde ke-k,

¢. Distribusi Bebas Stoxastilk dan {dentilk
Pengettian distribusi bebag stokastik dan identik perfu dibahas, karena
pembahasan hukum bilangan besar, lemah maupun kuat, pembahasannya dibeda-
kan menjadi dua yaitn hukein bilangan besar untuk variabel random yang
berdistribusi bebas stokastik dan identik dan untuk varisbel random yang saling
bebas stokastik.

Trefinisi 57. Distyihusi Rebas Stokastik dan Identikc:

&
(DX, Kkt CraXzseeg) = oy (), untuk variabel random
e
disksit dengau p x, (1) adalah fongst peluang wasginal diskrit;
£
(ii)!__.f};l,X?,_w;‘rk (.0 y= T Sx {x) , wnfuk variabel random
i j

kontinu dengan _f‘;f-i (x,)adainh fangsi peluang marginal kostinu,

Variabel random Xy, xy,.. ., %,  dikatakan menvebar identik jika VXe R
berlaku:
(1) ()= Fi(x;) atan p, (x;) = Pt %, i=02, .,k

1=1,2, ..., k unful variabel random diskeit:
(1Y Fi(x)= 7p(x ;) atar £y () = JiQo ) b i=1,2,.,Kk

=1, 2, ., k, untuk variabel random kontinu,
Jadi, variabel random 3, x,,..., 5, dikatakan berdistribusi bebas sto~
kastik dan identik jika saling bebas stokastik dan menyebar identik.

Teorema 8
Dika xq,&y....%, adalah variabel random yang saling bebas stokustik

maka ECX Xy X )= B0 B )L BCX )
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Bukii:
Untule variabel random konfima:
* Pangkal: Andatkan: k= 2, maka
o LU b}
« 45y -
oy i
sy () 1 () dxg dx,, {(11)
oo
Karena X, saling bebas stokastik, maka dari persatpnan (11) diperolel):
2] [£a] 3v] .
I.X:? .‘}(;} (.‘:—3 ) le .J’; (A‘i ) (31,!‘ (;'?.x-;_ = IX? o ;.’ (e‘:? ),[I:"({X,I ) (JYK;,- = I}f(.fk*i ). .‘E(Xz )-
B —{ ~tn

Jadi, pernyataan benar untuk k= 2.
* Hipetesis induls’: diandaikan pernyatasn benar untuk k = n maka,
ECH X, X0 s BCX ) BCYL) . B(X,) .

¥ Langkah: alon dibudikan pernyataan benar untek k=n + |,
E(X Xy X, X d

s BN BN o (X ) ELX Xy

w (X)) Q) B D [ X T (Bt ) by dy

~ -

i '}-;(“"{1 ) }?("‘Y‘?. ) “““ H(.{E"” -1 ) ,[ ,“xn 'xﬂ-H . -fﬂrr ("‘:n ) .;’;H-] ('xn-f! ) ‘I'?',-xn ‘2’");"-;-1
e Y Gy b CK) | Fat ey Cen) L £ (510 ) 5y %
[£3] .

-A1F

TS AR et b e

Jady, perneataan benaruntak k= n 0 1
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Doengan jalan yang sama dapat dibuktikan vafuk variabel random diskrit n.
Jadt |, ntlat harapan dar perkalion k baali vaniabel random yang saling
bebas stokastik saina dengan perkalian nelai harapan masing-masing variabel

random .

7. Beberapa Contoh Distribusi Dislait dan Kontinu yang Penting
Dalum sub bab i, akan dikenalkas tiga jenis distribusi diskiit yang  pen-
(ing i dalam pembahasan selanjutnya, yatu Distribust Bernoutli, Distribusi Bi-
nomial, dan Distribusy Poisson, sevta Distribust Normal yang merupakan distri-

buei lkontinn,

a. Distribosi Bernouwlli

Distribust Bernoullt didasarkon atas sudng saapel yang dibangkitkan dan
percobaan Bernoulli. Ruang sampelnya ferdin atag dua unsur, vaitu sukses dan
gagal, dengan masing-isasing peluagg munculiys adalaly p dan q = 1 - p. Ke-

jadinn sulses diginbolkan dengan 1 dan kejadian gagal disimbolkan dengan 0.

Pefinisi 58, Distribusi Bernoulli:
Andatiean X adaiah vanabel random maka Y disebut variabel random
yang herdistribust Serroudii jilka fimgsi densitag peluang diskeitnya,

adalah px)= pSg’ Y dengan v =0, 1,

Distribusi Bernoulii dapaf dinyatakan dengan fings indikator, yaitu:

Pyl pigl T ()
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b. Distribusi Binomial
ercobaan Binomial fak Jain adalah percobuan Bernoullt yang ditakukan

bernlung-

g-ulang. Datam percobaan yang berulung-ulang fersebuf setiap ulangan

harus mdependen. Artinys kondiss ulangan yang satu tidak mempengaruhi kon-

dist ulangan yang jain dan peluang sukses untuk sefiap alangan adalah sama.

Bukit:

My

Definnsi 59, Distrvibusi Bineminl:
Andatkan: y, v, . x adalah varisbel random vang saling bebas stokastik

H

dan berdiribusi Bernoulli, maka X = T X, disebut variabel random
i=J
vang berdifribugt Binomial, jika fimesi densitag peluang diskritnya ada-
Ny
Yah Bxs i p) = Copp }p . f{(.,.mw,”} (x}

Teorema 9:

Jika variabel random X berdistribuzi Binomial dengan peluang sukses p
dan peluang gagal g = / - p. maka

(8} 57X ) =g

O Var( X)) =npg,
n menyatakan banyaknya wlangan dalam suafu percobaan.

7 : " i !
4 . - N i i S
}_; Ilr- _{.""rir (x',- ) = }_.; ')'I{ f” ¥ {ﬂ 1(} fi- “1 l "\'I‘ .q,...._}.,,..,,..‘.w..m. — ;]YI qn X
x50 X0 g (T Hn - & )
1 51
- il X
p l A..- o [!-)"‘-i.q? 'YT.
et (g == g )1
H A b
I’{ = 1 ! (1 H- X
- )--- (%~ g% (12)

Andatkam: y; = x; 1,

maka persamaan ( 12 ) menjadr;



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

43
”{l — B (13)
e N M T ;
la ’ 3 :_.‘ *(H Rl I)Fl {

Andatkan: 22 = n - 1, maka persamaan {13) akan menjadi;

i }},I 1

- Yy -t
P BP T, e RGN gy B Clp gy 2™
y RN V; (}?‘) V ) y =1}

i
=ap 2 Py v
_th- el 1'.)

1
Karena Y Py, (ry) =1 maka diperolel: wy = up
¥y =D

(1) Dengan jalan yang sama akan diperoleh Vasry X ) = 27A )
Jad, jika diketahni banyaknya ulangan yang ditakukan adalah v dan peluang
suksesnya adalab p, serta pelrang gagalnya adalah g = - p, maka nitlai harapan

dan variansinya masing-masing dapal dicari, yaita 2p dan » 0.

¢. Distribusi Poissen
Percobaan yang menghasilkan nilai-nilai bagi variabel random &, yaitu ban-
yaknya hasil percobaan yang terjadi selama selang waltu tertentu atan suaty
daerah testentu disebut Pescobaan Poisson .
Ciri-ciri percobaan Poisson:
1. Banyalmya hasil percobaan vang terjadi selama selang waktu tertentu tidak ter-
gantung pada banyaknya hasil percobaan yang teriadi pada selang waktu atan

daerah fain yang ferpisah;



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI
44

| 2. Peluang terjadinya suatu hasii percobaan selama suaty selang waktu yang singkat
seladi atan dalam suatn dacrah yang keeil, sebanding dengan panjang selang
waktu fersebut atau besarnya duerali tersebut;

3. Peluang buhwa lebih dari satu hasil percobaan akan terjadi dalam waktu yang
ginglat tersebut atan daerah yang kecjl tersebut, dapat diabaikan.

Definis. 68, Distribusi Poisson:
Variabel random X dikatakan berdistribusi Poisson dengan parameter

= 0, bila fungsi peluang diskritnya berbenfulk:
- 11.2 X
Dy {6 A )~ MENTRATNIRIN . o (] IR

.x!

Teorcma 10:

Flka variabel random berdistribusi Poisson dengan parameter 2 >
maka:

a (X)) =A.

b, Var( X ) = A

Bukiti:
Ersl e z{ X (s ] i /2 X
4" z:[ e A

CEQY xpy(xd)= }_J_ S A A
i %)p" oS T P )1

@0 /1/{("- )

= A Z e T (14)
A

Migal: v =x - 1, maka dari persamaan (14) diperofel:

— Ay
- . e € A . v
_;5 ( ‘J{ ) s ,{ :EJ - -~ Aé] s }“’ .
yu{ ,V! =0 ,1"‘!

1A A
- f{ {2"' M j."('lf'!‘-"'ff({ :}_. e ‘_-,»"" - ,{
gm0 YL

h g i ( A1 ) (Jl Z ) s ]i :’rf [ _.‘{‘ })‘: T E X & e s — /{ Z
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2= A Y X A (15)

Misal: y = x - {, maka dari persamaan (15} diperoleh:

Wl oy
Var(Xy= A \',i EV_{_!_)_(‘..Ai a2

NE 4] .,‘V‘ t

(16)

Misal; z = y - [, maka dar persamaan 16 diperolely:

- ~A a7 1 s .
Var(3)= A4 {/7- Ej "f“":{%—-— e ].I[ S SN | (/I 6.‘"'4'-’:' . 1)" A~

' 2=}
= A A1)~ A 2% 0-2%=14 1

Teorema 11:
Diandaikan 2 adalah suatu parameter dan o adalah sembarang
bilangan bulat positip, maka untuk setiap bilangan tak negatip
x bertaku:

zt ke
. Xy n-x € _ A
Hm Cop ey p° (1 ) X e Jdenpan p = e

i A
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Buliti:
Coa 3 Fi--n
% . Cx A A

;i”] ["{?T,X'::l !‘) \I o ‘D)” ]“n ( fﬂ f\ ( "-J [ 1 - _j
Jpodinl ' ) # A 7
. i nt ( i \g‘ A\ { _/?._\;”

,;mlq U(n r}f X Jl i J . u)

it Pt oo
N O [] . }

‘:] $7 e} D (” )? (” = ,,E :]'Y ., L

) ‘ , /1 Ly ] i
i Jain pibak: (1 - ) e Jurtuk - o sehingga persamaan (17)
n

senjndi:

a8 rl 1 ~A
Hm G .:}P 1~ p)aps { H TPl s {5
imyoo e _X! r—sen {17~ ) (g7 -~ j{)

Langkals berikunye exan dibuktikan bahwa:

21
S e Launtuk n -
(- .x)!(r? A
7! o ;2(1? -——]) ) o 2 1)(;3 )

GIRGETT T G o= A

_onfaee Do - 2y (- x4 1)
AN A Y- A)

-~ 1 untub n - o

Dari perssmaan {18) dan (19) dipeeoleh:

111” C(I, x‘]):} (1 ‘p)” [T, 0

# v on x1

46

(17

(18)

(1)
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Jadi, mfuk n yung semakin besar silal [ogst densifas peluang  digkrit
Digtribusi Binomial dapat diperolel dart ntlar fungst densitas peluang diskeit
Distribusi Poisson,

Countoh 13:

Suata sisten ferdin atas 1000 komponen. Masing-tasing komponen gagal
zecara bebag dengan yang fain dan peluang kegagalannya dalam satu bulan
6,001, Akan ditenlukan prebiag bahwa sisten tersebut akan berfungsi, yaitu tidak
ada komponen yang gagal, pada aldur bulan,

Diketali: p == 0,001 sehingga g = 1 - 6,001 = 0,999

2= 0000

np =1
Ditonyakan; Ff X =0 ] =, 72
Jawab:

* Dengan distribus: Binomial:
nl
X =0l= Coay plg" ¢ = 2ig = g7 = 0,999 = 03677

* Dengan dislvibusi Poisson:

ew.i, v X
HAX = 0= ——. dengan A = np
x!

o 10

PX =0]s et = e 20,368
£l

Jadi, uniuk n yang semakin besar mia fimgsi peluang densitas Binomial dapat

didelall dengan saik oleh nilal fimged dencitas peluang Poisson
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d. Distyibust Nomal
Distribusi normal  diketenmbkan  oleh Do Motvre puda {abun 1733,
Porsamann kurva Normal juga diketesnukan oleh Guuss melalui studi galat dalam
pengnkuran yang berulang-ulang terhadap benda yang sama. Oleh karena ifu,
Distribusi Mormal digebat juga Distribusi Gauss.
Definisi 61. Distribusi Novmak:

Var.abel random & dikatakan berdistribusi Normal dengan mean 2y dan
deviasi standar o v, bila fimgsi densitas pefuang kontinonya berbentuk:
. )
] I A fhae Y
. ' ,J
fx . oy)= e € L unfuk - e el x <2 oo,
N2y

. a . . P i '
Tha disubstituskan z= 2224 denganp y = 0,0y = 1 maka akan diperoleh
ox

Disiribug; Normal! Standar dengan Bwggi densitusnya: /(2) = JHH ¢ %, dengan
2 '

~ w2 og dinatesikan dengan N, 7).

8. Pungsi Karakteristik
Fingsi karakleristik dismwmkan uafvk membangun Teorema Lumit Pusat
Lindeberg,

Definisi 62, Fuangsi Karakieristik:
Andaikan: X¢m )} = { X, (@), X, (»),.. X, (w) } adalab vektor random
vang ferdefinisi dalam mang peluang (50 AL P ) dan nila-pilamya berada

W N
dalam K, Fungsi barateristil dart X(@ ) adalah

L 41 - PR . r”
g}};&- (f) = ’ s E (_i","" XL.\’} y f & i{ - (20)
W“

dengan 7o () = M (0, xg .0, padatall fiugst distiibust kumolatif
X A A i :
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bersama dari vekfor X(a J. Tika Fy () mempunyai fungsi densitas peluang

Ty (x) maka diperoleh: @y (1} = jcr’{" Ty lx)dx,
Eﬁ”

Dari persamman (20) dan dari definisi nilal harapan  make fingsi

karakteristil dapat didetinisikan sebagal:
: L

Py By e Bt {(21)
Audeilan; X¢m Jadalah variabsl vondom. dengan fiugsi distribusi knmulatifiya
Fy () dan fimgs. karakteristikigs ¢y (0= 2™
Jika i =ax v hmakae, ) ¢ fe™ s gy e EET .

ba )

Alspainys: ¢, () = & (o),

Oleh karena itu, jika ¥y ,.v,,.., &, adalsh variabel random yang saling

I H
bebas stokastik dans, = S X, .maka g, ({)= {1 .sebab:
17 kg
p= ya]

(‘,’}S’L (),} - E ('el'ff:,\'] 4y } }

= l\f(g“bci ‘ejbtl’! .”“e”-xn )

= B Y B (™)., B (e )

n .
ey, @
I P

Iadi, fungsi karakteristik dari deret variabel random yang saling bebas
stogast .k sama «engan perkalian fingsi karakteristik dari masing-masing variabel

snodom.
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Cantoh 14:

1. Pungst karakieristile dari Distribust Binemial sdalah

FIOEVACES:

" .l PR =
= ¥ 'C(_n.x}'{"” G
x=0)

i1 .
. -y T j‘ . p—
= x Cony (227 )" g

xe

. 5 " 3 e
4 (}}Qlt -{‘ q)n‘,&'eh(}g)((] 4 b) Lr a0 Z C(J?,x} a x .bﬂ X .
4

N
Tadi, fingsi karakteristik dari Distribust Binomial adalah
if 7
P () =(pe” +q)".
2. Fuugsi karakteristik dar Distribust Noimal Stasdar

Pr)= BE@™)

moeeensn | €
J L

Audailan: v = x - i, sehingea du d Oleb karena ity diperoleh:



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

LY
e 0
B

4 p
sebab [

e W

51

.,
4 . -
2 ‘ r }
I.:' B I ! Ll I i at ‘
R e M2
e
i

9, Deret Fouriey

Fada sub bab me akan dibahos deret Fourior baik smindz tmosi bernibat renl

ll_i[]_l_l]ﬂlll mfy
grembinlctian

huiby i1 juga,

e dapat <l
rengmtegra

T

il Bget yang, bevmdar komplekss Deret Fourter inl berguna dalam

feorema ketmgealan fungsl kavalderistik vang okan dibalias pada sub

Definisi 63, Doret Fourvier:
Andatkan: fai didefintakan dan konting pada selang 3, -x] dan 7 )
= Mg Derel Pourser vang bersestainn dengan 7 adalah:

|
h.“

MR COT T,y voniy BB win ] (22)
tx ]
dengan:
1
ay= o f ) ensax oy 1,0
r
K
l T
LI 1 s (T B
"T -7

peroleh dengan menealikan persmoam (22) dengn cos my dan

fkannva dari supai -n, sehingea diperoleh;

J /Y cos i e

w
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i " o) n n
=8 feosmrde v T | ay, [cosnx vosmx dx ©-by, [sinx cosmx dx 23
T .l‘,‘:‘_"l . B4 B
Dar) kenyataan bahiwa:
no , 7 j(}, umtubn v om0 )
{cos™ ot dx =, [cosnx cosmy dx ; , [winnx cosmx ax =0
oy - 1},.‘1:;21’:1 e
maka dari persamann (23} ciperoleh:
He ] b1
* Untuk m = 0, (xYdy = mag<rdg - — | f{x)dx 24
() G ’
-n *on
*Untukm=1, 2, ..,
#H 1 " ]
J f{x)eosmrde=may, < ay = — [ f(x) cosmx dx {25)
-7 Fn

b, dapat diperoleh dengan mengalikan perssmaan (22) dengan sin mx dan

mengintegralkannya dari n sampai -n, sehingga diperofeh:

n
[ f(x) sinmx dx

- N
a ) T o M i ! !
=~ {ain o dx 4 a,, fcosnx sinmy dx + by, [sinnx sinmx dx {26)
1 1= -1 -

Dart kenyatasn bahwa:

T L , O,untubrn £m % .

[sin® mex dx = &, [sinnx sinmy dv = , [ cosnx sinmx dx =0
Cx T gtk e =m0

maka dart persamaan (26) diperolelu:
FUnlokm=1}, 2, ...,
Y 1%

[ F(x) sin nex dlx = 7 by <0 by, = [ /{x) sin mox @x 27N

i —-M
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Dari persamazn (24), (25), dan (27) diperoleh:

a, = If(x) cosir dx,n=0,1,2,...
P

-1

by = If(x) g dx, =12,
T

-

53

Selanjutnya akan ditentukan deret Pourier yang bersesuatan dengan f(x) yang

Pr}: g ¥ o Pﬂ'x
bernitai kompleks. Diketahiit: cosy = e O S T s

sehingpa persamaan (22) menjadi:

’ g 0‘1 ﬁ:m‘ %ehnz\ [pmx _ Ch.mx}
X} = vl .. 4 b ........... _—
j( ) 2 ”2‘:1 J’I( 2 H 2]

. K

= E..Q._*m ‘;i elm[ali‘ i!i‘) l_é-—]nr(ﬂn ‘1_}5‘.':?J}
2 n=1 2 7 .

_ a @,y ~iby, a,, +ib : .
Misul: ¢q = -E‘Q’C” = ( - et ) dan ¢ ( s zn-”] , sehingga diperoleh:
7 - \" ,Ic”n dengan
oo
S 6 e -
Cpy = AL { fr(xYyeos e dy - " [ () sinnx r;’.x)
s A1 i
o | X
1 = L -
m oo [ (%) (cosnx o~ § sinrx)dip s jj (x)e ™% dx (28)
2:}[ l_“‘ﬁ [ '—ﬁ

. L L 7
Migal: £ = = x,maka ¢ = = dx <o~ dl = dx
4 Fia

Untuk: x =7 ,maka t = Ldanx =~ 7  maka § =- [,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

54

Oleh karena tlu, persantaun (28) menjadi;

. ; inmti ! ; ) el
T ﬂ‘ ------ fr . T e e T .
;‘[..- ;‘1 = Yepe Lo, dengan ¢ = - § j( ----- !‘) e bt
- 5
i 4 Hm = - T A A
& . . frize
. R
C3) e J’ " {.__ ;J € L dt
2L T
Teorema 12, Ketunggalan Fungsi IGwaktevistike
Migal: F dan G adalal thagsi distribugi kumidatilf dengan fimgsi karak-
feristik yang sama, yatu:
[ o
[e%db(x)= {e'dC(x )Vt e K. (29)
—) -Gt}
maka 7 x } = G x }.
Bukti

Ambil ¢, b eR, dan > O serta £ (x ). sebagai berikut:

i
s
1
a @ !
(5] _ Lea] p
Al ditanjukan: {7500 )= [ 7VaG v ) {30
—_ -

Andaikan # 2 0 dan cukup besar sedemikian hinggaf a+ &, b+ e}l [ -n,n}
dan andaiken { 8, } adalah barisan bilangan, di mana J = 8, 0, untuk n — oa

Setinp fingsi kontinu dalant | -1, n ] mempunyal wilal yang sama unluk tiik-tittk
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akhimya. /% ( x ) dapat didekati sccara seragam  dengan deret Fourier berikut:

(- ;") tn ke

‘ fmx— "

Six)=Faze B dengan a = 5 [fxYe 7 dx
k Ty

sedesmskian hingga  sup | FEx) - L5 (%) [ = By -
~ 3NN LT

Andaikan 7,7 ( x ) adalal fingsi periodik yang diperluas untuk semua R, dan

diperotel: sup | £F (x)1s2.

X
Karena (29} maka diperoleh:
=4} i o .
[ fvdE(x )= | f7dGix), sehingga
-0 -0
[£3]

[ 18dF(x)y~ |1 PdG(x)

— Y —ad

?fgdﬁ'(x)— Tfsd(}(x)

H 5]
[fidii(x)= | fidGix)

~4 it}

< + 28,

428, + 21*‘([»--&,;2]’7) 4 2(}'([‘42,:1:]6) (31)

=

}Oﬁf di(x) - ?f wdG(x)

- o)

di mana: F{(A) = [dF(x), G{(A)= [dG{x ).
A A
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Hka » —» comaka ruas karmn ketaksamamn (31) akan mendekati 0, dan mengha-
sitkan pergamaan (30). Jika £ -2 & maka £9(x) -+ b)) (X ), sehingga. dari

(30} diperoleh:

@ o)

fff_f_.‘.‘b}(.‘»:) dF(xy= { Foo pq () AGLx), yath F(bj-Fla)=G(b)-G(a).
i) et

Karena a dan b tertentu maka Ffx ) = Gy ), el o

Tadi, untuk setiap fangst distribust kumulatif terdapat tepat satu fungsi

karakferistik vang berkaitan dengan fingst distribust kumulatif tersebut,
10, Ketaksamaan Dasar, Markov, dan Chebyshev

a, Ketaksamaan Dasar

Teorema 13. Ketaksamaan Dasar:
Misal: Y adatah varisbel random dan g adalah fingsi Borel yang tidak
negafif dalamn € . Jika g adalah fongst genap dan monoton naik dalam

[ 0, «w)maka P& > 0, bertaku:
HEX) ela) Alv] > a)z Z(e(X)) (32)
a.seup g(X) 2{«)

Jika g adatah finggi yang monoton naik dalam K dan Pf /¥ /2 a ] di-

gantt dengan P/ Y =« / maka ketaksamaan (32) adalah benar unfuk
setiap o anggota B2, Nilai a. s sup g(¥) ( = almost sweely sup g (X))
adalah batas atag ferkecit yang bampir pasti dart g (X)),

Bukdi:
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¢ adalah fingsi Bore! dalam R maka g adalab fiungsi yang terukur
datam § =R Karena g adalah fungst yang tak negatif’ dan integralnya ada,

maka H{(g (X)) = J2(X)/(x)dx ¢ [g{X)/(x)x , dengan
A4 A

A= { 1x[za).
Dalamn A berlako: gf @} = gf .0) a0 5 sup g X ), sebab g adalah fungst

yang monoton naik dan genap.

Oloh kavena iy, p(@). P(AY < (o) (0dx = (essup g (A7), P(4)  (33)
A

Dalam 4% berlakuw: 0 < 20X ) s g ()

Akibatuya: 05 [g{V)/ () dx < gla). PATY = gla) (34)

A¢
Dari kelaksamann (33) dan (34) berfalag:

g(@). P(A) € E(g(Y) < (a5 supg (). LA + gle)

. BN -—-g . Bipl(¥
Jadi, X)) ‘(*j(_a) < I-‘H)( [?,a] At
a.ssup gy ()
Jadi, jika X adalah variabel random dan g adatal fingsi Borel yang tidak

negatif dalam K dan g adalah fungsi genap danmonofon naik dalam

[ 9, o ) maka untuk setisp @ > 0 akan berlaku nilai peluang dari J5 [2a terle-
tak i antara selisih nilat harapan davi ¢( X' ) dengan gf @ } dibagi dengan e. ».

sup g{ X ) dan hasil bagi antara nilai harapan davi gf ") dengan g{ @ J.
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h. Betaksamaan Markov dan Chebyshev

Ketaksamamn Markov merupakan kasus klusus dari ketaksamaan dasar,
yailn dengan mengambil gf ) = {X|', r = 0, schingga bentuk dari ketaksamnaan

Markov adalah sebagai berikut:

X"y a” #{1x1")
. (l I e p[lX'! zals w,.,g.l_.._....l_.,'u . (35)
x{ @

Ketaksamaan Chebyshev berbentuk:

E(X2) ~a? zf(,x'"?)
————— 8 R X (36)
(.8 SupX© a”

Tampak bahwa ketaksamaan Chebyshev dapat diperoleh dart ketaksamaan

Markov dengan mengambil r = 2,
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Bab 1V

Sekonvergenan Varianbel Random

Pada bab mi akan dibsay lima jenis kekouvergenan variabel random, yaitu
kekonvergonan bersama, kekonvergenan datam peluang, kekonvergenan ltampir
pasli, kekonvergenan lensal, dan kekonvergenwn dalonr  distriliusi, Topik ini
berkaitan dengan pembahasan selanjuinya, yaitu tentang hulan bitangan hesar lemah

dan hudann bifangan Desar kuat, dan teovema Nl pusat.
AL Kelconvergeonan Variabel Randont

1. Kekonvergenan Bersama

Definisi 64, Kriteria Keisonvergenan Cauchy:

Yy X <o bila hanya bila 37, - 3, 0, di manam -2 @, & — o atan
ekuivalen dengan x,,,,, - X, >0 | dengan 2 — o, Kefadian inl disebut
kriteria kekonverpenan Cauchy.

Definisi 65, Kekonvergenan Bersuma:

fika sebualt barisan veriabel random memenuli kriteria kekonvergenan
Canchy, maka barisan fersebut dikatakan konvergen bersama, dengan
bimpunan kekoovergenannya adalah

0w {(;)f}{'n_{_m (@) - A {w) - ()}

:nun{m

Enm

"kl‘!i-l'm (@) '_:{'” (@ )’ K }]il ' (?7)

L]
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2. Kekonvergenan dalam Peluang
Ionsep kekonvergenan dalasy peluang memaivkan peravan yang sangat
penfing dalam statistika, misalaya; dalam pembabasan kekonsistenan lemah dan
pendugaan parameler, dan dalam hukom bilasgan besar lemaly,

Definisi 66, Kelconvergenan dalam Peluang:
Barisan vartabel randonm = v, o> dikatakan konverpen dafam peluang ke

! e . h g o
variabel random X, dinolasikan dengan -----f——>..3;', jika be > 0 dan
Ky Xl E-:] YR

unfuk 2 —» comaka ;[

Definist 66 ckoivalen dengan, jika e > 0 dan untuk 7 -3 20 maka
j-‘l Xy, - X|< e] 31

Konsep di atag wempunyai arti bahwa variabel random ¥, dikatakan
konvergen dalam peluang ke varisbel random ¥ jika untuk setiap nilai £ > ¢
dan untuk nilai 7 yang semakin besar maka peluang jarak aptara X, depgan X
kurang dari £ mendekati satu,

Definisi 67. Ekuivalensi Variabel Random:
Dua vaciabel random X dan v dikatakan efwivelen jika hampir pasti X =

.. i . i
X ataupka PfX» X' )=0atau PHA - X ’[ 2 1:,3: = 1,2,...J: 0.

Teorema 14:

. P R & . pu—
Jika X~ X dan Xy 5 X' waka X dan X ekuivalen.

Bukti:

N e L 1 e 1]
P{l:‘i - X ICZE‘JEF“(Y‘“ .f"anlaff 2—}{:[”/% e a"fn o ‘é“;}



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

61

- 1 “
{rJE;{rr Y??I = _71

P

< X - ,\-”] SO )
2k

Karena ruas kanan akan mencdelati 0, wafuk » -5 & berapapun mim k, maka

AY e .;'{”| & "%" { = G.

pl
Jadi, X dan &' ckuivalen 1.
Teorema 14 hendak mengataless babwa bartsan variabel random tidak akan

konvergen dalam peluang ke Jua variabel vandonr yang  beshoeda <

Definisi 68. Kejadian Hampir Pasti dan Kejadian atan Himpunan Nel:
Kejadian A disebwt kejodian vavg hanpir pasii jika P A ) =/ dan

komplemennya, yattu.¢©  dengan Pfa¢) = ¢ disebul kejadian afan
hinpunan nol.

Teorema 15:
; > g
Jika X, ~F s ¥ maka Xy Xy NG , otk 1 > oo, 1 -3 o

Budeti:

Karena X adalal variabel random yang bernilai real maka hampir

pasti X berhingga. Jika himpunan nol tidak digunakan maka diperolely:

Sl

“X” i X”II = E] = [l Xp~ X N X[ * E. J s

}l’n: - A.’

> j (38)

Rurag kanan ketaksamaan (38) akan mendekati nol, wntuk 2 s g m —2 o0 10
Teorema 15 menwyjukkan bahwa jika suatu barisan variabel random
konvergen dalam peluang moaka barisen tersebut konvergen bersama dalam

peluang,
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3. Konvergen Hampir Pasti
Eongep kekonvergenan hampir pasti memegang peranan penting dalam
statistika, yaitu  dalam  pembabasan kekonsistenan kuut dan pendugaan
paramefer, serta daam hukum bitangan besar koaf.

Pefintsi 69, I{ekenvergenan Hampir Pasti ¢

Buarisan vartabel random = dikatakan Fonvergen hampir pasti ke

variabel — randenm: X, dinotasikan  dengan ¥, —~%S,x
Jkad, X, Yo a5, keeuali untuk himpunan nol.

Secara stnbolik dapat ditulis:

Xy =iy ¥ s Xy 0 X <otk o € #C, di mana N adalah himpunan
nol.

Pada kasus int, himopunan kekonvergenan dari < x, >  mempunyai

Catatan: a. s sigkatan dori almost surely { hampir pasti ).

Teorema 16:

Xy —=Ey x bila hanya bila untik s oo berlaka:
el » " }_.l-‘ .
MU sl - X e oo 0 untak setiap e §, 2,
rasn | 7}
Bukii:
Andaikan v, -2 X, jika untuk sembarang r = 7. terdapat ny(e,r)

sedemikian lingga utule setiap Kongre.r) | moakaly, - i<’ . Di lain pihak,
.

XSy e s”['}{” -} J{']:-: 0. Akibatnys, dari persamaan (37) dan

Teotrema de Morgan, diperoleli:
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o 1]
F'{ZU[”] U Jf,’c) LYy - X l }rn— 0.
P k=n I "'J -
Untuk setiap » = I berlaka:
. ' o [ _ 1 ' ; o | . 1 )
MY qew Xy - XI wos 02 i P ) jelX - Xlaei =0 n
nk=n LA 1y ,k'::nl. "l
Aldbat dari feorema 16:
Jie B LN g X, P) E (39)
Bukti:
Warena untuk & > 7/ herlakn 1)f i]ﬁ’k vl l ;_-;|]‘\",, - X T-\Cl , maka
kap 7
= .8
A, - x> Js B U W Xl = | 0, darena Xy —55s X
ken |

)/ g

> £ ]_ 0, sehingga X3 X,

Teorema 16 hendak mengatakan baliwa iika suate barisan variabe random
konvergen hampir pasti ke suafu variabel random maka peluang dari himpunan
kekonvergenannya akan mendekati nol untuk n yang semakin besar,

Teorema 17:

- oL &, - 'S r 758
Xy ot Ty X X X 23 0, unfukeo s, 7 s a0

Bukdi:

{ =) Andaikan: X, —"2 X > X, X Vo eN® dengan P(N) =0,
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Karens X adalah vartabel random yang berniba real, dan X < o« unfuk hampir
genmia @ kecuall watuk himpunan yang  sehimpunan  dengan N, sehingga

{84

Xyl X X, - X 0 O unfuk g, 0 2 g Vi e N©

X im K =20, untuk g, 2 0 Vo e O

. 3 HLE.
a zYﬂ_,;.m - Jiﬂ T

S0, unfukn, m— @ Vore N,

[N

(¢ ) Diandatkan © X, ~ X, —<20, nptuk n > codan unluk seliap m.

S X X 0, Yo e 8% maka barisan -+ ¥, > konvergen ke X

R

w2 ry :.' .
X, X Yo eN® = (N, Jdi mana NV = (jN, adalah gabuggas himpunan nol
| v

me m=i

vang terbilang
,Y" _E.T:.fﬁ.} by i

Jadi, suatu bartsan variabel random konvergen hampir pasti ke suat
variabel random bila hanya bila barisen fersebul konvergen bersama hampw
pasti, Dari teorema 16 dun 17 dapal disimpulkan bahwa kriteria untuk

kotnvergenst hampir pasti unfuk barmsan < v > adalal

o

(Ve -0y 2 U {Q’i!Xm-m - Xl c} cy Oy gentede 17,00y o {40}

=

Femrema 18;
Tit . r . b barigs .y = dari bari -
Jika ¥, ——- ¥ maksa terdapat b barigan < X w, = dars barisan =X, >

n

yang konvergen hampir pasti ke X7

Bukii:
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. £
Andatkan X, —~-x makax, -y, — = o { menwol teorema 15 ), melungga

JU . . 1
Xy, = Aygeeieea0 upfk z1, 222 - e Jadi, ¢ Ve ) Indk ) e & ) sedemikian

hingga untuk 7 2 2k ) dan untuk setiap m berlak:

,

!
ID -‘Y i -'\;-l ':' T
- [i nim .n[ p 2 ’

S

2!:

@An

Andmkan: ny=nfl), 0y = maks{n, V4, 02} ..., ny=maks (n,_,+ 4 »n
! g ! L k k-

B k=203 L, selungga sy s, 0. o o dan pertidaksamann (41) berlaku

wnkok 27 = 6y

Andatkan: < xp" ===y, > sub bavisan dard = x> . Akan ditunjukkan bahwa

<&y = adalsh barisan yang dibutubken yang konvergen hampir pasti ke x'.

Menunit persamaan (49) harns ditunjukkan babwa PL S ee]] 30,

untuk 2 —> x

Andatkair: 4, = {jxﬁm - Xz J}*]maka dari pertidaksamaan (41) berlaku;

P{A,) <';.*?‘

Andaikan: By = [JA;, maka P(B,)< 3 P(Ap )< Z, = = ol
k= 2

keon fzn =

Untok 7 yang cukup besar sedemikian hingga 27" <e , untuk @ & B, = [(}4f,
ken

dan untuk setiap m berlaku:

}:” A 2,1:{’;( o }*k | . A"I’L_'_; A }ff(l }?“'H-} ~. €

k=n L]

‘ H .
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Akibatnya:

Xhom = XAl s e untub @ e B, dan mengakibatkan

e
IR [le: om— gl e f'?] < P <27 s o untuk i s oo, Jadi, menurut
izl g

. 5 8. o o . .
persamaan (40) diperoleh: X -~ X" _ Karepa < ¥ > subbarisan dari <

&, > maka menmut teorema 34 diperoleh: hampir pasti A= x* o

Jadi, jika terdaput suafu barisan variabel random yang  konvergen dalam
pelusng ke suatu variabel random mala terdapat subbarizan dari bartsan tersebut
vang konvergen hampir pasti ke variabel random yvang sama.

Teorema 19 Teorema IKemonotonan Kenvergensi:

Jiknos x, Tx maka Fex, )T E(Y) {42)
Bukti:

Karena X, -0 maka dapat diasosiasikan sebagai barisan variabel
random gederhana yang posilip, yalfu <0 X, > yang monoton nailk dan
konvergen ke Xy, yaitw

OC Xy £X1) %t X B> Xy,
L&y S A g S X
: (43)
DXy SXs SaS Xy S Xy

Andaikan: T, = mmafs Xy, maka dart (43) diperoleh:
n f b
]

Yp= maks (Xy) | (44)

Vi fan
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Karena ¥, adalah fimgsi sederhans dan iy, adalah vartabel random yang
monotonn naik dalamn g, makay, adalal fongsi monoton naik dalam 7.
Karena X, T maka Xy, = 5, < X, (45)
Akibatmya: B( Xy, S E(V )5 E(X, ) - (46)
Untik 7 - codari (43), (45), dan (46) dan definiss dart harga harapan dari X
shaka diperoleh:

Xy imY), <X dan Z(X) 2 b E(8,) hm A (Y,) {47

Karena ¥, adalah fimgsi sederhans maka im E (v, = E (im v, ).

Akibatnya, oafuk k - oo dalam (473, diperoleh:

Xy o bmb, <X dan Bim & (8 ) < B Y)Y <l F(A,) {48)

Akibataya lim v, =X dag Z(Lim v, ) =lim E(x, ) =lim E(X, )=E(X}) o
Yadi, Jika suate barisan variabel vandom vang positip dan monoton natk

konvergen ke suatu variabel candowm X mska harga harapa dan barisan tersebut

juga akan konvergen ke harga harapan dari variabel random J¥.

Teorema 20. Teorema Faton:

(i) Jika ¥ « X, dan Y terintegralkan maka F(lim X 1< lm E(X, ),

(1) Jika Z 2 X, dan Ztevintegratkon maka e B (X, )< E(lim X, };
(#13) Jika¥ < ¥, < 7 dan V. 7 terintegralkan serta X, =S X, maka lim

E(x.) =E(X)

Catatan: Jika Y <X, maka lm Y, ada dan hampiv pastt berhingga dan
i datoio At " fas i3

lim X, lak bethinggn Jika Z 2 X, maka lim X, ada dan hampir past

berhingga dan lim A7, tak berhingga



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

6R

Huakiti;

() Andaikan: 7, codan 1, = dnf Ay Jmake Jin vy, o lim Y, dea Xy, 23,
b

Karena 0 <. ¥, Tlim X Xy mewnnt feorson 10 maka /7Y yTog fim X, )

tetap) X, =5, maka EoX, e s, ).
Akibaluya Jm B( 20 ) e lindig, b B(hm X, ).
Secra umum, diandaikan 2, v, v maks 2, n0 dan dari basit di atas

dipevolely fim B2, ) =l m 7, )

Kareta [imi, =fim X, Y, amka TmEr X, 0 B(Y ) e iflimX, )~ E(Y)

(1) Diandatkan: X, £ 2 dan 2, = T X, makal, =0 dan

Hmi( 2y )2 B(limZ, ) Selapt 21(2,) = KUY - B(X,),  fimiy, = 2 - lim X,
dan fime (2, )= B(Z) -l ¢ X,

S mE(X,) S Elimy e

(iti) Jike X, 5Sox maka hampic pastim ., = iy, - X

Dari (1) dan (i1) diperolels:

HOX Vo B lim X, ) Sl 00X, Dm0 X, Y e Hilim N, ) = B X)
Akibalnya Sm (X, Jada dan T BV, 1= B X 0.

Ada frga hal yang ingin diungkaphkan dari teorema di atas, vaitu:
Jika suatu barisan  variabel random forbatas bawoh dan batas bawahnya

adalah vaviabel random yang terintegralkan maka nilai barspan dari limit
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infertor dari barisan variabel random tersebut akan kurang dari atan sama
dengan limit inferior dari nilal harapan barisan variabel random fersebut.

Jika suain bartsan varisbel randons (orbatas atag dan batas ataspya adatah
variabel random  yang terintegralkan make nilai harapan dart limit superior
dari barisan variabel random tersebut febih besar atau smma dengan limit

supoestor dard nilar harapan barisan vartabel random: tersebut.

¢. Jika suaty bartsan  variabel rondoy terbatas dan balas-batnsnya.  adalah
variabel  random yang fovintegralkan dan barisan torsebut konvergen hampir
paastt ke snatu variabet random maka Isont nilal harapan dart bavisan variabel
random tersebut sama dengan nilai harapan dart variabet random tersebut.
Akibat {eorema 20:
Hka 500 Y dan ¥ orerutegralkan serta Y, Y0¥ ynaka
ELX ) LA
Barkdi:
Tl Y - ¥ eays Fdengan mengaabil ¥ o - ¥ dan ) - Y serta karena
Ny T maka davi sifit Betiga teoroma 18 diperolel £(.0,) -y FLX).
Teorema 21, Teorema Konvergenst vang Terdominasi:
Tk fewnpie pasts |5 10y dan ¥ oterintegratkes maka  berlakn
iaplikast X, ey X {4 - HA)
Dkt

+

, . . e )
Untulc kasas X = 0, yaitu onduk Y, - 5 O
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Andaskan: S ff A, Jyelaln adal maka terdapat sub barisan X -—— @
sedemikian hingga Z(.Y) ) -+ A Y, 0 Menurot feorenia 18, ferdapal sub

s

barisan < xow dart <0y, = sedembian bingea 4 e 11 Menut akibat

teorema 20, F{AY) -+ Osehingpa B0 X, )= A B0X, F= 10,
Dengan cara yang sama, dengan mewilih sab barisan dari sub barisan
sedemikinn  hingga  mlai  lerspannys  konwergen ke e B Y, ) dan

For (N 0= 0, aldbatnys: e 20X, Jadacdamn T 80X, 7 0.

n

Cosammka sy b, Jika hampie pasti s,

Jadt secara nmum, jika 5,

mala hampir pasti [x, - x>0 Akibatiya S0, V)0 00 000X, = B

i3

Jadi, jika hampir pasti sustn barisan vaiabel random terbatag dan batasnya

terintegratkan maka akan Lerlaku implikasi * jika barisan tersebut konvergen

wr

dalam peluang ke snalu vartabel random X maka nila: harapan dart barisan

tersebut Ronvergen ke nilai havapan X<

4. Kekonvergenan Lemah dag hehonvergenan dalam Distribusi

#. Kelconvergenan Lemah

Definisi 70, Kekonvergenan Eemah:
Andaikan: = £ ¢ x ) -adatah bartsan fungst distribust komatatif dan 7 x )

adalab fungst distribasi konudtatif, ko £ ) oo Fix vy & O, C adalah

himpuanan Hk-tiok  di nema 40 x F konfm, wmaka = Fo(x ) o dikafakan

. . . . oy HE -
forvaerven lemah ke Fyx ) divotastlean dengan B/ v J oy Fix )
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b, Kekomvergenan dalam Distribusi

Definisi 71, Kekonvergenan dalmm Distribusi:
Andatkan: <, - adalan barisan variabel random dun ¥ adalah variabel

vandont. Jika £¢0x, 1» ¥ ), wink s s unluk setiap 7 x )
vang merupakan  fngsd kontiny yang ferbatag, makn < x, ~ dikafakan

konvergen dadam distribusi be X, dinotasskan dengan X, D x
Teorema 22, Teorcma Kontinuitas:

Andaikan: < ,(x ) »adalal barisan fungst disfribusi dan < @, (8 > adalah
barisan fings: karaktorishile yang berkorespondenst dengan 7,{ x ),

dengan g, (1 )= [e™ul i) te R
.
Jika iz (1) ada, v o Fodan Jiy oo, @t adalab kontinn di £ =
13- Fropod

O maka g £ ) adalah higs Farakteristik, 75 (0 adalah fingst distribusi,

L W -. )
dan B (%) wemen Fix 1,

Tukiz:

Karena , Jige @)= ot Juntuk ¢ - 0 maka

-0
L} ! ; L) ! J J; ]
FROO aps o CHFED e S | e o e
fim ‘{ E ) }’Y‘”[ o } e It:.‘ Glfftx ) fimn f X § Ii'e‘ iz )
Fleneh o ) Foooawr g o
s e U oy p -t
S L y Fix ) ¥y e

C adaiah himpuaan Htik-titk Jdi masa 74 oo konti,

; T
Ve }‘:”{ ,]f,_) I _._}’I({'x!}'
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Jaci, andatkan <0 F o adalah barisan fimest distribasi dan < @, > adalah

barisan fingsi karakteristik vang berkorespodenst dengan /7, . jika iy @, (8)
Floa 0

ada dan sama dengan (f)sartn kontinn i ¢ = 0, mnka Fyai- R

dengan /7y (x) adalah fiingst distribnet, danf) adalah fungsi karakteristik dari

B. Isekouvergenan dalim Pefuang Untuk Deret Variabel Random
Pembiicaraan kekonvergenan dalam peliang untuk devet hanyalah perluasan
dart pembicaraan kekonvergenun dolam peluang untuk barigan.

Teorema 23:

H

. - T
Andatkan: Var { &, - o dun 5,0 20X, maka:
FIES |
ore )
XN g €
oY o k it , »
k={ T TR 7
B p“,_,” BNz If.v_,_ o S0
5 S.r,f_[.l(f;” - fc't,‘-.‘” ia &85 b

Bulii:
Menurut persamaan dasar beriake:

Eg(x))

Elg(xli-gla) A
assupg(x)

K a] SES e

. . - - I .
Dengan mengambil X=+5,, - £¢5,0 (gra ) = o dan g = awmaka diperoleh:

r
S -
.;.',J ,” k i , ] . i}
LA . 4 N - o _ .
------—~'~~“--"-""-'""*""*'“"""":‘;:' T P“J\_.‘:I, - .‘[‘:{' r.:-'” .}I iy |'_‘..- ‘,} }_4 C-r;‘- . Se‘b:‘.ib
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Jadi, nilai P[ 1S, = E( Sy = ;;] ferlotak i antara nilai dari selisih

v - 2 . 4 L} r .
anfars variangt S8, dengan & ° dibagt dengan supremmm hampir pasti - dari
kuadratl selisih 5, dengan nilai barapannya dan wilai varlansi 5, dibagi
dengan 2,

Teorema 24:
Jika A, -, vty O muka & )y ey X

Bulidi:

: . . f
Audaiian: Xy, ~ Ay - -0 0 Cmaka soenurod teorema 19, terdapat sub ba

risan < X, myang  koavergen selang-seling hampir pasti.

Akibatnya: X, Y3 X Fada  lah variabel vandom tertentu ( menurut

{eorema 18 ), sehingga e = 0 berlalu;

Hix - afze]s Pl_ix - %, |2 ! ; ;-'*‘_[,‘;,.,h ~Hle ;

Vintuk 2, 3 oo maka suas kit ketakeamaan (49) mendekati nol,

- i e
. 0

Dari teorema 0 dan 23 diperclel:

I T

- 4 L O O * s
B . (LI 1 " >0

L
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‘Teorema 25:

i b ';.é.‘ . . . R
Jika deret Yoi < wmaka 3(1,  ECYL)) kouvergen dalam
kel kel

peluang.

Buluti:

F
Andatkan: }"[Xk_. = (A Y e s, S e 2, maka, menrit feorema 24, 7,

e

Aol

akan konvergen dalam peluang jika {-ﬂ.i TGO l > O,k gm0

o .
KarenaVar{ 2o = &) o0 % of L maka menwnt feorema 23 berlaka:
fr=m

LA AL

I?'{| -'.‘._,T AT ":."EI o c'f'.'] IR }: f_}'_i:

£
A T PY

i Hba
Karena };c'% <eonmaka Yoy 0 unfuk o o, weliingga bestaku:
L' =3 i .‘ B

b N s ; F o
Jad, Z. ., ——— 2y Lsehingga 2, o - o Caencul teorema 24 ).
i
Jadic (X, - F(X)) kouvergen dalam peluang i,

L3
Teoretnn 25 ingi inenyatakan babswa jika nitai derel dart vartansi
X bevhingga maka deret dan wehsth 37 dengan harga harapannya akan kon-

vergen dalam peluang,
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Ketaksamaan Kelmogorev dan Kekonvergenan Hampiv Pasti Untule Deret

Variabel Random

Dalam teorema 25 felah dibteasakan kondssi nntuk vartanst &, agar
£(5,;) konvergen dalam peluang. Pada sub baly ini gkan dibahas
kondist vartanst 5, agar 5, - 15,0 kouvergen hampir pasti,
Definisi 72. Terpusat:
Vartabel random % dikatakan terpugal di ¢ jika X dapat diganti den-
gan Y - ¢ dan variabel randomn v dikatakan terpusat di harga harapan-
nya jika A dapat diganti dengan 37~ Jif Y0
Terpusat smua sama artinya dengan mengganti {itik asal. Jadi variabel
rapdom & dikatokan terpasal di o artinys ferjads ;muimhqn titik asal
yadte dart tiik-(tik di dalam A dengan titik-ttik di dalam X - ¢
Teorema 26:
A ferpusal de A0 % ) bila banga nla Jir X 1 =0
Rudti:
{23 Andaikan: Xierpusal di /7 2 ) ok Rita dapat imengganti X dengan
X- (X ), wehinggn =X - FfX ) Jadi, Ky X ) =0
oy Andatkan: ¢ ) 2 O maka X == 3 A ) sehingga X dapat (i
) 88 bal (g

dengan X - 40 )

Jadi, X terpusat dv 57 X ) i,

Toesrerwa 27, etalsmuauan hamogorov: E
Jika X, adalab variabel random yang saling bebas s slokastile dan

terintegralkan, dengan [ o oo maka Vo » Oberlaka;
£ ¢

. e *__f’_‘_ ,
1.

)H”'!(,j LA ;’J R

” Lo
LS | I

() ,‘
j.'-‘-‘f
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Buditi:

Ketakgarann (50) fidak berlaka fika o tak berfungea dan & o7 tak

Lis

foed

76

+ - - v T "~ 3 - -
berhingga. Oleh karena itu diasnmisikan ¢ dan Zof berhingga. Fika ¥ ter-

|

hatas aleh ¢ maka V- Jig ¥V ) terbatag oleh 2 Oleh karena Hn, teorema cu-

kup dibukttkan untuic variabe -y ariabel yang fevbatas olel 2o dan berpusat

pada hargs harapannya

3 ! 4 “ po . ) 4T oo 00 £
Andailem: .4]‘( B t;;;r,;;,f{_\g-éa_'.’,é g e b U' ']i % don

§ a5

SCRINERA Ay gy 4. Ay dan 4 1
Audatkan: 4, =5

B;( = fi* g ’ik [‘1:-"1["" &,

sehingga By adalal kejodian { [5; Lo e untuk 7 & untuk perfama kalinya |.

. . i 1 ‘
Karena 4, saling axing dan ) #, adsiah kejodian, uniuk ;- 5. maka
fr=y 3

" ) ]
Y By Ay = {m(.zfuvlfff el e { .
bl k=n

;. dikbususkan pada variabel randomy [y 45,0 x| dan beberapa

kejadian dart B0y, 4, &), yeilu sedan-a yang dibentuk oleh

[ Xpoye . &, ) vang saling bebas,

.E’ ;;1' e, [:ﬂ’;,_ o ‘ - [S;CI = (3] R
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oo ;?[(J‘?k ! i, )f;‘,;” : :‘.1';: |] E (;‘:;}{: i 5 ) il E:':{..“” ’ J“}(l _:l o .\{]ﬁﬂ!‘}}k = f Rk

minka

. i 27
J "‘-"'é =k (Sn‘r B;C) 1
n - -

20l P8y weng datam 2, bevaku [53] 2 6.

8T e TR (51)

i

D [sin pihak berfalon f(;,‘;}] ]";’ + s

.1:1 p
- % oag (52)
4 )IL 1 .'.J‘\JI‘

Dari ketnksamaan (S1) daa (52) diperoich:
7 . o A IE)
ey ol 2w : ; 0 S
I (f_a”} R WL VP R L ,f?;;],‘-"?hlnglg:-l F’f A5 ) ISP 3
* P =k ! ' ! i W k-‘-': ]
{torbukis uoluk ruas kayan ).
fangkal selantuny: adafab membaldidem max ki, Diketalun bahwa

o : ' . . i ' Loy
Y i by 4 A J Ay T T d g, ;t_\',l( i R, {53)
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Karena {8y, 4, .} dan vy saling bebas, maka

;"[(c 14 4, )("‘i L, )] "‘f[(fﬁ:’,‘:—..-i T }] El X ]-..'-, 0
dan karena Ay (VB = <2 maka r’[( Sk T K07 ]l ;[S{ ‘F{,»i;f_.ﬁf‘;f}]“()

Dari (53) diperolel:

05 ~ | B\ . .
(% 174, _)f’ }’ Hil-“’.ﬁ: T )j I *’f‘[ ({ { ity )j 1 ' ﬂ" (f"kf By )? ] (51)

Dinlamy 2 bertaku: S, [ 2 maka akibatnya

i

o ’. 3 H ., G F
t-*#:‘ ;}\}‘_I-- i«"k”]; 8, 1A '}“.F ‘ sjat 2o B,

Pars {54} dan kenvataan balwa Vpdn /7,  saling bebas maka diperoleh:
. y: A A W2
ol (-.\_I(__] fﬂk--] J —i‘l' ;.I’,(z‘l.' ‘ )1”{ Ai } ;‘.l ( Ah ] ,4 ft‘ t20) 4”(31() (55)

Karena A, ¢ Ay maka M04,) 2 P04, )owh dan 8y = 0, schingga dari
gimfahan (58) wi =12 00, dan pepgbapusan safs seku pada satn sisi
. / {; "I\.‘ I 5 [ L i
naka. diperoleh: [}:"L]rrj. J LAY K (;‘-'Hi,‘n } L1 (e 2] ‘\; PO

£

. ?:2"”(*'1:;) Pl "()‘ L “Erl

it
w{gt 2yt

, (e 2 ey

DA % _”_ e e e 1A 0
o oy
) ko

Veorema 27 g mengatakan babwa jika v, adalah variabel ran-

dom yang saling hebas dan lenutegraikan, dengan

Ny | v e, maka untuk
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woliap s 0 berlaky niar M kel HOY )l = ] ferletak di antara
hkn

seligih aptara safu dengan kuadrat Jumlshan « dengany Jo dibagi dengan
variangi &, dan nilai variansings dibagy dengan

Teorema 28;
Hi ? Eh

Sof ames T8, - £LX,)) konvergen hampir pasti.
bt Kot
Bukiti:
! "o, wm
(=) dika Sop <comaka 3T oo 200 mgHuk non s @,
b= froam )
| I ; N RN
Andatkan: 7, = 2 (X sy imaka 5o, o= 2 (X Elx))
kol o=l

Untak membukiikan ¥, konvergen hanpiy pasts, enkup dibnkitkan:

o
:"[ {] “;v;,(_,,.k ~ Tl 2 s” ey O, mtnle g v
b=l i

Dart ketaksamaan ¥Kolmegorov dan 2 of v o diperolely

i --']

7)) “ i
![ L “}'}}H;f - Yyl 5” = I anaksiliear = Tnle €
fral . 1< bezar

‘} LIRRE 4
ogp s umbule ey e en

(«)  Iika 2 ferbadng seragom oted ¢ maka v, - oy, ferbatas oleh 2¢.
Dari Fetaksamaan Koimogorov dan ¥, konvergen hampir pasti,

maka
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#0

(5'*'2”3 i 17 f
RN A & ”}(_}ﬁ\_"i?;ﬂ,} o }-Fi; R e & 0 ‘lm{llk Mo~ 00,
H !'_"H B I j
hazml

= R 2
sehingga Him S op = lim m | S oy ls{st2e) <o,
Mi-30T fz g | P20 g3 N p

L
):cr% < fl.
kel

Jadio varians dart v, sk bedhinggs bita lauya bila selisih antara

&y dengan harga harupanuya konves gon hampie pasti. Dari teorema 25 dan

- Co-ail » 2 - .
28 dapat digsimpnikan bahwa bila 2 [y, - Ky, Ho konverges harapir pasti

ke
H . . . o -
maka T { X - 2L, ) konvergon dalm pelusing, Kesimpulan milah yang
Waf e

nunyebabkan penyebutan huknin bilangan besar vang  mengegunakan barisan
variabel random yang kopvorgen hampis pasti disebnl fredom bilanpan be-
sar kual dan hukuw bilangan besar ying menesumakan barisan variabel rag-

dom yang konvergen datam peluang disebuf kel bilangan besar lemah.
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Hukum Bilangan Besar

Pila kepachan bebas, £7 4 | adalah vata-rata dars tak berhingga nilai-nilai
variabel random X Dalaw masalah kebidupan sehari-har, silai-nida; variabel ran-
dom X yang dapat diobservast hanyalah berlungga. Oleh karena ifs, muncul snaty
pertanyaan vang mendasar, yaitu apakalr dengan hanya inenggunakan berliingga nilai
vanabel random X dapat ditarik kestmpulan yang dapat dipercaya tenfang £ X J,
vang uerupakan rata-rafa dagi {ak berhingga nilai variabel random X ? Hukemn
Bilangan Besar yasg akan dibahas dalam bab ini dapat menjawab pertanyaan ferse-
but.

Hulmm bilangan besar, menuesf jemis kekonvergepan basisan variabel ran-
domaya, digolongkan menjadi dua yadu hakum bilangan besar kmat dan hukumn bi-
langan besar lemah. J3ila variabel random yang digunakan konvergen hampir pasti
maka digunakan stitah boken bidasgan besar knal, sedangian istilals  hukum
bilangan besar lemah diganakan la bartsan variabel random yang digunakan kon-
vergen dalam peluang,

Hukum Biangan Besar berkaitan erat dengas Tvorema Limit Pusat, tetap
Hukwn bijangan besar tebih memspunyar arli feoritis daripada arli praktisnya, karena
hukum o1 tidak memberikan perkaaan nifm peloang yang tepat untuk beberapa

kondist yang diberikan Perkivaan nilit peloang diberikan oleh teorema lmit pusal,
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: e I (-
misalaya: untak 73 o, distribusi dari - = Y L0 akan konvergen ke

75 dno?

distribust normal standar. Avtt prakiisnya, vituk 2 yang cukup besar | peluangs,

T
terletak di anfara dua bilangan « dan b dengan o = b, dapat diperoleh melalui
pendekaian luas di bawah kurva disfribusi sorinal standar di antara. dua titik, vaitu;

N M b i : .. .
emml s dan et Jadi, hukum bilangan besar dan teorema limit pusat saling

i o e

berkanan.

A. JTukawon Bilangan Besa Lemah

1. Hulum Bilangan Besar Lemah Bernouti
Hulaan bitangan besar Beisoully hanva berlaku untuk derel variabel randotn
yang berdistribus: Bernoulii.

Definisi 73. Pemanglasan:
Vaviabel random X dikatakan terpanghbas die (0 = a < ») jika X dapat
, .- " e Xk X e
disubstifust dengan &7, di mang ¥" = 5
(0 jika |X] 2 a

Adanya pemangkasan wenyebabkan diperofehnya variabel raudom yang
terbatas dari sembarang variabel random. Akibala seluruly kejadian dari 3¢
ada dan berhingga.

Definisi 74, St:bilitas dalam Peloang;
b

Andaikan: 5, = X, | <a,rdan -0 b, adalah bacisan bilangan
k=t
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dengan b, > Odan b, T Barisan variabel random = ¥, > dikatakan

4t

.. "
stabil dalam pelucng jika ook o v e 7 NN
'br:
Teorema 29:
w2 [ Cognty ;r(f_' 1
7
o wit] ANRAE #
Jika oy Qmaka - e 0 L0 0
by b,

Balkii;

Dengan mensubstitust « dengan £ 8, dalam (eorema 23 maka diperoleh:

(r;‘:' selingga ika - 50 muka

Al - 2(50] 2 by,

1
1 zl
- 22- }_‘ (3’;2: — 0
& by k=1
o TE (¥ ) ’ !J l}}?‘)[
Jadi, jika ;-‘[[mﬁ, ~E(S, e el b} =2 U maka P T s e [y O,
1. h”
S ELS, P
S ES) P ’
h
2
Tadi, jika variaosi dari (":-"{ } komvergen ke nof mala | }‘ Js an konver-
N ""l-z .“- 'J.I'! &

gen dnlam peluang ke hasth bags antara nilai hacapan dart deret &, dengan suaty
konstanta b,
Dart teorema 29 bila -7 x,, o adalsh barsan variabel random vang saling

bebay stokastik dan  merupakan  variabel  random  Bernoulli  maka
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Sy P o AP )
e vy D oy proSifal sfabilttas seperti im disebut ukum bilangan
n R

besar lemal Bernoulli.
Tads, hukum bitangan besar lemah Bernoulti hanya berbaka untuk barisan

variabel rapdom < X', = yaug berdistribusi Bernoulli dan saling bebay stokastik,

: DT B .
yalu, < ez B0V konvesen dadam peliong ke suafu konstanta, Kon-
T etioe,

stantn fersebut tak lain adalab = p <, yaitu peluang * sukses ** snatu kejadian,

2. M Bitangan Besar Lemah Khinchine

Hulaim bilangan begar fetnah Khinchine hanva berlaku utuk barisan vari-
abel random = X7, = yang beydistribugt bebas stolastik dan identil,

Feovema 30. Hikkom Bikingan Besar ) .emabh Khinchine:
Bila = X, = adalal barissn variabel 1andom vang berdistribusi bebag

sfokastik dan identik dengan Kimgst distribugi 7 maka svarat perlu dan cu-

: " ‘ Ky >
kup ustuk keberadazn i ~ 2> sedemikion hingga ( ‘) — ) ety ©

n
adalsh i }’||*| _:-.-] = i f - F(ed v Fen ) =00 Tika kondisi

R 2T 0

fersebut dipenuhi maka dapat selaln diambil g, [ XdF
1

Budcti:

Andaikan: 53 terpangkas di w olels vy | yaihy

- g wnrtak (Xl on
7 untak L L0 sehingpa
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L¥)

:f?(}}; ‘) . j\ GF = M, w, ‘;1.“{}_‘ }_.-!( I: 1 },1(,?} i ‘;;'(_._;3)\_:_.'.

1 Gy, dengan
-t

Giw)=Fln)-fl-na)

. noo no, o F .
E [}i ]:: [ x“dF =[x dGwniin)- 2xGixddx

, 1 ,
w2 (]~ Geaa 2[xgl Claddy = nny“(n) (56)

2 ) L i L
dengan 9 “(anl= ~n{ - Giajl+ J'x (= Grxilds
B
Cid

Untuk 12> o maka ey = 2(l- Glr))-+ 0. Bila diberikan =0 maka 2V )

redentikian lungga Vn > Ni e Lofn)< x| sehingga uutuko » N(& )berlaku:

1+ i

N n A
I x{1-- Gx) ydx = ( fafl - Grxdddea fxef - Gix))dx
s 0 i ¥

1d
Ia

1 ]
A4 &, A berhingga,
H

) = MNx(d-G{x}}, , .
Akibatnya: 0 <lim [ @ s 6 Karena ¢ sembarang maka dari

£l 1
{563 diperolel: 5(n) - 0.
. A W
Andatkan: 5 = ¥V aka
k=l

iﬂ-“’--’_,; SR [ A I] = PU?’I,, - "‘"”uj z']-# R-J R 'l

- Em( ,] {% ] . s r; (;

Ambil ¢ = ng maka diperoleh
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N 7 2( iy
Pt e ppls g fgaens b ofn) -3 O, untuk 27 - o .
"Z 'C: £
;J.".‘T

Jadi, syarat perln dan cukup agar % konvergen dalam peluang ke 41,

i

adala i f’{ X]:r-!z l s [ 4~ Fn )+ Ff e ) ] o= G d mana Foadalah

N qop
fungst distribusi dart barisan vartabel random = X, = yang berdistribusi bebas

n
stokastik dan identik. Jika kondisi di atas terpenubi maka u,, = {xd 7.
-1

3, Huowo Bilangan Besar Lemah Umink Vaviabel Random yang Saling Bebas
Stokastk

Definisi 75, Elkuivalen Tuonvergen;
Jika < X, > dan < X)) = mempunyal himpunan kekonvergenan vang

hampir pasti sama maka kedua barisan lersebut dikatakan ekuivalen kon-
vergen,

Teorema 31, Hulcwm Bitangan Besar Lemah untuk Variabel Randoem
yiang Saling Behas Stekastike
Diandaikan: {X,} dalah barisan variabel random yang saling bebas sto-

. o, 8 p .
kastik. Deret = = 5 X e 3 G jikn;
" Tl T

1 1
(1) im ¥ P[ Xfc| = f}‘] =~ him Y ;‘-’[Js";\. o2 ,.'&";I]--‘-s 0, dengan

11— k =1 Bey02 fon )
or - Xy, Jkal e sn
0, J?;' '{'(af _rT',( [ e, ’

L E o)
(ir) -5 XK (31’ ;;) = 0 atan - E! YA i -1
gy R Nioy
FUN ] H‘ ' " ’ 1 f{, T
(h) - - 3 i’--"(;.f'(‘-‘i’n, ) D Oatan Ml YV 0 dengan
R ) T ne Sl
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&7
11
Sw Y X
k=]
Buki:
A TR L P
e - 'y “An ’
Dari (i1 ) dan teorema 23, maka diperafely -0 TV D0y {57
£
Ffe AW
Dart ( 1) diperofeh: - M > 00,
.',ll
Dari (1) diperoleh bahwa o7, dan & ekoivalen konvergen, sehimgga
& P 54 ;
2 A 4 £
L0 karena T 30
A #
-y ) o
Jadh, jika ingin membakGkan bahwa e LN Y250 berlaku maka
# Hodewy

cukup dibuktikan kondisi (1), (11 }, dan ( 1ii ) berlakn,

B, Itubum Bilangan Besar Kuant

1. Hukum Bilangan Besar Kuat Untuk Vaviabel Random yang Saling Bebas
Stoliastih

Sebetom dibahas tontane, Boknsm bilangas besar vatuk variabel random

vang «alig bobas stokasdile, perfn dibahas torfobih dahnly Teorema Kronecker,

Teorewra Kronecker akay digunakiur untuk mewbuktikan Twkom bilangan besar

kaat untuk vaciabel random yang saling bebas stokastik,
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Teorema 32, Teorema Kronecker;

i IH
Jika ( Ex;,] s<w dm D, Tw maka L by -~ O dengan
k=1

b

17 e
R I S R
Bokti;
) -1
Misal: by = 0,4,y =y by, sehogea b, = Yoy
&=t
1 85 i LA
- J\th;{ Xp = oo }.,bf{ { Sk Y 1:‘
L Dy k=1
| S
S T R S L
by i)
e i i .
\\\\\\ NG SE e LS aplsp X
By Kl Y ke (il ay
-
= + _xill 'f\‘(l S S't
s+ oo Daplse s (58)
I SR

3
g e ] , ,
Karena 3 [kJ ST antuk poeg<n maka dari (38) diperoleh:

kEaNeg) o
i ] ”::.‘ p b !'r.‘;;\, “:, \ . :
boe Bepdsy ~sh2 Y 4ok !-(»\‘z' w5) e {dart ketaksamaan segiliga)
”} i 1 . - ; 1, VR ; \ )
g k= nd koM T AAE

di mana M (e ) < diptlih sedemilian hinggaimtuk & -y berfaku:

sy - sl o, sehinggamtuk » -+ | karcna jumlahan yang perfama hanya untulk

berlingga sl

WAL T J
?‘1? Yy {sp -s)< . }d}(f,;. Spoesh s e e {59
(R B [ I A IS
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$25
Dars (58) dan (39) dan karena » sembarang, miaka diperoleh:
1 7 .
PSS A 2
by iy
N B
Tadi, jka | Yx, I dongan xp =5 sy, konvergen ke s yang
i

bevhungga, dan terdapat barisan bilangan - A, yang mionoton naik dan ber-

h ’

. 0 X

lunggs maka derct( k R4 ] akan konvergen ke nol,
It Vi

#

Tearema 33, Mukwn Bitangan Besar Kaat Untul Vardabel Random
vang Sa:i.;;;; —ehas Stokastik;

Jika X, edelei barisan variabel random yang saling bebas stokastik dan

Var{ Xy )= a’; < maka berlaku implikast < jika b, T dan

P 9 I e f
”T‘ ot i (! L2 } .
}n’ .-_.%_ } 7R IH?]k?l SR -J-(‘J eoon o) .
;«_‘ = bk / Z:.:l

Buasii:

nf cr%
Jika ¥ | =2 | < oomakamenorut eoreing 29 diperoleh:
k=1 \ bf

H . ;‘.rk X f?(ﬁr}fc ) i )
o, | et konvergen tanipir prst,
N e

ORI eYe)
selonggn vtk hampic sebma o, N e - | konvergen.
FRESAN g s

. N~ BV ) s
Ambi xp e sl paka menurot trorema 32 diperoleh:
)
ok
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1 l{ . . ‘ I ' J‘.:r'” Ff‘( JCI-.'” ] Gy .
RSN I N B o )} w3 {3 , }]l{;bn[n'\'!n PP S AT | | n
LAt ko ) ]

Teorema di atas hendak mengatakan bahwa jika ada barisan variabel ran-

dom vang saling bebas, variansinya bethingga 1maka berlaku implikasi « jika

. , , oA O“;%.
ada barisan bilangan <0, > yang monolon paik. dau deret dari 3 | 25

k= b%
berhingga, maka selisih anfara deret variabel random tergebut dengan nilni
harnpannya dibagi dengan suatu Bilangan vang merapakan anggota dari barisan
bilapgan < f, = konvergen hampir pasti ke nol .

Akibat feovema 33

;I‘..:. "li‘ [ I- "’ J oy
Jika ) et Sk b T T g
Bulkti:
o a4 ('}';% 7 .
Karona ) — B0 by i ke Lerdasarkan teoretin 33 diperolely:
J sl IS FEEn| {

o F( i )
Py . i1 a
s ‘] ol 3

i

Tearema M. Borel-Cantelli:
['\‘:\ P
Jika 3% PUAL Y o maka f’(;}';m,?) il
[ '

Bulti:
(' n "
Karsua }"[ L)y ] X PAL ), dengan A fidak hars saling bebas,
“Emio S ke
salia f’( edp {5 3 71000 unfulir, 5
e I ET
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wh ) [ ’
Jika N ECAL T e bk fiy fion “é ()4 } .“[It’z'mA”_) N 0
B FEE SR O SR N ) !

Jadt, gikea nitan devet Qdoos M1 berhingea sedka wilai peluang dact ol
superior o, adalali nel,

Teorema 35;

Jiken X, saling bebas stokastde dan 47, 2250 maka wntuk 0 > 0 dan
borlngga berfako: Y 3’['—"‘*'& ;.‘] oy
e

Bukiti:

Jkar v, wlalul viniabel cadon ving saling bebas stolalik mak

Ly p— y
A, = [[1 NE: :.‘] adalah keyadian vang sajing bebay,

Karena Y

n

- B2y O nkn P[ Uf\,[ e U s PSup A Y 0tk 2 ey e

-] it

dan ¢ =+ 0§, sehingga P(f‘:'mf-:in) = 0

Oleh karena itu, fim  fim {.;‘ P( (“] i,\” 2§
it

FARRRIN S T JUCRE Y J B

Karena &, adalall vartubel vandom vang suling bebas maka

lim lim {f - IF{I (f - Pl H] oy

1oy [P B L N {j e

£ .
1t | D0 M) 0

[REES =5 NPT, I N (O

<o dine B ( [ #{A “] i

J R TS AT )". ¥
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[ o= )
< im L 1T~ Playg jj) = 1, sehingga 3 P{A, ) <0 o
LS L A ' Fro

Definisi 76, Lhkuivalensi Bagian Belakang:

Dua barisan = X, > dan < X, > dikatakan ekuivaien bagian belakang
jika keduanya hampn pasti berbeda hanya unirk berbingga suka.

Jadi, intuk bampir semuna @ & Y, terdapat bilangan berbingga m(w),
sedemikian hingga untuk 12 pie) kedua barigan itn sama.

Secars simbolik, < v o dan s v e chkuivalen bagian belakang jika

LE] il

. L 7 0 ‘ R Ay
U (,'-';'5_. # A ] 3 e T '{ f':'m(ffk AP ot H ¢

i_}'_f':'. IR -

ik

W 5
Mepung feoremss 34 jika Y PLL) - w,  dengan
k=1

trr "

: ag . e L | ! . 7 .
Ay, = {w Nplw}le &g (_a})?mﬂku v, dun oy, > ekutvalen baglan be-

lathang,

Toorenu 36:

. k.- L ¢ ‘
Andaifam: S, 0% dan Y
& F o !
1 i '_ s ot
Jika > f-’[ X Tl ] ki <, = dun < 8, 2 adatah dua barisan
k.o
4,
/3 [,
yang olanvalon kowergen dan Logisan -i--ff- dan {3 di nana
\,L"-‘? \bw ;‘II[

h,. Tos, konvergen ke st vang sana & dalam kejadian yang sang,

iceenali antuk fejadizm nol.
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Bukii :

by
Karena >
Iy

i i . .
Ny e Xy } w maka 0 v, o dun < X, > ekuivalen bagtan be-

lalaing, sehingza wituk e terlenty, uitek 2 = nfw ) bertaku:

f
Bolmy-s,, (w0, ¢ adabaly Rowstanla, Bka iy S, (@ ) ada antuk @ yan
H H H
Fezp 0

diberikan, maka im >, (o) selalu ada Jadi, ldpunan kekonvergenan 5, dan
Fpee- L

i

¢ !
&, hanipir pasti sana, sehingga <0 dan = 5 adalah doa bartsan yang

eknivalen konvergen.

i
o P i
f s 3 o, D Fsl
x oo Ty 3 Y Hox
Karena & (@ )-8, (od=c maka 0 oo —J 33— 3 O utuk 2 - o,

Dy by,

!
Wd P
. . [} ) L 4 . .
lali, f” dan !” konvergen hampic pasti ke liod{ yang gama o
¥ Yo
: b

Teorema di atas bendak mengatakan balwa, jika deret

& 1 ‘ \ B ¢ .Y e
by P[ﬁ:’k # Xp ]berhmgga miaka barnean i, = M X dan S, = 3 A
et 4 o k=t
i
, : - 5y S
adalah dua barisan yang ekuivalen konvergen dan barisan { = Ydan { ~4- 3,
. !
n b
1

di manxd,, T, konvergen ke limit yang saraa, kecuali uniuk kejadian nol.
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. Hiukum Bilangan Besar Bnat watuk Variabel Random yang Berdisiribusi Be-

has StelGistik dan Tdentik

foy 5 X ) menyatakan milay vata-vata dari populast yang berkaitan
dengan variabel random X Nidai sebenwnya dan parameter gy 1 pada
uiaya tidal diketali, tetupi Jengan aduanya leorema 38, yang akan dibahas dt

bawah, dapal dperliyakan dengan nensabar nils statistik ratasrala atan brasa

_ .
disebut neany 3 = -5

Teorema 37:

Implikasi dast > fika 57 salisg hebas dan berdistibugt bebus stokastik
! .

dare identile snaka 7 EE 50 ¢ udalol bilangan berhingga ¢ berlaku
L

biilar by bida 2101 o, dan e tidukc dam adalah 2037,

Bukdi:
(=)

Andatkan: 4, H L l R e R

L)
Byl gy dan i 1 [V selingga 3B < An = S
ke
o e (I Ger B P08,
_:‘.':-',,l
i ucj ! u.,' w0
YoaP(Hye NP Y S A = e X P4 ) {60)

kel F k= k=1
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L e Y b, (n=1V5, 1 s
Andatkan: -2 B0 o raalm A = | S -—~----i-~—--w-~w—u>0,

¥ N &

niaka dari teorea 35 diperolels;

Do P(ALY < dan dant (60) diperolch [{l Xjjein
&1
(<)
. .‘\ “j
Diandatkan & (_E}{]_j <o glabar dare (00) diperolelis 30 PAL ) < o
k=
Antduikan:
N ke Yk -y
3 . B T LT Seora I’
A ;f‘. “ [ ) o il W, . > ic
{_ll CHERA Lk Dot

Karena 15 berdistnilaat bebas stokastilk dun tdentik, diparolels:

5] o wy . ) e
v A x| X dledea] ) <o
o ' i ’\ ] .
Menwl teoraima 36, | -, |dan '"'"'""fJ ekwvalen konvergen dan im-
LY y g
. ] o o ’ i i E8. ol e .
plikast ke kirs akan berlaku jika dibultikan: < 5, 2205 /() (s1)
n

!

Karena 7)) -5 X dan !‘;:;l L1} terintegralkan, makaE(.f‘i':;) ~ (X)), uptuk

7 -y o { menurut feerema 21 ).

O P T T S
Jadi, Es’[ ey .ff(..‘x’;: ) oy BV Y untuk 2y o
P Hopa ’

Akibainya hal i dapat berlala pika dapat dibukitkan bahwa
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..(' gl )
~n da Ly s

A ety ) Tlal tersebui akan terbuktl jika dapat dibuktikan

S et e (Cmenurul Leorema 33 3.

& 2’(;11 )E:‘ ] 5 ;‘T?l (.-‘iri_ ) 7 I,.\ ‘ ﬂ’F(I ),
; i
¥ ! o 1 1 5 .
8 4 B e unbak el
kgt K5 pegn AW G
W Uz(g?a 2 J iy 5“ b Wi - -4 1 - l
Akibatnya; ¥ it L8 0 [ aSdi ) ] xTER(x) |-+
koo ;{-'k e j:;_'] ", | J _.{v:.
3 .
o i : , . -—Jil R 1
e R v L R T N
g Vs, i1 - i ,I: -
vy .] ' j g ey l
= W[l | 2FdEG] Y 5
ey .-"V'E -~ 4 & ..jr{'”
(43
2 {lxfak () <o
i3]

Jadh, implikagi © jika ¥, adalab variabel random yang saling bebag dan

N
berdistribugi bebas stokastik dan identik maka -2 akan konvergen ke suatu
7

konstanta vaug bevhingga ™ | berlaku bila hanya bila nilai harapan dari ]X ] ber-
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BARB Vi

Terema imd Pusot

Padu bab sebelunuya sudadt dibahox tentagg hukom bilungan besar, buik
yang lemah maspun vang kuat. Pada bab ym akan dibabag tentung teorersa limit
pusal, seliingga by tampak jelax hubongan anGsra bk bilanga besac Jengan (eo-
rema linst pusat. Pada bab i akan dibadies jugn teotasg penerapun teorema limit
pasal, yailu pada pendekaion dustribist aovisal stagdar untuk disteibusi binomial,
pendeliatan disteibugt normad stusdar antuk dsstarbusi normal, dan pendekatan dis-

tribusi normwal standar untalk distribusi poisson, serta pada pendugaan parameter 4

‘Teorema linif pusat miemainkan peranan penting dalam statistika. Salah satu
peranannya yang penting adalsh pads pendngamn parametfer ratu-rata dari suatu
popalasi. Teorema limi¢ pusat memberikan jaminan jika suatu populasi berdistri-
bugi gembarang ( tidak harus normal ) maka nntok jumlah sampel yang cukup besar
distribusi sampling nilai rata-rata akan berdistibusi notmal, sehingga parameter
rata-rata dari suatn populasi dapat dideksfi dengan nilal rala-rata sampel yang
digtbil dari popnlasi tersebut. Comtohi empirik variabel random yang dupat
didekati dengan distribnsi nosmal adalah inggr badan, berat badan, 1Q, pendapatan,
dan lain-Jain. Deagan denikian Teoremny Limit Posat sangat berguna dalam  me-

nyederhanalan inoded probabifitas untuk masatah: masatah praktis,



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

9B

A, Teorema Fimit Pusat Lindeberg

Feorema 38, Teorenn §fimil Pusat:
Diandaikan A7, .¥ 5, ... adalah barisan variabel random yang saling Lebas
stokastik  dengan momen tingkat duanya berhingga, £ (X;c):: My,

- v » i . )
Var{X Y= b, 5y~ 50X, DG = Yoy, danFyp(x)  adalsh - fungsi
B {f g f

distribusi datt vartabel rasdorn X0 Jika kondisi Lindeberg berlaku,
vait Ve i berfak:

i 2 L, .

ey J‘ (x m_{,) dF x5 O antule n -y o0 dengan

0 ket

I = {.x Semeli s 0,3 (62)
st

maka -ﬁ--’-;_--.:::: { ! ) -

Jrar ()

t

20 oy (63)

Bulti:

Asumsikan:wg 7 0, untultd !

or cr
7 3 e ‘| . 5 - J‘.’ i
G}i\' (Z) & ‘.{f {L-“‘"\-“ ) . {p o (3‘} - {( “")’5 ] J ."'\ufli’ili{}hl: j” == ““':,'.:.‘".:'.;:..{.i;::;:x- e "';I?" 1 11}2\k'(1
oy 3
: ' ' : JE”(U'(.‘SH) Iy,

v

PT, (i) E (e"”” ),,\‘-eliing«s_;n diperolel

- L] TN [ r“.;) W
Py 1) I (e‘f“'" ) ) Lc -

ZEAE ‘] H Wi {l IJ (64)
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D

Jika digimakan teorema kontinuitas, naka wituk membuktikan (63) cukup dengan

menunjukian babwa b o B berlaku g 1 () e 7 untuk g oo

(63)

Amby 1 e £ dan disndatkes fetap anluk sehwsh bukén, D1 bain pibak, diketalu:

7yt Bl . :
o it o 1 EENLUNE t -l-T?A PR 3oy ! j (-7| ! I.i\?.l‘}i'lk“ \'f.y‘ o (Ii‘vngﬂ“ ¢4 ]» U 1 ( V),
) 2 ' 3! ) i

(e 024 ) sedemtibing lnngga i | = L7000 1, sehingga diperalels:

(p": (!) . h‘ ((?if\'h ] . \j;".zfsf).l_‘?.r}‘}\_ {)

)

' Ot 22yl
A J[ 1§ fix -+ 1 )' 'J"”}d'rf]‘l, (l) |- J { 14 gt - ,{_._:\__..._ b ._%!..)_'_I d’ﬁ".c (})
1- ) : 2 T

FL i

+

= !: [0y x é JdE{x)- rj [ El'.fr’f_}_. {xy+ lf}—l- foa|x [gdﬁk ()
-7 . }

) 3

o

25
( ingal: asumsi balwa nzy = [ v dF (x) = 0).
e b
i i i1
) D , <1 .
Alabatya: ¢ I ﬂ-—---] w | e (TG (2] A e [ X7 G (2)
AN DAL 3yt
3 & o TR sl I
ah 3, :
W fagle (66)
T

I LR I R S ,
Fareua B {47 7 d iy (x )1 ) [ amdin (), mika diperolely:
. o ir

1.

i- {6, xza’!’f}( (x) = '{i}"1 j,x‘zrﬁ'}_ {x)
i

(67)
L
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, i mana ¢y = @4 n ) adalat Amesi dart variabel (&, dan n dengan itil | < —i

Dengan jalan yaug sama, diperojeh:

1, ' AP ol _
llv f{?3|,x | IR ES £ I { “;‘* |x ['{x;’f“g. {x) = } feD, x* af {x)
H e 6 }_x‘ ‘ 6 .

i :
. } . I.j' [l - ; ; TTA
dan akibatmya: — | & Pdf (x) = 0. [2 D), X% d Fi (x) {68)
L - ) i
i 1t

APES
- 3

Migal: A4, = !)? Jxdl, (x). 8y = } xR, (x) , maka dari {66) sampai
LH I - y ) }_1' .f, fe

LE H

dengan (68) diperoleh:

- -}
I l‘-‘ ~."’j .i',. T " R i
o E), ] 3 HETE By bl ety Ap =0 {69)
Perhatikan bahwa : 3 {.ﬂi_;: g T ) - (70}
& Pl 5 (™

dan karena (62 ) makaoanigk 72 - >0, YO8, 3 ) (1)
C T b
|

Alibatnya, antid 2 vang cukap bosar, ogofbe it‘,’k “elv e il {(72)

(73)

oy H S

dan Y’ ’i,.‘(. EIRRITA

M
ko
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Diketahut habwa untak sembarang Gilangan kompleks z dengan ]:—rf = -~ maka
b2

ingdvzi=z ezl . (74)

_ it
dengan d« Gfz)w -0

4 1 oo M

i
1 I

B

dass | #1451 dan I menyatakan nilag

wame, dari togaribing, maka untuk 1 yvange cokup besar | dan untuk « yang cukap

keoll serta & 0, dary (649) dan (74) Lertakan:

. t e y T C .
I (,.u(_}""l L RN TR ,uw-'f..i’-ﬁ’f"{‘""kh|51'

il

Akibatnyu dan (64) diperolely: e 3 fn g & (1)= L + ,;i In rpk[-ufm}

E 2

r’(’:.ll M
¢4 " " 2
T L L e o *
2 i :-‘—.'] (’kﬂ + L Uk“ l(-lkn J i
i E";I 0o I: [ b7, ji o 07 o 7 @ o .
A e L S } ety By wsjeft Y g, 4 dan dari
I i A P =

(703, {71), untok somburang & - O dapal ditemngkan #gdan e » o dengan 15 cukup

boa
‘ - lf e ,r,’. ] l 1 ".;]'
besar dan “/u =, berlafon -+ Y O T
" 20y K%Y

Dait ketaksamuan (723 dikalikan (73) muka dapat diketenikan & > 0 sedemikian

o A4 W ; L
. a .- - L o L2 3y 3
binggal ¥, ¢/ g{-fk,_.! g males (G, ‘ R (f &5 telt X J(f 1] ) .
kot ‘ R S TR y

Alkibutoya, vntukon vae enkup besar, dapa dipifil 820 sehingga diperolvh:

| 1 -
T | 7
. i 5 . -
ST 0 T s e vang mengakibatkon 1 i e Y
,‘HI{;\“! ”J R Vaie RIeee aballi 5 in (p_rn (I)E !
g i - =
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Ofel kareng Hu, unluk vembarang / &R, berfalay

= 5
[ &

i

P (8 7 oy ok w oy, maka 7o Duntik o oy o

Karena @ @ 2 fungsi karalgeristik duri distribusi normal standar ),

wpink p o eoinaka LN i

Jadi. Teorema {imif Pusat Lindeberg menyatakan bahwa jika X, A5,
adalah burisan variabel random yang saling bebas stokastik dengain monwen ting-
kat duanya berhingga dan koadist Lindeberg bertuku, maka

- E(5)

I
g3

s . -
ey 10,1}

Tearema 39 | yany alen dibahas berikut ind, digunalan untuk membuktikan
akibat 2 teorema 38, vaitu pada kasus pendekatan distribust normal standar untuk

digtribusi normal,

Teorema 39;
aQ o i
Tikn ¥ {[ ¥ |’ }; o

(y @ Py T

s

Lo R
{1[} W },(!} =] ::.-‘ ‘t.f _) i J.1\’” (H ){" . (75)
[ !

dimana A (7)Y urink § -y

Bukdi:
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03

2 Hd f ‘.’:\
) CHAT] " EQT)
R . PR . Fr— . - - [P -* ’ »
2

i 21 nit
e xy A e DL
» %i? (1) = 04 Qe o {,_} T {__,),w.(,,__) deas
70! (n + N1
ri]\ .I'j Wy M) - M oar - ¥}
e () (A Yok O e (O {). )

(i) ort) dapat ditulis sebagai gz ) (1) +i@oft)dengan @, (1) dan
@-{1 ) adalah fungst bernilat real.

Oleh karena its, o7t )= ,.»;)‘:,”) {t)+ip f?”) {1},

Akibaluya @y (t)= @, (1)1 ip,(1). Di lan pihak, dari Teorema Taylor da-
pat diperofeh:

£/ iy :
{)i] (l})t‘ W, SN

@) (0) 1 S SRR Pt e Ddengan O -y <, selingga
P At 2!
. H
N y 4,){ ) u)f :,),”Ju;.] qv?”*g()) .,
P (L - ; ( {j) } \, ,{ : =) i § JI,.._...,_______.__, !
i ; iy IE

Nal vaug sania juga berlake untuk @ (7 1, selongea diperoteh:

Pyelll=gt )i 1)

Po.
L f“j i’ {[.J_)j i L. H
S RETC AL WSS L S
o d ’{,j
[rd’) f} F (i}

[ Fide (i} 9 . {”.;’a’
) (! J Ly b Je (0 )
de“gn“ j.‘}”({) . [ { . f . {" - _’! = {__ X
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Jika ;-2 0o o 0 makd £y 0 s2lbingga iy R(H) =0

Py
i )jt pey* §
. Fpl 1 LS Y
Ve (,1) },{ {_,i v 4 RN e |- f‘”(‘f‘” ,
feoo f L
- .. I L. PR
denpan i R, 01 1= 0, webal @ ‘-'.;”'){i__i SNRS TS ALY, 0.

{open

Persguingnn (74) claivaleu deogan:

T -
g YT 2 Aot !
@ }’“.’, = Jf ">‘ {_{ it osebab liin —-31(—"---------- v )

£ - T b
b d f ! § oyl b

B. Cantoh Penerapan Tewrema Limit Pasal

Yada sub bab ol akan diberilan cmpat buah contoh penerapan Teorema
Launil Pusal , yalu pada pendelatan PDiginbust Normal Standar unfuke Distribug
Binomial, pada pendekatan Diseibux Norwal Standar untuk Distribusi Normal,
dan pada pendekatar Distribest Normal Standar untuk Distribusi Poisson, serta
pada pendiguaamn paranweier g

Kiga pendelatin meugandung suli represeidasi sesuatn olel sesuaiu yang
Lain. Representany mi dihacaplen dapal mesgganiikan sesualy yang, direpresen-
tasikan, sceiinega menvedertrmukan pioses asalisis data. Salab satu penerapan
pendekatan yang penting adalah pergsmbian lovmnla yvang kowpleks dari snatu
distribusr dalum stalistika dengan formuala yang 1ebili sederhans,

Ada beberapa kondisi yang harng dipenuin agar Teorema Limit Pusat 1in-
deberg bertuki dalamn mendekati suatn disteibust dengan distribusi yang lain,

Jika koudisi-kondim tersebul dipenuht maka fings: distribusi kamufatif dar
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e M) , . S
e DL dengan 04,y adalah harga harapan dart 5 daw

i S
My

o adaduly standar deviast davy 2 akan drelelutt dengan finggsy distribust ku-

it I

mulatif normal standar, Ofeh karena itw, atlar 1Y = xbdapat didelati dengan

w. g & B
menggunakins tabel Distibusi Notmal Standar. dengan P} 2wz -5 B0
O«

n
Salub saly confols yang penting dari pendekatan suatu distribos) dengan dis-

tribusi yang lain adalal pendekatan Distribusi Normal Standar untuk Distribust

Binomial, Jilkn variabed rondos saling bebas stolastik dan berdirmribugi bino-

. PR L X-oHp
mial dengan parsureter p odan n, waka M X sxles P Sz e

v“m(l - P}
Karena Distribust Binomis! adalah disttibusi dengan fungst densitag peluang
digkrit maka dalam pendekatan dengan Distribusi Normal Standar dipertukan
fuktor korekst yang disebut dengan doiedsi bodontinuan . Hal 1w juga bertaku

untuk pendekatan Diswribusi Normal Standar untuk Distribust Poissou.

1. Pendelatan Distribaisi Norsaal Standar antulk Distribusi Binomial

Alibat 1 teorema 33:
Diandaikine: 57, ¥y L0, berdistribusi binomial dan berdistribusi

Doebis stokustils des tdenbk, dengen (X Y= HPA7 b = BOX, ),
crp o dan Par(Y) s Par(Yy) s Var(X,) = wepg  make
Ly #

- "r LLIITTLONL - ‘rl(‘ } .'.;";((})]) .
vurl -

Buluti;
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H06
2 S > . ) ! z
Dy = YNor=ntpgs odan L= N [X oy 1: & D,Ij
I
(.1 . sl L
X L2 BRI PG { v,
wntud no-s o Olel karena ito, diperoleh:
i 1y -~
_,__.é.. :'.: jl Y }'.?'.1;\. :I;"{"f;rl :, ( ‘)
,LJ” 5, il
[ 9 . >
e Nl [T O ptat s Oomtek on oy o
FARF R
sebab 1402 notuk 1 -y @
J . X BRI # ] D
Jadi, kondist Vandeberg terpeanhi sl 2L oben 10 MO (.
it p)
Jach, nka ¥ dengun = 1 20, n, adalah variabel vandom vang

berdistribust binowial dan saling bebas stokastik dengan (X)) = np, dan

Far( ') up(l pymaka Teorema Limit Pusat Lindeberg dapat digunakan

untuk mondekati Pia o5 0], v a o b v sehingga diperoleh:

e ,‘;'__1_')‘ {

Mar(S,) |

o J!' f_(:._ E‘Ij'w— .l ;“ b "’"“'f—'{“;—"ig::‘- (?6)
Jop(t p) NI )

Contoh 15:

Pulnang baliwa seorang pernain busket dapat melakakan tembakan

dan rasale adafab 0.5 Jika ia welakokan dua puful kali semsbakan maka
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berapakal peluang bl 1 dapat inenssukicn bola paling sedilit semnbilan
kali,

Jawaly

# Dengatt binomial

b

HX 291=1- ALY 58]~ 1~ ¥ ,,05703%07% = 07483

=4}

* Dengan pendekatan distribust norma) standar:

Alan tetap, karena distibust bigomisl adalah distribusi yang diskrit
dan distribusi noraial standar adalah distibusi yang kontinu, maka pendekatan
dengan distribust notmal standar aken menjacdi lebih baik bila dibnat koreks
kekontinuan. Seeara khusus, nidai b x; 0, p ) mempunyai nilai yang sama
dengan nilal fuas peesegl panjang dengan Gopgeinya b x », p ) dan lebar in-
tervalnya{ x - 0,5, x 1 0,3 | Luas dueralt persegt panjang 1ni dapat didekat
dengan Tuas daerah di bawah kurva distibust nornral stander. Pendekatan ini

dulustrasikan sebagar berikuat;

b (%N, P)
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* Dengan pendekatan distribust normal standar (dengan koreksi kekontinuan)
, dart conteh 15, diperoleh;

G () 5}
e _J“

\!’15

PEY 20}

RN
- }{_I._. :.:I-- "l} Fﬁsl’/}._(i?—j({c

i A
Jadi, pendelatan dengan nengunnkan Juldor koreksi kekontinnaa lebilt men-
Setelah memperhifungkan foklor kereksi kekontinuan, maka dari per-

gamaan {76 diperoleh:

-~ 0,5 5, - (S B 05—
Hla = 5, < hl= {J A1 | Jir g {55y ) A0S -np

f;ep{l Py .fa_r{.ar,';“ " Jnp(ie g __

(77

Misal:

T

it S8 oS-
Bri O Chepe 5B ek < SOUROND N :’?
\fn,n(i 1) \/un(!

Oleh kevens itu, maka (77) nenjadi;

a8, sh]l= Hzy <2 wzy}

2. Pendelatan Distribusi Normal Standar untuk Distribusi Norma)
Akihat 2 Teorema 38:
Dtandaikan X, X4, ..., X,, berdistribusi normal dan bebas stokastik
dan identik dengan memnjt w0 dan varisnsinys o 2 0< « dan
. A Sgp—nu p
B,= 2 X, maka Sl » M(0,1), wntuk n -y o,
k= na
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Y
Bukti:
. RSN . . :
Misal: ¥ =l g-adalah Hngst karakteristik unfuk  Y;, schingga
oF
: (I .3
gy)e L= 0™ volt™).
. L . Syong 1B
Wy, adalal fingsi karakteristik dari I, = ~teniie = o 377 maka
\/}2 ot =1
W H
Py - PN 1y
m—-';‘ ( P [;- jar .
W)= @yitn = R IR e VIR -3 e JUNIUE 1=y o,
20 ko
: Sy o RM L 4 1
Akibamya: !/, = m o e N(04). sebab fimgsi karakteristik untuk
2

erd 2

distribust normal standar adalah ¢{(1) o 2

3. Pendclkatan Distribusi Normal Standar uniuk Distibusi Poissen
Akibat 3 teorenma 38;

Diandatkan: Xy, Yo, .., berdistribusi poisson dun berdistribusi

bebas stokastik dan identik , dengan #(Y) = B(X ) == F( X))

S dan Fer(Vy)=Tar(Vy) « o Var(X,)) = A muka
Fald
S, wdu

o e 39{01)

\!'r??.r{

Bulti-
H \ .
Dy = Yop=nd<wdml = {A: Alx=Adize f..'i,;}
[
sy s e dnildo
X fx Az ede v,
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wntwk p -+ v, Olel karena stu, diperofedy;

S e 20 b ()

D,f Py
P P
I 5@ A
= S AT e Btk ey 0
D k=1, xl

sebab I, 4 &, untak n - w

o

N noo
Jads, kondiss Lindeberg terpenubi maka “"{'J';l.':.'.'::"""'- ety WO, 1) {1,
P nA

Jadi, jika Y s dlengan § = 1020 o, adalah variabel randomn yang
berdistribusi polsson dan saling bebas stokastik dengan E(X )= 4, dan
Var(X )= 2 maka Teorema Limit Pusat Lindeberg dapat digunakan unfuk
mendekati F{a « 5, Zb], w2 < b <o sehingga diperoleh:

2 ) b E (b_,j") L
\/Vm(,,”) \ﬁ ‘ar(s,

Pla< S, =i]= P~ -
o Jf/m (=)

= 4 A o _..'"__‘:_.(:‘fi ! \f’L-.-”"{ (78)
\i'r \;E ‘ar(s,,) !:M

Karena distribusi poisson adalah distribusi yang diskrit, sedangkan
distribusi normal standar adalah distribusi yang kontinu, maka perlu mens-
pethitungloa thktor kekontinuan dalanr pendekatannya, Setelsh menperhi-

tangkun faktor kekontinuan maka (78) menjadi:

=05 -2l

\!rm

Ba <8, 2h]- e (79)
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IR

Misal:
oo FE )

Jf/(zr'{_'f_','” ]
a— 5 nA Hy S i

“}l I e e T z,’

A - Vi

Oleh karena i, maka (79) menjadi;

Ha =8, «b]= Mz; ~ 2 <z,]

Contoh 10:

Angka rata-rata kelahiran setiapa hari di suatu rumah sakit adalab
2,15 Tentukanlah peluang bahwa paling sedilit dua puluh bayi lshir dalam
satu minggu.
Jawab:
Rata-rata kelahiran dalam satu minggu = 7 x 2,15 = 15,05,
Peasumsikan balwa angla vata-rata kelahiran dalam satu mingau berdistri-
bust poisson. Akun dicart peluang bahwa paling sedikit dua puluh bay: lahir
dalam sath minggu.
* Dengan Distnibagi Poisson:

TV IR AP
VT B 16 Moot A
PIY =200 - pIYa 0] Lo N ;

AT R A

co L RESR L TR
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Akan didekati dengan distribusi normal standar dengan nilai harapan 15,08
dan deviasi standar 7503

o apens s 0s
PIX 220]= P2 o0

He e

SV TINI T

= 1= P{Z«-1,15]
= 10,8749

= (,1251

Jadi, distribusa sorinal standar sulees mendekati distribusi poisson,

4. Penerapan Teorema Limit Pusat pada Pendugaan Parameter p
Menurut bidang yang dipelajart. statistika dibagl menjadi dua, vaitu;
a. Statistike deskriptiy adalah bidung statistika yaug mempelajari metode
meringkas dan meggambarkan segi-segl yang sagal penting dari data hasil
observast atan eksperimen;
b. Statistika a“}{;"f:‘f.‘é'h‘b';"(l adalal bidang statistika vang mempelajart senma metody
yang digunakan dalam penarikan kesimpuian,

Pada sub bab i alean dibahas 1entane pendugaan parameter j1 yang meru-
pakan salah satu bidang yang dipelajari daln statistika inferensia dan kaitannya
dengan T'eorema I.,imil Pugat dan Hulum Bilangan Besar,

Menmut hukans bilangan besar, nidal jo vaita silai rala-rata dari populasi
dupal didekali dx‘lllguu baik ofell & yaile nila) rata-cata dact sampel rasdom yang
dimmbil dari populasi tersebut. Menuwut Teorema Limit Pusat, jike koudisi Lin-

deberg dipenuli dai vartabel vandoisiya saling bebas stokastik dan identik de-
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L3

agan  momen  uogkat  duanve  berbisggn  maka -

Drambil: 2, . Xy A maka ducl hikan bitangan besar dun feorema Hiait

pusat diperoleh:

= G T

T S O N O S (80)

Xy fe Xy g, X
dengfdn 3} o= . I ’ zz L SR \ e I b oo
o o o
77 V1 o

Pr o oA A ER o e el g e

Prambil- zp o om o dan 20z cmaka dars (80) diperoleh:

e

|
: A
L J“ ST e e R e l ! I
mu L e | ¢
r"v ' K s ‘.' 2
- \."‘,}-_ i
o
. f - = s
Co P - i 7 XNvzpol=1l a
PR N s
o o o |
e A - R I R PR N R
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catatan; /- o)l didun stansade difenal sebugan imglead kepercayaan

Jadi, ik x adafalis b tengaly dan sapel sndom berukyran n yang

diambil dari suati populam dengan vaviansi o diketabai imaka winls tinglot

kepercayaan (/- @ 100% selaug kepercayaas wiok g adalade:

e {)‘ i ) - I O‘
x .’.:a s LN F RN :_:u =
AN T i \/ n

dengan =, - adalsh nitai Z yang g duerah di sebelub kanan di bawah korva
i

nornal standar ads i]dh - dan -z, cadalah aade 7 yang laas daeralr di sebeiah

>
“ 67

] : o
kirinya di baw:ds karva normal standar adaiah =

Contoh 17

Dilakukan  penelitan untuk menduga 1 sata-rata dari mahasiswa
FPMIP AL Untuk kepertuan terselbut disnibil sampe! vandom berjumlah 36 orane.
Diperolet hasil nilar rata-ratunya 2.6 dan variwesinya 0.3, Karena nkorag ssam-
pelnya cukup besar niaka o dapat didoga dengan & = 0.3, Untak tingkat keper-

cayaan 95% maka gelang kepercaynan untuk p. adalah sebagai berikat:

o )k b 2050 < g0 = 370

\Ir -(r"| .‘

Untuk tingkat kepercoyann 99%% maka setane kepercayaan ntuk g adalah sebagai

beriku:

(
2,6 (H,S”;’S){ ___] g sl 2,04+(3, %}S)( J ’ ] e 23 e 2,75
BVRTS iy \f %f;
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KESIMPULAN

Jikea suafu deret dari variabel random konvergen hampir pasti maka deret
tersebut akan konvergen dalam peluang. Oleh karena itu hukum bilangan besar yang
didasarkan pada kekonvergenas hampir pasti disebut hukam bialngan besar kuat,
dan hulam Gitangan besar yang didasorkan pada kekonvergenan dalam peluang
digebuf hukuin bianlngan besar lemah,

Hulaun bifangan besar menyatakun bahwa untuk jumlah sampel yang besar,
nilai rata-rata dari sampel random mernpakan pibiban yang baik wntuk  mendekats
nilai rafa-rata poputasi.

Apapun bentul distribusi populasinya nntik jumlah sampel yang cukup besar
distribusi swupling nilui rata-rats akan berdistribust noral, St seperli di atas
yang dikenal sebagai “Feorema Lot Pasad.

Kondisi vasg harus dipenuhi agar Teorema Limit Pusat Lindeberg berlakas
adatah
1. Barisan vasiabel randomya harus xolmg bebas stolmstik dengan mowmen orde

duanya berbingga;

2. Kondist Lindelerg berbaka, yaia

D | RS RN UT R E R AT
kiod L

1

(N g s ek oy o

' | i~ W/ . . . .
dengan £, = {x”r g |, } . A, adatah fumlaban dari varmst variabel
raudosm X0 e adadale nifal harapan dany vavinbel random yang ke-k, dan # (x )/

acdabuly g distribust,
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Jiea dua kondis dy atas bectadn mades sehisth antara deret variabel random
deugan ratad Inrapannya dhbag dengan standiy deviasinya akan konvergen dalam
distribugi ke distribusi novsal standay,

Digtribusi normal memainkan peranna vang ponting di dalam teort peluang
dan statistika, Karena banyak fenomena daban kehsdupan sehari-hars yang dapat
didekati dengan distribusi normal, seperti;s tingar badan, beraf badan, 1Q, dan lain-
Tain. Selain itu karena distribusi campling dari sustu statistik dapat didekati dengan
baik oleh distribust pormal, tanpa harus mergperhatikan jemy disteibugt populasi-
pya. Distribugi normal dapat menainkan perananaya {ereebul karens adanya Teo-
rema Lanit Pusat,

[Hubungan antara distvibugi normal wtandar, distyibust bivonwal, distribusi

poisson, dan distribust normal dopaf digammbarkin dengan diagram berkuf:

A - g . FRERS LY q . N
Dixtribvisi Su-onida Seh instribusi Foisson
"‘\‘ J/’-
.\_\ r—"
i
. i A r-." fa 3 oaxd
S /"‘I
¥ ¥

r : ;oML ! ot 1y ! L | wF
Ihstribeai Norowd Y DNsteibsi Normal 5 tan dar

Jadi, dfengan adanyn Teoremn Lt Togat distribugi nonmal standar dapat digu-
nakan uniile mendakati distribust sormad, disimbuxi binowial, dan digiribusi

POIEEON,
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Keberadaan Teorenrt Lingl Pusat wembuai pelerjaan menganaliag data
hzlsil- observasi atau eksperimen menjadi felih sederbana, karena data tidak perin
digji apakah data tersebut berdistribuxi nonnal utan tidak, Hal i dapat terjads
karena Teorema Limit Posat menjamin balwa apapun distribusi data hasil ob-
servasi atau eksperimen akan didelati dengan batk oleh distribusi noymal,

Secars ammm, femuan Teorema lamit Pusat menjadi bugiun yang sangat
penting dan mendasar dalam statistika, kinsusnya pada pendugaan parameter dan

yenguyian hipofesi,
L] |
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