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ABSTRAK

TEOREMA-TEOREMA HAHN-BANACH
TENTANG FUNGSIONAL LINEAR
PADA RUANG VEKTOR DAN RUANG BERNORMA

Oleh:
Trivatinigsih

Fungsional l.incar merupakan pemetaan dengan daerah asal ruang
vektor dan daerah kawan medan skalarnya. Teorema Hahn-Banach | dan
Terema Hahn-Banach 11 menjamin adanya perluasan linear dari suatu
fungsional linear . Teorema Hahn-Ranach 111 menjamin adanya perluasan
linear dari suatu fungsional lincar terbatas dengan norma fungstonal yang
sama. Akibat yang muncul adalah jika diambil sembarang elemen dalam
ruang bernorma maka ada fungsional linear dengan nomma yang khas

berkaitan dengan elemen vang telah diambil.

\
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Dalam analisis fungsional ada beberapa konsep yang dapat kita pelajari,
diantaranya adalah konsep tentang fungsional linear. Fungsional linear merupakan
pemetaan dengan stfat khusus yang dumiliki oleh daerah asal dan daerah kawannya,
yaitu daerah asalnya berupa ruang vekior sedangkan daerah kawannya berupa medan
skalar dari daerah asalnya.

Ada beberapa teorema-teorema yang berkaitan dengan fungsional linear.
Beberapa diantaranya pertama kali dikemukakan oleh Hahn-Banach dan vang
kemudian disebut dengan nama Teorema Hahn-Banach. Oleh karena itu pada
kesempatan kali i penulis akan membahas tcorema-iecrema vang dikemukakan
oleh Hahn-Banach berkaitan dengan fungsional linear. Penulis juga membahas

akibat-akibat dari Teorema HMahn-Banach in.

1.2 . Perumusan Masalah

Pokok permasalahan yang akan dibahas dalam skripsi ini dapat dirumuskan

sebagai berikut:
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|

1. Apakah isi . bukd dan contoh pemakaian Teorema Hahn-Banach yang
berfaku pada ruang vektor real dan yang berlaku pada ruang vektor
komplek?

2. Apakah isi , bukti dan contoh pemakaian Teorema Hahn-Banach yang

berlaku pada ruang bernorma?

[FS]

Apakah akibat yang muncul dari Teorema-teorema Hahn-Banach itu?

1.3, Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk mendeskripsikan isi, buti dan contoh
pemakaian Teorema-teorema Hahn-13anach yang berkaitan dengan fungsional hnear,

serta akibat-akibat dari Teorema-tcorema Hahn-Banach ini,

1.4. Ruang Lingkup Pembahasan

Penulis akan membatasi pembahasan ruang vektor dengan medan skalar real
dan medan skalar komplek. Selain ite, untuk konsep-konsep yang akan digunakan
sebagai dasar pembahasan Teorema Hahn-Banach hanya penulis bahas secara umum.
" Hal-hal yang lebih mendetail {entang konsep-konsep ini dapat kita pelajan dalam
buku-buku yang berkaitan dengan materi ini. Sedangkan untuk Teorema Hahn-
Banach sendiri, kita akan batasi masalah untuk Teorema Hahn-Banach yang berlaku

pada fungsional lincar.
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1.5. Manfaat Penulisan

Manfaat vang diharapkan dari penulisan skripsi ini adalah:

1. Penulis dan pembaca menjadi mengerti konsep-konsep tentang fungsional
linear, fungsional linear terbatas dan perluasan linear yang akan dipakai
dalam pembahasan Teorema Hahn-Banach.

2. Penulis dan pembaca menjadi mengerti akan isi, bukii dan contoh
pemakaian Teorema-teorema Hahn-Banach dalam pembahasan tentang
fungsional linear.

Penulis dan pembaca menjadi mengerti akibat-akibat yang muncul dari

(S

Teorema ~teorema Mahn-Banach.

4 Penulis menjadi lebih mengerti tentang arti belajar matematika yang
scsungguhnya

S. Penulis merasa mempunyai keberanian untuk melakukan penelitian lebih
lanjut dengan dasar pengalaman yang telah penulis dapat sclama

penyusunan skripst ini,

1.6. Metode Penulisan

Dalam penulisan skripsi ini penulis menggunakan metode studi pustaka.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

1.7. Sistematika Pembahasan

Bab 1} berisi beberapa materi yang akan menjadi dasar pada pembahasan
Teorema-leorema Hahn-Banach, diantaranya adalah ruang vekfor, ruang bernorma
dan fungsional Jinear. Bab III membahas Teorcma-icorema Hahn-Banach yang
berlaku pada ruang vektor real maupun komplek. Juga ditampilkan contoh-contoh
yang memperlihatkan kehebatan-kehebatan Teorema Hahn-Banach ini. Bab 1V
membahas Teorema Hahn-Banach vang berlaku pada ruang bernonmna dan akibat

vang muncul karena Teorema Hahn-Banach ini.
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BADB I

FUNGSIONAL LINIER

Bab ini berisi konsep-konsep vang akan menjadi dasar bagi pembahasan
teorema-teorema Hanh - Banach tentang fungsional linier. Diantaranya adalah ruang
vektor, ruang bernorma dan fungsional linier. Ruang vekfor merupakan himpunan
yang dilengkapi dengan dua macam operasi dan yang memenuhi aksioma-aksioma
tertentu. Ruang bernorma merupakan suatu ruang vektor dengan suatu norma ds

dalamnya. Fungsional linier merupakan suatu pemetaan dari suatu ruang vektor ke R

atau C.

2.1. Ruang Vektor
Konsep ruang vektor vang akan didefinisikan di bawah ini, tidak hanya
terbatas pada konsep vang dikenal sebelumnya, yaitu ruang vekior dibidang atau

dirnang.

Definisi 2.1. (Ruang Vektor)., Misaikan V adalah sebarang himpunan tak

kosong dan K menyatakan medan R atau G, Pada V ditetapkan dua macam operasi,
sebutlah operasi penjumiahan (yang ditulis “+”") dan operasi perkalian dengan skalar

(yang ditulis “.7), vaitu untuk sembarang v, veV dan skalar ek maka v + v eV
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6

dan gueV. V disebut ruang vektor atas K, ditulis (V,KK), jika untuk sembarang
uv,w eV dan o, B eK dipenuhi aksioma-aksioma berikut ini

{1 uE VYU

(1) a+H{verwi=(ut+v)+w

(itiy (30eV)i(YueV)lt+u=u

(iv) (VueV)(J-ueV)u+r(-u)=o0

(v} g {urvi=g.ut @, v

(vi} (a+B)u=c.u+f.u

(vitdy . (B.u)=(u.B). u

{(vir) 1.u=u

Tiap-tiap anggota dari ruang vektor V diatas disebut vektor. Vektor 9 disebut
vektor nol dan vektor ( -u ) pada (iv) disebut negatif dari vektor u. untuk selanjuinya

kita tidak akan menggunakan notasi . untuk perkaiian skalar.

Contoh 2.1. Perhatikan himpunan R" dengan operasi penjumiahan u + v =
(wy+vy, aytva..., uyFvy) dan operasi perkalian skalar cu = (oo ... ,on,) dalam

R® dimana u, veR" dan aeR. Untuk membukiikan bahwa R" merupakan ruang
vekior, kita harus menunjukkan bahwa kedelapan aksioma diatas dipenuhi oleh R,

Untuk sembarang u, v, w ¢ R berlaku
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IR LR OT PROL U VI PRI (et B (R SR ST FIRA TR S | SUNNNR e S S I O B TN
ur{vrw) =lupr{ vt owy), o, gt (v W)}
=y vyt owy, L {wEovy )y ow ) (a R v ) w
Tampak bahwa akstoma (1) dan (11) telah terpenuhi.
Sekarang kita pandang pasangan terurut { 0, 0, ..., 0 )eR" . untuk sembarang
u={ uy, ua...,uy) ¢ R’ ternyata pasangan terurut yang pertama memenuhi

(0,0, ...0) + (u,ua, . 0y = (04w, 0+ruy 0% 0= (a, Uz ..., u, )= u.

Hal ini memperlihatkan bahwa (0, 0, ..., 0)eR" memenuhi aksioma (5ii) pada
definisi 2.1 dan menyatakan (0, 0, ..., 0) adalah vektor nol dalam R".
Jika ditentukan sembarang u = (uy, uz, ..., u,) €R" maka pasangan terurut

(-0, ~ua, ..., ~uy, ) memenuly
(wy, Ug..., Uy )1 (F0g, -u2 o, -uy ) = (ayt(eag ), upt(-ug) L ut (e, ) = (0,0, L, 0),
Jadi vektor (-uy, -u; ..., -u;) memenuhi aksioma (1v) dan kita dapat menyebut
(-uy, -ua..., -u, ) adalah negatif dari vektor u.
Selanjuinya kita akan menunjukkan bahwa aksioma (v), (vi) dan (vii) juga dipenuhi
oleh R Untuk sembarang u, v eR" dan «, § €R berlaku
a(udvy=o (v, wt v, gt vy )= Lo (aevy), o (uetvs), L afugtvg))

= (o + avyouy T vy, L, Uy T Oy )

== (O, 002, ..., Oy )+ (OV), OV, vy )

= gutav,
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(o~ Piu s+ R) uL L (ot Blu (o s Bu, Lout By

a{Pu) o Bu, L Buy=(aPu, L aPBui=(apiu
Untuk selanjulnya kita pandang perkalian skalar 1eR dengan sembarang vektor
tampak bahwa

tu={iu, ..., lo)=(o,. .., u)=yg

vang memperlibatkan berlakunya aksioma (vii).

Contoh 2.2. Perhatikan himpunan Cla,b] yaitu himpunan semua fungsi
kontinu bernilai real pada interval tertutup [a, b]. untuk sembarang u, veCla, b} dan
skalar ¢ eR, didefinisikan operasi-operas:

(u+v){(1)y =u{t)+v{)dan{aun)(t)~auf(l),
untuk semua t €{a, b]. Jelas bahwa u + v dan ccu merupakan unsur-unsur di Cia,b]
juga. Kita akan perlihatkan bahwa C[a, b] merupakan ruang vekior terhadap kedua
macam operasi tersebut.

Ambil sembarang u, v, w € Cla, b}, maka berlaku
(utv)(t) =a(t)tv(t)=v{t)ruli)=(v+u)(t)
fut(v+w)l(t) =ult)+(vrwi{t)=u(t)+{v(1)+w(1))

=(u(t)rv () +wt)={(utv)+wj(t)
Tampak bahwa aksioma (i) dan (ii) telah dipenuhi oleh Cia, b]. Kemudian perhatikan

fungsi konstan 0 t ) = 0, untuk setiap t € [a, b] berlaku
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(O+ud(t) =0(t)y+u(1)y=0+u{1)=u{1}
J4al ini memperiihatkan bahwa fungst 0 merupakan vektor nol yang dimaksud dalam

aksioma (ii1). Sedangkan untuk sembarang ueCla, b}, fungsi v 1 [a, b] =R, vang

(ut+vi(1) =a()+v{i)=u(t)-u(t)}=0=0(1)
Ini memperlihatkan bahwa aksioma {iv} telah dipenuhi.
Aksioma (v) sampai aksioma (vijj) juga dipenuhi, karena untuk sembarang
skalar @, 3 € R, dan fungsi u, v, € C{ a, b}, ¥V t €]a,b] berlaku
[o(uv)l®  mal(urv)®]=alu®v©)
=g (U oy () =(ou )+ o)),

[(axBiu](®) =(atPlu=ou)pu)

[a(Bu)lc) =al(fu)®j=a[Pu®)]=(aB)ull),
{(tu){t) =1 u ()= u (L)

Kita perlu mengenal pengertian subruang dari suatu ruang vektor. Konsep ini

berkaitan erat dengan konsep sub himpunan.

Definisi 2.2 (Sub Ruang). Andaikan V adalah suatu ruang vektor dan W

adalah subhimpunan tak kosong dari V, W disebut subruang dan V jika W

merupakan ruang vektor terhadap dua operasi yang didefinisikan dalam V.
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Perhatikan bahwa untuk dapat mengatakan bahwa W suatn subruang dari
ruang vektor V. kita harus menunjukkan bahwa kedelapan aksioma dalam definisi
2.1. juga dipenuhi oleh W. Dengan bantuan teorema 2.1. berikut i, kita dengan
mudah akan dapat menyelidiki apakah suatu sub himpunan dari V merupakan suatu
sub ruang atau bukan sub ruang dari V. bukti teorema ini dapat kita lihat dajam buku

(Bernard Kolman, 1996 : 99).

Teorema 2.1. Misalkan V suatu ruang vektor, dan W < V. W disebut

subruang dari V bila dan hanya bila untuk setiap u , v € W, dan untuk setiap o € K,

gtveWdanoaue W,

Contoh 2.3. Sekarang kita perhatikan himpunan Kla, b] yang terdiri dari
semua fungsi konstan pada [a, b]. Jelas bahwa semua fungsi konstan pada Kla, b}
yang merupakan fungst yang kontinu, sehingga K|a, bj < Cia, b]. Jika f, g keduanya
fungsi konstan, jelas bahwa f + g juga fungsi konstan. Disamping itu, untuk

sembarang skalar o« e R, maka jelas of juga fungsi konstan. Dengan demikian
Kl(a, b] memenuhi kedua syarat pada Teorema 2.1 sehingga kita dapat mengatakan

bahwa Kia, b} adalah subruang dari C[a. b].
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Contoh 2.4. Bentukiah himpunan K vang merupakan himpunan dari semua
fungsi konstan bernilai positif pada [a, b]. jika kita ambil sembarang € K' maka
untuk suatu skalar o < 0, of ¢ K. Dengan demikian K* bukan merupakan subruang

dari Cla, bj.

2.2, Ruang Bernorma

Berkaitan dengan pembahasan ruang vektor di atas, kita akan mencoba

membahas ruang bernorma berikut ini. Pembahasan akan kita mulai dengan

pembahasan norma berikut inf.

Definisi 2.3 {Norma). Andaikan V adalah suatu ruang vektor. Norma adatah

suatu fungsi dari V ke R yang nilai fungsinya di u € V ditulis sebagai [|ufj dan
memenuhi sifat-sifat berikut, bahwa untuk setiap u, v € V dan a € R berlaku :

@ 20

() fui=0<«u=0

(i) ol = o [|ud

(v)  fa vl =l vl

lika dalam suatu ruang vektor V dapat kita temukan suatu norma yang

didefinisikan dalam V maka kita bisa mendefinisikan ruang bernorma berikut ini.
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Definisi 2.4 (Ruang Berporma). Andaikan V adalah suatu ruang vektor. Jika

pada V dapat didefinisikan suatu norma maka V discbut ruang bernorma.

Contoh 2.5 Perhatikan himpunan Cla,b] pada contoh 2.2. Dengan
mengambil suatu bentuk
tull = max |u(t)], u € Cla, b], t €fa, b]. (1)
Akan diperlihatkan bahwa Cla,b] merupakan suatu ruang bernorma dengan norma
pada persamaan (1). Nilai maksimum pada (1) dijamin adanya karena u merupakan
fungsi kontinu pada interval tertutup {a, b] (Purcell, 1984 : 540). Perhatikan bahwa
dari (1) jelas Jiul| 2 0, YaueC{a, b}. Sekarang andaikan [jul; = 0, akibatnya ju(t)] = 0,
V tefa, b]. Padahal {u(1); tidak mungkin negatif. Satu-satunya kemungkinan tinggal
u(t) = 0, Yte[a, b]. Sebaliknya jika diasumsikan u = 0 maka {u(t)] = 0, Vte[a, b].
Dari pengerjaan diatas, kita dapatkan bahwa {[u]| = 0 <> u=1{.

Ambi}l sembarang u, v € Cla, b] dan skalar ¢ € R maka beriaku

fouf = max Jeu®=lof max  [u®l=lo full
t e [a, b] t e {a b
Jusvii= max [u®+v@®[< max (uO]+ MO
te {a b te [a b
< max @+ max (O] = fuf+ VL
t e {a, bl 1t € {a, b}

Ternyata aksioma (i) sampai (iv) dipenuhi oleh (1) dan hal in1 menunjukkan

bahwa {1) merupakan suatu norma.
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8]

2.3. Fungsional Linear

Pada subbab ini kita akan memperkenalkan konsep pemetaan dengan daerah
asal berupa ruang vektor dan dacrah kawan berupa medan dari ruang vektor ini.
Beberapa hal yang akan kita bahas disini berkaitan dengan fungsional linear adalah

fungsional sublinear, fungsional linear terbatas dan perluasan fungsional lincar.

Definisi 2.5 (Fungsional). Jika V ruang vektor atas medan K, maka pemetaan

dari V ke K disebut Fungsional,

Definisi 2.6 (Fungsional Linear). Fungsional { : V — K dikatakan linear,

iika

flau -+ Bv) = affu) + Bi(v), YuveV dan Vo, feK (2)

Contoh 2.6, Tetapkan a = (83,82, ... ,a,)e R" dan andaikan f: R"— R dengan
flvy=via;+ voas + ...+ V@, YV = (v, Vo, o, vy JERY
f merupakan fungsional linear jika persamaan (2) dipenuhi oleh f. Untuk sembarang
u,ve R"dan ¢,BeR tampak
flom + Bv) = (o + Bvy ) &y + (o + By an+ o (ot + Pun) .

= (Quay - GUdy * L. OUy8y) + (Bviag + PByzazt L+ Bvpag)
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= (WA + Wyt T ey )t BVia Fovaag o vls)

=Y f(u) s f)) f(V)

Definisi 2.7 (Fungsional Sublinear), Fungsional : V>R yang memenuhi :

flu+v)<f{u)+ f{v), VaveV,
flog) = af(u), VueV, YoeR dengan o 2 0,

disebut Fungsional Sublinear.

Pandang sembarang fungsional linear {1 VR, Untuk oo = §§ = I berlaku
af{u) + Bfv) = flu) + f{v), Vu,veV,
Dilain pihak untuk [ = 0 berlaku
flom) = affn), VueV, Vo,BeR.
Dengan demikian kita dapat mengatakan bahwa untuk sembarang fungsional linear

f: V—->R merupakan fungsional sub linear,
j& g

Definisi 2.8 (Fungsionaj Linear Ferbatas), Pandang suatu fungsional hinear

f pada suatu ruang bernorma X. Jika ada suatu bilangan real ¢ sedemikian hingga
vxeX berlaku
fx)] < cff x [i, (3)

maka  disebut fungsional linear terbatas.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

15
)
Dari persamaan (3) kita mendapatkan suatu bentuk 20
X
Untuk x # 0. Kemungkinan nilai ¢ yang bisa kita dapatkan adalah ¢ merupakan
|(x)|
supremum dari ——— , untuk x # 0. Kita notastkan hasil terakhir
i
ini dengan Jiif i, Jadi
Sup  H{x)
ifix = - )
x#Q Xl
Pandang himpunan Y={ yeX iy = liax,x# 0, xeX }, maka akan kita dapatkan
norma dari ye Y :
fX i
iy il
a
dan karena f merupakan fungsional liner maka
itfl= Sup 1a [f(x)) = Sup [F(lax)=  Sup [H(x)l
xeD(f), ixii = a xeD(f), ix]| = a yeD(D), Iyl = |
Demikianiah kita dapatkan
{1t = Sup  [f(x) (5)

xeD(f), ixli= 1
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Kita sebut  {ifiily adalah norma dari suatu fungsional linear f. Perhatikanlah
persamaan (4) dan (35) yang ada di atas. Tampak bahwa [{f]l] untuk persamaan (4)
disyaratkan untuk x # 0 eD{f), sedangkan persamaan (5) disyaratkan untuk {x[j = 1,
¥xeD(f). Sehingga jika kita menemukan suatu ruang bemorma X dengan norma

xii = 1, ¥x eX maka norma [iif]ll dan suaiu {ungsional linear f pada X kita

menggunakan persamaan (5).

Contoh 2.7. Misatkan p, geR. Perhatikanlah pemetaan F 1 Cla, b] R,

dengan
F(x) =px{a) + g x{b), YxeC|a, b].
Untuk sembarang o,BeR dan x;, x,eCla, b] berlaku :

Flaxy = Bxa) = p [oxi(@) + B xa(a) 1+ q [ axy (b) + B xx(b} ]

=a{pxa)+gxi®) I+ B {pxa)+qgxb)]

= a F(x;) + B F(x2),
yang menunjukkan kelinearan fungsional F. Sekarang kita akan tunjukkan bahwa
persamazan (3) dipenuhi oleh VxeCla, b]. Dengan memperhatikan definisi norma
pada C{a, b] dalam persamaan (1), kita mempunyai hubungan

px (@) ax®)is(px@i+lgx )]
=[plx@I+iallx(®)]

Sipl max  XO+|ql max  x(t)
tea,b) t € fa, b
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=({pitiql) max X,
te[a, b

yang memperlibatkan dipenuhinya pertidaksamaan (3). Jadi F suatu fungsional Jinear

{erbatas.

Definisi 2.9 (Perfuasan Linear), Andaikan I : V=K suatu fungsionai lincar

dan Vo X Hka G X-»K,

G(x) = T{x}, Vx gV

suatu fungsional linear maka G disebut perluasan fungsional linear dari .

Contoh 2.8. Andaikan I: C—>K suatu fungsional linear dan ¥x = x; + ixpe G,
X1 x2€ R berlaku
F(x) = V( X+ xf),
Andaikan G: R-->K suatu fungsiona) linear dan vx €R berlaku
G(x) = |x}.
Perhatikantah bahwa,
F(x) = [x] = Vx})=V(x*+0) = G{x), Vx=x+i0eC.

Tampak bahwa I merupakan perluasan fungsional hnear dan G.
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BAB 1H
TEOREMA TEOREMA HAHN ~ BANACH

PADA RUANG VEKTOR

Teorema-teorema Hahn -~ Banach (THB) semuanya menyorotl tentang
perluasan fungsional lincar. Pembahasan THB akan kita bagi menjadi dua bagian
vaitu THB vang berlaku pada ruang vektor dan THB yng berlaku pada ruang
bernorma. THB pada ruang vektor akan kita bahas dalam bab ini, yang terdiri dari
dua teorema yaitu THB pada ruang vektor real vang akan kita sebut THB I dan TH1B3
pada ruang vektor komplek yang akan kita sebut THB 11, THB 1 akan menjadi dasar
bagi pembuktian THB II. Demikian juga THB 11 akan menjdi dasar bagi pembuktian

THB di bagian ke dua, vang akan kita bahas pada bab 1V.

3.1. Teorema Hahn — Banach I

Dalam pembuktian THB [ kita akan menggunakan Lemma Zorn yang berkaitan
dengan suatu himpunan terurut parsial dan himpunan terurut total. Oleh karena itu,
kita akan mengawali pembahasan THB 1 ini dengan pembahasan ientang himpunan

terurut tersebut.
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Definisi 3.10 (Mimpunan Terurut Parsial / Total), Misalkan M suatu

himpunan tak kosong yang didatamnya didefinisikan £ dengan syarat :

(1) YaeM,aLa,

(i} Va,be M, jikaa £bdanb £ amakaa=Db,

(i VvabceM,jkaasbdanb Lcmakaa lc
Maka M disebut himpunan terurut parsial. Jika disamping ketiga syaret tersebut
masih diberikan svarat tambahan

(iv) ¥ a, beM, jikaa £ bataub £ aataua = b,

maka M disebut himpunan terurut total.

Contoh 3.9. Jelas bahwa himpunan semua biangan real R merupakan

himpunan terurut total dengan relasi “kurang dari atau sama dengan”. Sekarang

perhatikanlah R" dengan relasi vang didefinisikan berdasarkan pada relasi “kurang
dari atau sama dengan “pada R itu sebagai berikut

Va = (a;, 82 ....8), b = (b, by ,....bo)eR", a L bjikaa b, a £ by, .8 S by
Dengan mudah dapat diperithatkan bahwa R" terhadap relasi tersebut merupakan

himpunan terurut total.

Definisi 3.11 (Batas Atas). Andaikan M himpunan terurut parsiai dan andaikan

W subhimpunan dari M. Suatu batas atas dari W adalah elemen ueM sedemikian
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hine

| o]

a

4[]

r

NZu,VxeW.

Contoh 3.10. Dalam R kita mengenal relasi “kurang dari atau sama dengan ™,
yang menjadikan R himpunan terurut total. 4 merupakan batas atas dari himpunan

bilangan real dalam interval {1, 3] karena ¥xe[1, 3], x s 4.

Definisi 3.12 (Elemen Maksimal). Misalkan M suatu himpunan terurut parsial.

Elemen ae M disebut elemen maksimal dalam M jika YxeM, berlaku

jka a < xmakaa=x.

Contoh 3.11. Perhatikanlah himpunan semua bilangan ash N dengan relasi = ©
X £y “ yaitu x kelipatan bulat dari y. Setiap bilangan prima p dalam N merupakan

elemen maksimal dalam N~ {1}.

Lemma Zorn. Misalkan M suatu himpunan terurut parsial, dan andaikan

bahwa setiap subhimpunan terurut total dalam M mempunyai batas atas maka M

mempunyai paling sedikit satu elemen maksimal.

Lemma Zom ekuivalen dengan Teorema Pengordean Baik dan Aksioma

Pilihan, sehingga untuk melihat kebenaran  Lemma Zorn kita cukup melihat
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kebenaran mercka. Hal ini dapat kita pelajari dalam Lipschutz (1989 1195 - 190).

Teorema Hahn — Banach I Andaikan X ruang vekior real dan p suatu

fungsional sublinear pada X. Misalkan Z suatu subruang dari X dan {: Z—>R suatu
fungsional linear yang memenuhi
f{x) £ p(x), VxeZ,

Maka ada suatu perluasan fungsional linear f: X—>R dan { yang memenuhi

f(x) <p(x), ¥xeX,

Bukti : Kita akan membuktikan melalul dua langkah yaitu menunjukkan

bahwa himpunan semua perluasan linear g dart f yang memenuht
g (x) < p{x), VxeD(g),

mempunyai elemen maksimal m, dan menunjukkan bahwa m tersebut adalah f yang
dicari.

Mula - mula andaikan E adalah himpunan semua perluasan linear g dari f yang
memenuhi

g (x) s p(x), VxeD(g) (6)

Karena f @ Z->R dapat dipandang scbagai perluasan dari dirinya sendir, maka.

L # & Dalam E kita definisikan relasi g £ h yang berarti I perluasan dari g, Untuk

setiap ge E pastilah merupakan perluasan dari dirinya sendiri sehingga berlaku g £ g.
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Ambil sembarang ¢, h €E sedemikian hingga g £ h dan h £ g Berdasarkan definisi
perluasan linear kita dapatkan bahwa

D(g) < D(h) dan D(h) < D{g), g(x) = hix), VxeD(g) = Dih);
schingpa g = h. Sekarang jika kita ambil sembarang g, h, j e E sedemikian hingga
g £ h dan h £ j maka dengan dcfinisi periuasan fungsional linear, kila akan
memperoleh hasil bahwa

D(g) < D(h) < D) dan g(x) = h(x} = j{x). Vx e D{g);

yang berarti bahwa g £ J. Jadi dengan relasi "7 tersebut B merupakan himpunan
terurut parsial. Pandang suatu subhimpunan terurut total C dalam E. Dalam C kita
definisikan fungsional linear

b: w D(g) R, b(x)=g(x), VxeD(g).
geC

Jelas bahwa g £ b, ¥ ¢ € C,Sehingga b merupakan batas atas dari C. Dengan Lemma
7orn maka disimpulkan bahwa E mempunyai elemen maksimal, kita sebut saja m.

Tinggal kita tunjukkan bahwa m tersecbut adalah § yang dimaksud dalam
teorema. Dari definisi m diatas telah jelas bahwa m merupakan perluasan dari f dan
juga

m{x}<p(x), ¥ x e D{m),

sehingga cukup kita tunjukkan bahwa D{m) = X, Hal ini dilakukan dengan Reductio
Ad Absurdum (RAA). Andaikan D(m) < X. Ambillah y; € X~ D(m). Misalkan

Y ={y+aylyeDim) ae R}, yang jelas merupakan sub ruang dari X.
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Misalkan ¢ suatu konstanta dalam R. Definisikan fungsional g, : Y1 — R dengan
rumus V{y + ayi) € Y, berlaku
gi{yray)=my}tac (7

Perhatikanlah bahwa g; Tinear karena jika diambil sembarang y + o1 ¥1, z2 + G2 ¥y
dalamY, dan sembarang skalar y, ne R, berlaku
g vy 'i'.ou vidtn(zsoay D= {(yy + nz + (you t noziv)

=m{yy + nz)jt{yon ¥ nwjc
=ym(y) + yapc o z) T noac
=yg(y *ouyr) *ng(z+ aayr)

Disamping itu ternyata g, merupakan perluasan dari m karena untuk sembarang

u € D(m) berfaku

gi() =g (u+ 0y )=mu)
Akan ditunjukkan bahwa g, memenuhi (6). Ambil sembarang y, z € D(m), maka
dengan mengingat p adalah suatu fungsional sub linear, kita peroleh

m(y)~m@z)=m(y-z)s p(y=-z)=p(y+y1-y1-2)

A

ply+y)tp{-yi—2)
& p(-yi=z)-m(z) £ p{y+y)-m(y) (8)
Karena {8) berlaku untuk ¥V y, z € D(m), maka

Sup  (-p(-yi-z)-mz) £ Wf  (p(y+y)-my)
z e D(m) y & D(m)

Kita namakan saja harga supremum itu ¢ dan harga infimum itu % sehingga berlaku



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

o < w. Untuk suatu bilangan real ¢ € R sedemikian hingga ¢ < ¢ < @ maka berlaku

p-yi-2)~-mi{z) S ¢, VzeDim), (%)
dan
cs ply+y)—-m{y})LVyeDm (10}
Untuk sembarang o < 0 , kita ganti z dengan y/o dalam pertidaksamaan (9),
maka kita akan peroleh perttdaksamaan
op (v~ vay+m(y) £ -ac, ¥Vye D{m)
< miy)rac s ~ap-yi-ya), Vye Dim)
Dari pertidaksamaan terakhir ini dan bentuk (7) kita akan ﬁmempuyai periidaksamaan
g (y+ay) s -~apl-yi—yoa) = p(y+ay)VyeDm)
Untuk semabarang >0 , kita ganti y dengan v/u dalam pertidaksamaan (10) maka
kita akan peroleh pertidaksamaan
oc < ply+tay)~mly), vy eDim)
< miy)+oac = ply+ayy),VyeD(m)
gi(y+ay) s ply+ayn), VyeDim)
Sedangkan untuk o = 0 maka g; (y + ays) = m{y) dan juga g memenuhi
gy +tay) my) £ply) = ply+0y) = ply+ay) VyeDm)
Dengan demikian tampaklah bahwa g, €E dan g, merupakan perluasan dart m. Hal
ini bertentangan dengan fakia sebelumnya bahwa m merupakan elemen maksimal.

Jads yang benar seharusnya D(m) = X. Bukti sclesa.
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(]

X1....X, € R} dari X Misalkan (a;, a2, @, ....4,) € R" . Fungsional f: Z >R

didefinisikan dengan rumus
T Xpdn, v (0> X2, X3,..., X n) el

£{0, Xy, ... %o} =™ X282 " Xza;+

Dengan memperhatikan contoh 2.6 kita ketahui bahwa f suatu fungsional linear.

Kemudian kita memandang suatu fungsional p : X—R dengan aturan

PoXgzay foXadsh .t Xpag,

PIXX 2 Na,..., Xg) = XAy

Y(X1.X 1, X3,..., Xp) € X Untuk sembarang u = {uy, Uz, Uz, Wa), ¥ ={Vy, Vo, V3,0 Wy }

eX dan untuk sembarang oe R, o =0 berlaku :

p(u + v) = p({uy, Uz, Uz, W) + (Vi Vo, Vi, Ve )

Fuy = vi)ay + Uzt vayay + (us+ va)as + % (U + vy ) @y

uyay + way + War T T Wy )] v jviap F ovaar t vamstoo b va

A

= Uy, U, Us,..., Un) + VI, V2, Vi, Vo) = plu)+ pv),

dan
plo (U), Uy, Us,.., Un)) = JOWma; + cupay + Gusazt.. F Qugay |

< fura; + uay +ouzayt.t Ugdy |

= ap (U, Uz, Uz, .o, th) = 0 p(u),

yang menunjukkan bahwa p suatu fungsional sublinier, Disamping itu, untuk

sembarang (0, Xz, X3,..., Xa) € Z beriaku

{0, X3, X3,..., Xp) & Xzd & Xa@s bt Xy dy,
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S j0a b oxpay v oXpas ot XNy
= p {0, Xa, X3,00- X))

Menurut THB 1 ada jaminan bahwa f tersebut mempunyai pertuasan linier §
yang memenuhi f (x) £ p(x), Yxe X Salab satu perluasan itu adalah f: X-»R

dengan rumus

F(xp, X2, X3y, X)) & oXpd) F X2 toXady F oo Xadn, VXXX )€ X

Confoh 3.13, Perhatikanlah himpunan semua fungst kontinu pada internal
tertutup Cla,b] dan himpunan semua fungsi konstan pada interval tertutup Kfa,b].

Telah ditunjukkan dalam contoh 2.3 bahwa K{ab] merupakan subruang Clab].
Fungsional p: C[a,b] =R dengan rumus p(x) = |x (@) +x (b) |, bersifat sublinier,
karena untuk sembarang x , vy € C[a,b] dan untuk sembarang e R, o 2 0 berlaku :
p(xty) = [ (xF y)@) |+ [ (x+ y)(b) |

six@]+ x®+ ly@1+ [yd)]

= p(x) + p(y),
dan

ploct x) = Jox (a) | + fox (b) | = o plx).

Kemudian kita definisikan fungsional £: K [a,b} — R dengan

x(b)— x{(a)
f{x) = e X @ Ka,b],
2
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vang jelas Hnier. Sedangkan untuk sembarang x e Kl(a,b] berlaku
x(b) —x(a)
f(x) = o S {x(&){+ KO} = pl0O.
p)

THB 1 menjamin adanya suatu perluasan liner f bagi f tersebut yang memenuhi
f(x) < p(x),V xe C[a,b]l. Fungsional
x(b) -~ x(a)

f(x) = - ,¥x¢& Clabj,

2

merupakan salah satu periuasan yang demilkian.

Contoh3.14. Andaikan X suatu ruang vektor real dan p : X - R suatu
fungsional sublinier.  Ambilah sembarang x¢ & X dan bentukiah subruang Z = { x |
x = axg , e R ). Jika suatu fungsional f: Z ~> R mempunyai rumus

fx) = aplxg), Vx=uaxe L
maka f mempunyai perluasan f: X — R dan f(x) < p(x), vx e X.
Untuk membuktikan hal ini, kita akan menggunakan THB I, sehingga harus
ditunjukkan bahwa f linier dan f{x) < p(x), V x € Z. Ambilah sembarang x, y ¢ Z
dan sembarang B, 8 € R sedemikian hingga x = oy Xo, ¥ = 02 Xo . Maka berlaku
fipx+8y) = f(Boy %o+ & cuxe) = (Boy + S o) plxe)
=R oy p(xe) + Soap(xe) = BAx) + 31(y),

yang memperlihatkan kelinieran £ Kemudian ambil sembarang x = o Xe € Z.
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Untuk o = O berlaku

< plxe) ~ pl-xe} = 0
& -p(xe) — pl- Vet (%)) < O
s (- Vo) ap(xe) — (+1/o) ploxe) = 0
e o pixe) ~ plaxe) < 0
e f(x) ~ px) < 0
& f(x) = plx;
Dengan demikian berfaku f{x) = p(x), Vxe Z. Jadi f mempunyai perluasan limier

f - X — R sedemikian hingga f(x) £ p(x), Vxe X,

3.2. Teorema Hahn-Banach 1

Setelah membahas THB 1 yang berlaku pada ruang vektor real, kita akan
mengembangkan teorema serupa yang berlaku pada ruang vekior kompleks. Teorema
ini disebut Teorema Hahn-Banach II (THB 1I), sedangkan Kreyzig (1989:219)

menyebutnya generalisasi THB. Tetapi sebelumnya perhatikanlah lema berikut 10
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Lema 3.1, Jika (X.C) ruang vektor komplek maka X vang dilengkapi dengan

medan R merupakan ruang vektor real.

Bukti ; Misalkan (X, ©) ruang veklor komplek. Berarti semua aksioma ruang
vektor (i - viii) dipenuhi oleh (X,€). Tinggal ditunjukkan berlakunya aksioma itu Vx,
v, zeX danva.peR. Jelas bahwa x+yeX. Disamping itu, o x = {ot1.0)xeX.
Selanjutnya aksioma {i,i1,11,iv,v1ii} terpenuhi berkatl dipenuhinya aksioma tersebut
oleh (X.C). Sedangkan aksioma-aksioma (v,vivii) terpenuhi didasarkan pada

hubungan o = o+1,0 atau = 3+1.0.

Bukti selesar.

Teorema Hahn-Banach II, Misalkan X suatu ruang vektor real atau kompleks

dan Z subruang dari X. Andaikan p : X-»K suaiu fungsional bernilai real yang
memenuhi :
(iy  plx+y)s px)+ply), Vx,yeX dan

)  plox)=jafp(x), xeX, aekK,
dan : Z->K suatu fungsional linear yang memenuht

f(x) € p(x), VxeZ.
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Maka ada suatu periuasan linear f : X—K dari { yang memenuln

()| < p(x), VxeX.

Bukti: a. Andaikan X adalah ruang vektor real, Z subruang dari X, dan
andaikan p: X-—>R fungsional bernilai real yang memenuhi

() plx+y) £ px) = ply), VxyeX dan

(i) plax) =lal p(x),  VxeX aeR.
Dengan demikian | Va=0 berlaku

plox) = o] p(x} = o p(X),
yang menunjukkan p suatu fungsional sublinear.
Karena |f(x)] < p(x) maka f(x) < p(x), VxeZ Menurut THB i pasti ada perluasan
linear f : X—R dari { yang memenuhi f(x) < p(x), VxeX. Selain itu juga VxeX
berlaku
£(x) = f(-x) < p(-x) = |-1] p(x) = p(x)
& -p(x) = f(x).

Terbukti bahwa Vx e X, if(x)] £ p(x).

b. Andaikan X adalah ruang vektor kompleks, maka Z juga merupakan ruang

vektor kompleks. Nyatakan f{(x) sebagai jumlahan fi(x) + ifay(x) dengan f] : Z-»C dan
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tad
—

£ 1 Z—C fungsional-fungsional bernilai real. Perhatikanlah bahwa f) dan {5 linear,
karena Vo,ReC dan Yx,yeZ berlaku

fon + By) + 1 o = By) = & (Fi(x) 1)) + B (1) 1 5:)

@ fax + By) + i Hlax+ By) = a fi(x) + i a Hx) + B fily)+ 15 Ix(y)

e fiox + Byy = o fi) + B fiy) dan fi{ax + By)=a H(x) +  (y).
Menurut lema 3.1., X dan Z juga merupakan ruang-ruang vektor real, yang akan kita
notasikan dengan Xy dan Zg. Sehingga f) danf, dapat dipandang sebagai fungsional-
fungsional f| : Zg—>R dan f : Zg—>R. Jika diambil sembarang X € Zg maka berlaku

f(x) < V[ i) + (0] = [ = p(x).

Dengan THB I kita dapat katakan bahwa f; mempunyai perluasan linear f - Xzg—R
yang mementhi

fi(x) S p(x), Vx € Xy
Selain itu §; dapat dinyatakan sebagai fungsiona} f; : X—C yang memenuhi

f(x) < p(x), Vx € X,
Sifat linear f menunjukkan bahwa Vx € Z berlaku

i(Fi(x) + 1 f2(x)) = 1 f{x) = fix) = fi(ix) + i fz2ix)
s i Hi(x) - H(x) = H(ix) + i Hi{ix)

o fi(x) = Hlix) dan - f(x) = fi(ix).
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Dengan persamaan yang terakhir ini kita definisikan fungsional ¢ X—>C dengan
aturan
g(x) = f(x) - filix), Vx e X
Kita akan perlihatkan bahwa g merupakan £ vang dimaksud dalam teorema dengan
memperlihatkan g perluasan dari f, g linear dan lg(x)| £ p(x), Vx e X. Ambillah
sembarang x € Z.
o(x) = £i(x) i §(ix) = {i(x) ~ { fi(ix) = f1(bx) + 1 fa(ix) = f{x),
yang memperlihatkan g merupakan perfuasan dari £ Kemudian ambillab sembarang
x,yeX dan sembarang o,BeC, berlaku :
o(ax + By) = filox + By) ~ i fili (ax + Py))

= o fi(x) + B fily) - 1 filaix) + Bliy))

= o fi(x) + B Fily) -1 a fi(i) -1 8 fily)

= o (F,00 ~ i i(ix)) + B (Fi(y) - T Fiiy))

= o glx)+ P gy

Kemudian ambiliah sembarang xeX sedemikian hingga g(x) = 0,

Namun jika diambil sembarang xeX sedemikian hingpa g(x) # 0, kita dapat nyatakan

g(x) dalam bentuk polar sebagat ig(x)je”. Karena g linear maka ¥x e X berlaku

()] = a(x) e ™ = g(e™ x).
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Perhatikan bahwa {g(x)] bernilai real, maka ¥x € X berlaku

Bukii selesai.

Contoh 3.15. Perhatikanlah ruang vektor R’ dan subruang
Z = {{x), x2, X3} € R 2%, + 3x; + 4x; = 0}. Kemudian definisikan fungsional
. Z~>R dengan rumus
Xy, X2, X3) = X4t X2+ X3, VX1, X2, X3} € Z.
Tampak bahwa f linear karena Y{x1, X2, Xa),{y1, ¥2, va) € Z dan Vo, e R berlaku
flo(x1, X2, X3) + Py1, Y2, Ya)) = flox, + Byy, axa + Byz, axa + Pys)
= oxy o+ By raxy + Py: oz T Bys
= af(x1, Xz, X3) + By, ¥2, ¥3).
Lalu definisikan fungsional p : X—R dengan rumus
p(xy, Xa, X3) = | xaf + [ Xa| + | Xal, VX1, %2, %5) € X,
Perhatikanlah, ternyata p memenuhi (i) dan (3i) pada THB 1l karena YoeR dan
Y(xy, X2, X3),{¥1, Y2, ¥3) € X berlaku

(X1, X2, X3) (Y, Y. ¥a)) = | Xy yil o+ { X+ vol + { x3 oy

Syl al # lyal Dl + sl
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= (X1 X2, X3}t (¥, Yo, ¥a)h
dan
p( alXy, X, X33) = | o xq] - § ot xab+ feoxat = Jod Pl ad b+ fof 1]
= Jof plX1, X2, X3).
Selain itu, V{x,, X2, Xa) € Z kita mempunyai hubungan
(x5, X2, %3] = X0 xa+ xal € xi]+ xal + 1 xal = pOxg, X2, X3).

Dengan demikian menurut THB 11 ada perluasan linear £/ R’ >R sedemikian hingga

F(xi < plx), Vxe R

:

Contoh 3.16. Perhatikanlah ruang vektor € dan fungsional p : €"—€ dengan
aturan

PELE:, &) =l &l &L YELE, . £a)eCh.
Terlebih dahulu kita perlihatkan bahwa p memenuhi (1) dan (i) pada THB 1. Ambil
sembarang (1, &2, vos S0 LWLV, <., Wn}eC" dan ambil sembarang aeC maka
berlaku
PUEL, Er s oon Ea ) T (W2, o, W) = B Wi £ [ ot wnf o Rty
SE A+ { | + [ & + 1‘11!3] AIRTR R4t R AV

= p((é! . 5:2 3t E.un) * (\yi,WEa s Wn))a

dan

pla(Er, & s s En)) = o8]+ fadaf .+ Jado]
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Kemudian perhatikan subruang Z = {(&;, 0, 0, ... 0, &) &.,£,6C} dan C" dan
definisikan fungsional {: Z-->C dengan aturan
f(€1,0,0,...,0,8) = & + &, V(£1.,0,0,...,0,&)eZ.
f Jinear karena ¥x = {&;, 0,0, ..., 0, & ). ¥y = (¥, 0,0....,0 yeZ dan Ya,peC
berlaku
oo s + B y)=flod®, 0,0, .., 0, &)+ By, 0,0, 0, wu))

= (1 ‘;:3 & fj yh ot O E_\:l + B Y

= of(x) + B AY)
Selain itu berlaku pula,
(2, 0,0, ., 0 &) =&+ &SI &
=p(&,0,0,...,0, &)
Dengan demikian, f dan p memenuhi asumsi-asumsi dalam THB 1. Oleh karena itu

ada periuasan linear f:C"—C dari f dan memenuhi if(x)| < p(x) VxeC.
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BAB IV
TEQREMA HAHN-BANACH

PADA RUANG BERNORMA

Pada Bab 111 kita telah membahas Teorema-teorema Hahn-Banach yang berlaku
pada ruang vektor real maupun ruang vekior kompleks. Pada bab int kita akan
membahas Teorema Hahn-Banach vang berlaku pada ruang bernorma. Kita akan
menycbut teorema ini dengan Teorema Hahn-Banach I (THB 1), sedangkan
Brown dan Page (1970 : 187) menyebulnya sebagai Teorema Dasar Perluasan untuk
Fungsional Linear Terbatas. Disamping itu juga akan disajikan dua akibat dari THB
11} ini. vang akan kita sajikan dalam subbab 4.2 sebagai Teorema 4.2 dan

Teoremad. 3.

4.1, Teorema Hahn-Banach Ii}

Pada pembahasan THB I11 ini, kita akan menggunakan konsep norma dari suatu

fungsional linear , yang telah didefinisikan dalam subbab 2.3.

Teorema Hahn-Banach IIl. Andaikan X suatu ruang bernorma. Kemudian

misalkan Z suatu subruang dari X dan f: Z—K suatu fungsional linear terbatas .

T
o=
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perluasan dari { dan

It ==t £ {llz.

Bukti: Kita akan menggunakan THB I, yang menjamin adanya perluasan
dari f. Sehingga terlebih dahulu kita harus dapat mememukan suatu fungsional p vang
memenuhi asumsi-asumsi dalam THB 11 Pandang fungsional p:X—R dengan aturan

p(x} = [[[flllz fixll. VxeX.
Ternvata p memenuhi syarat (i) dan (i) dalam THB I karena untuk sembarang
x,y&X dan untuk sembarang c.e R berlaku
plx +y) = Iz i+ vl < Iz A= LylD
= Iiffife fixl + iz iyl = p() + p(y),
dan
plox) = Ififlllz ffoxlf = fod [1[fllz fix]f = Jod p(x).
Sup  Hi{x)l
Selain itu,dari rumus Jifiilz= —— _ dapat disimpulkan bahwa VxeZ berlaku
xeZx#0 || x|
[FOE < iz Hxd = p(x).
Dengan demikian berdasarkan THB 11 kita simpulkan adanya perluasan limear

f XK dari { sedemikian hingga

f(x)| < p(x),VxeX ()
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Perhatikanlah bahwa pertidaksamaan (6) memperhihatkan kepada kita bahwa f

merupakan fungsional linear terbatas . Disamping itu, dari pertidaksamaan (6) dapat

disimpulkan bahwa

|f{x)!
5 |1 il 2. Vx€Z, %20,
%]
schingga,
()}
[1fiilz = Sup < [ifiiz
x|
Dilain pihak,
Sup  {f{x)| Sup | f(x)] [
iz = —a S —— =1l
xeZx#0 [xi  xeZxz0 ||x|
Jadi [iifilz = #¥llix.

Bukti selesal.

Contoh 4.17. Pandanglah ruang bernorma X = R’ dengan norma
0,320 = Pl + bl Y31, x)e R
dan bentuklah subruang Z ={{ox;, Bx;)l «, BeR}. Kemudian definisikan
fungsional {; Z —R dengan rumus

fox, Bx2) =5a + 20, V(o x), B x;)eZ.
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Terlebil dahulu akan kita perlibatkan bahwa { merupakan fungsional terbatas. Ambitl

sembarang v, de R dan sembarang (oua 1, fiaz), (ceas, Braz)e’ maka

f{vlanan, Braz)+ dlanar, Paaa)} = f (youa) + Sonay, yPax + 8faa)

= Sy + 8o) + 2yPr + 8f)
= Sycry + 20 + 580 + 288,
= v flogay, Bra) + 9 flonay, [Baz),
yang menunjukkan f linear. Selain itu, jika diambil sembarang k>0 sedemikian
hingga 5 < kla)] dan 2 < kfazh, maka Sleu] < k fafjon] dan 2i8,] < fagf|By]. Dengan
demikian V(aay, Baz)eZ berlaku
[floay, Pas)] < [Sod + 2B] < kia[lo + Kla2liB]
= k(loaif+ Bas)) = kl(aa), Baril,
vang memperlihatkan f terbatas. Menurat THB 111, ada suatu fungsional lincar

terbatas £ X—R yang merupakan perluasan dari f dan [[|f {i} z= |lifllix.

Contoh 4.18. Perhatikanlah ruang bernorma € dengan norma
lat+ibl{ =V (a°+ b%), VaribeC.
Rentuk subruang Z ={ (3+i2)u tueC) dari €. Kemudian kita definisikan

fungsional f | Z—€ dengan rumus
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f(3+i2m} =u, VueC.
{linear karena untuk sembarang skalar o,feC dan untuk sembarang x = (3+i2)u,
y=(3+12)veZ berlaku
flox + Py) = (o +Bv)(3+i2)] = au+ Py = af(x)+ Bily).
Selain ity, ¥x = (3+i2)u eZ denganu = at+ib , norma x memenubi
I x 1 =3~ 2b + i(2a + 3b)j| = V[(3a - 2b)* + (2a + 3b)]
= [9a% + 4a°+ 4b% + 9b’~ 12ab + 12ab] = V[13(a® + b))} 2 [f{x),

Yang memperlihatkan bahwa f merupakan fungsional terbatas . THB Il menjamin

adanya perluasan Jinear terbatas § : ©—C€ dari f dan memenubi [|[flllz = |{[fffie. Salab

satu fungsional ini mempunyai rumus f= (IN13)|z]f, VzeC.

4.2, Akibat-akibat dari THB 1

Pada subbab ini , kita akan membahas akibat dari THB IiI yang menyoroti
tentang keberadaan fungsional linear terbatas dalam ruang bernorma dengan norma
fungsionainya yang khas. Kreyszig (1589 : 223) menyabut teorema 4.2 berikut ini

dengan Teorema Fungsional linear Terbatas.

Teorema 4.2, Andaikan X suatu ruang bernorma . Jika diambil sembarang

xpeX, Xo # 0 maka ada suatu fungsional linear terbatas 2 X--K sedemikian hingga



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Iy = 1 dan f(x) = |Ixo.

Bukti; Bentuklah subruang Z = {x = axgl e} dari X Kemudian definisikan
fungsional f: Z—K dengan aturan
fx) = floxe) = afjxel], VX =axgeZ
£ linear karena untuk sembarang X = oaxp , ¥ = Bxee € dan untuk sembarang 3,yeK

berlaku
flyx + By) = flyoxe + dPxe) = f{{ya -+ 8B) xe} = (yar + 3[) fxel|
= il oxg) + S Pxo) = vix) + 8(y).
Selain itu untuk sembarang x = axqeZ berlaku
fx)] = [floxe)] = ] fIxoll =[x,

vang memeperlihatkan £ fungsional linear terbatas. Sedangkan untuk sembarang xeZ

berlaku
. Sup _ Sup Sup
e = ) = Ix]j = 1 =1
xeZ, [Ixjf=I xeZ, [Ix}| =1 xeZ, |]x}j =1

Menurut THB 11T, ada perluasan linear f : X—K dari  dan {{ifiix = §if]llz. Berarti

ada fungsional linear terbatas f dan {{iffilx = 1. Karena xeeZ dan § perluasan dari
maka
f(x0)= f{x0) = |Ixoll.

Bukti selesal.
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Contoh 4.19, Perhatikanlah ruang bernorma R’ dengan norma
xnxal] = paf xid, Vix, X )eR? Jika diambil vekior (1,0)eR® | maka menurut
teorema 4.1 ada suatu fungsional linear terbatas { : R'»>R  sedemikian hingga
A =1 dan £(1, O) =1/ (1,0} || . Salah satu fungsional ini adalah f : R*->R dengan

TUmus

f(x1,%2) = X; + X2, V{Xp.X2)€ R*.

Contoh 4.20. Dengan mendefinisikan norma

&1, &y s Sl = Rl el + o v G, V&, &, o, 80)e @]
maka € wmerupakan suatu ruang berorma. Jika kita mengambil vektor
(2+1, 2424, ..., 2+ni)e C" maka menurut teorema 4.2 ada fungsional lincar terbatas
f: C"—»C sedemikian hingga |||fifl = 1 dan
f(2+1, 2421, ... ,2+ni) = §(2+4, 2421, ... , 2+ni)||.
Salah satu fungsional ini adalah : C"->C dengan rumus

£y, M2, - )2+, 2428, 0 240} = (M, M2, -GN (24, 2424, L, 24ni)],

V(M N2, ..o Me)(2+E, 2424, ... 2+ni) € G

Akibat dari THB 111 vang kedua akan kita sajikan dalam teorema 4.3 berikut

ini.
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Teorema 4.3. Andaikan X suatu ruang bernorma . jika diambil sembarang

xpe N, xo=0 maka ada suatu fungsional linear terbatas f XK sedemikian hingga

]”f]H\ = ||xp}j dan fixp) = 1.

Bukti: Mula-mula bentukiah subruang Z = {x = axel ccK} dan kemudian
definisikan fungsional f: Z—K dengan rumus
fix) = f{axy) = o, Vx=axyel.
Jika diambil sembarang X = axg , ¥ = Pxee € dan untuk sembarang 8, veK berlaku

fiys + y) = flyaxe + 3fxy ) = ya +3f

Tampak bahwa { fungsional linear terbatas. Selain itu, Vx # 0, dan xeZ memenuhi

00 o]
= Sup
%] il {Ixal}

= [jxol}

HE I, = Sup

Menurut THB 111, ada perluasan linear £ X—K dari { dan
lifix = lIftlz = xofl .
Perhatikan , xpeZ dan karena f perluasan dan fmaka f(xg) = {{xy) = 1.

Bukti selesal.
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Contoh 4.21, Dengan mendefinisikan norma dalam X = R",

HOX1, Xz, oo Xl 30+ iXa] & o [l V(X N2, X )eRY
menjadikan R"  suatu ruang bernorma. Karena (1,2,.. n)e R" maka sctiap vektor
us R" dapat dinyatakan sebagal

(U, Uz, o, W) = (0, 202, o, N0 V{00, Go, L Op)€ R".

Dengan mengambil (1,2,....n)eR” maka menurut teorema 4.3 ada perluasan
fungsional linear terbatas f : R"—>R sedemikian hingga

e = 11(1,2,....00 " dan §(1,2,...n)= 1.
Salah satu fungsional itu adalah g R">R ddengan rumus

a0, 200, ..., 00) = (G, O, <oy Gy V(0, 200, .., not)eRY

Contoh 4.22. Kita perhatikan ruang bernorma € dngan norma |ja+ibf| = [a+ibj,
vat+ibeC. Jika kita ambil ieCmaka menurut teorema 4.3 ada fungsional linear
terbatas f: C—C. sedemikian hingga [l|fllc = [ a+ib || ' dan f(a+ib) = 1. salah
satu fungsional tersebut adalah f: €—C, dengan rumus

fla+ib) = b —1ia, V(a+ib)eC.
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BAB Y

PENUTLUP
5.1. Kesimpulan

Dari penulisan skripsi ini, dapat disimpulkan beberapa hal pokok sebagal
berikut
1. Fungsional merupakan pemetaan dengan daerah asal berupa ruang vektor
dan daerah kawan berupa medan skalar dari daerah asal.
2 Menurut THB I dan THB 11, jika ada fungsional f dan p yang memenuhi
svarat-syarat tertentu maka ada perluasan dari { yang memenuhi sifat
tertentu pula.

Menurut THB 111, jika ada fungsions! linear terbatas f, maka ada perluasan

ey

linear terbatas dari f dengan norma yang sama dengan norma {.

4. lika diambil sembarang elemen tak nol dalam suatu ruang barnorma maka
menurut akibat dari THB 1iI, ada fungsional hnear tferbatas yang
mempunyai norma yang khas.

5.2, Saran

Beberapa saran yang dapat penulis berikan bagi penelitian lebih lanju adalah :

45
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E\)

W8]

Karena keterbatasan penulis, akibat THI 111 yang dibahas dalam skripsi mi
hanya dua. Penelitian selanjulnya perlu mendalam: THB 1, THB Il dan
THB 111 ini lebih jauh lagi sehingga ditemukan akibat-akibat yang lam.
Menarik untuk diteliti lebih jauh , bagaimanakah kesinpulan yang akan
terjadi jika asumsi-asumsi dalam Teorema Hahn-Banach dikurangt.
Teorema Hahn-Banach yang dibahas dalam skripsi ini berlaku pada ruang
vektor real dan kompleks. Menarik untuk dijadikan penelitian selanjutnya,
apakah Teorema-teorema Hahn-Banach ini juga berlaku untuk ruang vektor
dengan medan skalar selain medan skalar real dan kompleks.

Pertu untuk dikaji lebih jauh fagi , adakah Teorema Hahn-Banach yang
bukan membahas teniang fungsional linear.

Penting untuk dikaji lebih jauh lagi tentang keberadaan Teorema Hahn-

Banach pada ruang bernorma yang lain,
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